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ÂÍÓÒ�ÅÍÍÈÅ ÂÎËÍÛ Â ÑÆÈÌÀÅÌÎÉ ÄÂÓÕÑËÎÉÍÎÉÌÎÄÅËÈ ÀÒÌÎÑÔÅ�Û: �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎ ÎÏÈÑÀÍÈÅÂ. Ï. �óáàí *Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119334 Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 àïðåëÿ 2010 ã.�àññìîòðåíû ìåäëåííûå â ñðàâíåíèè ñî ñêîðîñòüþ çâóêà äâèæåíèÿ èäåàëüíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè (ãà-çà) â ïîëå òÿæåñòè ïðè íàëè÷èè äâóõ èçýíòðîïè÷åñêèõ ñëîåâ ñ íåáîëüøîé ðàçíèöåé óäåëüíîé ýíòðîïèèìåæäó íèìè. Â ïðåäïîëîæåíèè ïîòåíöèàëüíîñòè òå÷åíèÿ â êàæäîì èç ñëîåâ (v1;2 = r'1;2) è â ïðåíåáðå-æåíèè çâóêîâûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (div(��(z)r'1;2) � 0, ãäå ��(z) � ñðåäíÿÿ ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü)âûâåäåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãðàíèöû ðàçäåëà â òåðìèíàõ �îðìû ñàìîé ïîâåðõíîñòè z = �(x; y; t) èðàçíîñòè ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé äâóõ ïîòåíöèàëîâ ïîëÿ ñêîðîñòè:  (x; y; t) =  1� 2. Äîêàçàíà ãàìèëüòî-íîâà ñòðóêòóðà ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé, çàäàâàåìàÿ ëàãðàíæèàíîì âèäà L = R ��(�)�t dxdy � Hf�;  g.�àññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøåé òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëüþ äëÿ èçó÷åíèÿ âíóòðåííèõ âîëíâ ðåçêî ñòðàòè�èöèðîâàííîé àòìîñ�åðå, â êîòîðîé ñóùåñòâåííî ó÷èòûâàåòñÿ óìåíüøåíèå ðàâíîâåñíîéïëîòíîñòè ãàçà çà ñ÷åò åãî ñæèìàåìîñòè ïðè óâåëè÷åíèè âûñîòû. Äëÿ ïëîñêèõ òå÷åíèé ñäåëàíî îáîá-ùåíèå íà ñëó÷àé, êîãäà â êàæäîì èç ñëîåâ èìååòñÿ ñâîÿ ïîñòîÿííàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ çàâèõðåííîñòü. Èñ-ñëåäîâàíà ñèñòåìà ñ ìîäåëüíîé çàâèñèìîñòüþ ��(z) / e�2�z, ïðè êîòîðîé ãàìèëüòîíèàí Hf�;  g óäàåòñÿïðåäñòàâèòü â ÿâíîì âèäå. �àññìîòðåí äëèííîâîëíîâûé äèíàìè÷åñêèé ðåæèì ñ ó÷åòîì äèñïåðñèîííûõïîïðàâîê è âûâåäåíî ïðèáëèæåííîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå âèäà ut + auux � b[��̂2x +�2℄1=2ux = 0 (óðàâ-íåíèå Ñìèòà) äëÿ ìåäëåííîé ýâîëþöèè áåãóùåé âîëíû.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂíóòðåííèå âîëíû ÿâëÿþòñÿ âàæíîé ñîñòàâëÿ�þùåé â äèíàìèêå òàêèõ ñëîæíûõ ñèñòåì, êàê àò�ìîñ�åðà èëè îêåàí (ñì., íàïðèìåð, [1�10℄ è ññûë�êè òàì). Êàê èçâåñòíî, ýòè âîëíû ðàñïðîñòðàíÿþò�ñÿ â æèäêîé ñðåäå íà �îíå íåêîòîðîé íåîäíîðîäíî�ñòè âíóòðåííèõ ñâîéñòâ æèäêîñòè (ãàçà). Â îêåàíåîïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàþò êîíöåíòðàöèÿ ñîëåé èòåìïåðàòóðà, à â àòìîñ�åðå ýòî, â îñíîâíîì, óäåëü�íàÿ ýíòðîïèÿ, à òàêæå âëàæíîñòü âîçäóõà. Ñþäà æåìîæíî óñëîâíî îòíåñòè è íåîäíîðîäíîñòè ñäâèãîâûõòå÷åíèé. Äèíàìèêà âíóòðåííèõ âîëí ñóùåñòâåííûìîáðàçîì çàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ñòðàòè�èêà�öèÿ ïëàâíîé â äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå âû�ñîò, ëèáî èçìåíåíèå ñâîéñòâ æèäêîñòè ïðîèñõîäèòäîâîëüíî ðåçêî âáëèçè íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè. Ïî�ñëåäíèé ñëó÷àé, êàê ïðàâèëî, áîëåå óäîáåí äëÿ òåî�ðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâåí�íàÿ ðàçìåðíîñòü çàäà÷è ý��åêòèâíî ïîíèæàåòñÿ.*E-mail: ruban�itp.a.ru

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþòñÿ óïðî�ùåííûå ìîäåëè îêåàíà èëè àòìîñ�åðû, ãäå ñèñòåìàñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ñëîåâ, â êàæäîì èç êîòîðûõæèäêîñòü îäíîðîäíà, è çàòåì èçó÷àåòñÿ äèíàìèêàãðàíèö ðàçäåëà ìåæäó ñëîÿìè (ñì. [11�17℄ è ññûëêèòàì). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äî ñèõ ïîð âî âñåõ òàêèõêîíå÷íî-ñëîéíûõ ìîäåëÿõ æèäêîñòü ïðåäïîëàãàëàñüíåñæèìàåìîé, äàæå ïðè ìîäåëèðîâàíèè àòìîñ�åðû.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ñóùåñòâåííîñæèìàåìàÿ äâóõñëîéíàÿ ìîäåëü àòìîñ�åðû. Çäåñüïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååòñÿ ðåçêàÿ ãðàíèöà z == �(x; y; t), ðàçäåëÿþùàÿ äâå îáëàñòè ïîòåíöèàëü�íîãî òå÷åíèÿ, â êàæäîé èç êîòîðûõ óäåëüíàÿ ýí�òðîïèÿ ïðèíèìàåò íåêîòîðîå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå.Ïðè ýòîì îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíîñòü óäåëüíûõ ýíòðî�ïèé íåâåëèêà, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ìåäëåííîñòü õàðàê�òåðíûõ ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ëîêàëü�íîé ñêîðîñòüþ çâóêà. Ñîîòâåòñòâåííî, àêóñòè÷åñêèåñòåïåíè ñâîáîäû ìîæíî ý��åêòèâíî ¾îò�èëüòðî�âàòü¿, íàëîæèâ óñëîâèÿ r � (��(z)v) = 0 â êàæ�äîì èç ñëîåâ (��(z) � ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü), âìå�ñòî ðàññìîòðåíèÿ ïîëíîãî óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíî�6 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11) 881



Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010ñòè �t + r � (�v) = 0. Ýòà èäåÿ èñêëþ÷åíèÿ çâóêî�âûõ âîëí èñïîëüçîâàëàñü ðàíåå äëÿ ïîëó÷åíèÿ óïðî�ùåííûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ êîíâåêöèþ è âíó�òðåííèå âîëíû â íåïðåðûâíî ñòðàòè�èöèðîâàííîéñæèìàåìîé æèäêîñòè [18�20℄, à òàêæå ìåäëåííûåèçýíòðîïè÷åñêèå çàâèõðåííûå òå÷åíèÿ â ñæèìàåìîéæèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â ñòàòè÷åñêîì âíåøíåì ïî�ëå [21, 22℄. Îòëè÷èå ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü ìîäå�ëè ñîñòîèò â òîì, ÷òî óñëîâèå ïîòåíöèàëüíîñòè òå�÷åíèÿ â êàæäîì èç ñëîåâ ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåìr�(��(z)r') = 0 äëÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè ïîçâîëÿþòïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â òåðìèíàõ ñàìîé�îðìû ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà z = �(x; y; t) è ðàçíî�ñòè äâóõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè.Áîëåå òîãî, óäàåòñÿ äîêàçàòü ãàìèëüòîíîâó ñòðóêòó�ðó ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîá�ùåíèåì îòêðûòîé Â. Å. Çàõàðîâûì êàíîíè÷åñêîéñòðóêòóðû â äèíàìèêå âîëí íà ñâîáîäíîé ïîâåðõ�íîñòè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè [23�25℄. Âäâóìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ðàìêàõäâóõñëîéíîé ìîäåëè òàêæå ñäâèãîâûå òå÷åíèÿ ñ ïî�ñòîÿííîé ïîòåíöèàëüíîé çàâèõðåííîñòüþ â êàæäîìèç ñëîåâ. Ïðè ýòîì ãàìèëüòîíîâà òåîðèÿ åñòåñòâåí�íûì îáðàçîì ìîäè�èöèðóåòñÿ. Â êà÷åñòâå îñíîâ�íûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû ñëåäóåò åùå íà�çâàòü âûâîä çàêîíà äèñïåðñèè äëÿ âíóòðåííèõ âîëíâ äâóõñëîéíîé ñæèìàåìîé àòìîñ�åðå, à òàêæå âû�âîä íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ïðîìåæóòî÷íîãî ìåæ�äó óðàâíåíèåì Êîðòåâåãà � äå Âðèçà è óðàâíåíèåìÁåíäæàìèíà �Îíî [26, 27℄. Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿ�åò ìåäëåííóþ ýâîëþöèþ áåãóùåé âîëíû êîíå÷íîéàìïëèòóäû ñ ó÷åòîì äèñïåðñèè ñïåöèàëüíîãî âèäà,èìåþùåé ìåñòî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè. Âïåðâûåïîäîáíîå óðàâíåíèå áûëî âûâåäåíî â èíîì �èçè÷å�ñêîì êîíòåêñòå �. Ñìèòîì [28℄, êîòîðûé òåîðåòè÷å�ñêè èññëåäîâàë êîíòèíåíòàëüíî-øåëü�îâûå âîëíû âîêåàíå.Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2âûâîäÿòñÿ óïðîùåííûå óðàâíåíèÿ äâóõñëîéíîé ñæè�ìàåìîé ìîäåëè àòìîñ�åðû è äîêàçûâàåòñÿ èõ ãà�ìèëüòîíîâà ñòðóêòóðà. Â ðàçä. 3 ïðîäåëàíû êîí�êðåòíûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ýêñïîíåíöèàëüíî�ãî ïðî�èëÿ ðàâíîâåñíîé ïëîòíîñòè. Â ðàçä. 4 ñäå�ëàíî îáîáùåíèå ìîäåëè íà ïëîñêèé ñëó÷àé ñ êó�ñî÷íî-ïîñòîÿííîé ïîòåíöèàëüíîé çàâèõðåííîñòüþ.Â ðàçä. 5 êðàòêî îáñóæäàþòñÿ óñëîâèÿ ïðèìåíèìî�ñòè ìîäåëè, à òàêæå ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøèõ èñ�ñëåäîâàíèé. Íàêîíåö, â Ïðèëîæåíèè âûâåäåíà òðåõ�ìåðíàÿ �óíêöèÿ �ðèíà, îïðåäåëÿþùàÿ ãàìèëüòîíè�àí ñèñòåìû ñ ó÷åòîì ïëîñêîé íèæíåé ãðàíèöû àòìî�ñ�åðû.

2. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß È ÈÕ�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÀ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÀÏóñòü â ðàâíîâåñèè ïåðâûé ñëîé ãàçà çàíèìàåòîáëàñòü 0 < z < h è èìååò ïëîòíîñòü ��1(z), à âòîðîéñëîé çàíèìàåò îáëàñòü z > h è èìååò ïëîòíîñòü ��2(z)(äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî íèæíÿÿ òâåð�äàÿ ãðàíèöà � ¾çåìíàÿ ïîâåðõíîñòü¿ � ïëîñêàÿ, íîè â ñëó÷àå íåòðèâèàëüíîé òîïîãðà�èè ìîæíî ïðîâå�ñòè àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå). �àçóìååòñÿ, �óíê�öèè ��1(z) è ��2(z) íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, òàêêàê �àêòè÷åñêè îíè îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâèåì ãèäðî�ñòàòè÷åñêîãî áàëàíñà è óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ ãàçà(ñì. íèæå). Äëÿ äàëüíåéøåãî âûâîäà ïðèáëèæåí�íûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ìåäëåííûå ïî ñðàâ�íåíèþ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà  ïîòåíöèàëüíûå äâèæå�íèÿ â òàêîé ñèñòåìå, âåñüìà ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿóñëîâèå ��1 � ��2 � ��(z) = ��1 + ��22 :Èñõîäíûìè óðàâíåíèÿìè ïîòåíöèàëüíîãî èçýí�òðîïè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ãàçà â êàæäîì èç ñëîåâ ÿâëÿ�þòñÿ íåñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå Áåðíóëëè è óðàâíå�íèå íåïðåðûâíîñòè,�t'+ (r')22 = �w(�)� gz + onst; (1)�t�+r � (�r') = 0: (2)Çäåñü '(r; t) � ïîòåíöèàë ïîëÿ ñêîðîñòè v, óäîâëå�òâîðÿþùèé óñëîâèþ îáðàùåíèÿ â íóëü íîðìàëüíîéïðîèçâîäíîé íà òâåðäîé ãðàíèöå, ò. å. �z'(x; y; 0) == 0; �(r; t) � ïëîòíîñòü, w(�) � óäåëüíàÿ ýíòàëü�ïèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîéw(�) = w1;2(�) = �Z0 dp1;2(�)� ; (3)ãäå p = p1;2(�) � äàâëåíèå êàê �óíêöèÿ ïëîòíîñòèâ êàæäîì èç ñëîåâ, ïðè÷åìp2(�)� p1(�)� p2(�) + p1(�)2 :Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ' = 0,ýíòàëüïèÿ w1;2(��1;2(z)) = onst1;2 � gz, à äàâëåíèåñâÿçàíî ñ ïëîòíîñòüþ ãèäðîñòàòè÷åñêîé �îðìóëîé�p1;2(z) = p0 � g zZh ��1;2(z) dz: (4)�àññìîòðèì ìåäëåííûå òå÷åíèÿ, êîãäà p1;2 == �p1;2(z) + ~p1;2 è w1;2 � onst1;2 � gz + ~p1;2=��(z), ãäå882



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010 Âíóòðåííèå âîëíû â ñæèìàåìîé äâóõñëîéíîé ìîäåëè àòìîñ�åðû : : :~p1;2 � îòíîñèòåëüíî ìàëûå ïîïðàâêè ê äàâëåíèþçà ñ÷åò òå÷åíèÿ æèäêîñòè. Óðàâíåíèÿ ìåäëåííîãîäâèæåíèÿ â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî v= ïðèíèìàþò âèä�t'1;2 + (r'1;2)22 + ~p1;2��(z) = 0; (5)r � (��(z)r'1;2) = 0: (6)Èìåííî ïðåíåáðåæåíèå âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé �t�â óðàâíåíèè íåïðåðûâíîñòè ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòüèç ðàññìîòðåíèÿ çâóêîâûå ñòåïåíè ñâîáîäû è îñòà�âèòü òîëüêî èíòåðåñóþùóþ íàñ ìåäëåííóþ äèíàìè�êó âíóòðåííèõ âîëí, îáóñëîâëåííóþ îòíîñèòåëüíîìàëîé ðàçíîñòüþ ðàâíîâåñíûõ ïðî�èëåé ïëîòíîñòè.Ñæèìàåìîñòü ñðåäû â äàííîé ìîäåëè ïðîÿâëÿåòñÿâ òîì, ÷òî ïðè ìåäëåííîì òå÷åíèè îáúåì êàæäî�ãî æèäêîãî ýëåìåíòà ý��åêòèâíî ¾ïîäñòðàèâàåòñÿ¿ïîä ðàâíîâåñíóþ ïëîòíîñòü ��(z), ðàñøèðÿÿñü ïðèäâèæåíèè ââåðõ è ñæèìàÿñü ïðè äâèæåíèè âíèç (ïî�ñêîëüêó ��0(z) < 0).Ïóñòü �îðìà âîçìóùåííîé ãðàíèöû çàäàåòñÿóðàâíåíèåì z = �(x; t), ãäå x = (x; y) � ðàäèóñ-âåê-òîð â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, è ïóñòü ãðàíè÷�íûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ ñêîðîñòè åñòü  1;2(x; t) == '1;2(x; �(x; y; t); t). Íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå ðàçäåëàíîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïîëÿ ñêîðîñòè Vn îáÿçàíàáûòü íåïðåðûâíîé, ðàâíî êàê è äàâëåíèå. ßñíî òàê�æå, ÷òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ñàìîé ãðàíèöû âäîëüíîðìàëè n (äëÿ îïðåäåëåííîñòè íîðìàëü íàïðàâëå�íà îò ïåðâîé æèäêîñòè êî âòîðîé) ðàâíà Vn. Èç ýòèõñîîáðàæåíèé âûâîäÿòñÿ äâà êèíåìàòè÷åñêèõ óñëî�âèÿ è îäíî äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå, êîòîðûå îïðåäå�ëÿþò ýâîëþöèþ ñèñòåìû:�'1�n ����z=� = �'2�n ����z=� � Vn; (7)�t = Vnp1 + (r�)2; (8)n��['1;t � '2;t℄ + ��2 [(r'1)2 � (r'2)2℄o���z=� ++ g �Zh [��1(z)� ��2(z)℄ dz = 0: (9)Èç óñëîâèÿ (7) ñëåäóåò, ÷òî  1 è  2 ñâÿçàíû ëèíåé�íîé èíòåãðàëüíîé çàâèñèìîñòüþ, òàê ÷òî åñëè çà�äàòü èõ ðàçíèöó  (x; t) �  1 �  2, òî êàæäûé èçïîòåíöèàëîâ îïðåäåëèòñÿ îäíîçíà÷íî. Ñ ó÷åòîì ðà�âåíñòâ � 1;2�t = ��'1;2�t +��'1;2�z � �t�����z=� (10)

íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿäâóõ îñíîâíûõ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé �(x; t) è  (x; t)èìåþò ãàìèëüòîíîâó ñòðóêòóðó:��(�)�t = ÆHÆ ; ���(�) t = ÆHÆ� ; (11)êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ëàãðàíæèàíL = Z ��(�)�t d2x�Hf�;  g: (12)Ïðè ýòîì ãàìèëüòîíîâ �óíêöèîíàë Hf�;  g îïðåäå�ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:H = Z d2x �(x)Z0 ��(z) (r'1)22 dz ++ Z d2x 1Z�(x) ��(z) (r'2)22 dz + g Z W (�) d2x == 12 Z ��(�) Vnd2x+ g Z W (�) d2x; (13)ãäå W 0(�) = �Zh [��1(z)� ��2(z)℄ dz; (14)ò. å. ãàìèëüòîíèàí H ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó êè�íåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ý��åêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîéýíåðãèè. Äîêàæåì ñäåëàííûå óòâåðæäåíèÿ.Äåéñòâèòåëüíî, âàðèàöèÿ Æ âëå÷åò çà ñîáîéíåêîòîðûå âàðèàöèè Æ'1;2 è, òåì ñàìûì, � âàðè�àöèþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âà�ðèàöèÿ ãàìèëüòîíèàíà ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî÷àñòÿì îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîì ïî ïîâåðõíîñòèz = �(x) è ïðèíèìàåò âèäÆH���Æ = ZS ��(r'1 �n)Æ 1dS�ZS ��(r'2 �n)Æ 2dS == Z ��(�)Vnp1 + (r�)2Æ d2x: (15)Îòñþäà èìååìÆH=Æ = ��(�)Vnp1 + (r�)2è, ñðàâíèâàÿ ñ óðàâíåíèåì (8), äîêàçûâàåì ïåðâîåèç óðàâíåíèé (11).Âû÷èñëåíèå âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé ÆH=Æ�÷óòü ìåíåå ïðîñòî, ïîñêîëüêó ïðè âàðüèðîâàíèè îá�ëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî åùå ñëåäèòü çà883 6*



Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010òåì, ÷òîáû ïîñëå âàðèàöèè ãðàíèöû ðàçäåëà ðàç�íîñòü ïîòåíöèàëîâ  1� 2 ïðèíèìàëà íà íîâîé ãðà�íèöå òî æå ñàìîå çíà÷åíèå  (x), êîòîðîå áûëî äîâàðèàöèè íà ñòàðîé ãðàíèöå. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òîâ ñèëó ýòîãî óñëîâèÿ çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ íà ìåñòåñòàðîé ãðàíèöû ïîñëå âàðüèðîâàíèÿ Æ� èçìåíÿþòñÿíà ìàëûå âåëè÷èíû Æ old1;2 = �Æ�(�z'1;2)jz=� . Ñîîò�âåòñòâåííî, âàðèàöèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â ýòîìñëó÷àå ñîñòîèò èç äâóõ âêëàäîâ. Ïåðâûé âêëàä âîç�íèêàåò èç èçìåíåíèÿ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ:ÆK(1)���Æ� = Z ��2 [(r'1)2 � (r'2)2℄���z=�Æ� d2x: (16)Âòîðîé âêëàä ñâÿçàí ñ èçìåíåíèÿìè ïîòåíöèàëîâ'1;2 â íåïðîâàðüèðîâàííûõ îáëàñòÿõ áëàãîäàðÿ âà�ðèàöèÿì èõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íà âåëè÷èíû Æ old1;2 .Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòîò âêëàä ðàâåíÆK(2)���Æ� = Z (ÆH=Æ )(Æ old1 � Æ old2 ) d2x == � Z ��Vnp1+(r�)2[�z'1��z'2℄���z=�Æ� d2x: (17)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òàêæå âàðèàöèþ ý��åêòèâ�íîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ïîëó÷àåì â èòîãåÆHÆ� = ��2 [(r'1)2 � (r'2)2℄���z=� �� ��Vnp1 + (r�)2[�z'1 � �z'2℄���z=� ++ g �Zh [��1(z)� ��2(z)℄ dz: (18)Ó÷èòûâàÿ óðàâíåíèÿ (9) è (10), âûâîäèì îòñþäà âòî�ðîå èç óðàâíåíèé (11).�àìèëüòîíîâîñòü ñèñòåìû â ïðèíöèïå ïîçâîëÿåòïðèìåíèòü ê íåé íàáîð ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ èññëå�äîâàíèÿ [25℄. Îäíàêî òåõíè÷åñêàÿ òðóäíîñòü ñîñòîèòâ òîì, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âûðàæàåòñÿ íåïðÿ�ìûì îáðàçîì � ÷åðåç ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) â ÷àñò�íûõ ïðîèçâîäíûõ ñ íåïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòà�ìè, è ê òîìó æå â îáëàñòÿõ ñ èñêðèâëåííîé ãðàíèöåéz = �(x). Äîïóñòèì âñå æå, ÷òî íàì èçâåñòíû ÷àñò�íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) â âèäå ëèíåéíûõ êîìáè�íàöèé'k(x; z) = [A�(�)k (z) +B�(+)k (z)℄eik�x; (19)ñ óáûâàþùèìè ïî àìïëèòóäå ïðè z ! 1 �óíêöèÿ�ìè �(�)k (z) è ñ ðàñòóùèìè ïî àìïëèòóäå ïðè z !1�óíêöèÿìè �(+)k (z). Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ ëþáîãîk èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ�00(z) + ��0(z)��(z) �0(z)� k2�(z) = 0: (20)

Òîãäà äëÿ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ ãàìèëüòîíè�àíà ïðè ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ �(x; t) = �(x; t) � h ñóñëîâèåì jr�j � 1 ìîæíî íàïèñàòü'1(x; z) == Z dk(2�)2 [A(1)k �(�)k (z) +B(1)k �(+)k (z)℄eik�x; (21)'2(x; z) = Z dk(2�)2A(2)k �(�)k (z)eik�x: (22)Çàòåì èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé1) �z'1(x; 0) = 0;2) �n'1(x; h+ �(x)) = �n'2(x; h+ �(x));3) '1(x; h+ �(x)) � '2(x; h+ �(x)) =  (x)ìîæíî íàéòè íåèçâåñòíûå �óíêöèè A(1)k , B(1)k è A(2)k(è, êàê ñëåäñòâèå, èñêîìóþ âåëè÷èíó Vn(x)) â âèäåðàçëîæåíèé ïî �. Òàêîé ìåòîä ðàçëîæåíèÿ ãàìèëüòî�íèàíà â èíòåãðîñòåïåííîé ðÿä ïî ìàëîìó ïàðàìåòðóõàðàêòåðíîé êðóòèçíû ÿâëÿåòñÿ îáû÷íûì â òåîðèèìîðñêèõ âîëí [23�25℄. Â ÷àñòíîñòè, ýòèì ñïîñîáîìëåãêî ïîëó÷èòü çàêîí äèñïåðñèè äëÿ âîëí ìàëîé àì�ïëèòóäû: !2k = ~g(h) D1(h; k)D2(h; k)D2(h; k) +D1(h; k) ; (23)ãäå ~g(h) � ïåðåíîðìèðîâàííîå óñêîðåíèå ñâîáîäíîãîïàäåíèÿ: ~g(h) = g[��1(h) � ��2(h)℄=��(h), è ãäå èñïîëü�çîâàíû îáîçíà÷åíèÿD1(h; k) = �0(+)k (h)�0(�)k (0)��0(�)k (h)�0(+)k (0)�(+)k (h)�0(�)k (0)��(�)k (h)�0(+)k (0) ; (24)D2(h; k) = ��0(�)k (h)�(�)k (h) : (25)Çàìåòèì, ÷òî D1(h; k) > 0, D2(h; k) > 0.×òî êàñàåòñÿ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ñèñòåìû, òîçäåñü â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãàìèëü�òîíèíàíà ìîæåò îêàçàòüñÿ óäîáíûì èñïîëüçîâàíèåäðóãîãî ïðèåìà. Ïîñêîëüêó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿèìååò âèä K = 12 Z (j � v) d2x dz;ãäå j = ��v � áåçäèâåðãåíòíîå ïîëå ïëîòíîñòè òî�êà, ìû âïðàâå ââåñòè äëÿ j âåêòîðíûé ïîòåíöèàë A,óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþrot 1��(z) rotA = 
 � rotv; (26)884



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010 Âíóòðåííèå âîëíû â ñæèìàåìîé äâóõñëîéíîé ìîäåëè àòìîñ�åðû : : :ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì�xA(y)(x; y; 0)� �yA(x)(x; y; 0) = 0è çàòåì ïåðåïèñàòü èíòåãðàë êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèèâ âèäåK = 12 Z A �
 d2x dz == 12 Z Gik(r1; r2)
i(r1)
k(r2) d3r1d3r2; (27)ãäåGik(r1; r2)��óíêöèÿ �ðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (26).Ñèíãóëÿðíîå ïîëå ðîòîðà ñêîðîñòè öåëèêîì ñîñðå�äîòî÷åíî íà ãðàíèöå ðàçäåëà z = �(x) è ëèíèè åãîñîâïàäàþò ñ ëèíèÿìè óðîâíÿ �óíêöèè  (x) íà ýòîéïîâåðõíîñòè, ïîýòîìó â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèåïî ïîëóïðîñòðàíñòâó ñâåäåòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ïîïîâåðõíîñòè z = �(x) ïóòåì çàìåíû(
(x);
(y);
(z)) dr!! ( y;� x;  y�x �  x�y) dx dy: (28)Â êà÷åñòâå ïðîñòåéøåãî ïðèìåðà â äàííîé ðàáîòåáóäåò ðàññìîòðåí ýêñïîíåíöèàëüíûé ïðî�èëü ðàâ�íîâåñíîé ïëîòíîñòè: ��(z) = �0e�2�z, êîãäà óðàâíå�íèå (26) ïîñëå ïîäñòàíîâêè A = �0e�2�zF ïðåâðàùà�åòñÿ â óðàâíåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êîý��èöèåíòàìè.�àçóìååòñÿ, òàêàÿ çàâèñèìîñòü, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñîãëàñóåòñÿ ñ àäèàáàòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ñîñòî�ÿíèÿ p(�) ðåàëüíûõ ãàçîâ, äëÿ êîòîðûõ p � C1� ,ãäå  � ïîêàçàòåëü àäèàáàòû (äëÿ îäíîàòîìíûõ ãà�çîâ  = 5=3, äëÿ ãàçîâ èç äâóõàòîìíûõ ìîëåêóë = 7=5), è ïîýòîìó��(z) � C2(z0 � z)1=(�1);ãäå z0 � âûñîòà, íà êîòîðîé ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòüîáðàùàåòñÿ â íóëü (â ýòèõ ñëó÷àÿõ ó àòìîñ�åðûèìååòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà). Îäíàêî ëîêàëüíî ïî êî�îðäèíàòå z âáëèçè z = h ëþáàÿ ðåàëüíàÿ çàâè�ñèìîñòü ��(z) ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ýêñïî�íåíòîé, åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ íå ñëèøêîì äëèí�íûå âîëíû. Ñëåäóåò âñå æå îòìåòèòü, ÷òî ñëó÷àé��(z) � C2(z0 � z)1=(�1) òàêæå äîïóñêàåò àíàëèòè�÷åñêîå èññëåäîâàíèå, õîòÿ è áîëåå òðóäîåìêîå, ïî�ñêîëüêó �óíêöèè �(�)k (z) â ÷àñòíûõ ðåøåíèÿõ (19)óðàâíåíèÿ (6) âûðàæàþòñÿ òîãäà ÷åðåç ìîäè�èöè�ðîâàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ I� è K� ñ èíäåêñîì� = [( � 1)�1 � 1℄=2:�(�)k (z) = [k(z0 � z)℄��I�(k(z0 � z)); (29)�(+)k (z) = [k(z0 � z)℄��K�(k(z0 � z)): (30)

3. ÑËÓ×ÀÉ ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÎ�ÎÏ�ÎÔÈËß �ÀÂÍÎÂÅÑÍÎÉ ÏËÎÒÍÎÑÒÈÈòàê, íàéäåì ãàìèëüòîíèàí íàøåé ñèñòåìû â ÿâ�íîì âèäå ïðè ��(z) = �0 exp(�2�z), äëÿ ÷åãî ñíà÷à�ëà áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå (26). �àññìîòðèì çäåñüáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé �h� 1, êîãäà íàëè÷èåì ïëîñ�êîé íèæíåé ãðàíèöû ïðè z = 0 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,ïîñêîëüêó âêëàä îò íåå, êàê âûÿñíèòñÿ íèæå, îêàçû�âàåòñÿ ïîðÿäêà exp(�2h�). Áîëåå ãðîìîçäêîå òðåõ�ìåðíîå ðåøåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà ñ ó÷å�òîì òâåðäîé ãðàíèöû z = 0 äàíî â Ïðèëîæåíèè.Äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (26) èñïîëüçóåì ïîäñòàíîâ�êó A = �0e�2�zF è ïåðåïèñûâàåì óðàâíåíèå â �ó�ðüå-ïðåäñòàâëåíèè:ik� [(ik� 2�ez)� Fk℄ = 
k:�àñêðûâàÿ äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå è âûáè�ðàÿ êàëèáðîâêó k � Fk = 0, ïîëó÷àåì ïðîñòîå óðàâ�íåíèå [k2 + 2i�(k � ez)℄Fk = 
k: (31)Çàïèñûâàåì óáûâàþùåå íà áåñêîíå÷íîñòè ðåøåíèåýòîãî óðàâíåíèÿ:F(r) = Z d3k(2�)3 
keik�r[k2 + 2i�(k � ez)℄ == Z exp[�(z � z1 � jr� r1j)℄4�jr� r1j 
(r1) d3r1: (32)Ñîîòâåòñòâåííî, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òðåõìåðíîéñèñòåìû áåç ó÷åòà òâåðäîé íèæíåé ãðàíèöû äàåòñÿñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:K = �08� Z e��jr2�r1jjr2 � r1j �� e��(z2+z1)
(r2) �
(r1) d3r1d3r2: (33)Ïåðåõîäÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (28) îò èíòåãðèðî�âàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ñâîáîä�íîé ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé ðàñïðåäåëåíî ñèíãóëÿð�íîå ïîëå çàâèõðåííîñòè, ïîëó÷èì òðåáóåìîå âûðàæå�íèå â òåðìèíàõ � è  ,K = �08� Z 1pjx1 � x2j2 + (�1 � �2)2 ��nexp[��pjx1�x2j2+(�1��2)2��(�1+�2)℄o��fr 1 � r 2 + [r 1 �r�1℄ � [r 2 �r�2℄g �� dx1dx2; (34)ãäå r� è r � äâóìåðíûå ãðàäèåíòû. Ïðè íåîá�õîäèìîñòè ðàññìîòðåíèÿ ñëàáîíåëèíåéíîãî ðåæèìà885



Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010â äèíàìèêå âîëí ýòîò �óíêöèîíàë ìîæåò áûòü äî�ñòàòî÷íî ëåãêî ðàçëîæåí â èíòåãðîñòåïåííîé ðÿä ïîìàëûì âîçìóùåíèÿì  è �.Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïëîñêèì òå÷åíèÿì. Çàìåòèì,÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå Fk è 
k ïðåäñòàâëÿþò ñî�áîé ïî ñóòè (ïñåâäî)ñêàëÿðíûå âåëè÷èíû. Íàëè÷èåãðàíèöû z = 0 ìîæåò áûòü ïðè ýòîì ó÷òåíî îáîá�ùåííûì ìåòîäîì èçîáðàæåíèé, â ðåçóëüòàòå ÷åãîF (x; z) = 12� �� Z e�(z�z1)hK0 ��p(x � x1)2 + (z � z1)2 ���K0 ��p(x� x1)2 + (z + z1)2 �i�� 
(x1; z1) dx1dz1: (35)Çäåñü K0(r) � èçâåñòíàÿ �óíêöèÿ Ìàêäîíàëäà, äëÿêîòîðîé äâà èç ìíîãèõ âîçìîæíûõ èíòåãðàëüíûõïðåäñòàâëåíèé èìåþò âèäK0(pa2 + b2) = Z d2k2� eik1a+ik2bk21 + k22 + 1 == 1Z�1 exp(ika� jbjpk2 + 1)2pk2 + 1 dk: (36)Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ �ðèíà â ðàññìàòðèâàåìîìñëó÷àå èìååò âèäG(x2 � x1; z1; z2) = �02� �� hK0 ��p(x1 � x2)2 + (z1 � z2)2 ���K0 ��p(x1 � x2)2 + (z1 + z2)2 � i�� e��(z1+z2): (37)Âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïëîñêîãîäâóõñëîéíîãî òå÷åíèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðà�çîì:K2D = �04� Z e��(�1+�2) �� hK0 ��p(x1 � x2)2 + (�1 � �2)2 ���K0 ��p(x1 � x2)2 + (�1 + �2)2 �i��  01 02dx1dx2; (38)ãäå  0 = � =�x. Èñïîëüçîâàíèå �îðìóë (36) ïîç�âîëÿåò ïðåäñòàâèòü ýòîò �óíêöèîíàë â íåñêîëüêîèíîì âèäå:

K2D = �02 Z dx1dx2 01 02e��(�1+�2)eik(x1�x2) �� Z e�j�1��2jpk2+�2 � e�(�1+�2)pk2+�22pk2 + �2 dk2� : (39)Ïîìèìî òîãî, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå óäîáíî äëÿâû÷èñëåíèÿ äëèííîâîëíîâîé àñèìïòîòèêè â íåëè�íåéíîé äèíàìèêå âîëí, î ÷åì áóäåò èäòè ðå÷ü ÷óòüíèæå, îíî òàêæå ïîçâîëÿåò ëåãêî íàéòè çàêîí äèñ�ïåðñèè äëÿ âîëí ìàëîé àìïëèòóäû. Â ñàìîì äåëå, èçóðàâíåíèÿ (39) î÷åâèäíî, ÷òî â êâàäðàòè÷íîì ïðè�áëèæåíèè ãàìèëüòîíèàí äàåòñÿ �îðìóëîéH[2℄2D = �0e�2�h2 �� Z "1� e�2hpk2+�22pk2 + �2 k2 �k k + ~g(h)��k�k#�� dk2� : (40)�åøàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíå�íèÿ äâèæåíèÿ äëÿ �óðüå-êîìïîíåíò �k(t) è  k(t),íàéäåì äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëüíûé çàêîí äèñïåðñèè:!2k = ~g(h)k2 1� e�2hpk2+�22pk2 + �2 : (41)Çàìåòèì, ÷òî ýòîò æå çàêîí äèñïåðñèè èìååò ìåñòîè â òðåõìåðíîì ñëó÷àå â ñèëó èçîòðîïèè ñèñòåìû âãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè (÷òî òàêæå ïîäòâåðæäà�åòñÿ �îðìóëîé (23)).�àññìîòðèì òåïåðü ïðåäåëüíûé ñëó÷àé �� � 1è õàðàêòåðíûå âîëíîâûå ÷èñëà k, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèÿì �� . k� � 1. �àñêëàäûâàÿ ýêñïîíåíòû âèíòåãðàëå (39) ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ àðãóìåíòîâ, ïîëó�÷èì ïðèáëèæåííûé �óíêöèîíàë êèíåòè÷åñêîé ýíåð�ãèè ñ ó÷åòîì ïåðâîé ïîïðàâêè ïî ��,K�f�;  g = �02 Z �(1� 2��)( 0)2dx�� �02 Z ( 0�)[��̂2x + �2℄1=2( 0�) dx: (42)Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íîâóþ íåèçâåñòíóþ �óíê�öèþ q = [1 � exp(�2��)℄=2�, êîòîðàÿ ñ òî÷íîñòüþäî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ �0 ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèñîïðÿæåííîé ïî îòíîøåíèþ ê �óíêöèè  , è ïåðåïè�øåì ïðèáëèæåííûé ãàìèëüòîíèàí â òåðìèíàõ q è  :H�fq;  g = �02 Z q(1� �q)( 0)2dx�� �02 Z ( 0q)[��̂2x + �2℄1=2( 0q) dx++ �0~g(0) Z �q22 + �� q33 � dx: (43)886



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010 Âíóòðåííèå âîëíû â ñæèìàåìîé äâóõñëîéíîé ìîäåëè àòìîñ�åðû : : :Çäåñü � � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, çàâèñÿùèé îòïîâåäåíèÿ ðàçíîñòè ðàâíîâåñíûõ ïëîòíîñòåé ��1(z)����2(z) âáëèçè z = 0. �àññìàòðèâàÿ ðàñïðîñòðàíåíèåîòíîñèòåëüíî ìàëûõ, õîòÿ è êîíå÷íûõ, âîçìóùåíèé~q(x; t) = q(x; t)��q, ìîæíî ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì âû�âåñòè ñëàáîíåëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ u(x; t) =  x,îïèñûâàþùåå ìåäëåííóþ ýâîëþöèþ áåãóùåé âîëíûñ ó÷åòîì ñëàáîé äèñïåðñèè:ut + �ux + �auux �� ��q2 n[��̂2x + �2℄1=2 � �o ux = 0; (44)ãäå ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëèííûõ ëèíåéíûõâîëí � � [~g(0)�q℄1=2 è êîý��èöèåíò �a � 3=2.Óðàâíåíèå òàêîãî âèäà èíîãäà íàçûâàþò óðàâíå�íèåì Ñìèòà, ïîñêîëüêó âïåðâûå ïîäîáíîå óðàâíå�íèå áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [28℄, ãäå èçó÷àëèñüòàê íàçûâàåìûå êîíòèíåíòàëüíî-øåëü�îâûå âîë�íû â îêåàíå. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñâîåîáðàç�íûé âèä äèñïåðñèîííîé ïîïðàâêè äåëàåò ýòî óðàâ�íåíèå ïðîìåæóòî÷íûì ìåæäó äâóìÿ çíàìåíèòû�ìè èíòåãðèðóåìûìè ìîäåëÿìè � óðàâíåíèåì Êîð-òåâåãà � äå Âðèçà è óðàâíåíèåì Áåíäæàìèíà �Îíî[26, 27℄. Â ýòîì ñìûñëå óðàâíåíèå Ñìèòà ïîäîáíîóðàâíåíèþ ILW (intermediate long wave equation)(ñì., íàïðèìåð, [11; 12; 13; 29; 30℄), îäíàêî, êàê áûëîâûÿñíåíî â ðàáîòå [31℄, óðàâíåíèå Ñìèòà â îòëè÷èåîò óðàâíåíèÿ ILW íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìûì.4. ÏËÎÑÊÈÅ ÒÅ×ÅÍÈß ÑÊÓÑÎ×ÍÎ-ÏÎÑÒÎßÍÍÎÉÏÎÒÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÇÀÂÈÕ�ÅÍÍÎÑÒÜÞÑäåëàåì îäíî âàæíîå îáîáùåíèå ãàìèëüòîíîâîéòåîðèè, âîçìîæíîå äëÿ äâóìåðíûõ èçýíòðîïè÷åñêèõòå÷åíèé (â ïëîñêîñòè xz), à èìåííî ó÷òåì òîò �àêò,÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ çàâèõðåííîñòü ~ = �
(y)=� âäâóìåðíîì ñëó÷àå ïîä÷èíÿåòñÿ óðàâíåíèþ ïåðåíîñà~t + v � r~ = 0: (45)Ýòîò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé çàâèõðåííî�ñòè âäîëü òðàåêòîðèè êàæäîé æèäêîé ÷àñòèöû ïîç�âîëÿåò ïðè ðàññìîòðåíèè ïëîñêèõ òå÷åíèé ñ êóñî÷�íî-ïîñòîÿííîé �óíêöèåé ~(x; z; t) ñëåäèòü òîëüêî çàäâèæåíèåì ãðàíèö, íà êîòîðûõ ~ ïðåòåðïåâàåò ðàç�ðûâ. Â äàííîé ñòàòüå äëÿ ïðîñòîòû áóäåò ïðåäïîëà�ãàòüñÿ, ÷òî ó ~ èìååòñÿ òîëüêî îäèí ñêà÷îê, è ÷òî îíñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé ìåæäó ñëîÿìè z = �(x; t), õîòÿâ ïðèíöèïå òàêîå ñîâïàäåíèå íå îáÿçàòåëüíî è ìîæ�íî ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíóþ êðèâóþ z = ��(x; z; t),íà êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñêà÷îê.

Ïóñòü (äîñòàòî÷íî ìàëûå) ïîòåíöèàëüíûå çàâè�õðåííîñòè â îáîèõ ñëîÿõ ðàâíû 1;2, òàê ÷òî ñîîòâåò�ñòâóþùèå ñòàöèîíàðíûå ãîðèçîíòàëüíûå ñäâèãîâûåòå÷åíèÿ U1;2(z) �  óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (ðàç�íîñòüþ ìåæäó ��1;2 è �� ïðåíåáðåãàåì)�U 01;2(z) = 1;2��(z): (46)Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèèó ïðî�èëÿ ñêîðîñòè èìååòñÿ èçëîì ïðè z = h, ò. å.U1;2(z) = �1;2�(z), ãäå�(z) = zZh ��(�) d�: (47)Äâóìåðíîå ïîëå ñêîðîñòè â êàæäîì èç ñëîåâ òåïåðüèìååò âèäv1;2(x; z; t) == (U1;2(z) + �x'1;2(x; z; t); �z'1;2(x; z; t)); (48)ïðè÷åì ïîòåíöèàëû '1;2 óäîâëåòâîðÿþò ïðåæíåìóóðàâíåíèþ (6), r � ��r'1;2 = 0, èç êîòîðîãî ñëåäó�åò ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé òîêà#1;2(x; z; t):���x'1;2 = �z#1;2; ���z'1;2 = ��x#1;2: (49)Âìåñòî óðàâíåíèÿ (5) òåïåðü ìû äîëæíû èìåòü äåëîñ åãî îáîáùåíèåì�t'1;2 + 1;2#1;2 + U1;2(z)�x'1;2 ++ (r'1;2)22 + ~p1;2��(z) = 0; (50)êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå äâóìåðíîãî óðàâ�íåíèÿ Ýéëåðà ïðè ïîñòîÿíñòâå ïîòåíöèàëüíîé çàâè�õðåííîñòè è óñëîâèè r � (��v) = 0. Ñ ó÷åòîì òîãî�àêòà, ÷òî ïîëíûå �óíêöèè òîêà ðàññìàòðèâàåìûõòå÷åíèé åñòü�1;2(x; z; t) = #1;2(x; z; t)� U21;2(z)21;2 ; (51)óðàâíåíèå (50) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî òàêæå ââèäå �t'1;2 + 1;2�1;2 + (v1;2)22 + ~p1;2��(z) = 0: (52)Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî íà ãðàíèöå ðàçäåëà z = �(x; t)èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà� �x�1(x; �(x)) = ��x�2(x; �(x)) == ��(�)�t = ��(�)Vnp1 + �02; (53)887



Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010ãäå Vn = v1 �n = v2 �n. Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ðàçíîñòüäàâëåíèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà è ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷�íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â ñëó÷àå 1;2 = 0,ïðèäåì ê âûâîäó, ÷òî ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû èìåþò ñëåäóþùóþ ñòðóê�òóðó: ��(�)�t = ÆH=Æ ; (54)���(�) t + ��(�)��1x [��(�)�t℄ = ÆH=Æ�; (55)ãäå  = 1 � 2, à ãàìèëüòîíèàí H ðàâåí ñóììå ïîë�íîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ý��åêòèâíîé ïîòåíöè�àëüíîé ýíåðãèè. Ëåãêî óáåäèòüñÿ ïðÿìîé ïðîâåðêîé,÷òî ýòèì óðàâíåíèÿì ñîîòâåòñòâóåò ëàãðàíæèàí âè�äà L = Z  �t dx+ 2 Z ���1x �t dx�Hf�;  g; (56)ãäå � = �(�) (ñì. óðàâíåíèå (47)). Äëÿ âíóòðåííèõâîëí â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè àíàëîãè÷íàÿ ñòðóê�òóðà áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòàõ [15; 17℄ ñ òîé ðàçíèöåé,÷òî â íàøåì ñëó÷àå �(�)� íåëèíåéíàÿ �óíêöèÿ (ñì.òàêæå ñòàòüþ [32℄ î âîëíàõ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíî�ñòè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ïîñòîÿííîé çàâèõðåí�íîñòüþ).Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â êâàäðàòè÷íîì ïðè�áëèæåíèè ëàãðàíæèàí (56) ïðèíèìàåò âèäL[2℄ = ��(h) Z  �t dx++ ��2(h)2 Z ���1x �t dx�H[2℄f�;  g; (57)ïðè÷åì, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, �óíêöèîíàëH[2℄f�;  g íå çàâèñèò îò 1 è 2 (çàâèñèìîñòü îò 1è 2 ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî â áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêàõ):H[2℄ = ��(h)2 �� Z �N(h; k)k2 �k k + ~g(h)��k�k� dk2� : (58)Ôóíêöèÿ N(h; k) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç �óíêöèþ �ðèíàG[(x2 � x1); z1; z2℄ ñëåäóþùèì îáðàçîì:��(h)N(h; k) = 1Z�1 G[x; h; h℄e�ikxdx: (59)Ïðè ýòîì !20(k) = ~g(h)k2N(h; k)� çàêîí äèñïåðñèè âñëó÷àå 1 = 2 = 0 (ñð. ñ (23)). Íàïðèìåð, äëÿ ýêñïî�íåíöèàëüíîãî ïðî�èëÿ ðàâíîâåñíîé ïëîòíîñòè êâà�äðàòè÷íûé ãàìèëüòîíèàí äàåòñÿ âûðàæåíèåì (40).�åøàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ_�k = N(h; k)k2 k; (60)

� _ k + ��(h) _�kik = ~g(h)�k ; (61)ïîëó÷èì çàêîí äèñïåðñèè ëèíåéíûõ âîëí ïðè  6= 0:!k = 12��(h)kN(h; k) ++r14 [��(h)kN(h; k)℄2 + ~g(h)k2N(h; k): (62)Ïîñêîëüêó ñèíãóëÿðíàÿ ÷àñòü ïîëÿ çàâèõðåííî�ñòè (ñîñðåäîòî÷åííàÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà) îïðåäå�ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì�
s = [ 0 � �(�)℄Æ(z � �(x; t));ãäå Æ(z � �(x; t)) � �óíêöèÿ Äèðàêà, óäîáíî ââåñòèíîâóþ ïåðåìåííóþp(x; t) =  � ��1x �: (63)Â ïåðåìåííûõ f�; pg ëàãðàíæèàí èìååò âèä (èçìå�íèëñÿ çíàê ïåðåä âòîðûì ñëàãàåìûì)L = Z p�t dx� 2 Z ���1x �t dx�Hf�; pg: (64)Òåïåðü, êðîìå ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè çàâèõðåííîñòè,èìååòñÿ åùå è ðàñïðåäåëåííàÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ÷àñòü, òàê ÷òî ïîëíîå ïîëå çàâèõðåííîñòè äàåòñÿ�îðìóëîé� 
(x; z; t) = p0(x; t)Æ[z � �(x; t)℄ ++ 2��(z) + ��(z)�[�(x; t) � z℄; (65)ãäå �[�(x; t) � z℄ � �óíêöèÿ åäèíè÷íîãî ñêà÷êà(�óíêöèÿ Õåâèñàéäà). �àìèëüòîíèàí äâóìåðíîéñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè �ðèíàG[(x2 � x1); z1; z2℄ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:H = 12 Z G[(x2 � x1); z1; z2℄
(x1; z1)�� 
(x2; z2) dx1dz1dx2dz2 + g Z W (�) dx; (66)êóäà ñëåäóåò ïîäñòàâèòü (65) è ïîñëå âñåõ èíòåãðè�ðîâàíèé âûðàçèòü � ÷åðåç �. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó�÷àå, êîãäà ��(z) = �0 exp(�2�z), �óíêöèÿ �ðèíà äàåò�ñÿ �îðìóëîé (37). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â îòñóòñòâèåñêà÷êà ïëîòíîñòè èìååòñÿ êëàññ òå÷åíèé ñ p � 0. Òî�ãäà äèíàìèêà âîëí çàâèõðåííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ëà�ãðàíæèàíîìL = �2 Z ���1x �t dx�Hf�g;à çàêîí äèñïåðñèè òàêèõ âîëí âûðàæàåòñÿ �îðìóëîé(62), â êîòîðîé ñëåäóåò ïîëîæèòü ~g(h) = 0.888



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010 Âíóòðåííèå âîëíû â ñæèìàåìîé äâóõñëîéíîé ìîäåëè àòìîñ�åðû : : :5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅÂ ýòîé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ìîäåëü ñæèìàåìîéäâóõñëîéíîé àòìîñ�åðû, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ òåî�ðåòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ âíóòðåííèõ âîëí íà ãðàíèöåðàçäåëà ìåæäó äâóìÿ èçýíòðîïè÷åñêèìè ñëîÿìè ãà�çà ñ áëèçêèìè çíà÷åíèÿìè óäåëüíîé ýíòðîïèè. Ïðèâûâîäå ïðèáëèæåííûõ óðàâíåíèé ïðåäïîëàãàëîñü,÷òî ñêîðîñòè òå÷åíèÿ ìàëû â ñðàâíåíèè ñ ëîêàëüíîéñêîðîñòüþ çâóêà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òàêîå òðå�áîâàíèå �àêòè÷åñêè óñòàíàâëèâàåò íèæíèé ïðåäåëíà õàðàêòåðíûå âîëíîâûå ÷èñëà: k & j��0(h)j=��(h),ïîñêîëüêó ïðè áîëüøèõ äëèíàõ âîëí ïîëå ñêîðîñòèïðîíèêàåò äîñòàòî÷íî âûñîêî â âåðõíèé ñëîé, ãäå âñèëó èçýíòðîïè÷íîñòè òåìïåðàòóðà ñèëüíî ïîíèæå�íà è ñîîòâåòñòâåííî ìàëà ëîêàëüíàÿ ñêîðîñòü çâóêà,÷òî íàðóøàåò èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå ìîäåëè.Äî íåêîòîðîé ñòåïåíè óêàçàííîå îãðàíè÷åíèåñíèìàåòñÿ, åñëè ãäå-òî íàä âòîðûì ñëîåì èìååòñÿåùå è òðåòèé ñëîé, ñ î÷åíü áîëüøîé òåìïåðàòóðîé,è ïîýòîìó ãðàíèöó ìåæäó âòîðûì è òðåòüèì ñëî�åì ìîæíî ý��åêòèâíî ñ÷èòàòü ¾òâåðäîé êðûøêîé¿.Îäíàêî ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî â äëèííîâîëíîâîì ïðå�äåëå (â óñëîâèÿõ Çåìëè ýòî ñîòíè è òûñÿ÷è êèëî�ìåòðîâ) ñòàíîâÿòñÿ âàæíûìè íåîäíîðîäíûå ãîðè�çîíòàëüíûå äâèæåíèÿ âñåé àòìîñ�åðû êàê öåëîãî,ïðèáëèæåííî îïèñûâàåìûå òåîðèåé ¾ìåëêîé âîäû¿ñ ó÷åòîì ñèëû Êîðèîëèñà è ïðèâîäÿùèå ê èçìåíå�íèÿì êâàçèðàâíîâåñíîãî ïðî�èëÿ ïëîòíîñòè. Êðîìåòîãî, ñèëà Êîðèîëèñà íàðóøàåò ïîòåíöèàëüíîñòü òå�÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííàÿ çäåñü òåîðèÿìîæåò îïèñûâàòü âîëíû äëèíîé íå áîëüøå íåñêîëü�êèõ êèëîìåòðîâ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå áûëè ñäåëàíû ëèøü ïåðâûåøàãè â èçó÷åíèè âíóòðåííèõ âîëí â àòìîñ�åðå âðàìêàõ ñæèìàåìîé äâóõñëîéíîé ìîäåëè. Íàïðàâëå�íèÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ìîæíî êðàòêî îáðè�ñîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíàâîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿ ìîäåëè íà áîëüøåå ÷èñ�ëî ñëîåâ è ïåðåõîä ê íåïðåðûâíîìó ïðåäåëó, ÷òîíåñîìíåííî åå îáîãàòèò, ïîñêîëüêó âçàèìîäåéñòâèåìåæäó ñëîÿìè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñïîñîáíî ïðèâíå�ñòè íîâûå íåòðèâèàëüíûå ý��åêòû (íåóñòîé÷èâî�ñòè è ò. ä.). Âî-âòîðûõ, ñëåäóåò óïîìÿíóòü øèðîêèéêëàññ çàäà÷ î âçàèìîäåéñòâèè âíóòðåííèõ âîëí âàòìîñ�åðå ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè çåìíîé ïîâåðõíîñòè(ãîðàìè), êîòîðûå òàêæå ìîãóò áûòü èññëåäîâàíûñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè. Â-òðåòüèõ, äè�íàìèêà íåëèíåéíûõ âîëí ìîæåò áûòü ïðîñ÷èòàíà÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Â-÷åòâåðòûõ, àíàëîãè÷íóþãàìèëüòîíîâó �îðìóëèðîâêó ìîæíî èñïîëüçîâàòüè ïðè ðàññìîòðåíèè îñåñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé ñ

êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé îáîáùåííîé ïîòåíöèàëüíîé çà�âèõðåííîñòüþ. Â-ïÿòûõ, ïî âñåé âèäèìîñòè, àíà�ëîãè÷íûå ñæèìàåìûå êîíå÷íî-ñëîéíûå ìîäåëè âîç�ìîæíû íå òîëüêî â ðàìêàõ ýéëåðîâñêîé ãèäðîäèíà�ìèêè, íî è â áîëåå øèðîêîì êëàññå êîíñåðâàòèâíûõãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íàïðèìåð, â ãèäðîäè�íàìèêå ðåëÿòèâèñòñêîé æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ âñèëüíîì ñòàòè÷åñêîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, îïèñû�âàåìîì ìåòðè÷åñêèì 4-òåíçîðîì. Ñîîòâåòñòâåííî,èìååòñÿ ïåðñïåêòèâà ïðèëîæåíèÿ ïîäîáíîé òåîðèèê àñòðî�èçè÷åñêèì çàäà÷àì, â êîòîðûõ ðàâíîâåñ�íàÿ ïëîòíîñòü îáëàäàåò, êàê ïðàâèëî, ñ�åðè÷åñêîéñèììåòðèåé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæ�êå �ÔÔÈ (ãðàíòû ��09-01-00631, 07-01-92165),ïðîãðàììû ¾Âåäóùèå íàó÷íûå øêîëû �îññèè¿ÍØ-6885.2010.2 è ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà �ÀÍ¾Ôóíäàìåíòàëüíûå ïðîáëåìû íåëèíåéíîé äèíàìè�êè¿. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏîïðàâêà ê òðåõìåðíîé �óíêöèè �ðèíà çàñ÷åò ïëîñêîé ãðàíèöûÄëÿ âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ�xF (y)(x; y; 0)� �yF (x)(x; y; 0) = 0;êîòîðîå îáåñïå÷èò îáðàùåíèå â íóëü íîðìàëüíîéêîìïîíåíòû ïîëÿ ñêîðîñòè íà òâåðäîé ïëîñêîé ãðà�íèöå, äîáàâèì ê ÷àñòíîìó ðåøåíèþ (32) íåîäíîðîä�íîãî óðàâíåíèÿ (31) íåêîòîðîå ñïåöèàëüíûì îáðà�çîì ïîäîáðàííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíî�ðîäíîãî óðàâíåíèÿ, óáûâàþùåå ïðè z !1:F(�)(x; z) = Z d2k(2�)2 fk �� exp hik � x+ z ���pk2 + �2 �i ; (67)ãäå fk = (f (x)k ; f (y)k ; 0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ äâó�ìåðíîé ïîïåðå÷íîé êàëèáðîâêè k � fk = 0. Íåòðóäíîïîíÿòü, ÷òî íóæíî âçÿòü fk â ñëåäóþùåì âèäå (çäåñüè äàëåå � è � � òåíçîðíûå èíäåêñû â ãîðèçîíòàëü�íîé ïëîñêîñòè):f (�)k = ��Æ�� � k�k�k2 �Z d�2� 
(�)(k; �)k2 + �2 + 2i�� ; (68)ãäå 
(�)(k; �) � Z 
(�)(x1; z1)e�ik�x1�i�z1 d2x1dz1889



Â. Ï. �óáàí ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 5 (11), 2010� �óðüå-îáðàç ãîðèçîíòàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ïîëÿçàâèõðåííîñòè. Ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë (68):Z d�2� 
(�)(x1; z1)e�ik�x1�i�z1k2 + �2 + 2i�� d2x1dz1 == Z 
(�)(x1; z1)e�ik�x1�z1(�+pk2+�2)2pk2 + �2 d2x1dz1: (69)Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî � ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì�àêòîì, ÷òî �óíêöèÿ 
(x; z) îòëè÷íà îò íóëÿ òîëü�êî ïðè z > 0, è ýòî ïîçâîëèëî íàì çàìêíóòü êîí�òóð èíòåãðèðîâàíèÿ â íèæíåé êîìïëåêñíîé ïîëó�ïëîñêîñòè. Ïîäñòàâëÿåì ðåçóëüòàò â óðàâíåíèå (67)è âèäèì, ÷òî îáóñëîâëåííàÿ íàëè÷èåì ïëîñêîé ãðà�íèöû ïîïðàâêà G(�)�� (x1;x2; z1; z2) ê �óíêöèè �ðèíàçàâèñèò �àêòè÷åñêè îò ïåðåìåííûõ x = x2 � x1 ès = z1 + z2:G(�)�� (x; s) = �0e��s �� Z �k�k�k2 � Æ��� eik�x�spk2+�22pk2 + �2 d2k(2�)2 == ��0e��s(Æ�� � �����̂�1x ) e��px2+s24�px2 + s2 ; (70)ãäå �̂�1x � îáðàòíûé äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà.Ââåäåì îáîçíà÷åíèåD(jxj; s) = ��1x e��px2+s2px2 + s2 :Â ñèëó ñâîåãî îïðåäåëåíèÿ, �óíêöèÿ D(r; s) óäîâëå�òâîðÿåò óðàâíåíèþ1r ��r �r�D�r � = e��pr2+s2pr2 + s2 ; (71)èç êîòîðîãî îäíîêðàòíûì èíòåãðèðîâàíèåì ïîëó÷à�åì r �D�r = e��s � e��pr2+s2� : (72)Çàìåòèì äàëåå, ÷òî âòîðûå ïðîèçâîäíûå����D(jxj; s) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìáèíàöèþr�1�D=�r êàê����D(jxj; s) = x�x�r ��r �1r �D�r �+ Æ�� 1r �D�r : (73)
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