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×Å�ÍÛÅ ÄÛ�Û Â ÌÎÄÅËßÕ Ñ ÍÅÊÎÌÏÀÊÒÍÛÌÈÄÎÏÎËÍÈÒÅËÜÍÛÌÈ ÈÇÌÅ�ÅÍÈßÌÈÑ. Î. Àëåêñååâ a*, Ä. À. Ñòàðîäóáöåâà b**a�îñóäàðñòâåííûé àñòðîíîìè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Ê. ØòåðíáåðãàÌîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119991, Ìîñêâà, �îññèÿbÓðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. À. Ì. �îðüêîãî620083, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 4 èþíÿ 2010 ã.Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå óðàâíåíèé ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ ïðåäëîæåííîãî â ðàáîòå [1℄ ðåøåíèÿ òèïà ¾÷åðíàÿäûðà¿ â ìîäåëè �ýíäàë �Ñàíäðóìà ñ îäíîé áðàíîé. �åøåíèå, ÿâëÿÿñü îáîáùåíèåì ìåòðèêèØâàðöøèëü-äà, èìååò ñòðóêòóðó òèïà ñòðóêòóðû �åéññíåðà �Íîðäñòðåìà, ïðè÷åì âìåñòî ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà âû-ñòóïàåò ¾ïðèëèâíîé çàðÿä¿. Ïîñëå èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ïîêàçàíî, ÷òî äàííîå ðåøåíèåíå ïðîòèâîðå÷èò íàáëþäàòåëüíûì äàííûì, íå ïðåäñêàçûâàÿ ïîÿâëåíèÿ êàêèõ-ëèáî ïðèíöèïèàëüíî íîâûõý��åêòîâ. Áîëåå òî÷íîå îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ ¾ïðèëèâíîãî çàðÿäà¿ ïîëó÷àåòñÿ èç àíàëèçà êðóãîâûõîðáèò. 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍåâîçìîæíîñòü ïðÿìîãî êâàíòîâàíèÿ îáùåé òå�îðèè îòíîñèòåëüíîñòè (ÎÒÎ), êàê ýòî áûëî ñäåëà�íî ñ ýëåêòðîäèíàìèêîé, ïðèâîäèò ê ñåðüåçíûì ïðî�áëåìàì ïðè ïîïûòêàõ ïîñòðîåíèÿ åäèíîé òåîðèèâñåõ �èçè÷åñêèõ âçàèìîäåéñòâèé. Ñ îäíîé ñòîðî�íû, ìû èìååì ÎÒÎ, êîòîðàÿ ïîëíîñòüþ îïèñûâà�åò ñîâðåìåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå è íàáëþäàòåëü�íûå äàííûå, äàâàÿ îñíîâó äëÿ ïîíèìàíèÿ Âñåëåí�íîé íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êâàí�òîâàÿ ìåõàíèêà äàåò ïîíèìàíèå ìèðà íà ìèêðîñêî�ïè÷åñêèõ ìàñøòàáàõ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòè äâå òåî�ðèè íà äàííûé ìîìåíò íåñîâìåñòèìû èç-çà íåïå�ðåíîðìèðóåìîñòè ÎÒÎ. �ðàâèòàöèîííîå âçàèìîäåé�ñòâèå ñòàíîâèòñÿ çíà÷èìûì ëèøü äëÿ ýíåðãèé ïî�ðÿäêà 1019 �ýÂ, ïîýòîìó ðîëü ãðàâèòàöèîííîãî âçà�èìîäåéñòâèÿ â ñîâðåìåííîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé �è�çèêå î÷åíü ìàëà è â êâàíòîâîì îïèñàíèè ìîæíî íåó÷èòûâàòü ãðàâèòàöèþ. Ó÷åò êâàíòîâûõ ý��åêòîââ ãðàâèòàöèè ïðèíöèïèàëåí äëÿ ïîíèìàíèÿ Áîëü�øîãî Âçðûâà, ðàííèõ ñòàäèé ýâîëþöèè Âñåëåííîé,ìåõàíèçìà èñïàðåíèÿ ÷åðíûõ äûð.Íå äî êîíöà ðåøåí âîïðîñ î ïîñëåäíèõ ñòàäèÿõ*E-mail: alexeyev�sai.msu.ru**E-mail: starodub
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õîêèíãîâñêîãî èñïàðåíèÿ ÷åðíûõ äûð [2�4℄. Èññëå�äîâàíèå ýòèõ âîïðîñîâ òðåáóåò ñîçäàíèÿ îáîáùåí�íîé òåîðèè ãðàâèòàöèè, êîòîðîé ìîæåò áûòü òåîðèÿñòðóí â åå íèçêîýíåðãåòè÷åñêîì ïðåäåëå. Â ïðîöåñ�ñå ïåðåõîäà ê íèçêîýíåðãåòè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþâîçíèêàåò òàê íàçûâàåìàÿ ìîäåëü ¾ìèðà íà áðàíå¿,îñíîâíàÿ èäåÿ êîòîðîé ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàø ìèðåñòü ÷åòûðåõìåðíàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü (áðàíà), âëî�æåííàÿ â îáúåìëþùåå ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.Âåùåñòâî è ïîëÿ ëîêàëèçîâàíû íà áðàíå, è òîëüêîãðàâèòàöèÿ ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ âî âñåì ìíî�ãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Òàêèå ìîäåëè ïðèìå÷àòåëü�íû òåì, ÷òî â íèõ ðàçðåøàåòñÿ ïðîáëåìà èåðàðõèè:ïî÷åìó õàðàêòåðíûé ýíåðãåòè÷åñêèé ìàñøòàá ãðà�âèòàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íàñòîëüêî îòëè÷àåò�ñÿ îò ýíåðãåòè÷åñêèõ ìàñøòàáîâ äðóãèõ âçàèìîäåé�ñòâèé. Ïðè ýòîì ÷åòûðåõìåðíûé ïëàíêîâñêèé ìàñ�øòàá ïåðåñòàåò áûòü �óíäàìåíòàëüíîé õàðàêòåðè�ñòèêîé, à ñòàíîâèòñÿ ëèøü õàðàêòåðèñòèêîé ý��åê�òèâíîé [5�7℄. Èñòèííî �óíäàìåíòàëüíîé õàðàêòåðè�ñòèêîé ñòàíîâèòñÿ ìíîãîìåðíûé ïëàíêîâñêèé ìàñ�øòàá, ñâÿçàííûé ñ ÷åòûðåõìåðíûì ÷åðåç ñâîéñòâà èõàðàêòåðíûé ðàçìåð äîïîëíèòåëüíûõ èçìåðåíèé. Âìîäåëÿõ ¾ìèðà íà áðàíå¿ �óíäàìåíòàëüíûé ïëàí�êîâñêèé ìàñøòàá ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ñ 1019 �ýÂ äîýíåðãèé ïîðÿäêà 103 �ýÂ, äåëàÿ ïîèñêè ýêñïåðèìåí�652



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010 ×åðíûå äûðû â ìîäåëÿõ ñ íåêîìïàêòíûìè äîïîëíèòåëüíûìè : : :òàëüíûõ ý��åêòîâ îò äîïîëíèòåëüíûõ èçìåðåíèéáîëåå ïåðñïåêòèâíûìè.Öåëü äàííîé ðàáîòû � èññëåäîâàòü ñâîéñòâà ðå�øåíèÿ òèïà ¾÷åðíàÿ äûðà¿, ïîëó÷åííîãî â [1℄ â ðàì�êàõ ìîäåëè ñ íåêîìïàêòíûìè äîïîëíèòåëüíûìè èç�ìåðåíèÿìè, è ïðîâåðèòü îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿïàðàìåòðîâ ðåøåíèÿ, ïðè êîòîðûõ íå áóäåò ïðîòè�âîðå÷èé ñ ñóùåñòâóþùèìè àñòðî�èçè÷åñêèìè äàí�íûìè.2. �ÅØÅÍÈÅ ÒÈÏÀ ¾×Å�ÍÀß ÄÛ�À¿Â êîíòåêñòå ìîäåëè ¾ìèðà íà áðàíå¿ âîçíèêà�þò íîâûå ðåøåíèÿ òèïà ¾÷åðíàÿ äûðà¿, íåîáû÷íûåñâîéñòâà êîòîðûõ ñâÿçàíû ñ íàëè÷èåì äîïîëíèòåëü�íûõ èçìåðåíèé. Èññëåäîâàíèå ãðàâèòàöèîííîãî êîë�ëàïñà íà áðàíå ïðîâåäåíî â ðàáîòàõ [8, 9℄. Â ðà�áîòå [1℄ ïîëó÷åíî îäíî èç ïåðâûõ ëîêàëèçîâàííûõíà áðàíå ðåøåíèé òèïà ¾÷åðíàÿ äûðà¿ â êîíòåê�ñòå ìîäåëè �ýíäàë �Ñàíäðóìà ñ îäíîé áðàíîé (ìî�äåëü RS2)1). Â ýòîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû ïÿòèìåðíûåóðàâíåíèÿ ïîëÿ:eGAB == ~�2 �e�~gAB+Æ(�) (��Æ�AÆ�Bg��+Æ�AÆ�BT��)!; (1)ãäå âåëè÷èíû ñ òèëüäîé îòíîñÿòñÿ ê ïÿòèìåðíîìóïðîñòðàíñòâó, ïÿòèìåðíûå âåëè÷èíû îáîçíà÷àþòñÿáîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè, ÷åòûðåõìåðíûå �ìàëûìè ãðå÷åñêèìè. Çäåñü eGAB � òåíçîð Ýéíøòåé�íà, ~�2 = 8�=fM3pl, fMpl � ìíîãîìåðíàÿ ìàññà Ïëàíêà,� � íàòÿæåíèå áðàíû, e� � ìíîãîìåðíàÿ êîñìîëîãè�÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ, g�� � èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêàíà áðàíå, T�� � òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà íà áðàíå.Áðàíà ðàñïîëîæåíà â òî÷êå � = 0, ãäå � � êîîð�äèíàòà äîïîëíèòåëüíîãî èçìåðåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþ�ùèå óðàâíåíèÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ íà áðàíå ñî�äåðæàò ÷ëåíû, íåñóùèå âêëàä äîïîëíèòåëüíûõ èç�ìåðåíèé [1℄:G�� = ��g�� + �2T�� + ~�4S�� � E�� ; (2)ãäå �2 = 8�=M2pl, S�� � êâàäðàòíàÿ êîìáèíàöèÿ òåí�çîðà ýíåðãèè-èìïóëüñà, E�� � ïðîåêöèÿ íà áðàíó ïÿ�òèìåðíîãî òåíçîðà Âåéëÿ. Òàê êàê ðàññìàòðèâàåòñÿ1) Êîãäà äàííàÿ ðàáîòà áûëà óæå ïîëíîñòüþ ïîäãîòîâëåíàê ïå÷àòè, ïîÿâèëîñü åùå îäíî ðåøåíèå äëÿ îïèñàíèÿ ÷åðíîéäûðû â ìîäåëè RS2 â ðàáîòå [10℄. Â ýòîé æå ðàáîòå äàíû ðàçú�ÿñíåíèÿ ïðè÷èí ïîÿâëåíèÿ â ðàáîòàõ [11, 12℄ ïðåäïîëîæåíèÿî íåâîçìîæíîñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïîäîáíîãî ðåøåíèÿ.

âàêóóìíîå ðåøåíèå, ïîñëå äîïîëíèòåëüíûõ ïðåîáðà�çîâàíèé óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèäR�� = �E�� ; R�� = 0 = E��; 5�E�� = 0:�åøåíèå íà áðàíå ïîëó÷àåòñÿ äëÿ ìåòðèêè, óäîâëå�òâîðÿþùåé óðàâíåíèÿì (2). Ìåòðèêà èìååò âèä [1℄ds2 = �(r)dt2 � dr2�(r) � r2(d�2 + sin2 �d�2); (3)ãäå �(r) = 1 + �r + �r2 ; (4)� è � � êîíñòàíòû. Ýòà ìåòðèêà ìàòåìàòè÷å�ñêè èìååò âèä ìåòðèêè �åéññíåðà �Íîðäñòðåìà, ãäå� = �2M=M2pl, M � ìàññà, à � = q=fM2pl, q �¾ïðèëèâíîé çàðÿä¿, âîçíèêàþùèé èç òåíçîðà Âåéëÿäîïîëíèòåëüíîãî èçìåðåíèÿ, ïðîåêöèÿ êîòîðîãî íàáðàíó �îðìàëüíî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ òåíçîðîì ýíåð�ãèè-èìïóëüñà, ò. å. ïðèëèâíîé çàðÿä � ýòî ¾îòïå÷à�òîê¿ íà áðàíå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ äîïîëíèòåëüíî�ãî ïðîñòðàíñòâà. Â äàííîé ìåòðèêå âîçíèêàþò äâàðåøåíèÿ òèïà ¾÷åðíàÿ äûðà¿. Îäíî � êëàññè÷åñêîåðåøåíèå òèïà �åéññíåðà �Íîðäñòðåìà ñ äâóìÿ ãîðè�çîíòàìè. Äàííûé òèï ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò � > 0.Äðóãîå ðåøåíèå � íîâûé òèï ÷åðíûõ äûð, � ñîîò�âåòñòâóåò � < 0 (òàêàÿ âîçìîæíîñòü îòñóòñòâóåò âêëàññè÷åñêîé ÎÒÎ). �åøåíèå ïðè � < 0 èìååò îäèíãîðèçîíò, rh = MM2pl 241 +vuut1� q M4plM2fM2pl 35 ; (5)ìåíüøóþ òåìïåðàòóðó è á�îëüøóþ ýíòðîïèþ ïî ñðàâ�íåíèþ ñî øâàðöøèëüäîâñêèì ñëó÷àåì. �ðàâèòàöèîí�íûé ïîòåíöèàë â ìåòðèêå Øâàðöøèëüäà� = � MM2plrïåðåõîäèò â ïîòåíöèàë� = � MM2plr + q2fM2plr2 : (6)Àâòîðû ðàáîòû [1℄ ïîêàçàëè, ÷òî ñëó÷àé q < 0 �è�çè÷åñêè áîëåå åñòåñòâåííûé, ÷åì ñëó÷àé q > 0. Äëÿq < 0 ý��åêòèâíàÿ ïëîòíîñòü ýíåðãèè íà áðàíå îò�ðèöàòåëüíà, òàê æå, êàê è ïëîòíîñòü ýíåðãèè ãðà�âèòàöèîííîãî ïîëÿ èçîëèðîâàííîãî ìàññèâíîãî èñ�òî÷íèêà â íüþòîíîâñêîé òåîðèè. Ñèíãóëÿðíîñòü äëÿîòðèöàòåëüíûõ q ïðîñòðàíñòâåííî-ïîäîáíà (êàê â653



Ñ. Î. Àëåêñååâ, Ä. À. Ñòàðîäóáöåâà ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010øâàðöøèëüäîâñêîì ñëó÷àå), òîãäà êàê ïîëîæèòåëü�íûå çíà÷åíèÿ q âåäóò ê âðåìåíè-ïîäîáíîé ñèíãó�ëÿðíîñòè, êà÷åñòâåííî ìåíÿÿ ïðèðîäó ÎÒÎ. Àâòî�ðû ðàáîòû [1℄ ïðåäëàãàþò ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèåíà ¾ïðèëèâíîé çàðÿä¿ q, èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ, ÷òî�áû ïîïðàâî÷íûé ÷ëåí â ãðàâèòàöèîííîì ïîòåíöèàëåáûë ìíîãî ìåíüøå êëàññè÷åñêîãî øâàðöøèëüäîâñêî�ãî ÷ëåíà (íà ìàñøòàáàõ ñîëíå÷íûõ ìàññ è ðàäèóñîâ):jqj � 2 fMplMpl!2M�R�; (7)ãäå �óíäàìåíòàëüíàÿ ìàññà Ïëàíêà fMpl ñâÿçàíà ñåå ý��åêòèâíîé âåëè÷èíîé Mpl êàê [1℄Mpl =r 34�  fM2plp� ! fMpl;M� è R� � ìàññà è ðàäèóñ Ñîëíöà. Îãðàíè÷åíèå (7)îñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïîìîäóëþ âåëè÷èí ¾ïðèëèâíîãî çàðÿäà¿, ñïîñîáíûõïîâëèÿòü íà ãåîìåòðèþ â ìàñøòàáå çâåçäíûõ ìàññ.Öåëü äàííîé ðàáîòû � íàéòè ðåøåíèÿ óðàâíå�íèé ãåîäåçè÷åñêèõ â ìåòðèêå (3), ïðîâåñòè ñðàâíå�íèå ñ ãåîäåçè÷åñêèìè ìåòðèêè Øâàðöøèëüäà. �å�øåíèå �åéññíåðà �Íîðäñòðåìà íåóñòîé÷èâî, òàê êàêìàêðîñêîïè÷åñêèé ýëåêòðè÷åñêèé çàðÿä ÷åðíîé äû�ðû áûñòðî íåéòðàëèçóåòñÿ îêðóæàþùèì âåùåñòâîì.Çàðÿä â ðàññìàòðèâàåìîé ìåòðèêå èìååò ãåîìåòðè�÷åñêóþ ïðèðîäó, ñëåäîâàòåëüíî, äàííîå ðåøåíèå íåïîäâåðæåíî òîìó òèïó íåóñòîé÷èâîñòè, êîòîðûé õà�ðàêòåðåí äëÿ ðåøåíèÿ �åéññíåðà �Íîðäñòðåìà. Ìåò�ðèêà òèïà �åéññíåðà �Íîðäñòðåìà èññëåäîâàíà äëÿïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé çàðÿäà (â êëàññè÷åñêîéìåòðèêå �åéññíåðà �Íîðäñòðåìà ïàðàìåòðó � ñîîò�âåòñòâóåò êâàäðàò ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà). Îäíàêîîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþ�ùèå îáñóæäàåìîìó òèïó çàðÿäà, ðàíåå íå ðàññìàò�ðèâàëèñü èç-çà îòñóòñòâèÿ âîçìîæíîñòè äëÿ q < 0 âêëàññè÷åñêîé ÎÒÎ. Ýòî ïîçâîëÿåò îæèäàòü ïîÿâëå�íèÿ íîâûõ ý��åêòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü äîñòóïíûäëÿ íàáëþäåíèÿ.3. Ó�ÀÂÍÅÍÈß �ÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÕÎáñóäèì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðîáíûõ ÷àñòèö,íå êîíêðåòèçèðóÿ çíàê �. Ïðîâåäåì âûâîä óðàâíå�íèé, ñëåäóÿ [13℄, è ñðàâíèì ñëó÷àè � = 0 è � 6= 0.Óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èçëàãðàíæèàíà: 2L = gij dxid� dxjd� ; (8)

ãäå � � íåêîòîðûé à�èííûé ïàðàìåòð íà ãåî�äåçè÷åñêîé. Äëÿ âðåìåíè-ïîäîáíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ(ds2 > 0) � ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ñîáñòâåííûì âðå�ìåíåì. Ïðè ïåðåõîäå ê íîâîé ïåðåìåííîé u = 1=róðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèädd� t(�) � r(�)2Er(�)2 + �r(�) + � = 0; (9)�dud��2 = E2 � 1L2 � �u+ �u2L2 �� (u2 + �u3 + �u4); (10)d�d� = 1u2L2 ; (11)dtd� = EL2(u2 + �u3 + �u4) : (12)Äàííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé çàäàåò âðåìåíè-ïîäîá-íûå ãåîäåçè÷åñêèå, äàâàÿ âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòüîáðàòíûé ðàäèóñ u, êîîðäèíàòíîå âðåìÿ t è ñîá�ñòâåííîå âðåìÿ � â çàâèñèìîñòè îò óãëà �.4. Î��ÀÍÈ×ÅÍÍÛÅ Î�ÁÈÒÛ4.1. Âðåìåíè-ïîäîáíûå ãåîäåçè÷åñêèå�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà çíà÷åíèå ðàäèàëüíîéêîîðäèíàòû r âäîëü ãåîäåçè÷åñêîé îãðàíè÷åíî ñâåð�õó. Â ýòîì ñëó÷àå E2 < 1. Çíà÷åíèÿì E2 > 1 ñîîòâåò�ñòâóþò íåîãðàíè÷åííûå îðáèòû. Ïåðåïèøåì óðàâíå�íèå (10) â âèäå �dud��2 = f(u): (13)Èç (10) âèäíî, ÷òî äëÿ øâàðöøèëüäîâñêîãî ñëó÷àÿ� = 0 �óíêöèÿ f(u) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîìòðåòüåãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî u, ò. å. èìååò, â îá�ùåì ñëó÷àå, òðè êîðíÿ (ñì. ðèñ. 1), òîãäà êàê äëÿ� 6= 0 ýòà �óíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëèíîì ÷åò�âåðòîãî ïîðÿäêà.�àçëè÷íûå ïàðû çíà÷åíèé E2 è L äîïóñêàþò ñó�ùåñòâîâàíèå ïÿòè ðàçëè÷íûõ ñëó÷àåâ. Â ðàáîòå [13℄×àíäðàñåêàð ââîäèò ïîíÿòèÿ îðáèò ïåðâîãî è âòîðî�ãî ðîäà. Îðáèòû ïåðâîãî ðîäà îñöèëëèðóþò ìåæäóäâóìÿ êîíå÷íûìè çíà÷åíèÿìè ðàäèóñà (ïðèìåðîìÿâëÿåòñÿ îáëàñòü ìåæäó êîðíÿìè u1 è u2 �óíêöèèf(u), ñì. ðèñ. 1). Îðáèòû âòîðîãî ðîäà, íà÷èíàÿñü654
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f

uu1 u3u2�èñ. 1. Âèä �óíêöèè f(u) äëÿ � = 0íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè â àïîöåíòðå (îáëàñòü ïðà�âåå òî÷êè u3 íà ðèñ. 1), çàêàí÷èâàþòñÿ â ñèíãóëÿðíî�ñòè. Îðáèòû ïåðâîãî ðîäà � ýòî ðåëÿòèâèñòñêèé àíà�ëîã îðáèò Êåïëåðà, îðáèòû âòîðîãî ðîäà íå èìåþòàíàëîãîâ â òåîðèè ãåîäåçè÷åñêèõ äëÿ ìåòðèê Øâàð�öøèëüäà è �åéññíåðà �Íîðäñòðåìà.Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ñîñòîèò â òîì, ÷òî �óíêöèÿ f(u)ìîæåò èìåòü â îáùåì ñëó÷àå åùå îäèí êîðåíü (à òàê�æå åùå îäèí ýêñòðåìóì). Êðîìå òîãî, ïðè r ! �1ìåíÿåòñÿ àñèìïòîòèêà f(u), ò. å. ëåâàÿ âåòêà ãðà�è�êà îêàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííîé ââåðõ, à íå âíèç, ÷òî,â ïðèíöèïå, ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâîâàíèþ åùåîäíîãî êëàññà îðáèò, ñâÿçàííûõ ñ òî÷êîé u4 (ñì.ðèñ. 2).Òàêîå âîçìîæíî, åñëè âñå êîðíè óðàâíåíèÿf(u) = 0 ïîëîæèòåëüíû. �àññìîòðèì f(u) â âèäåf(u) = (u� u1)(u� u2)(u� u3)(u� u4)�; (14)è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîðíè ïîëîæèòåëüíûå. �àñ�êðûâ ñêîáêè è ñðàâíèâ ñ óðàâíåíèåì (10), ïîëó÷èì�u1 � u2 � u3 � u4 = �� : (15)Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ, òàêêàê �=� > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê ìèíèìóì îäèí êî�ðåíü âñåãäà áóäåò îòðèöàòåëüíûì, à çíà÷èò, íàëè÷èå� íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâîãî êëàññà îðáèò.Çàìåòèì, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò L è E,à, çíà÷èò, ñïðàâåäëèâ è äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ îðáèò.�àññìîòðèì îòëè÷èå îò ãåîìåòðèè Øâàðöøèëüäà íàïðèìåðå êðóãîâûõ îðáèò è ðàäèàëüíûõ ãåîäåçè÷å�ñêèõ, âåäü, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó, ýòè ÷àñòíûåñëó÷àè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ èëëþñòðèðóþò âàæíûåñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè.

f

uu1u2u3u4�èñ. 2. Âèä �óíêöèè f(u) â ñëó÷àå � 6= 04.2. �àäèàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå�àäèàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå ñîîòâåòñòâóþò íóëå�âîìó ìîìåíòó êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ:� drd� �2 = E2 ��: (16)�àññìîòðèì òðàåêòîðèè ÷àñòèö, íà÷èíàþùèõ äâè�æåíèå èç àïîöåíòðà, íàõîäÿùåãîñÿ íà íåêîòîðîì êî�íå÷íîì ðàññòîÿíèè îò öåíòðà â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ, èïàäàþùèõ ê öåíòðó. Èç óñëîâèÿ r = ri ïðè _r = 0èìååì r1;2i = ���p�2 � 4�(1�E2)2(1�E2) ; (17)dtd� = r2Er2 + �r + � : (18)Äëÿ îãðàíè÷åííûõ îðáèò ïîëîæèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿëèøü îäíî çíà÷åíèå ri, ñîîòâåòñòâóþùåå çíàêó ¾+¿(äèñêðèìèíàíò â âûðàæåíèè (17) äëÿ E2 < 1 è � < 0îêàçûâàåòñÿ áîëüøå �2, òàêèì îáðàçîì, âòîðîå ñëà�ãàåìîå â ÷èñëèòåëå îêàçûâàåòñÿ ïî ìîäóëþ áîëüøå�). Ýòî çíà÷åíèå áîëüøå, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùåå çíà�÷åíèå rs
hi â øâàðöøèëüäîâñêîé ãåîìåòðèè,rs
hi = � �1�E2 : (19)Äëÿ ðàñ÷åòà ñîáñòâåííîãî âðåìåíè äîñòèæåíèÿ ñèí�ãóëÿðíîñòè â óðàâíåíèÿõ (17) è (18) ïåðåéäåì ê ïå�ðåìåííîé � ñëåäóþùèì îáðàçîì:r = ri 
os2 ��2� ; (20)drd� = �ri sin��2� 
os��2� : (21)Òàêèì îáðàçîì, � = 0 ïðè r = ri è � = � ïðè r = 0(â ñèíãóëÿðíîñòè), ïîëó÷àåì655



Ñ. Î. Àëåêñååâ, Ä. À. Ñòàðîäóáöåâà ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010� drd� �2 == �(1�E2)r2i 
os4 ��2�� 2�ri 
os2 ��2�� 4�r2i 
os2 ��2� : (22)Êîìáèíèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ñ óðàâíåíèåì (21), ïî�ëó÷èì�d�d��2 == r4i 
os6 ��2� sin2 ��2��(1�E2)r2i 
os4 ��2�� �ri 
os2 ��2�� 2� : (23)Ñäåëàåì åùå îäíó çàìåíó ïåðåìåííûõ, ââåäÿ ïåðå�ìåííóþ x = 
os2(�=2) (x èçìåíÿåòñÿ îò 1 äî 0). Òîãäàïîëó÷èì óðàâíåíèå�d�dx�2 = r4i x2�(1�E2)r2i x2 � �rix� 2� : (24)Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ÷àñòèöû, ïàäàþùèå êöåíòðó, òîd�dx = � r2i xp�(1�E2)r2i x2 � �rix� 2� : (25)Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷àåì� = p�(1�E2)r2i x2 � �rix� 2�(1�E2) �� �2(1�E2)3=2 ar
sin"� 2(1�E2)rix+�p�2�8�(1�E2)#��1; (26)�1 = p�(1�E2)r2i � �ri � 2�1�E2 �� �2(1�E2)3=2 ar
sin"� 2(1�E2)ri + �p�2 � 8�(1�E2)# : (27)Êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ �1 ââåäåíà äëÿ òîãî, ÷òî�áû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå � = 0 ïðè � = 0 â íà�÷àëüíîé òî÷êå. �àññìîòðèì ïðåäåë � ! 0 è ó÷òåì,÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ (19). Òîãäà ïîëó÷èìñîáñòâåííîå âðåìÿ äîñòèæåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè òàêîåæå, êàê â øâàðöøèëüäîâñêîé ãåîìåòðèè:�0 = �� r3i4��1=2 �: (28)Ó÷èòûâàÿ (9) è (25), à òàêæå òî, ÷òî â (25) r = rix,äëÿ êîîðäèíàòíîãî âðåìåíè t çàïèøåìdtdr = �Er3(r2+�r+�)p�(1�E2)r2��r�2� : (29)

Óðàâíåíèå r2 + �r + � = 0èìååò êîðíè r1 = rh; r2 = �rh � �;ãäå rh � ðàäèóñ ãîðèçîíòà, òàê ÷òîdtdr = �Er3p�(1�E2)r2 � �r � 2�(2rh + �) �� � 1r � rh � 1r + rh + �� : (30)Èíòåãðàë îò ri äî rh îò ýòîãî âûðàæåíèÿ ðàñõîäèòñÿïî ïðèçíàêó ñðàâíåíèÿ ñ ãèïåðáîëîé (ïîäûíòåãðàëü�íàÿ �óíêöèÿ áîëüøå ãèïåðáîëû 1=(r�rh) íà ó÷àñòêåèíòåãðèðîâàíèÿ, à èíòåãðàë îò 1=(r � rh) ðàñõîäèò�ñÿ). Òàêèì îáðàçîì, êîîðäèíàòíîå âðåìÿ äîñòèæå�íèÿ ãîðèçîíòà ÷àñòèöåé îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íûì,êàê è â øâàðöøèëüäîâñêîì ñëó÷àå. Çíà÷èò íàëè÷èå¾ïðèëèâíîãî çàðÿäà¿ ïðèâîäèò ëèøü ê êîëè÷åñòâåí�íûì èçìåíåíèÿì: óâåëè÷åíèþ íà÷àëüíîãî ðàññòîÿ�íèÿ ri è èçìåíåíèþ âûðàæåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííîãîâðåìåíè. 4.3. Êðóãîâûå îðáèòûÇíà÷åíèÿ ýíåðãèè E è ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâè�æåíèÿ L äëÿ êðóãîâîé îðáèòû ìîæíî íàéòè èç ñëå�äóþùèõ ñîîòíîøåíèé [13℄:f 0(u) = ��+ 2�L2 � 2u� 3�u2 � 4�u3 = 0; (31)f(u) = E2�1L2 ��u+�u2L2 �u2��u3��u4 = 0: (32)Òàêèì îáðàçîì, íà êðóãîâîé îðáèòå ðàäèóñàr
 = 1=u
 èìååìE2 = 2(1 + �u
 + �u2
)22 + 3�u
 + �u2
 ; (33)L2 = ��� 2�u
u
(2 + 3�u
 + 4�u2
) : (34)Çíà÷åíèÿ E2 è L2 â ïðåäåëå � ! 0 ñîîòâåòñòâóþòãåîìåòðèè Øâàðöøèëüäà. Äëÿ íåíóëåâîãî � çíà÷å�íèå L2, ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ ïàðàìåòðàõ, îêàçûâàåò�ñÿ áîëüøå. Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ � ÷èñëèòåëü â L2âîçðàñòàåò, à çíàìåíàòåëü óìåíüøàåòñÿ. Èç óðàâíå�íèé (33) è (34) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (óñëîâèå E2 > 0,L2 > 0) 2 + 3�u
 + 4�u2
 > 0: (35)656



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010 ×åðíûå äûðû â ìîäåëÿõ ñ íåêîìïàêòíûìè äîïîëíèòåëüíûìè : : :Ñîîòâåòñòâåííî, ïðè � < 0 íåðàâåíñòâî (35) ìîæíîïåðåïèñàòü êàê0 < u
 < �3�+p9�2 � 32�8� ; (36)�3�+p9�2 � 32�4 < r
 <1: (37)Ïðè � = 0 íåðàâåíñòâî (35) ïåðåõîäèò â óñëîâèå äëÿêðóãîâûõ îðáèò øâàðöøèëüäîâñêîé ìåòðèêèr
 > �3�=2:Åñëè E è L èìåþò çíà÷åíèÿ (33), (34), ñîîòâåòñòâåí�íî, òî óðàâíåíèå (10) çàïèøåòñÿ â âèäå�dud��2 = �(u� u
)2 ��u2 + (�+ 2u
�)u ++ �u
� + �2 �1� 1L2u2
��u
� : (38)Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò, ïîìèìî êðóãîâîé îðáèòûr
 = 1=u
, åùå è îðáèòó, îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì� = � Z du(u� u
)�1 ��u2 + (�+ 2u
�)u ++ �u
� + �2 �1� 1L2u2
��u
��1=2 : (39)Çàìåíà ïåðåìåííûõ � = (u� u
)�1 ïðèâîäèò ê èíòå�ãðàëó � = � Z d�p�� +B� + C�2 ; (40)ãäåB = �4u
� � �; C = �(4u2
� + 3u
�=2� �=2u
L2);� � == 8>>>>>><>>>>>>: 1pC ln(2pC(��+B�+C�2)+2C�+B); C > 0;�1p�C ar
sin 2C� +BpB2 + 4C� ;C < 0; B2 + 4C� > 0:Ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ óñòîé÷èâîé êðóãîâîé îðáè�òû ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç óñëîâèÿ, ÷òî f(u) ïðèñîîòâåòñòâóþùåì îáðàòíîì ðàäèóñå èìååò òî÷êó ïå�ðåãèáà [13℄:f 00(u) = �2�L2 � 2� 6�u� 12�u2 = 0; (41)

÷òî, ñ ó÷åòîì (34), äàåò8�2u3
 + 9��u2
 + 3�2u
 + � = 0: (42)Â ïðåäåëå � = 0 èìååì øâàðöøèëüäîâñêîå çíà÷åíèåu
 = �1=3� èëè r
 = �3�.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êðóãîâûõ îðáèò íàëè÷èå îò�ðèöàòåëüíîãî ¾ïðèëèâíîãî çàðÿäà¿ ïðèâîäèò ê èç�ìåíåíèþ ðàäèóñà ïîñëåäíèõ ñòàáèëüíîé è íåñòàáèëü�íîé îðáèò. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü óêàçàòü íà äîïó�ñòèìûå îáëàñòè çíà÷åíèé ¾ïðèëèâíîãî çàðÿäà¿.5. ÂÊËÀÄ ¾Ï�ÈËÈÂÍÎ�Î ÇÀ�ßÄÀ¿Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [1℄, îãðà�íè÷åíèå (7) äîïóñêàåò çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû �, ïîçâî�ëÿþùèå âëèÿòü íà ãåîìåòðèþ ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíèâ ðåæèìå áîëüøèõ (àñòðîíîìè÷åñêèõ) ìàññ. Òàê êàêõàðàêòåðíûå ìàññû ÷åðíûõ äûð â íàøåé Âñåëåííîéèìåþò ïîðÿäîê M� è áîëåå, èìååò ñìûñë ïåðåéòèê ñîîòâåòñòâóþùèì åäèíèöàì, òàê ÷òî âåëè÷èíà �ïðèìåò âèä � = �aM�M2pl : (43)Ïðè ýòîì ââåäåííûé ïàðàìåòð a èìååò ïîðÿäîê 1.Ïðèðàâíÿâ ê íóëþ âûðàæåíèå (4), ïîëó÷èì �îðìó�ëó, ñâÿçûâàþùóþ ðàäèóñ ãîðèçîíòà, ìàññó è ¾ïðè�ëèâíîé çàðÿä¿:rh = ��+p�2 � 4�2 : (44)Ïåðåîïðåäåëèì � àíàëîãè÷íî (43):� = bM2�M4pl : (45)Çäåñü ìû ââåëè ¾íîðìàëèçîâàííûé ïðèëèâíîé çà�ðÿä¿ b, õàðàêòåðèçóþùèé çíà÷åíèå ïðèëèâíîãî çà�ðÿäà â ìàñøòàáå M�.Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèå äëÿ ¾íîðìàëèçîâàííîãîïðèëèâíîãî çàðÿäà¿ èç (45) ñ îãðàíè÷åíèåì íà çíà�÷åíèÿ ¾ïðèëèâíîãî çàðÿäà¿ èç (7), ïîëó÷àåì �èçè�÷åñêîå îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ ¾íîðìàëèçîâàííîãîïðèëèâíîãî çàðÿäà¿:jbj � 2R�M2plM� : (46)Ïîäñòàâëÿÿ ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ðàäèóñà è ìàñ�ñû Ñîëíöà (R� = 696000 êì, M� = 2 � 1030 êã,Mpl = 10�8 êã) è ïåðåâåäÿ âñå âåëè÷èíû â ñèñòåìóåäèíèö ~ = 
 = 1, ïîëó÷èìjbj � 106:5 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 657



Ñ. Î. Àëåêñååâ, Ä. À. Ñòàðîäóáöåâà ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010Êàê ëåãêî âèäåòü, äàííîå îãðàíè÷åíèå, ïîëó÷åííîåèç óñëîâèÿ (7), ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì ïî ñðàâíåíèþñ òåì, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü èç àíàëèçà óðàâíå�íèÿ (42), òàê êàê a � 1 â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøå�íèåì (43). Â ñàìîì äåëå, ïðè çàìåíå~u
 = u
M�=M2plóðàâíåíèå (42) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:8b2~u3
 + 9ab~u2
 + 3a2~u
 + a = 0: (47)Èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû ïîïðàâî÷íûå ÷ëåíû âýòîì óðàâíåíèè, îïðåäåëÿåìûå b, áûëè ìíîãî ìåíü�øå êëàññè÷åñêèõ øâàðöøèëüäîâñêèõ ÷ëåíîâ, îïðå�äåëÿåìûõ a � 1, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òîjbj � 1:Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ b ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ ñà�ìîñîãëàñîâàííûì. Çàìåòèì, ÷òî îíî íå ïðîòèâîðå�÷èò ñòàíäàðòíîé êàðòèíå ïîâåäåíèÿ âåùåñòâà âáëè�çè ÷åðíîé äûðû è íå âíîñèò çàìåòíûõ ïîïðàâîê âêðóãîâûå îðáèòû, ÷òî õîðîøî ïîäòâåðæäåíî ñóùå�ñòâóþùèìè àñòðîíîìè÷åñêèìè äàííûìè [14℄.Íåîáõîäèìî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî â ïÿòèìåðíîéòåîðèè ¾ïðèëèâíîé çàðÿä¿ ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ìàñ�ñû. Ïîýòîìó äëÿ èçó÷åíèÿ ïðèìåíèìîñòè îáñóæäàå�ìîé ìîäåëè íåîáõîäèìî çíàíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Âðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà áîëåå æåñòêîå, ÷åì ïðåäëî�æåííîå â [1℄, îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèÿ ¾ïðèëèâíîãîçàðÿäà¿ ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ðàññìîòðåíèè êðóãî�âûõ îðáèò è óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëåäíåé ñòà�áèëüíîé îðáèòû. 6. ÂÛÂÎÄÛÍåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïðèñóòñòâèå ¾ïðèëèâíîãî çà�ðÿäà¿ � ìåíÿåò óðàâíåíèÿ ãåîäåçè÷åñêèõ, íà óðîâíåàñòðîíîìè÷åñêèõ ìàññ íàëè÷èå íåíóëåâîãî ¾ïðèëèâ�íîãî çàðÿäà¿ � íå äîëæíî îêàçûâàòü âëèÿíèÿ íàèõ òèïû è �îðìó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî ìîãëîáû ïðèâåñòè ê âîçíèêíîâåíèþ ïðîòèâîðå÷èé ñ ñóùå�ñòâóþùèìè íàáëþäàòåëüíûìè äàííûìè. Îãðàíè÷å�íèå íà çíà÷åíèÿ ¾ïðèëèâíîãî çàðÿäà¿ �, ïðåäëîæåí�íîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, äåëàåò íåíàáëþäàåìûìè èäðóãèå âîçìîæíûå ý��åêòû, ñâÿçàííûå ñ � äëÿ ÷åð�íûõ äûð ñ ìàññîé áîëüøå èëè ïîðÿäêà ñîëíå÷íîé.Âîçìîæíî, ïðîÿâëåíèå ý��åêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ¾ïðè�ëèâíûì çàðÿäîì¿, ñëåäóåò èñêàòü â ìèêðî�èçèêå.
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