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ÂÎËÍÎÂÀß ÔÓÍÊÖÈß ��ÀÂÈÒÈ�ÓÞÙÅÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈÂ. È. Äîêó÷àåâ a*, Ñ. Â. ×åðíîâ a;b**aÈíñòèòóò ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117312, Ìîñêâà, �îññèÿbÔèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 1 àïðåëÿ 2010 ã.Âû÷èñëåí äèñêðåòíûé ñïåêòð è íàéäåíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â âèäå ïîëèíîìîâ Ìåéêñíåðàäëÿ âîëíîâîé �óíêöèè òîíêîé ãðàâèòèðóþùåé îáîëî÷êè â ãåîìåòðèè �åéññíåðà �Íîðäñòðåìà. Ïîêàçàíî,÷òî â êâàíòîâîì ñïåêòðå ãðàâèòèðóþùåé îáîëî÷êè îòñóòñòâóåò ýêñòðåìàëüíîå ñîñòîÿíèå, êàê è â ñëó÷àåýêñòðåìàëüíîé ÷åðíîé äûðû.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ îòñóòñòâèå êâàíòîâîé òåîðèè ãðàâèòàöèè óäîá�íûì ìåòîäîì îïèñàíèÿ êâàíòîâûõ ý��åêòîâ íàêëàññè÷åñêîì �îíå îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòèÿâëÿåòñÿ êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå (ãðàâèòî�íû, ý��åêò Õîêèíãà, ñïåêòð ïåðâè÷íûõ âîçìóùå�íèé â êîñìîëîãèè) è ðàçëè÷íûå ïîëóêà÷åñòâåííûå¾ïðàâäîïîäîáíûå¿ ìîäåëè (ñïåêòðà ìàññ ÷åðíûõäûð [1; 2℄). Îäíîé èç ìîäåëåé, â êîòîðîé îòíîñè�òåëüíî ëåãêî ìîæíî ïîëó÷èòü ñïåêòð ìàññ ÷åðíûõäûð, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü òîíêîé ãðàâèòèðóþùåé îáî�ëî÷êè [3℄.Â �îðìàëèçìå òîíêèõ îáîëî÷åê ñóùåñòâóåò ïðî�ñòîé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðà ìàññ. Îí îñíîâàííà åñòåñòâåííîì äîïóùåíèè, ÷òî ìàññà ãðàâèòèðóþ�ùåé ñèñòåìû (íàïðèìåð, ÷åðíîé äûðû) íà ïðîñòðàí�ñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè mout åñòü ãàìèëüòîíèàí ñè�ñòåìû, òàê êàê mout ïðåäñòàâëÿåò ïîëíóþ ýíåðãèþâñåé ñèñòåìû, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè äèíàìè÷å�ñêîé ýâîëþöèè îáîëî÷êè. Òîãäà çíàÿ ãàìèëüòîíèàí,ìîæíî ëåãêî íàïèñàòü âîëíîâîå óðàâíåíèå è íàéòèèç åãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ñïåêòð ìàññ.Êàê èçâåñòíî, â îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòèâñå ñâîéñòâà ÷åðíîé äûðûØâàðöøèëüäà ïîëíîñòüþîïðåäåëÿþòñÿ îäíèì ïàðàìåòðîì, à èìåííî, ìàññîéíà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè. Íî åñëè ìûðàññìîòðèì äèàãðàììó Êàðòåðà �Ïåíðîóçà äëÿ âå÷�íîé øâàðöøèëüäîâñêîé ÷åðíîé äûðû (ñì. ðèñóíîê),*E-mail: doku
haev�ms2.inr.a
.ru**E-mail: 
hernov�lpi.ru

êîòîðàÿ îïèñûâàåò ãëîáàëüíóþ ãåîìåòðèþ äàííîãîìíîãîîáðàçèÿ, òî óâèäèì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå ïðî�ñòðàíñòâåííûå áåñêîíå÷íîñòè, òàê íàçûâàåìûå îáëà�ñòè R+ è R� ([4℄, ñì. òàêæå [5℄). Ïîýòîìó ìîæíîïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ìåòðèêå Øâàðöøèëüäà âå÷íîé÷åðíîé äûðû ñïåêòð ìàññ ìîæåò çàâèñåòü îò äâóõêâàíòîâûõ ÷èñåë [4℄.�àññìîòðèì äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå, êîòîðîåîïèñûâàåò ýâîëþöèþ òîíêîé ãðàâèòèðóþùåé îáî�ëî÷êè â ìåòðèêå �åéññíåðà �Íîðäñòðåìà. Ýòî óðàâ�íåíèå èìååò õîðîøî èçâåñòíûé âèä (ñì., íàïðè�ìåð, [5; 6℄, à òàêæå [7�10℄):�ins _�2 + 1� 2min� + Q2in�2 �� �outs _�2 + 1� 2mout� + Q2out�2 = 4���(�); (1)ãäå �in;out = �1, à min, mout, Qin, Qout � ñîîòâåò�ñòâåííî ìàññà è çàðÿä ÷åðíîé äûðû âíóòðè è âíåîáîëî÷êè, � = �(�) � ðàäèóñ îáîëî÷êè îòíîñèòåëü�íî íàáëþäàòåëÿ, íàõîäÿùåãîñÿ íà îáîëî÷êå, à òî÷êàíàä �óíêöèåé îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ñîáñòâåí�íîìó âðåìåíè � ýòîãî íàáëþäàòåëÿ. Áóäåì ðàññìàò�ðèâàòü òîëüêî ïûëåâóþ îáîëî÷êó, òîãäà �óíêöèÿ�(�) = A=�2, ãäå A > 0 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðî�âàíèÿ [6℄. Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî îïðåäåëèòü âå�ëè÷èíó M = 4�A, êîòîðàÿ, êàê ìîæíî ïîêàçàòü, ÿâ�ëÿåòñÿ ïîëíîé ìàññîé îáîëî÷êè. Óñëîâèÿ äëÿ çíàêîâ�in;out, êàê ëåãêî ïîêàçàòü èç óðàâíåíèÿ (1), èìåþòñëåäóþùèé âèä:645



Â. È. Äîêó÷àåâ, Ñ. Â. ×åðíîâ ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010�in = sign�mout �min + Q2in �Q2out +M22� � ; (2)�out = sign �mout �min + Q2in �Q2out �M22� � : (3)Âåçäå íèæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäàmout > min, M2 � Q2out � Q2in è âî âñåé îáëàñòèïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè �in = 1. Â òî æå âðåìÿ çíàê�out ìîæåò áûòü ëþáûì. Åñëè âîçâåñòè â êâàäðàòóðàâíåíèå (1), òî ïîëó÷èì âûðàæåíèå âèäàmout = min + Q2out �Q2in �M22� ++M�ins _�2 + 1� 2min� + Q2in�2 : (4)Â ëåâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ñòîèò ïîëíàÿ ìàñ�ñà âñåé ñèñòåìû mout, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ ñî âðå�ìåíåì. Ñëåäóÿ áîëåå ðàííèì ðàáîòàì [11�13℄, îïðå�äåëèì ýòó ìàññó â êà÷åñòâå ãàìèëüòîíèàíà íàøåéñèñòåìû H (ñì. òàêæå [14℄, ãäå ðàññìàòðèâàëàñüíåñêîëüêî èíàÿ ìîäåëü). Ñäåëàåì â âûðàæåíèè (4)çàìåíó ïåðåìåííîé x = M� (ñì. [11�13℄). Òîãäà ãà�ìèëüòîíèàí ïðèìåò âèäH = �ins _x2 +M2�1� 2minMx + Q2inM2x2 � ++min +MQ2out �Q2in �M22x : (5)Çíàÿ ãàìèëüòîíèàí (5), âû÷èñëÿåì ëàãðàíæèàí ðàñ�ñìàòðèâàåìîé ñèñòåìûL = �in _x�� ln" _x+s _x2 +M2�1� 2minMx + Q2inM2x2 �#�� �ins _x2 +M2�1� 2minMx + Q2inM2x2 �++MM2 �Q2out +Q2in2x � �in _x lnM �min; (6)à çàòåì è êàíîíè÷åñêèé èìïóëüñ� = �in �� ln" _xM+s _x2M2+�1�2minMx +Q2inM2x2 �# : (7)Çàïèøåì òåïåðü ãàìèëüòîíèàí (5) â òåðìèíàõ êà�íîíè÷åñêîãî èìïóëüñà (7). Äëÿ ýòîãî íàéäåì èç óðàâ�íåíèÿ (7) ïåðåìåííóþ _x è ïîäñòàâèì åå â ãàìèëüòî�íèàí (5). Â ðåçóëüòàòå çàâèñèìîñòü ãàìèëüòîíèàíà
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Äèàãðàììà Êàðòåðà �Ïåíðîóçà âå÷íîé ÷åðíîé äû-ðû Øâàðöøèëüäàîò êîîðäèíàòû x è êàíîíè÷åñêîãî èìïóëüñà p ïðè�ìåò âèäH = min �MM2 �Q2out +Q2in2x + �inM2 �� �exp(�inp) +�1� 2minMx + Q2inM2x2 � �� exp(��inp)� : (8)Çàïèøåì âîëíîâîå óðàâíåíèå H�(x) = mout�(x), èñ�ïîëüçóÿ ñòàíäàðòíîå êîììóòàöèîííîå ðàâåíñòâî âè�äà [p; x℄ = �i, à òàêæå òîæäåñòâîexp�x0 ��x��(x) = �(x + x0): (9)Â ðåçóëüòàòå âîëíîâîå óðàâíåíèå çàïèøåòñÿ â âèäå�(x � i) +�1� 2minMx + Q2inM2x2 ��(x + i)�� M2 �Q2out +Q2inx �(x) = 2E�(x); (10)ãäå E = (mout�min)=M . Âîëíîâîå óðàâíåíèå (10) îò�ëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà òåì,÷òî ýòî íå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, à ðàçíîñò�íîå. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êâàíòîâàíèå ïðîâîäèòñÿïî ñîáñòâåííîìó âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ íà îáîëî÷êå,à íå ïî âðåìåíè íàáëþäàòåëÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Åñ�ëè ìû ïðåäñòàâèì ýêñïîíåíòó â âèäå ðÿäà, òî ïî�ëó÷èòñÿ äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áåñêîíå÷íî�ãî ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî óðàâíåíèå íåîáõîäè�ìî äîïîëíèòü áåñêîíå÷íûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ�ìè. Îíè áûëè íàéäåíû â ñòàòüå [12℄ è â íàøåì ñëó�÷àå èìåþò âèä�2l(0) = 0; l = 0; 1; : : : (11)Òàêæå íóæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû íà ïðîñòðàíñòâåí�íîé áåñêîíå÷íîñòè âîëíîâûå �óíêöèè íå ðàñõîäè�ëèñü.646



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010 Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ãðàâèòèðóþùåé îáîëî÷êè�åøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåçïîëèíîìû Ìåéêñíåðà (ñì., íàïðèìåð, [12℄), êîòîðûåóäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:�(x) [f(x+ 1)� 2f(x) + f(x� 1)℄ ++ �(x) [f(x+ 1)� f(x)℄ + �f(x) = 0; (12)ãäå �(x) = x, �(x) + �(x) = �(
 + x), à � è 
 � íåêî�òîðûå ïîñòîÿííûå. Áóäåì ðåøàòü âîëíîâîå óðàâíå�íèå (10) â ÿâíîì âèäå, ïðèâîäÿ åãî ê óðàâíåíèþ âè�äà (12). Äëÿ íà÷àëà ñäåëàåì ïðåîáðàçîâàíèå êîîð�äèíàòû x! �ix, îçíà÷àþùåå ïîâîðîò íà óãîë ��=2â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (10)ïðèìåò âèä�(x + 1) +�1� 2minMix � Q2inM2x2 ��(x� 1)�� iM2 �Q2out +Q2inx �(x) = 2E�(x): (13)�àññìîòðèì ñíà÷àëà ïðîñòîé ñëó÷àé, êîãäàmin = Qin = 0. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (13) âû�ðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû Ìåéêñíåðà è èìååò âèä�n(x) = C(x) �xx�2x+2n �n � �2x�(x)�(x+ 1� n)� ; (14)ãäå� = E+pE2 � 1; �f(x) = f(x+1)�f(x);C(x) = C(x+ 1); (15)�(x)� ãàììà-�óíêöèÿ, C(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíê�öèÿ ñ ïåðèîäîì 1. �àçëîæèì �óíêöèþ C(x) â ðÿäÔóðüå: C(x) = 1Xk=�1 
k exp(2�ikx): (16)Òî÷íî òàêîé æå ìíîæèòåëü ïîÿâëÿåòñÿ â ðåøåíèèâîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, åñëè ïåðåéòè îò êîîðäèíàòíî�ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê èìïóëüñíîìó [13; 15℄. Êîý��èöè�åíòû 
k ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèéê âîëíîâîìó óðàâíåíèþ (11). Íå ïðåäñòàâëÿåò òðó�äà ïîêàçàòü, ÷òî âîëíîâûå �óíêöèè �n(x) îðòîãî�íàëüíû â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Åñëè ïîëîæèòü xi = xè xi+1 = xi + 1, òî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ïîëèíîìîâÌåéêñíåðà, ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùóþ ñóììó:1Xxi=0�n(xi)�m(xi)�(xi) = Ænmd2n; (17)ãäå âåñîâàÿ �óíêöèÿ �(x) = 1=xC2(x) èd2n = �(n)�(n+ 1)�2n :

Èç âûðàæåíèÿ (17) ñëåäóåò, ÷òî âîëíîâûå �óíê�öèè �n(x) ïðè n 6= m îðòîãîíàëüíû ïðè óñëîâèè0 < � < 1 [16℄. Òàêîå íåîáû÷íîå óñëîâèå îðòîãî�íàëüíîñòè åñòü ñëåäñòâèå òîãî, ÷òî âîëíîâîå óðàâ�íåíèå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ðàçíîñòíîãî òèïà, à íåäè��åðåíöèàëüíûì. Ýòè âîëíîâûå �óíêöèè ëåãêîìîäè�èöèðîâàòü, ÷òîáû îíè áûëè òàêæå è îðòîíîð�ìèðîâàííûìè.Äèñêðåòíûé ñïåêòð ìàññ En, ñîîòâåòñòâóþùèéâîëíîâûì �óíêöèÿì �n(x) â âèäå ïîëèíîìîâ Ìåéêñ�íåðà [16℄, óäîâëåòâîðÿåò ïðîñòîìó óðàâíåíèþi(M2 �Q2out) = 2npE2n � 1 : (18)Â ðåçóëüòàòå äëÿ èñêîìîãî ñïåêòðà ìàññ íàõîäèìE2n = �moutM �2 = 1� (M2 �Q2out)24n2 : (19)Íàéäåííûé âîäîðîäîïîäîáíûé ñïåêòð ìàññ îáîáùà�åò ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé ðàíåå â ðàáîòå [11℄, è ñîâ�ïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ðàáîò [13; 15; 17℄, ãäå îí áûë ïî�ëó÷åí äðóãèì ñïîñîáîì. Äèñêðåòíûé ñïåêòð ìàññ ðå�àëèçóåòñÿ ïðè óñëîâèè En < 1. Â ñëó÷àå æå En > 1,áóäåò èìåòü ìåñòî íåïðåðûâíûé ñïåêòð ìàññ [14℄.Îòìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèåì äëÿñïåêòðà ìàññ (19) ïîëíàÿ ãðàâèòèðóþùàÿ ìàññà ìåò�ðèêè mout èç-çà êâàíòîâûõ ïîïðàâîê îêàçûâàåòñÿìåíüøå êëàññè÷åñêîãî ¾ãîëîãî¿ çíà÷åíèÿ M , êàê èäîëæíî áûòü äëÿ ãðàâèòàöèîííî ñâÿçàííîé ñèñòå�ìû.Â ñëó÷àå, êîãäà (M2 � Q2out)2=4 > 1, ìîæíîíàïèñàòü óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè êâàçèêëàññè÷åñêî�ãî ïðèáëèæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ñó�ùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êâàíòîâîãî ÷èñëànmin = [(M2 � Q2out)=2℄, ãäå ñèìâîë ¾[ ℄¿ îáîçíà÷à�åò öåëóþ ÷àñòü, äëÿ êîòîðîãî ïðè n � nmin êâàçè�êëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå áóäåò çàâåäîìî õîðîøîâûïîëíÿòüñÿ. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ îáðàòíîãî íåðà�âåíñòâà (M2 �Q2out)2=4 < 1 êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðè�áëèæåíèå ïðèìåíèìî ïðè ëþáîì n.×òîáû íàïèñàòü ðåøåíèå ïåðâîíà÷àëüíîãî óðàâ�íåíèÿ (10), íåîáõîäèìî ñäåëàòü îáðàòíóþ çàìåíó ïå�ðåìåííîé x ! ix. Âûïèøåì äëÿ ïðèìåðà íåñêîëüêîïåðâûõ ïîëèíîìîâ:�(x)n=1 = ix�ix �2 � 1�2 1Xk=�1 
k exp(�2�kx);�(x)n=2 = ix�ix "ix�1� 1�2�2 + 1� 1�4#�� 1Xk=�1 
k exp(�2�kx):647



Â. È. Äîêó÷àåâ, Ñ. Â. ×åðíîâ ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010Ïðè âûïîëíåíèè òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû íà áåñêîíå÷íî�ñòè âîëíîâûå �óíêöèè áûëè êîíå÷íû, ïîñòîÿííûå
k áóäóò ðàâíû íóëþ äëÿ âñåõ k < 0. Îñòàëüíûåïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ëåãêî íàé�äåíû èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ýòîáûëî ñäåëàíî â ðàáîòàõ [13; 15℄ äëÿ n = 1 è çäåñü ìûèõ ïðèâîäèòü íå áóäåì. Ñäåëàâ çàìåíó E = 
os�,ðåøåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå�(x)n = Pn(x) exp(��x)C(x);ãäå Pn(x) � íåêîòîðûå ïîëèíîìû ñòåïåíè n [13℄.Â ýêñòðåìàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà mout = Qout,ñïåêòð âûðîæäàåòñÿ (íå çàâèñèò îò n) è E = 1. Òà�êîå îòñóòñòâèå â êâàíòîâîì ñïåêòðå ýêñòðåìàëüíî�ãî ñîñòîÿíèÿ íàõîäèòñÿ â ïîëíîì ñîãëàñèè ñ àíàëî�ãè÷íûì ðåçóëüòàòîì äëÿ ñïåêòðà ìàññ ÷åðíîé äûðû�åéññíåðà �Íîðäñòåìà [18℄. Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíîèíòåðïðåòèðîâàòü â ðàìêàõ ïîñòóëèðîâàííîãî òðå�òüåãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè ÷åðíûõ äûð, â ñîîò�âåòñòâèè ñ êîòîðûì ýêñòðåìàëüíîå ñîñòîÿíèå ÷åð�íîé äûðû íåäîñòèæèìî. Íà êâàíòîâîì óðîâíå ýòîîçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü ïåðåõîäîâ (ðàñïàäîâ) ÷åð�íîé äûðû â ýêñòðåìàëüíîå ñîñòîÿíèå [19�21℄. Îòìå�òèì, ÷òî �îðìàëüíîå ðåøåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ(13) â ýêñòðåìàëüíîì ñëó÷àå èìååò âèä�(x) = C1(x) + C2(x)x;ãäå C1, C2 � ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè ñ ïåðèîäîì1. Ýòè ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè òàêæå ìîæíî ðàçëî�æèòü â ðÿä Ôóðüå, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì�(x) = 1Xk=0 
k exp(�2�kx) ++ ix 1Xk=0 dk exp(�2�kx); (20)ãäå ñäåëàíî îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå x! ix è ó÷òå�íî ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà áåñêîíå÷íîñòè. Èñïîëüçóÿãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (11), ìîæíî íàéòè âñå íåèçâåñò�íûå êîý��èöèåíòû 
k è dk.Ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà M2 � Q2out.Â ýòîì ñëó÷àå �in ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ:�in = �1. Äëÿ çíà÷åíèé ðàäèóñîâ� < (Q2out �M2)=2mout < 2moutâåëè÷èíà �in îòðèöàòåëüíà, �in = �1. Íå ïðåäñòàâ�ëÿåò òðóäà âûïèñàòü âîëíîâîå óðàâíåíèå è ðåøèòüåãî. �åøåíèå äëÿ âîëíîâîé�óíêöèè áóäåò èìåòü âèä�̂(x) = (�1)x�(x), ãäå �(x) � ðåøåíèå (14). Ñïåêòðìàññ íå èçìåíèòñÿ.

�àññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäàòîëüêî Qin = 0. Òåïåðü, ÷òîáû íàéòè îáùåå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (10), ñäåëàåì äðóãóþ çàìåíó ïåðåìåííîé,à èìåííî, x ! ix. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå îçíà÷à�åò ïîâîðîò íà �=2 â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Òîãäàóðàâíåíèå (10) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå�(x � 1) +�1 + 2minMix ��(x + 1) ++ iM2 �Q2outx �(x) = 2E�(x): (21)Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëè�íîìû Ìåéêñíåðà [16℄ è åãî ðåøåíèå èìååò ñëåäóþ�ùèé âèä:�n(x) = C(x) ~�x�(x+ 1)~�2x+2n�(
 + x) ���n " ~�2x+2n�(
 + x)�(x+ 1� n) # ; (22)ãäå ~� = E �pE2 � 1; 
 = i2minM;C(x) = C(x+ 1): (23)Ýòó �óíêöèþ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ðàçëî�æèòü â ðÿä Ôóðüå. Âûïèøåì äâà ïåðâûõ ïîëèíîìà:�(x)n=1 = h~�2(
 + x)� xi ~�xC(x);�(x)n=2 = ~�x h~�4(
 + x+ 1)(
 + x) �� 2~�2x(
 + x) + x(x� 1)iC(x): (24)Åñëè, êàê è ðàíüøå, ïîëîæèòü x = xi, xi+1 = xi + 1è ïðîñóììèðîâàòü âîëíîâûå �óíêöèè ñ âåñîì�(x) = �(
 + x)�(1 + x)�(
)C2(x) ; (25)òî ïðèâåäåííûå âûøå ïîëèíîìû áóäóò îðòîãîíàëü�íû [16℄: 1Xxi=0�n(xi)�m(xi)�(xi) = Ænmd2n; (26)ãäå d2n = n!�(n+ 
)~�2n(1� ~�2)
�(
) : (27)648



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010 Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ãðàâèòèðóþùåé îáîëî÷êèÄåëàÿ îáðàòíóþ çàìåíó ïåðåìåííîé x ! �ix, îêîí�÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïîëèíîìû:�(x)n=1 = h~�2(
 � ix) + ixi�� ~��ix 1Xk=�1 
k exp(�2�kx);�(x)n=2 = ~��ix �� h~�4(
 � ix+ 1)(
 � ix) + 2~�2ix(
 � ix) ++ ix(ix+ 1)℄ 1Xk=�1 
k exp(�2�kx):(28)Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè 
 = 0, ò. å. ïðè min = 0,ðåøåíèå (28) âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïåðåéäåò â ðåøå�íèå (20). Äèñêðåòíûé ñïåêòð ìà
ñ çàäàåòñÿ òåïåðüóðàâíåíèåìi�M2 �Q2out + 2minM ~�� = 2npE2n � 1 : (29)Ñïåêòð ìàññ ïîëó÷èëñÿ ìíèìûì, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,÷òî ïðèmin 6= 0 ãàìèëüòîíèàí (5) óæå íå áóäåò ýðìè�òîâûì. Ñóùåñòâóåò îäèí âûðîæäåííûé ñëó÷àé, êî�ãäà èìååò ìåñòî äåéñòâèòåëüíûé ñïåêòð: ïðè E2n = 1èM2�Q2out+2minM ~� = 0. Èç ýòèõ äâóõ óðàâíåíèéïîëó÷àåì óñëîâèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, ïðè êîòî�ðûõ ñïåêòð ìàññ âûðîæäåí è äåéñòâèòåëåí:mout = min +M; M = �min +qm2in +Q2out:Ýòîò ïðåäåëüíûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåò ïåðåõîä îòäèñêðåòíîãî ñïåêòðà ìàññ ê íåïðåðûâíîìó. ×òîáûñäåëàòü ãàìèëüòîíèàí ýðìèòîâûì ïðèmin 6= 0, íåîá�õîäèìî ïðîâåñòè çàìåíó îïåðàòîðîâA(x)B(p) ! 12 [A(x)B(p) +B�(p�)A�(x)℄ ;êîòîðàÿ â íàøåì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå1x exp�i ��x�!! 12 � 1x exp�i ��x�+ exp��i ��x� 1x� : (30)Ïîñëå òàêîé çàìåíû îïåðàòîðîâ âîëíîâîå óðàâíå�íèå äëÿ ýðìèòîâîãî ãàìèëüòîíèàíà èìååò ñëåäóþ�ùèé âèä:�(x + i)+�(x � i)�minM ��(x + i)x +�(x � i)x� i ��� M2 �Q2outx �(x) = 2E�(x): (31)

Ýòî óðàâíåíèå çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîå. Åãî ðå�øåíèå, à òàêæå ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð äîëæíû çà�âèñåòü îò äâóõ êâàíòîâûõ ÷èñåë, îïðåäåëÿþùèõñïåêòð ìàññ âíóòðåííåé min è âíåøíåé mout ÷åð�íûõ äûð. Íàì óäàëîñü íàéòè òîëüêî ïðèáëèæåííîåðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ìàññà îáî�ëî÷êè M ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì çàäà÷è, íîìàññû min;out íå ìàëû è îäíîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ïðî�ñòîòû ìû ïîëàãàåì òàêæå, ÷òî Qout = 0. Ïðè áîëü�øèõ çíà÷åíèÿõ ðàäèóñà � èç âûðàæåíèÿ (4) âèäíî,÷òî ðàçíîñòü ìàññ ÷åðíûõ äûð âíå è âíóòðè îáîëî÷�êè â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè òàêæå îêàçûâà�åòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé ïîðÿäêà M . Ñëåäîâàòåëüíî,ïàðàìåòð çàäà÷è E íå ìàë. Ñäåëàâ, êàê è ïðåæäå,çàìåíó ïåðåìåííîé x ! ix â âîëíîâîì óðàâíåíèè(31), â ðåçóëüòàòå ñ ëèíåéíîé òî÷íîñòüþ ïî ìàëîìóïàðàìåòðó M ïîëó÷èì óðàâíåíèå�(x+1)+�(x�1)+iminM ��(x+1)x +�(x�1)x�1 � == 2E�(x): (32)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (32) â âèäå �(x) == �0(x) +My(x). Â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî ìàëîìó ïà�ðàìåòðóM âîëíîâîå óðàâíåíèå ñâåäåòñÿ ê ïðîñòîìóðàçíîñòíîìó óðàâíåíèþ�0(x+ 1) + �0(x� 1) = 2E�0(x); (33)ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä�0(x) = C1(x)�x + C2(x) ~�x; (34)ãäå âåëè÷èíû � è ~� îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííîâûðàæåíèÿìè (15) è (23), à �óíêöèè C1(x) è C2(x)ïåðèîäè÷åñêèå ñ ïåðèîäîì 1.Â ïåðâîì ïîðÿäêå ìàëîñòè �óíêöèÿ y(x) óäîâëå�òâîðÿåò óðàâíåíèþy(x+ 1)� 2Ey(x) + y(x� 1) == imin �C1(x)��x+1x + �x�1x� 1� ++ C2(x) ~�x+1x + ~�x�1x� 1!# ;ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèä649



Â. È. Äîêó÷àåâ, Ñ. Â. ×åðíîâ ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010y(x) = imin2pE2 � 1 ����C1(x) ��x+1x �2F (x; 1; 1 + x; �2)� 1� ++ �x�1 ��2	(x+ 1) + 	(x)� �++ C2(x)" ~�x+1x h2F (x; 1; 1 + x; ~�2)� 1i ++ ~�x�1 h ~�2	(x+ 1) + 	(x)i #) : (35)Çäåñü F (x; 1; 1 + x; �2), F (x; 1; 1 + x; ~�2) � ãèïåðãåî�ìåòðè÷åñêèå �óíêöèè, à 	(x) = �0(x)=�(x) � ëîãà�ðè�ìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ãàììà-�óíêöèè.�àññìîòðèì �èçè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ðåøåíèÿ.Âî-ïåðâûõ, ðåøåíèå (34) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâå âîë�íû, áåãóùèå â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû. Â ýòîìëåãêî óáåäèòüñÿ, åñëè ðåøåíèå ïðåäñòàâèòü â âèäå	 � exp(�iEt� x ln �); (36)êîòîðîå ñëåäóåò èç íåñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿØðå�äèíãåðà H	 = E	 = i~�	�t : (37)Îáùåå ðåøåíèå (34) íàïîìèíàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå (�óíêöèÿÁëîõà). Íî ýòî òîëüêî êà÷åñòâåííîå ñõîäñòâî, ïî�ñêîëüêó â äàííîé çàäà÷å èçíà÷àëüíî íåò ïåðèîäè÷å�ñêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå îïè�ñûâàåò íåïðåðûâíûé ñïåêòð ìàññ, ïîýòîìó ïðèáëè�æåííîå ðåøåíèå èçíà÷àëüíîãî óðàâíåíèÿ (32) òàê�æå èìååò íåïðåðûâíûé ñïåêòð ìàññ. �åøåíèå ñ äèñ�êðåòíûì ñïåêòðîì ìàññ íàì íàéòè íå óäàëîñü. Êàêâèäíî èç îáùåãî ðåøåíèÿ (35), îíî òàêæå ïåðèîäè�÷åñêîå ñ ïåðèîäîì 1. Òàêæå ìîæíî âèäåòü, ÷òî âîë�íîâàÿ ñòðóêòóðà óðàâíåíèÿ îñòàëàñü íåèçìåííîé. Àâîò àìïëèòóäà òåïåðü ñòàëà �óíêöèåé àðãóìåíòà èìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïî ïðèâåäåííîìó çàêîíó, ÷òî ÿâ�ëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì äîáàâëåíèÿ íåëèíåéíîñòè ê ðàç�íîñòíîìó óðàâíåíèþ.Áûëà ðàññìîòðåíà ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü êâàçè�êëàññè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ òîíêîé îáîëî÷êè â ìåò�ðèêå �åéññíåðà �Íîðäñòðåìà. Áûëà èñïîëüçîâàíàãèïîòåçà, îñíîâàííàÿ íà âû÷èñëåíèÿõ ñïåêòðà ìàññáîëåå ïðîñòîé ìîäåëè, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà âíå è âíó�òðè îáîëî÷êè ìåòðèêà îïèñûâàåòñÿ ìåòðèêîé Øâàð�öøèëüäà, ñïåêòð ìàññ îáîëî÷êè äîëæåí çàâèñåòüîò äâóõ êâàíòîâûõ ÷èñåë. Íà áîëåå ïðîñòîì ÿçûêåýòî ìîæíî îáúÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîò�ðèì ÷åðíóþ äûðó Øâàðöøèëüäà. Íà äèàãðàììå
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