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ÔËÓÊÒÓÀÖÈÈ ÝÍÒ�ÎÏÈÈ ÇÀÏÓÒÀÍÍÎÑÒÈÂ ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÖÅÏÎ×ÊÀÕ ÈÇÈÍ�ÀÌ. À. Þðèùåâ *Èíñòèòóò ïðîáëåì õèìè÷åñêîé �èçèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25 �åâðàëÿ 2010 ã.�àññìàòðèâàþòñÿ öåïî÷êè Èçèíãà â ïîïåðå÷íîì ìàãíèòíîì ïîëå ïîñòîÿííîé íàïðÿæåííîñòè (h = 1) èâåëè÷èíîé ìåæñïèíîâûõ âçàèìîäåéñòâèé �. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî äëèííîé öåïî÷êè íàéäåíû òî÷íûå àíà-ëèòè÷åñêèå �îðìóëû äëÿ âòîðîãî öåíòðàëüíîãî ìîìåíòà (äèñïåðñèè) îïåðàòîðà ýíòðîïèè Ŝ = � ln � ñðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöåé ïëîòíîñòè �, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïîëóáåñêîíå÷íîé ÷àñòè ìîäåëè, íàõîäÿ-ùåéñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Ïîêàçàíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷êè � = 1 �ëóêòóàöèÿ ýíòðî-ïèè çàïóòàííîñòè �S (êâàäðàòíûé êîðåíü èç äèñïåðñèè) ðàñõîäèòñÿ ïî çàêîíó �S � [ln(1=j1��j)℄1=2. Ñó÷åòîì èçâåñòíîãî ïîâåäåíèÿ ñàìîé çàïóòàííîñòè S ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â êðèòè÷åñêîé òî÷êå âåëè-÷èíà îòíîñèòåëüíûõ �ëóêòóàöèé ýíòðîïèè çàïóòàííîñòè ÆS = �S=S îáðàùàåòñÿ â íóëü, ò. å. ðåàëèçóåòñÿñîñòîÿíèå, �àêòè÷åñêè, ñ íå�ëóêòóèðóþùåé çàïóòàííîñòüþ.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÊâàíòîâîé çàïóòàííîñòè (ñöåïëåííîñòè) ïðèíàä�ëåæèò êëþ÷åâàÿ ðîëü â êâàíòîâîé èí�îðìàòèêå,êðèïòîãðà�èè, òåëåïîðòàöèè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿîíà çàíÿëà âàæíîå ìåñòî òàêæå â êâàíòîâîé òåîðèèïîëÿ, ïðîáëåìå ÷åðíûõ äûð, ÿâëåíèÿõ �àçîâûõ ïå�ðåõîäîâ è ò. ä. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ñïîñîáîâ êîëè�÷åñòâåííî îõàðàêòåðèçîâàòü âåëè÷èíó (ìåðó) çàïó�òàííîñòè. Íàèáîëåå ïëîäîòâîðíûé ïîäõîä ñâÿçàí ñèñïîëüçîâàíèåì ýíòðîïèè ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöûïëîòíîñòè. Ïðè ýòîì ýíòðîïèÿ çàïóòàííîñòè ìîæåòáûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê êîëè÷åñòâî èí�îðìà�öèè, äîñòóïíîé íàáëþäàòåëþ, äëÿ êîòîðîãî ÷àñòü ïå�ðåìåííûõ (ñòåïåíåé ñâîáîäû) ïîëíîé ñèñòåìû ïîòå�ðÿíà èëè íåäîñòóïíà ïðè ïðîâåäåíèè èçìåðåíèé. Ïîâîïðîñàì çàïóòàííîñòè ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [1�8℄è èìåþùèåñÿ òàì ìíîãî÷èñëåííûå ññûëêè íà ëèòå�ðàòóðó.Ìàòðèöû ïëîòíîñòè (ñòàòèñòè÷åñêèå îïåðàòîðû)áûëè ââåäåíû â íàóêó â 1927 ã. Ëàíäàó [9℄ ïðè èçó�÷åíèè ÿâëåíèé çàòóõàíèÿ â âîëíîâîé ìåõàíèêå, à çà�òåì íåçàâèñèìî è â áîëåå ñèñòåìàòè÷åñêîì âèäå �îíÍåéìàíîì [10, 11℄.Ïðîñòåéøèå ðåäóöèðîâàííûå � îäíî÷àñòè÷�íûå � ìàòðèöû ïëîòíîñòè â ÿâíîì âèäå ïîÿâèëèñü*E-mail: yur�itp.a.ru

â êâàíòîâîé òåîðèè â 1930 ã. â ðàáîòàõ Ôîêà [12℄è, íåñêîëüêî ïîçäíåå, Äèðàêà [13℄, êîòîðûå çàíèìà�ëèñü óñîâåðøåíñòâîâàíèåì ìåòîäîâ, ñîîòâåòñòâåííî,Õàðòðè è Òîìàñà â ìîäåëè àòîìà.Â äàëüíåéøåì èäåÿ èñêëþ÷åíèÿ èçëèøíåé èí��îðìàöèè ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ (ñóììèðîâàíèÿ,ñâåðòûâàíèÿ) ïî áîëüøåé ÷àñòè ïåðåìåííûõ ìàòðè�öû ïëîòíîñòè (èëè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ) ìíîãî�÷àñòè÷íîé ñèñòåìû è âûâîä óðàâíåíèé äëÿ ðåäóöè�ðîâàííûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè íèçøèõ ïîðÿäêîâ ïðè�âëåêëè âíèìàíèå ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé [14�16℄. Îä�íèì èç âàæíûõ äîñòèæåíèé ïðè ýòîì ñòàëà èåðàð�õèÿ, öåïî÷êà çàöåïëÿþùèõñÿ óðàâíåíèé Áîãîëþáî�âà �Áîðíà ��ðèíà �Êèðêâóäà �Èâîíà (ÁÁ�ÊÈ) [17,18℄. Îáðûâ áåñêîíå÷íîé öåïî÷êè è çàìûêàíèå åå âðàìêàõ òîãî èëè èíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïîçâîëèëè ïî�ëó÷èòü ðåøåíèå ðÿäà çàäà÷ äëÿ óìåðåííî ïëîòíûõñðåä.Äðóãîå íàïðàâëåíèå èñïîëüçîâàíèÿ ðåäóöèðî�âàííûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè âîçíèêëî â 1986 ãîäó, êî�ãäà Áîìáåëëè, Êîóë, Ëè è Ñîðêèí [19℄ âû÷èñëèëèñ èõ ïîìîùüþ ýíòðîïèþ äëÿ ìîäåëè ÷åðíîé äûðû.Â ðåçóëüòàòå îíè ñìîãëè îáúÿñíèòü çàêîí ïëîùà�äåé Áåêåíøòåéíà �Õîêèíãà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ýí�òðîïèÿ ÷åðíîé äûðû ïðîïîðöèîíàëüíà íå îáúåìó, àëèøü ïëîùàäè åå ãîðèçîíòà ñîáûòèé [20, 21℄. Â äàëü�íåéøåì ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ íàøëè ïðèìåíåíèå â êà�ëèáðîâî÷íûõ òåîðèÿõ ïîëÿ è òåîðèè ñòðóí [22�25℄.595



Ì. À. Þðèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010Â 1996 ã. ýíòðîïèè ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöûïëîòíîñòè áûë ïðèäàí ñëåäóþùèé èí�îðìàöèîí�íûé ñìûñë. Êàê îêàçàëîñü, îíà ðàâíà îòíîñèòåëü�íîìó ÷èñëó ìàêñèìàëüíî çàïóòàííûõ ïàð, êîòîðûåìîæíî èçâëå÷ü èç áîëüøîãî ÷èñëà êîïèé èñõîäíîéñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ïðîòîêîëà î÷èùåíèÿ, âêëþ÷à�þùåãî ëèøü òîëüêî ëîêàëüíûå îïåðàöèè è êëàññè�÷åñêóþ êîììóíèêàöèþ (ËÎÊÊ) [26, 27℄. Ñ òåõ ïîðçàïóòàííîñòü äâóõñîñòàâíîé ñèñòåìû, îòîæäåñòâëÿå�ìàÿ ñ ýíòðîïèåé ìàòðèöû ïëîòíîñòè îòäåëüíîé ïîä�ñèñòåìû, ïðî÷íî âîøëà â îáîðîò �èçèêè êâàíòîâîéèí�îðìàöèè.Îäíàêî, êàê õîðîøî èçâåñòíî èç ñòàòèñòè÷åñêîé�èçèêè, ýíòðîïèÿ ïîäâåðæåíà �ëóêòóàöèÿì. Ïîýòî�ìó, âîîáùå ãîâîðÿ, ñëåäóåò ó÷èòûâàòü âîçìîæíîñòü�ëóêòóàöèé è äëÿ çàïóòàííîñòè [28�30℄. Ýòî òåì áî�ëåå íàäî èìåòü â âèäó, ïîñêîëüêó, êàê ïîêàçàëè óæåïåðâûå ðàñ÷åòû äâóõêóáèòíûõ ñèñòåì, òàêèå �ëóê�òóàöèè ñïîñîáíû äîñòèãàòü áîëüøèõ çíà÷åíèé [28℄.Ïðè÷èíîé �ëóêòóàöèé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ðåçåðâóà�ðà, êîòîðûé âîçíèêàåò äëÿ ïîäñèñòåìû ïîñëå óñðåä�íåíèÿ ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû îñòàëüíîé ÷àñòè ñèñòå�ìû.Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ 1/2-ñïèíî�âûå êâàíòîâûå ìîäåëè Èçèíãà íà îäíîìåðíûõ ðåøåò�êàõ ñî ñâîáîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Öåïî÷êèìû ðàçáèâàåì íà äâå ðàâíûå ÷àñòè, ïî îäíîé èç êîòî�ðûõ ïðîâîäèì ðåäóöèðîâàíèå. Èçó÷åíèå íà÷èíàåì ñäèìåðà, à çàòåì ïåðåõîäèì ê áåñêîíå÷íî ïðîòÿæåí�íîé ðåøåòêå.Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî äëèííîé öåïî÷êè Èçèíãàè, ñîîòâåòñòâåííî, ïîëóáåñêîíå÷íûõ ïîäñèñòåì ýí�òðîïèÿ çàïóòàííîñòè áûëà ðàññ÷èòàíà Êàëàáðåçå èÊàðäè [31, 32℄. Â ñâîåé ðàáîòå ìû âû÷èñëÿåì äëÿýòîãî ñëó÷àÿ ìîäåëè äèñïåðñèþ ýíòðîïèè çàïóòàí�íîñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî îíà, êàê è çàïóòàííîñòü, ëîãà�ðè�ìè÷åñêè ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà.Â íàøåé ñòàòüå íàéäåíî òàêæå, ÷òî â óïîðÿäî÷åí�íîé (�åððîìàãíèòíîé) �àçå �ëóêòóàöèè çàïóòàííî�ñòè âñåãäà ìåíüøå ñàìîé çàïóòàííîñòè. È íàîáîðîò,99.995% íåóïîðÿäî÷åííîé (ïàðàìàãíèòíîé) îáëàñòèïî � çàíèìàåò ó÷àñòîê ñèëüíûõ �ëóêòóàöèé, êîãäà�S > S.Ïîñëå Ââåäåíèÿ â ðàçä. 2 äàíû êâàíòîâîìåõàíè�÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ýíòðî�ïèè è âåëè÷èíû åå �ëóêòóàöèé. Â ðàçä. 3 ñ�îìóëè�ðîâàíà ìîäåëü è ðàññìîòðåíà ñèñòåìà èç äâóõ êóáè�òîâ. �àçäåë 4 ïîñâÿùåí âûâîäó �îðìóë äëÿ �ëóêòó�àöèé çàïóòàííîñòè öåïî÷êè Èçèíãà â òåðìîäèíàìè�÷åñêîì ïðåäåëå. Â ðàçä. 5 ïðåäñòàâëåíî îáñóæäåíèåïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçä. 6êðàòêî ïîäâåäåíû èòîãè ïðîäåëàííîé ðàáîòû. Íàêî�

íåö, â Ïðèëîæåíèè ñîáðàíû ïîëåçíûå òîæäåñòâà èçòåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé, êîòîðûå ïîçâîëèëèíàì ïðåäñòàâèòü �îðìóëû äëÿ �ëóêòóàöèé ýíòðî�ïèè çàïóòàííîñòè â ¾êâàäðàòóðàõ¿ (÷åðåç ïîëíûåýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà).2. ÈÑÕÎÄÍÛÅ ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÄËß S È �SÑëåäóÿ îáùåïðèíÿòûì êóðñàì êâàíòîâîé ìåõà�íèêè è ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêè (íàïðèìåð, [33�35℄),ðàññìîòðèì ñèñòåìóX , êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â îêðóæå�íèè äðóãîé ñèñòåìû Q (ðåçåðâóàð), ïðè÷åì ïîëíàÿñèñòåìà X [Q ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé.Åñëè j i � âîëíîâàÿ �óíêöèÿ (âåêòîð) ïîëíîéñèñòåìû, òî ñîñòîÿíèå âûáðàííîé ñèñòåìû X îïèñû�âàåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè� = TrQj ih j; (1)ãäå ñëåä âçÿò ïî âñåì ñòåïåíÿì ñâîáîäû îêðóæåíèÿQ. Áåçðàçìåðíûé îïåðàòîð ýíòðîïèè âûäåëåííîé ñè�ñòåìû åñòü Ŝ = � ln �: (2)Ñîîòâåòñòâåííî, ýíòðîïèÿ ñèñòåìû X ðàâíàS = Tr (�Ŝ) = �Tr (� ln �): (3)Ñîãëàñíî ðàáîòàì [26, 27℄, ýòî è åñòü ýíòðîïèÿ çàïó�òàííîñòè (èçìåðåííàÿ â íàòàõ).Ñîîòíîøåíèå (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñðåäíåå çíà�÷åíèå, èëè ïåðâûé ìîìåíò îïåðàòîðà ýíòðîïèè (2).Ïðèâåäåííûé ìîìåíò âòîðîãî ïîðÿäêà áóäåò äàâàòüäèñïåðñèþ ýíòðîïèèD = Tr [�(Ŝ � S)2℄ = Tr [�(Ŝ)2℄� [Tr (�Ŝ)℄2: (4)Êâàäðàòíûé êîðåíü èç íåå, ñîãëàñíî ñòàòèñòè÷åñêîéìåõàíèêå, îïðåäåëÿåò ñðåäíþþ êâàäðàòè÷íóþ �ëóê�òóàöèþ �S = pD = [h(Ŝ � hŜi)2i℄1=2; (5)ãäå óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî àíñàì�áëþ ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè �.Îòìåòèì ñëåäóþùåå. Ñîãëàñíî �îðìóëå (1), âñåìàòðèöû ïëîòíîñòè ÿâëÿþòñÿ, â ñóùíîñòè, ðåäóöè�ðîâàííûìè çà èñêëþ÷åíèåì ðàçâå ÷òî ñëó÷àÿ ìàò�ðèöû ïëîòíîñòè j ih j äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû. Äà�ëåå, îáû÷íàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ýíòðîïèÿ (3) â êâàíòî�âîé òåîðèè èí�îðìàöèè âûáðàíà â êà÷åñòâå ìåðûçàïóòàííîñòè. Íî òàêîé âûáîð ìåðû èìååò è îáî�ðîòíóþ ñòîðîíó: ýíòðîïèÿ-çàïóòàííîñòü ïîäâåðæå�íà �ëóêòóàöèÿì, âîçìîæíû ¾øóìû¿ çàïóòàííîñòè.Îíè îáóñëîâëåíû îêðóæåíèåì, â êîòîðîì ïðåáûâàåòèññëåäóåìàÿ ñèñòåìà.596



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010 Ôëóêòóàöèè ýíòðîïèè çàïóòàííîñòè : : :3. ÌÎÄÅËÜ È �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÄËßÊÎÍÅ×ÍÛÕ ÖÅÏÎ×ÅÊ�àìèëüòîíèàí êâàíòîâîé öåïî÷êè Èçèíãà áåðåìâ âèäå H = � LXi=1 �xi � � L�1Xi=1 �zi �zi+1: (6)Çäåñü � � âåëè÷èíà ñïèí-ñïèíîâûõ âçàèìîäåéñòâèé,à ��i � �-ÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ìàòðèö Ïàóëè â óç�ëå i.Ïðè � = 1 áåñêîíå÷íî äëèííàÿ öåïî÷êà Èçèíãàîáëàäàåò �àçîâûì ïåðåõîäîì âòîðîãî ðîäà, êîòîðûéîïèñûâàåòñÿ êîí�îðìíîé òåîðèåé ïîëÿ ñ öåíòðàëü�íûì çàðÿäîì  = 1=2. Îäíàêî ìû íà÷íåì èçó÷åíèåñ öåïî÷åê êîíå÷íîé äëèíû.Ïðîñòåéøåé ñèñòåìîé ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, äèìåð(äâóõêóáèòíàÿ ìîäåëü). Ïðè L = 2 ãàìèëüòîíèàí (6)ñâîäèòñÿ êH2 = ��x1 � �x2 � ��z1�z2 == �0BBBB� � 1 1 01 �� 0 11 0 �� 10 1 1 � 1CCCCA : (7)Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî óðîâíè ýíåðãèè êâàíòîâîãî äè�ìåðà Èçèíãà ðàâíûE1;2 = �p�2 + 4; E3;4 = ��: (8)Êàê â �åððîìàãíèòíîì (� > 0), òàê è â àíòè�åððî�ìàãíèòíîì (� < 0) ñëó÷àå îñíîâíîå ñîñòîÿíèå íåâû�ðîæäåíî (ñèíãëåò) è îáëàäàåò îäíîé è òîé æå ýíåðãè�åé E0 = �p4 + �2. Îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ îòâå÷àåòñîáñòâåííûé âåêòîðj 0i = 1pd 0BBBB� �+p�2 + 422�+p�2 + 4 1CCCCA ; (9)ãäå d = 2[(�+p�2 + 4 )2 + 4℄: (10)Êàê õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [28; 36℄, [4, . 32℄), äëÿäâóõêóáèòíîé ñèñòåìû ñ âîëíîâîé �óíêöèåéj i = a1;1 j1; 1i+ a1;�1 j1;�1i++ a�1;1 j � 1; 1i+ a�1;�1 j � 1;�1i; (11)
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�èñ. 1. Ïîâåäåíèå çàïóòàííîñòè S (êðèâàÿ 1 ), àá-ñîëþòíîé �ëóêòóàöèè �S (êðèâàÿ 2 ) è îòíîñè-òåëüíîé �ëóêòóàöèè ÆS (êðèâàÿ 3 ) â äâóõêóáèò-íîé ñèñòåìå Èçèíãà â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè ñ ìèíè-ìàëüíîé ýíåðãèåé. Ïóíêòèðíàÿ ïðÿìàÿ � óðîâåíüS = ln 2 � 0:693, à óäëèíåííàÿ ðèñêà ïî îñè àá-ñöèññ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ �f = 2:9447 : : :íîðìèðîâàííîé óñëîâèåì h j i = 1, ñîãëàñîâàí�íîñòü ðàâíàC = 2ja1;1a�1;�1 � a1;�1a�1;1j: (12)Ïðèìåíÿÿ ýòè �îðìóëû ê âåêòîðó (9), íàõîäèì âå�ëè÷èíó ñîãëàñîâàííîñòè â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè èçèí�ãîâñêîãî äèìåðà [36, 37℄C = [1 + (2=�)2℄�1=2: (13)Ýíòðîïèÿ çàïóòàííîñòè äâóõêóáèòíîé ñèñòåìû ñâÿ�çàíà ñ ñîãëàñîâàííîñòüþ ñîîòíîøåíèåìS = �1 +p1� C22 ln 1 +p1� C22 !�� 1�p1� C22 ln 1�p1� C22 ! ; (14)à âåëè÷èíà �ëóêòóàöèé ðàâíà [28℄�S = C ln � 1C �1 +p1� C2 �� : (15)Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè S(�), �S(�) èÆS(�) = �S=S äëÿ êâàíòîâîãî äèìåðà Èçèíãà. Íàýòîì ðèñóíêå âèäíî, ÷òî ïðè � = 0 (äâà íåñâÿçàííûõñïèíà â ìàãíèòíîì ïîëå) êàê çàïóòàííîñòü S, òàê è597



Ì. À. Þðèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010åå �ëóêòóàöèÿ�S ðàâíû íóëþ. Ñ óâåëè÷åíèåì ìåæ�ñïèíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ � ýíòðîïèÿ çàïóòàííîñòèìîíîòîííî âîçðàñòàåò, äîñòèãàÿ â ïðåäåëå � ! 1çíà÷åíèÿ ln 2 (îñòàòî÷íàÿ ýíòðîïèÿ äâóêðàòíî âû�ðîæäåííîãî ïîëíîñòüþ óïîðÿäî÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ).Ôëóêòóàöèè æå çàïóòàííîñòè ïðîõîäÿò ÷åðåç ìàêñè�ìóì âáëèçè òî÷êè � = 1, à çàòåì ìîíîòîííî óìåíü�øàþòñÿ äî íóëÿ. Âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíûõ �ëóêòó�àöèé ÆS(�) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîòîííî óáûâàþ�ùóþ �óíêöèþ (ñì. ðèñ. 1).Êàê âèäíî íà ðèñ. 1, êðèâûå S(�) è �S(�) ïåðå�ñåêàþòñÿ. Ïåðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò ïðè �f � 2:9447.Êîãäà � > �f , �ëóêòóàöèè çàïóòàííîñòè îòíîñè�òåëüíî ñëàáû (�S < S). Íàîáîðîò, ïðè 0 < � � �f ,çàïóòàííîñòü èñïûòûâàåò ñèëüíûå �ëóêòóàöèè:�S � S. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòàÿ êàðòèíà �ëóê�òóàöèé êàê ìàëûõ îòêëîíåíèé îò ðàâíîâåñíûõçíà÷åíèé òåðÿåò ñìûñë. Íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âîâíèìàíèå âûñøèå ìîìåíòû ýíòðîïèè çàïóòàííîñòè,ó÷èòûâàòü ¾âçàèìîäåéñòâèå¿ �ëóêòóàöèé.Êàê ïîêàçûâàþò ïðîâåäåííûå íàìè ÷èñëåííûåðàñ÷åòû, ñ óâåëè÷åíèåì äëèíû öåïî÷êè ïîëîæåíèåìàêñèìóìà ïðèáëèæàåòñÿ ê � = 1 � òî÷êå áóäóùå�ãî �àçîâîãî ïåðåõîäà. Ïðè ýòîì âûñîòà ìàêñèìóìàìåäëåííî, íî âîçðàñòàåò. Èç ñõîäèìîñòè ñëåäóåò, ÷òîâäàëè îò � = 1 êîíå÷íûå öåïî÷êè êà÷åñòâåííî ïðà�âèëüíî ïåðåäàþò ïîâåäåíèå èçó÷àåìûõ âåëè÷èí äëÿïðåäåëà L =1.4. ÁÅÑÊÎÍÅ×ÍÎ ÄËÈÍÍÀß ÖÅÏÎ×ÊÀÝíòðîïèÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ÷àñòè (�1; 0) èëè(0;+1) ëèíåéíîé öåïî÷êè Èçèíãà íà ïðÿìîé(�1;+1) áûëà ðàññ÷èòàíà, êàê îòìå÷åíî âûøå,â ðàáîòàõ [31, 32℄. Àâòîðû äàííûõ ðàáîò äëÿíàõîæäåíèÿ ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöû ïëîòíî�ñòè èñïîëüçîâàëè èçâåñòíûé ïðèåì, ñîñòîÿùèé âîòîáðàæåíèè êâàíòîâîé îäíîìåðíîé ñèñòåìû â êëàñ�ñè÷åñêóþ äâóìåðíóþ ìîäåëü è ðàñ÷åòå äâóìåðíîéìîäåëè ñ ïîìîùüþ óãëîâûõ òðàíñ�åð-ìàòðèö.Ýòîò ìåòîä ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåäóöèðîâàííàÿ ìàò�ðèöà ïëîòíîñòè èìååò ¾ãèááñîâñêèé¿ âèä� = 1Z e�H0 : (16)Â ýòîì ðàâåíñòâå Z = Tr [exp(�H0)℄, à H0 � ý��åê�òèâíûé ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíûõ �åðìèîíîâH0 = 1Xj=0 "jnj ; (17)ãäå nj � îïåðàòîðû ÷èñåë çàïîëíåíèÿ (èõ ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ ðàâíû íóëþ èëè åäèíèöå), ïðè÷åì
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�èñ. 2. Äèñòàíöèÿ ìåæäó óðîâíÿìè âîçáóæäåíèé �êàê �óíêöèÿ �ñïåêòð âîçáóæäåíèé ÿâëÿåòñÿ ýêâèäèñòàíòíûì èèìååò �îðìó"j = ( (2j + 1)�; � < 1;2j�; � > 1: (18)Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå j = 0; 1; 2; : : : , à � ïðåäñòàâ�ëÿåò ñîáîé ðàññòîÿíèå ìåæäó óðîâíÿìè ýíåðãèè� = � I �p1� k2 �I(k) ; (19)ãäå ìîäóëü k = minf�; ��1g; âåëè÷èíà I îçíà÷àåòïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäàI(k) = �=2Z0 d�p1� k2 sin2 � : (20)Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíî ïîâåäåíèå çàâèñèìîñòè�(�). Íà ðèñóíêå âèäíî, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè � ê íó�ëþ èëè áåñêîíå÷íîñòè ñïåêòð âîçáóæäåíèé ðàçðÿæà�åòñÿ. È íàîáîðîò, â îêðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîé òî÷�êè � = 1 óðîâíè ýíåðãèè ñãóùàþòñÿ, ïðîèñõîäèòóïëîòíåíèå ýêâèäèñòàíòíîãî ñïåêòðà âîçáóæäåíèé.Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå âûðàæåíèÿ äëÿ ðå�äóöèðîâàííîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè, íåòðóäíî íàéòè,÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììàZ = 1Yj=0 �1 + e�"j� (21)è çàïóòàííîñòüS � hŜi = � �Z �Z�� + lnZ: (22)598



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010 Ôëóêòóàöèè ýíòðîïèè çàïóòàííîñòè : : :Ýòî ïîçâîëÿåò âûðàçèòü ýíòðîïèþ çàïóòàííîñòèîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé öåïî÷êè Èçèíãà â âè�äå áåñêîíå÷íûõ ñóìì [31℄:S = 1Xj=0 (2j + 1)�1 + exp[(2j + 1)�℄ ++ 1Xj=0 ln(1 + e�(2j+1)�); � < 1 (23)� â íåóïîðÿäî÷åííîé (ïàðàìàãíèòíîé) �àçå èS = 1Xj=0 2j�1 + exp(2j�) + 1Xj=0 ln(1 + e�2j�);� > 1 (24)� â óïîðÿäî÷åííîé (�åððîìàãíèòíîé) �àçå. Â ïåð�âîé ñóììå ïðàâîé ÷àñòè (24) ÷ëåí ñ j = 0, âíîñÿùèéíóëåâîé âêëàä, îñòàâëåí äëÿ ñîõðàíåíèÿ åäèíîîáðà�çèÿ �îðìóë.Èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå òîæäåñòâà èç òåîðèè ýëëèï�òè÷åñêèõ �óíêöèé (ñì. ðàâåíñòâà (A.1)�(A.4) â Ïðè�ëîæåíèè), Ïåøåë [38℄ ñóìåë ïðåäñòàâèòü áåñêîíå÷�íûå ñóììû, âõîäÿùèå â �îðìóëû (23) è (24), â çà�ìêíóòîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Â ðåçóëüòàòå äëÿ çà�ïóòàííîñòè îí ïîëó÷èë (ñì. òàêæå [39�41℄)S = 124 �ln� 16k2k02�+ 4� (k2 � k02)I(k)I(k0)� ;� < 1; (25)à äëÿ âòîðîé âåòâèS = 112 �ln� k216k0� ++ 4� �1� k22 � I(k)I(k0)�+ ln 2; � > 1: (26)Çäåñü k0 = p1� k2 � äîïîëíèòåëüíûé ìîäóëü.Èç âûðàæåíèé (25) è (26) ñëåäóåò, ÷òî â îêðåñò�íîñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà çàïóòàííîñòü, êàê è ïðåä�ïèñûâàåò êîí�îðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ (ñì. ðàáîòó [42℄è ïðèâåäåííûå òàì ññûëêè), ðàñõîäèòñÿ ïî çàêî�íó [31, 32℄ S(�! 1) = 6 ln 1j1� �j ; (27)ãäå öåíòðàëüíûé çàðÿä  = 1=2 îïðåäåëÿåò êëàññóíèâåðñàëüíîñòè (1+1)-ìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà.Ïðîâåäåì òåïåðü ðàñ÷åò èíòåðåñóþùåãî íàñ âòî�ðîãî ìîìåíòà ýíòðîïèè. Äëÿ íåãî ìû èìååìh(Ŝ)2i = �2�2 lnZ��2 +��� lnZ�� � lnZ�2 : (28)

Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (22) äëÿ äèñïåðñèè ýíòðîïèèíàõîäèì D = �2 �2 lnZ��2 : (29)Ïðîâîäÿ òðåáóåìûå äè��åðåíöèðîâàíèÿ, ïðèõîäèìîòñþäà ê âûðàæåíèþ äëÿ �ëóêòóàöèé çàïóòàííîñòèâ âèäå áåñêîíå÷íîãî ðÿäà�S = 24 1Xj=0 ("j=2)2h2("j=2)351=2 ; (30)ãäå "j ïî-ïðåæíåìó ðàâíî (18). Èñïîëüçóÿ òåïåðüòîæäåñòâà (A.5) è (A.6), âûâåäåííûå íàìè â Ïðèëî�æåíèè, ïîëó÷àåì �îðìóëû äëÿ �ëóêòóàöèé ýíòðî�ïèè çàïóòàííîñòè â çàìêíóòîì àíàëèòè÷åñêîì âèäå:�S = 1� I(k0)r23 I(k)�� �k02I(k) + (k2 � k02)E(k)�1=2 ; � < 1 (31)è �S = 2� I(k0)r13 I(k)����1�k22 �E(k)�(1�k2)I(k)�1=2 ; � > 1: (32)Â ýòèõ ðàâåíñòâàõE(k) = �=2Z0 p1� k2 sin2 � d� (33)� ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë âòîðîãî ðîäà.Èç âûðàæåíèé (31) è (32) íàõîäèì àñèìïòîòè÷å�ñêîå ïîâåäåíèå êâàäðàòà �ëóêòóàöèé çàïóòàííîñòèâ îêðåñòíîñòè òî÷êè �àçîâîãî ïåðåõîäà(�S)2 = D � 112 ln 1j1� �j ; �! 1: (34)Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ ýíòðîïèè çàïóòàííîñòèðàñõîäèòñÿ è ïðèòîì ïî òîìó æå ñàìîìó çàêîíó, ÷òîè çàïóòàííîñòü (27).Èç �îðìóë (27) è (34) äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà îïå�ðàòîðà ýíòðîïèè âáëèçè êðèòè÷åñêîé òî÷êè ïîëó÷à�åì ñêåéëèíãîâîå ðàçëîæåíèåh(Ŝ)2i = � 112 ln 1j1��j�2+ 112 ln 1j1��j+ : : : (35)599
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λ�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè ýíòðîïèè çàïóòàííîñòè S(ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ) è âåëè÷èíû åå �ëóêòóàöèé�S(ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) â áåñêîíå÷íî äëèííîé öåïî÷êåÈçèíãà5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅÑïëîøíàÿ êðèâàÿ íà ðèñ. 3 ïîêàçûâàåò õîä �ëóê�òóàöèé ýíòðîïèè çàïóòàííîñòè �S â çàâèñèìîñòèîò � äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé ÷àñòè êâàíòîâîé öåïî÷êèÈçèíãà, íàõîäÿùåéñÿ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Ïóíê�òèðíîé ëèíèåé íà ýòîì ðèñóíêå ìû âîñïðîèçâåëèòàêæå ïîâåäåíèå çàïóòàííîñòè S(�), ïîëó÷åííîå âðàáîòàõ [31, 32℄.Ýíòðîïèÿ çàïóòàííîñòè áåñêîíå÷íîé öåïî÷êèÈçèíãà, êàê è êîíå÷íûõ öåïî÷åê (ñì. ðèñ. 1), íå�ëóêòóèðóåò ïðè � = 0 (íå âçàèìîäåéñòâóþùèåìåæäó ñîáîé ñïèíû) è ïðè � = 1 (ïîëíîñòüþóïîðÿäî÷åííàÿ äâóêðàòíî âûðîæäåííàÿ ñèñòåìà).Â òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà ýíòðîïèÿ ïîëóáåñêî�íå÷íîé ÷àñòè èìååò ðàçðûâ. Ýòî, âèäèìî, ìîæíîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê �àçîâûé ïåðåõîä ïåðâîãîðîäà, îáóñëîâëåííûé ïðèñóòñòâèåì ðåçåðâóàðà,êîòîðûé âîçíèêàåò èç-çà óñðåäíåíèÿ ïî ñîñòîÿíèÿìâòîðîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ÷àñòè ñèñòåìû.Èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü ïîâåäåíèå îòíîñèòåëü�íûõ �ëóêòóàöèé ÆS = �S=S. Çàâèñèìîñòü ÆS(�)ïðè L =1 ïîêàçàíà íà ðèñ. 4 è 5. Çäåñü, êàê è â êî�íå÷íûõ öåïî÷êàõ, ÆS ! 1 ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷�êå ïåðåõîäà ñèñòåìû èç çàïóòàííîãî â ñåïàðàáåëüíîå(ðàçäåëèìîå) ñîñòîÿíèå. Îäíàêî â ñàìîé òî÷êå � = 0çàïóòàííîñòü è åå �ëóêòóàöèè îòñóòñòâóþò. Â ïðåäå�ëå �!1 �ëóêòóàöèè çàïóòàííîñòè òîæå èñ÷åçàþò.Â ðàçóïîðÿäî÷åííîé �àçå, êîãäà 0 < � < 1, �óíê�öèÿ ÆS(�) ñ óâåëè÷åíèåì � ìîíîòîííî óáûâàåò äî íó�ëÿ. Ïðè ýòîì �ëóêòóàöèè çàïóòàííîñòè âñþäó áîëü�
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λ�èñ. 4. Âåëè÷èíà îòíîñèòåëüíûõ �ëóêòóàöèé ýí-òðîïèè çàïóòàííîñòè ÆS = �S=S â áåñêîíå÷íî ïðî-òÿæåííîé öåïî÷êå êàê �óíêöèÿ �. Ïóíêòèðíàÿ ïðÿ-ìàÿ ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ ÆS = 1

0:96 0:98 1:00 1:02 1:04 �00:20:40:60:81:01:21:41:61:8ÆS

�èñ. 5. Ïîâåäåíèå ÆS(�) â îêðåñòíîñòè òî÷êè �à-çîâîãî ïåðåõîäàøå çàïóòàííîñòè (�S > S), çà èñêëþ÷åíèåì óçêîéïîäîáëàñòè �f < � < 1, ãäå �f = 0:999951 : : : ; íàýòîì ó÷àñòêå �S < S.Íà êðèâîé ÆS(�) âûøå � = 1 íàáëþäàåòñÿ ìàê�ñèìóì ñ êîîðäèíàòàìè �m � 1:0044, ÆSm � 0:7957.Òàêèì îáðàçîì, â óïîðÿäî÷åííîé �àçå (1 < � <1),â êîòîðîé ñïîíòàííàÿ íàìàãíè÷åííîñòü h�xi 6= 0,�ëóêòóàöèè çàïóòàííîñòè íå ïðåâûøàþò 79.6% îòâåëè÷èíû çàïóòàííîñòè. Ýòî îáëàñòü óìåðåííûõ èñëàáûõ �ëóêòóàöèé.Â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî äëèííîé öåïî÷êè âîçíèêà�åò íîâûé ý��åêò. Îí ñîñòîèò â îáðàùåíèè â íóëü600



ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010 Ôëóêòóàöèè ýíòðîïèè çàïóòàííîñòè : : :âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíûõ �ëóêòóàöèé ïðè êîíå÷íîìçíà÷åíèè � (= 1). Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñèãíà�ëèçèðóåò î ìàëîé ðîëè �ëóêòóàöèé çàïóòàííîñòèïî ñðàâíåíèþ ñ ñàìîé çàïóòàííîñòüþ âáëèçè òî÷êèêâàíòîâîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà ñèñòåìû.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â òåîðèè êâàíòîâîé çàïóòàí�íîñòè âîçíèê èíòåðåñ ê ýíòðîïèÿì Öàëëèñà è �å�íüè [31, 40℄. �åíüè ââåë ñâîå îáîáùåíèå èí�îðìàöè�îííîé ýíòðîïèè Øåííîíà â 1960 ã. [43℄. Â êâàíòîâî�ìåõàíè÷åñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ýíòðîïèÿ �åíüè èìååòâèä S(�)R = 11� � ln [Tr (��)℄ : (36)Ýíòðîïèÿ Öàëëèñà ïîÿâèëàñü â 1988 ã. êàê îáîáùå�íèå ñòàòèñòèêè Áîëüöìàíà ��èááñà è ïðèâåëà ê âîç�íèêíîâåíèþ íåýêñòåíñèâíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíè�êè [44℄. Â êâàíòîâîì âàðèàíòå ýíòðîïèÿ Öàëëèñàåñòü S(�)T = 1�� 1 [1� Tr (��)℄ : (37)Â ïðåäåëå �! 1 îáå ýòè ýíòðîïèè ïåðåõîäÿò â ýíòðî�ïèþ �îí Íåéìàíà (3). Ýíòðîïèè �åíüè è Öàëëèñàíå íåçàâèñèìû, îíè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìèS(�)R = 11� � ln h1 + (1� �)S(�)T i (38)è, íàîáîðîò,S(�)T = 11� � hexp�(1� �)S(�)R �� 1i : (39)Â ñâîåé ðàáîòå ìû èñïîëüçóåì ìåòîä ìîìåíòîâ äëÿîïåðàòîðà ýíòðîïèè. Èç óðàâíåíèÿ (37) ñëåäóåò ðàç�ëîæåíèå ýíòðîïèè ÖàëëèñàS(�)T = � 1Xn=1 (�� 1)n�1n! Tr (� lnn �) == hŜi � 12 (�� 1)h(Ŝ)2i+ : : : (40)Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ ìîìåíòû îïåðàòîðà ýíòðîïèè,ìîæíî âîññòàíîâèòü ýíòðîïèþ Öàëëèñà, à ïî íåéíàéòè ýíòðîïèþ �åíüè.Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [31, 45℄, â ñèëó êîí�îðì�íîé èíâàðèàíòíîñòè ìîìåíòû ðåäóöèðîâàííîé ìàò�ðèöû ïëîòíîñòè îòêðûòîé êâàíòîâîé öåïî÷êè âáëè�çè êðèòè÷åñêîé òî÷êè äîëæíû èìåòü âèäTr �� � ���(��1=�)=12; (41)

ãäå � � êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà, èçìåðåííàÿ â åäèíè�öàõ ïîñòîÿííîé ðåøåòêè, è 1 = 1. Áîëåå òîãî, ïðè�áëèæåííî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîý��èöèåíòû � íåçàâèñÿò îò � [46℄. ÏîñêîëüêóTr �� = hexp[(1� �)(� ln �)℄i == 1Xn=0 (1� �)nn! h(Ŝ)ni; (42)òî h(Ŝ)ni = (�1)n �n��nTr �������=1: (43)Òîãäà èç óðàâíåíèÿ (41) äëÿ çàïóòàííîñòè èìååìS = hŜi � 6 ln �; (44)à äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà îïåðàòîðà ýíòðîïèè ïîëó÷à�åì h(Ŝ)2i � � 6 ln ��2 + 6 ln �: (45)Îáà ýòèõ âûðàæåíèÿ íàõîäÿòñÿ â ñîãëàñèè, ñîîòâåò�ñòâåííî, ñ �îðìóëàìè (27) è (35), òàê êàê â êâàíòî�âîé öåïî÷êå Èçèíãà � � 1=j1� �j è  = 1=2.Äëÿ îäíîìåðíîé ïîäñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èçíåñêîëüêèõ äëèííûõ (ïîðÿäêà �) ó÷àñòêîâ, ðàçäå�ëåííûõ áîëüøèìè ðàññòîÿíèÿìè (� �), â ðàáîòàõ[31, 45℄ ïðåäëîæåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèåS � A 6 ln �; (46)ãäå A � ÷èñëî ãðàíè÷íûõ (êîíöåâûõ) òî÷åê âñåõó÷àñòêîâ â ïîäñèñòåìå. Ïðèâåäåííîå âûðàæåíèåñëåäóåò èç îáîáùåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ñîîòíîøå�íèÿ (41): Tr �� � ���A(��1=�)=12: (47)�àâåíñòâî (46) ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì àíàëîãîì çàêî�íà ïëîùàäåé.Ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (46) ýíòðîïèÿ çàïóòàííî�ñòè â ñëó÷àå ìíîãîñâÿçíîé ðàçðåæåííîé ïîäñèñòå�ìû àääèòèâíà, à S=A äàåò íîðìèðîâàííîå çíà÷åíèå(ïëîòíîñòü) çàïóòàííîñòè. Äëÿ �ëóêòóàöèé æå çà�ïóòàííîñòè èç �îðìóëû (47) èìååì �S � pA èÆS � 1=pA. 6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå èçó÷åíî ïîâåäåíèå �ëóêòóàöèé ýíòðî�ïèè çàïóòàííîñòè â êâàíòîâûõ öåïî÷êàõ Èçèíãà, ñî�ñòîÿùèõ èç äâóõ îòðåçêîâ, êîíòàêòèðóþùèõ â îä�íîé òî÷êå. Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðåäåëàõ ïîëíîñòüþ óïî�ðÿäî÷åííîãî è ïîëíîñòüþ ðàçóïîðÿäî÷åííîãî ñîñòî�ÿíèé àáñîëþòíûå �ëóêòóàöèè çàïóòàííîñòè ðàâíû601



Ì. À. Þðèùåâ ÆÝÒÔ, òîì 138, âûï. 4 (10), 2010íóëþ. Îäíàêî ïîäõîäó ê òî÷êå ïîëíîñòüþ íåóïîðÿ�äî÷åííîãî ñîñòîÿíèÿ (� = 0) ïðåäøåñòâóåò îáëàñòüñèëüíûõ �ëóêòóàöèé, â êîòîðîé �S > S, è ïðîèñõî�äèò íåîãðàíè÷åííûé ðîñò âåëè÷èíû îòíîñèòåëüíûõ�ëóêòóàöèé çàïóòàííîñòè.Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî äëèííîé öåïî÷êè è, ñîîòâåò�ñòâåííî, ïîëóáåñêîíå÷íûõ äâóõ åå ïîäñèñòåì, âåëè�÷èíà àáñîëþòíûõ �ëóêòóàöèé ýíòðîïèè çàïóòàííî�ñòè ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå êâàíòîâîãî �àçîâîãî ïåðå�õîäà. Êâàäðàò ýòèõ �ëóêòóàöèé ïðè ïðèáëèæåíèèê êðèòè÷åñêîé òî÷êå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïîëîãàðè�ìè÷åñêîìó çàêîíó, à àìïëèòóäà äàííîé ñèí�ãóëÿðíîñòè êîíòðîëèðóåòñÿ êîí�îðìíîé òåîðèåé ïî�ëÿ. Ïðè ýòîì îòíîøåíèå êâàäðàòà �ëóêòóàöèé ê ýí�òðîïèè â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ðàâíî åäèíèöå.�àéîí ñèëüíûõ �ëóêòóàöèé íà �-øêàëå îõâàòû�âàåò 99.995% îáëàñòè íåóïîðÿäî÷åííîãî ñîñòîÿíèÿñèñòåìû. Ëèøü â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè êêðèòè÷åñêîé òî÷êå îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóàöèèîñëàáåâàþò è â ñàìîé òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà� = 1 èñ÷åçàþò âîâñå. Â óïîðÿäî÷åííîé æå �àçå�ëóêòóàöèè çàïóòàííîñòè, íàîáîðîò, âñåãäà ìåíüøåñàìîé çàïóòàííîñòè. Ýòî öåëèêîì îáëàñòü îòíîñè�òåëüíî ñëàáûõ �ëóêòóàöèé.Àâòîð áëàãîäàðèò çà îáñóæäåíèå ðàáîòû ó÷àñò�íèêîâ ñåìèíàðà ëàáîðàòîðèè ¾Ñïèíîâîé äèíàìèêèè ñïèíîâîãî êîìïüþòèíãà¿ òåîðåòè÷åñêîãî îòäåëàÈÏÕÔ �ÀÍ, à òàêæå ïðèçíàòåëåí È. Ïåøåëó çà ïî�ëåçíóþ ïåðåïèñêó ïî ýëåêòðîííîé ïî÷òå. �àáîòà âû�ïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàìì �18 è 21 Ïðåçèäèóìà�ÀÍ. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÇäåñü ìû âûâåäåì òîæäåñòâà, êîòîðûå áûëè èñ�ïîëüçîâàíû ïðè ïðåîáðàçîâàíèè áåñêîíå÷íûõ ñóììâ âûðàæåíèÿõ äëÿ ýíòðîïèè è �ëóêòóàöèé çàïóòàí�íîñòè.Áóäåì èñõîäèòü èç òîæäåñòâ, êîòîðûå äîêàçûâà�þòñÿ â òåîðèè ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé ([47, ãë. 21,Ïðèìåð 10℄, [48, (16.37.2) è (16.37.3)℄):1Yj=0 �1 + q2j+1� = � 16qk2k02�1=24 (A.1)è 1Yj=0 �1 + q2j� = 2� k216qk0�1=12 ; (A.2)ãäå q = exp(��I(k0)=I(k)) � ïàðàìåòð ßêîáè.

Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ëîãàðè�ìû ðàâåíñòâ(A.1) è (A.2) ïî k, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé íàõîäèì1Xj=0(2j + 1) q2j+11 + q2j+1 == 124 "1� (1� 2k2)�2I� �2# (A.3)è 1Xj=0 2j q2j1 + q2j = 112 "�1� k22 ��2I� �2 � 1# : (A:4)Ýòè òîæäåñòâà ñëåäóþò òàêæå èç ñîîòíîøåíèé(16.23.11) è (16.23.12) ¾Ñïðàâî÷íèêà¿ [47℄.Íàêîíåö, åùå ðàç äè��åðåíöèðóÿ ïî k, íî òåïåðüóæå ðàâåíñòâà (A.3) è (A.4), ïðèõîäèì ê íîâûì òîæ�äåñòâàì1Xj=0(2j + 1)2 q2j+1(1 + q2j+1)2 == 2I33�4 �(1� k2)I � (1� 2k2)E� (A.5)è 1Xj=0(2j)2 q2j(1 + q2j)2 == 4I33�4 ��1� k22 �E � (1� k2)I� : (A.6)Â ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèÿõ I = I(k) è E == E(k) � ïîëíûå ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû. Ïðèâûâîäå òîæäåñòâ (A.3)�(A.6) îêàçàëèñü ïîëåçíûìèñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:dqdk = �2q2kk02I2 ;dIdk = 1k � Ek02 � I�è, íàêîíåö, IE0 + I 0E � II 0 = �2 ;ãäå I 0 = I(k0) è E0 = E(k0).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À. Ñ. Õîëåâî, Ââåäåíèå â êâàíòîâóþ òåîðèþ èí�îð�ìàöèè, ÌÖÍÌÎ, Ìîñêâà (2002).2. Ê. À. Âàëèåâ, À. À. Êîêèí, Êâàíòîâûå êîìïüþòå�ðû: íàäåæäû è ðåàëüíîñòü, ÍÈÖ �ÕÄ, Ìîñêâà �Èæåâñê (2002).602
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