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ÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÛÅ ÝËÅÌÅÍÒÛ Ô�À�ÌÅÍÒÀÖÈÈÂ. Â. ßíîâñêèé a*, À. Â. Òóð b, Î. Â. Êóêëèíà aaÈíñòèòóò ìîíîêðèñòàëëîâ Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû61001, Õàðüêîâ, ÓêðàèíàbCenter d'Etude Spatiale Des Rayonnements, CNRS�UPS31028, Toulouse Cedex 4, FraneÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 8 íîÿáðÿ 2009 ã.Ïðåäëîæåíà òåîðèÿ �ðàãìåíòàöèè, îñíîâàííàÿ íà ïðîñòûõ �èçè÷åñêèõ ïðèíöèïàõ, ïîçâîëÿþùàÿ îáúÿñ-íèòü óíèâåðñàëüíûå àñèìïòîòèêè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì â êðóïíîìàñøòàáíîéîáëàñòè. Îáùèå ïðèíöèïû òàêîé òåîðèè � ýòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû �ðàãìåíòîâ â ïðîöåññå ðàçðóøå-íèÿ è áàëàíñ ýíåðãèè, çàòðà÷åííîé íà óâåëè÷åíèå ïîâåðõíîñòè �ðàãìåíòîâ ïðè èõ ðàçðóøåíèè. Èñïîëü-çóåòñÿ ïîòîêîâàÿ èäåîëîãèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò äîïîëíèòü îáùèå ïðèíöèïû è ðàçâèòü ìèíèìàëüíóþ òå-îðèþ �ðàãìåíòàöèè. Òàêèì äîïîëíèòåëüíûì ïðèíöèïîì ÿâëÿåòñÿ óáûâàíèå ïîòîêà îáúåìà �ðàãìåíòîâñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè, çàòðà÷åííîé íà ðàçðóøåíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåð óáûâàíèÿ ïîòîêà íåïîñðåä-ñòâåííî ñâÿçàí ñ âèäîì ñòåïåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì. Òàêàÿ ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óíèâåðñàëüíûå àñèìïòîòèêè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì è ïðè-âîäèò ê åñòåñòâåííîé �èçè÷åñêîé êëàññè�èêàöèè òåîðèé �ðàãìåíòàöèè. �àçâèòà è áîëåå îáùàÿ íåëèíåé-íàÿ òåîðèÿ ñèëüíîé �ðàãìåíòàöèè. Ïîêàçàí âûõîä íà óíèâåðñàëüíóþ àñèìïòîòèêó ðåøåíèé íåëèíåéíîãîêèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî îáîèì îñíîâíûì ïðèíöèïàì. Îáñóæäàåòñÿ ñîãëàñîâàííîñòüïîëó÷åííûõ àñèìïòîòèê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè íàáëþäåíèÿìè.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÔðàãìåíòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîöåññîì øèðîêî ðàñ�ïðîñòðàíåííûì â ïðèðîäå. Â êà÷åñòâå ðàçëè÷íûõïðèìåðîâ ðåàëèçàöèè ýòîãî ïðîöåññà ìîæíî ïðèâå�ñòè ðàçðóøåíèÿ àñòåðîèäîâ (èëè ìåòåîðèòîâ) â ðå�çóëüòàòå èõ ñòîëêíîâåíèé ìåæäó ñîáîé [1�7℄, �îðìè�ðîâàíèå ðåãîëèòà íà ïîâåðõíîñòè Ëóíû [8℄, äðîáëå�íèå ãîðíîé ïîðîäû [1; 2; 9℄, äðîáëåíèå êàïåëü æèä�êîñòè (áåíçèíà [10℄ è ðòóòè [11℄), ïîëó÷åíèå ìåë�êîäèñïåðñíûõ ïîðîøêîâ, ðàñïàä òÿæåëûõ ÿäåð ïðèèõ ñòîëêíîâåíèè ìåæäó ñîáîé [12℄. Òàêèì îáðàçîì,ïîä �ðàãìåíòàöèåé ïîíèìàþòñÿ òàêèå ïðîöåññû, âêîòîðûõ ïðîèñõîäèò äðîáëåíèå �ðàãìåíòîâ íà áî�ëåå ìåëêèå �ðàãìåíòû ïîä âíåøíèìè âîçäåéñòâè�ÿìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü òðóäíîñòè, âîçíèêàþ�ùèå ïðè îïèñàíèè �ðàãìåíòàöèè, äîñòàòî÷íî óïî�ìÿíóòü, ÷òî â îïðåäåëåííîì ñìûñëå òåîðèþ ñèëüíîéòóðáóëåíòíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê �ðàãìåí�òàöèþ âèõðåé. Ôðàãìåíòàöèÿ òàêæå èãðàåò âàæíóþðîëü â ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññàõ. Ïîýòèì ïðè÷èíàì èíòåðåñ ê ýêñïåðèìåíòàëüíîìó è òå�*E-mail: yanovsky�is.kharkov.ua

îðåòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ ýòîãî ïðîöåññà íå óãàñà�åò è ïî ñåé äåíü.Îñíîâíûìè ó÷àñòíèêàìè �ðàãìåíòàöèè ÿâëÿþò�ñÿ �ðàãìåíòû. Ôðàãìåíò â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îïðå�äåëÿåòñÿ îäíèì õàðàêòåðíûì ïàðàìåòðîì, ðîëü êî�òîðîãî ìîæåò èãðàòü ðàçìåð, ìàññà èëè îáúåì �ðàã�ìåíòà. Â ïðîöåññå �ðàãìåíòàöèè �ðàãìåíòû òîëü�êî ðàçðóøàþòñÿ. Îáû÷íî äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷å�ñêèõ ñâîéñòâ áîëüøîãî ÷èñëà �ðàãìåíòîâ èñïîëüçó�åòñÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìå�ðàì. Ñîãëàñíî ìíîãî÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòàëüíûìèññëåäîâàíèÿì ïðîöåññîâ �ðàãìåíòàöèè, â ïðèðîäåíàèáîëåå ÷àñòî ðåàëèçóþòñÿ ñòåïåííûå ðàñïðåäåëå�íèÿ �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì (èëè ïî ìàññàì) [2�17℄.Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òåîðåòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ êîïèñàíèþ ïðîöåññîâ �ðàãìåíòàöèè. Îäèí èç íèõ,ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå Êîëìîãîðîâà [18℄, îñíî�âàí íà âåñüìà ñïåöèàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î âå�ðîÿòíîñòÿõ ðàñïàäà �ðàãìåíòîâ íà n ÷àñòåé è äî�êàçàòåëüñòâå ïðåäåëüíîé òåîðåìû î ëîãàðè�ìè÷å�ñêè-íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè �ðàãìåíòîâ ïî ðàç�ìåðàì. Îäíàêî â ýòîì ïîäõîäå âåðîÿòíîñòè ðàñïàäà�ðàãìåíòîâ íå çàâèñÿò îò èõ ðàçìåðîâ. Êðîìå òîãî,986



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010 Óíèâåðñàëüíûå ýëåìåíòû �ðàãìåíòàöèèïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ðÿäå ìàòåìàòè÷åñêèõ îãðàíè�÷åíèé, ïðàêòè÷åñêè íå ó÷èòûâàþùèõ êîëëåêòèâíûéõàðàêòåð äðîáëåíèÿ è �èçè÷åñêèå óñëîâèÿ, ïðèâî�äÿùèå ê ðàçðóøåíèþ �ðàãìåíòîâ. Îáîáùåíèå ýòîéòåîðèè íà ñëó÷àé âåðîÿòíîñòåé ðàñïàäà, çàâèñÿùèõîò ðàçìåðîâ �ðàãìåíòîâ, îòñóòñòâóåò ê íàñòîÿùå�ìó âðåìåíè, íåñìîòðÿ íà ïîïûòêè òàêîãî îáîáùå�íèÿ [19℄.Äðóãîé ïîäõîä âîçíèêàåò ïðè âçãëÿäå íà ïðî�öåññ äðîáëåíèÿ êàê íà îáðàòíûé ïðîöåññó ñëèïàíèÿ,íàïðèìåð, êîàëåñöåíöèè. Òîãäà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ�íîñòü îïèñàíèÿ ïðîöåññà äðîáëåíèÿ ñ ïîìîùüþ êè�íåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñî ¾ñòîëêíîâèòåëüíûì¿ ÷ëå�íîì, îïèñûâàþùèì ðàñïàä �ðàãìåíòîâ. Â ðàìêàõýòîãî ïîäõîäà ðàññìîòðåíû îäíîìåðíûå [20�23℄ èäâóìåðíûå [24�26℄ ñëó÷àè. Áîëüøîé ïðîãðåññ äîñòèã�íóò â èíòåãðèðîâàíèè ýòèõ óðàâíåíèé. Îñíîâíàÿïðîáëåìà òàêèõ ïîäõîäîâ ñâÿçàíà ñ íåîáõîäèìîñòüþçíàíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàñïàäà �ðàãìåíòîâ â êîëëåê�òèâíîé ñðåäå. Îäíàêî íåÿñíû �èçè÷åñêèå ïðèíöèïûçàäàíèÿ ýòèõ âåðîÿòíîñòåé. Êðîìå òîãî, ïðÿìàÿ çà�âèñèìîñòü ðåøåíèé êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ îò âå�ðîÿòíîñòåé ðàñïàäà îçíà÷àåò, ïî ñóòè, ýêâèâàëåíò�íîñòü çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé ðàñïàäà çàäàíèþ âèäà�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.Åùå îäíî íàïðàâëåíèå îñíîâàíî íà ìîäåëèðîâà�íèè ïðîöåññîâ ðàçðóøåíèÿ. Îñíîâíàÿ èäåÿ îäíîéèç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ ìîäåëåé [27�29℄ ñî�ñòîèò â ïðåäïîëîæåíèè î ñëó÷àéíîì ïåðâîíà÷àëü�íîì ðàñïðåäåëåíèè òðåùèí (è äå�åêòîâ) â ðàçðó�øàåìîì îáúåêòå. Ýòè òðåùèíû, ïðè âîçäåéñòâèèíà íèõ âíåøíèõ �àêòîðîâ, ïðèâîäÿò ê ðàçðóøåíèþîáúåêòà. Ïåðâîíà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òðåùèí âðàáîòàõ [27�29℄ îáû÷íî çàäàåòñÿ çàêîíîì Ïóàññîíà.Äðóãîé ïîäõîä [20�33℄ çàêëþ÷àåòñÿ â ìîäåëèðîâà�íèè ñëó÷àéíîãî ðàçðûâà ñâÿçåé â äâóìåðíîé ðåøåò�êå (èëè îáúåêòå), ñîñòîÿùåé èç àòîìîâ (èëè ïîëèãî�íîâ), ò. å. íåäåëèìûõ è íåðàçðóøàåìûõ åäèíèö. Îò�ìåòèì, ÷òî ïîâåäåíèå ýòèõ ìîäåëåé êðàéíå ÷óâñòâè�òåëüíî ê çàäàííûì íà÷àëüíûì óñëîâèÿì. Ê òîìó æå,êàê ïðàâèëî, íå ó÷èòûâàþòñÿ âçàèìîäåéñòâèå è äâè�æåíèå òðåùèí è äå�åêòîâ â ðàçðóøàåìîì îáðàçöå.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñåé÷àñ ñåðüåçíóþ ïðîáëåìóñîñòàâëÿåò óäîâëåòâîðèòåëüíîå îïèñàíèå äâèæåíèÿäàæå îäíîé òðåùèíû, íå ãîâîðÿ îá èõ âçàèìîäåé�ñòâèè.Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè �ðàãìåí�òàöèè âîçíèêàåò ðÿä ïðîáëåì. Ñ îäíîé ñòîðîíû,�ðàãìåíòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîíåðàâíîâåñíûì ïðî�öåññîì, ê êîòîðîìó íåïðèìåíèìû òåðìîäèíàìè÷å�ñêèå ïðèíöèïû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòñóòñòâóåò òå�îðèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå �ðàã�

ìåíòîâ ìåæäó ñîáîé. Äîïîëíèòåëüíî ïîñòðîåíèå êè�íåòè÷åñêîé òåîðèè �ðàãìåíòàöèè îñëîæíåíî îòñóò�ñòâèåì äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ýâî�ëþöèþ �ðàãìåíòîâ â ïðîöåññå äðîáëåíèÿ.Â ðàáîòå èñïîëüçóåì ïîäõîä, îñíîâàííûé íà îá�ùèõ çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ, çàâåäîìî âûïîëíÿþùèõñÿïðè äðîáëåíèè îáúåêòîâ ñàìîé îáùåé ïðèðîäû. Ýòîçàêîí ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíîé ìàññû �ðàãìåíòîâ èóñëîâèå áàëàíñà ýíåðãèè [34℄. Äåòàëüíî ðàññìîòðåíàêâàçèëèíåéíàÿ òåîðèÿ �ðàãìåíòàöèè. Ýòîò îáùèéïîäõîä ðàñøèðåí ïåðåõîäîì ê èäåîëîãèè ïîòîêîââ ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðîâ, ÷òî ïîçâîëèëî äîïîëíèòüîáùèå ïðèíöèïû è ðàçâèòü ìèíèìàëüíóþ òåîðèþ�ðàãìåíòàöèè. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ïðèíöè�ïà èñïîëüçóåòñÿ óáûâàíèå ïîòîêà îáúåìà �ðàãìåí�òîâ ñ ýíåðãèåé, çàòðà÷åííîé íà ðàçðóøåíèå. Ïîêàçà�íî, ÷òî õàðàêòåð óáûâàíèÿ ïîòîêà íåïîñðåäñòâåííîñâÿçàí ñ âèäîì ñòåïåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåí�òîâ ïî ðàçìåðàì. Òàêàÿ ìèíèìàëüíàÿ òåîðèÿ ïîç�âîëèëà ïîëó÷èòü óíèâåðñàëüíûå àñèìïòîòèêè �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì è ïðè�âåëà ê åñòåñòâåííîé �èçè÷åñêîé êëàññè�èêàöèè òåî�ðèé �ðàãìåíòàöèè. �àçâèòà è áîëåå îáùàÿ íåëèíåé�íàÿ òåîðèÿ ñèëüíîé �ðàãìåíòàöèè. Ïîêàçàí âûõîäíà óíèâåðñàëüíóþ àñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ íåëèíåéíî�ãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî îáî�èì îñíîâíûì ïðèíöèïàì. Â çàêëþ÷åíèå îáñóæäàåò�ñÿ ñîãëàñîâàííîñòü ïîëó÷åííûõ àñèìïòîòèê �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëü�íûìè íàáëþäåíèÿìè.2. ÎÁÙÈÅ Ï�ÈÍÖÈÏÛ ÒÅÎ�ÈÈÔ�À�ÌÅÍÒÀÖÈÈÏðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îáñóæäåíèþ �ðàãìåí�òàöèè, çàäåðæèìñÿ íà âàæíîì ýëåìåíòå òåîðèè �îïðåäåëåíèè ïîíÿòèÿ �ðàãìåíòà. Ñóùåñòâóþò äâàãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâà, ïîçâîëÿþùèõ ãîâîðèòü îíåêîòîðîì �èçè÷åñêîì èëè ìàòåìàòè÷åñêîì îáúåê�òå êàê î �ðàãìåíòå. Âî-ïåðâûõ, ýòîò îáúåêò äîë�æåí èìåòü êîíå÷íóþ âíóòðåííþþ ìåðó. Â êà÷å�ñòâå òàêîâîé óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ìàññó èëè îáúåì.Âî-âòîðûõ, îí äîëæåí îáëàäàòü ãðàíèöåé, ìåðà êî�òîðîé òàêæå äîëæíà áûòü êîíå÷íà. Â êà÷åñòâå ìå�ðû ãðàíèöû ìîæíî ïîíèìàòü ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè�ðàãìåíòà. Ïðèñóòñòâèå îáîèõ ýòèõ ñâîéñòâ îäèíà�êîâî âàæíî. Äåéñòâèòåëüíî, ëåãêî ïðåäñòàâèòü ñåáå�ðàãìåíòû îäèíàêîâîãî îáúåìà è ñ ðàçíûìè ïëîùà�äÿìè ïîâåðõíîñòåé, êàê è íàîáîðîò.Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíèå �ðàãìåíòà âûäåëÿ�åò äâå èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ìå�987



Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Î. Â. Êóêëèíà ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010ðû, íà êîòîðûõ äîëæíû îñíîâûâàòüñÿ âñå òåîðèè�ðàãìåíòàöèè. Ýòè ìåðû �àêòè÷åñêè íàâÿçûâàþò�èçè÷åñêèå ïðèíöèïû, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîå�íèÿ òåîðèè �ðàãìåíòàöèè.Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, âîçìîæíî ñóùåñòâî�âàíèå è äðóãèõ, óæå íå ãåîìåòðè÷åñêèõ, ìåð, õà�ðàêòåðèçóþùèõ âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå �ðàãìåíòà.Â ïðîöåññå ðàçðóøåíèÿ îòäåëüíîãî �ðàãìåíòà íàíåêîòîðîå ÷èñëî áîëåå ìåëêèõ �ðàãìåíòîâ âîçìîæ�íû äâà òèïà �èçè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ: 1) êîãäà âíóò-ðåííèå ñîñòîÿíèÿ �ðàãìåíòîâ íå ìåíÿþòñÿ; 2) êîã-äà ïðåòåðïåâàþò èçìåíåíèÿ è âíóòðåííèå ñîñòîÿ�íèÿ �ðàãìåíòîâ. Âñå ñóùåñòâóþùèå òåîðèè �ðàã�ìåíòàöèè îãðàíè÷èâàþòñÿ åñòåñòâåííûì è íàèáîëååïðîñòûì ïðåäïîëîæåíèåì îá îòñóòñòâèè èçìåíåíèÿâíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé �ðàãìåíòîâ â ïðîöåññå äðîá�ëåíèÿ. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå îáîñíîâàíî êàê ïðîñòî�òîé, òàê è ðåàëèçóåìîñòüþ ýòîãî ñëó÷àÿ â áîëüøîì÷èñëå �èçè÷åñêèõ ñèñòåì. Äàëåå îãðàíè÷èìñÿ òàê�æå ýòèì ïðèáëèæåíèåì. Äâå ãåîìåòðè÷åñêèå ìåðû�ðàãìåíòîâ ïðè íàëè÷èè íå ñëèøêîì áîëüøèõ îò�êëîíåíèé â �îðìàõ �ðàãìåíòîâ íå ÿâëÿþòñÿ àáñî�ëþòíî ïðîèçâîëüíûìè è ñâÿçàíû, ïî êðàéíåé ìåðåñòàòèñòè÷åñêè, îïðåäåëåííûì ñîîòíîøåíèåì. Ïðèýòîì ñóùåñòâóåò âûáîð, êàêîé ïàðàìåòð, õàðàêòå�ðèçóþùèé �ðàãìåíò, âûáðàòü â êà÷åñòâå íåçàâèñè�ìîãî. Ýòî ìîæåò áûòü îäíà èç ìåð, íàïðèìåð ìàñ�ñà �ðàãìåíòà èëè õàðàêòåðíûé ðàçìåð �ðàãìåíòà.Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ðàçìåð �ðàãìåíòà îïðåäåëÿ�åò êàê åãî îáúåì, òàê è åãî ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè.Èìåííî ïîñëåäíèé âûáîð, âîçìîæíî, íå ñàìûé óäîá�íûé, íî áîëåå òðàäèöèîííûé è áóäåò èñïîëüçîâàí âðàáîòå.Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå êàñàåòñÿ ðîëè âðåìåíè âòåîðèè �ðàãìåíòàöèè. Õîòÿ ïðîöåññû �ðàãìåíòà�öèè ðàçâèâàþòñÿ ñî âðåìåíåì, ñ �èçè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ áîëåå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâåòàêîãî ïàðàìåòðà ýíåðãèþ, çàòðà÷åííóþ íà ðàçðóøå�íèå. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîöåññ �ðàãìåíòàöèè ðàçâèâà�åòñÿ ïîä âíåøíèì âîçäåéñòâèåì, ïðè ïðåêðàùåíèèêîòîðîãî ïðåêðàùàåòñÿ è ðàçðóøåíèå �ðàãìåíòîâ,õîòÿ òå÷åíèå âðåìåíè íå ïðåêðàùàåòñÿ. Â îïðåäå�ëåííîì ñìûñëå ñâÿçàòü �ðàãìåíòàöèþ ñî âðåìåíåììîæíî áëàãîäàðÿ ïåðåñ÷åòó ýíåðãèè, çàòðà÷åííîé íàðàçðóøåíèå, íà ñîîòâåòñòâóþùèé âðåìåííîé èíòåð�âàë. Îäíàêî áîëåå åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü èìåííîýíåðãèþ â êà÷åñòâå �èçè÷åñêîãî ¾âðåìåíè¿, â êîòî�ðîì ðàçâèâàåòñÿ ïðîöåññ �ðàãìåíòàöèè.Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ �ðàãìåíòàöèÿ D-ìåðíûõ�ðàãìåíòîâ (2 � D � 3), è â ýòîì ñìûñëå åå ìîæ�íî îòíåñòè ê ìíîãîìåðíîé òåîðèè �ðàãìåíòàöèè.Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå ñâîäèòñÿ ê ãèïîòåçå î ñëà�

áîì ðàçëè÷èè �îðì �ðàãìåíòîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîâîçíèêàþùèå ïðè �ðàãìåíòàöèè �ðàãìåíòû èìåþòáëèçêèå õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû ïî âñåì íàïðàâëåíè�ÿì èëè, áîëåå òî÷íî, ñòàòèñòè÷åñêè ïîäîáíû. Äðóãè�ìè ñëîâàìè, ïðè �ðàãìåíòàöèè â ðåàëèçàöèÿõ îäíî�âðåìåííî íå ïðèñóòñòâóþò �ðàãìåíòû, áëèçêèå ê êó�áè÷åñêèì èëè ñ�åðè÷åñêèì �îðìàì, è ¾èãëîïîäîá�íûå¿ �ðàãìåíòû, èìåþùèå ñèëüíóþ àíèçîòðîïèþðàçìåðîâ â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ. �àçóìååòñÿ,ñëó÷àé àíèçîòðîïíûõ �ðàãìåíòîâ ïðè ïîäîáèè èõ�îðì ìîæíî èçó÷èòü àíàëîãè÷íî, âûáèðàÿ â êà÷å�ñòâå õàðàêòåðíîãî ìàñøòàáà, íàïðèìåð, ìàêñèìàëü�íûé.�àññìîòðèì ýâîëþöèþ �ðàãìåíòîâ ïðè äðîáëå�íèè â ñðåäå, ñîñòîÿùåé èç áîëüøîãî ÷èñëà ñèëüíî�âçàèìîäåéñòâóþùèõ �ðàãìåíòîâ. Êîíêðåòíûé ìå�õàíèçì ðàçðóøåíèÿ íà äàííîì ýòàïå íåñóùåñòâåí.Âàæíî òîëüêî, ÷òî äðîáëåíèå ïðîèñõîäèò â ðåçóëü�òàòå ïîäâîäà ýíåðãèè èçâíå (íàïðèìåð, çà ñ÷åò âíåø�íåé íàãðóçêè, óäàðà è ò. ï.). Ââåäåì îãðóáëåííîå îïè�ñàíèå ñâîéñòâ òàêîé ñðåäû, èñïîëüçóÿ �óíêöèþ ðàñ�ïðåäåëåíèÿ f (R;E) â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðîâ �ðàã�ìåíòîâ. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f (R;E) îïðåäåëÿ�åò ÷èñëî �ðàãìåíòîâ â ñðåäå dN = f (R;E) dR ñõàðàêòåðíûìè ðàçìåðàìè â èíòåðâàëå (R;R+ dR)ïîñëå ¾âëîæåíèÿ¿ â ñðåäó ýíåðãèè E, çàòðà÷åííîéíà ðàçðóøåíèå �ðàãìåíòîâ. Óñëîâèå íîðìèðîâêè:N (E) = 1Z0 f(R;E) dR; (1)ãäå N (E) � ÷èñëî �ðàãìåíòîâ â ñðåäå ïðè çàòðà÷åí�íîé íà èõ ðàçðóøåíèå ýíåðãèè E. Ïîíÿòíî, ÷òî âåëè�÷èíà E â ñèëó ìîíîòîííîñòè èãðàåò ðîëü âðåìåíè âðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å, ò. å. ýâîëþöèÿ �ðàãìåíòîâïðîèñõîäèò ñ óâåëè÷åíèåì âåëè÷èíû ðàáîòû (èäó�ùåé íà äðîáëåíèå �ðàãìåíòîâ), ñîâåðøàåìîé âíåø�íèìè âîçäåéñòâèÿìè.Îñíîâíîé �èçè÷åñêèé ïðèíöèï, çàâåäîìî âûïîë�íÿåìûé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, � ýòî çàêîí ñî�õðàíåíèÿ âåùåñòâà (èëè ìàññû). Â ñèëó èñïîëüçóå�ìîãî îïèñàíèÿ â òåðìèíàõ f (R;E) íàì íåîáõîäèìàñâÿçü ìåæäó ìàññàìè �ðàãìåíòîâ è èõ îáúåìàìè.Ïðè íàëè÷èè òàêîé ñâÿçè ìîæíî òðàíñ�îðìèðîâàòüçàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû â çàêîí ñîõðàíåíèÿ îáúåìà.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõîäèìî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîò�ðåíèåì òàêèõ ñðåä, �ðàãìåíòû êîòîðûõ íå ìåíÿþòñâîþ ïëîòíîñòü ïîä âíåøíèìè íàãðóçêàìè. Ñ �è�çè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, áîëüøèíñòâî ñðåä õîðîøîóäîâëåòâîðÿþò ýòîìó ñâîéñòâó. Â ïðèíöèïå, ìîæíîèçáåæàòü ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, èñïîëüçóÿ îïèñàíèåïðîöåññà äðîáëåíèÿ â òåðìèíàõ �óíêöèè ðàñïðåäå�988



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010 Óíèâåðñàëüíûå ýëåìåíòû �ðàãìåíòàöèèëåíèÿ f (m;E) ïî ìàññàì �ðàãìåíòîâ m. Äðóãèìèñëîâàìè, ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí�íûì, è åãî ìîæíî èñêëþ÷èòü, ïåðå�îðìóëèðîâàâ òå�îðèþ â äðóãèõ òåðìèíàõ.Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê �îðìóëèðîâêå íåîáõî�äèìûõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â òåðìèíàõ ââåäåííîé�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f (R;E), îáñóäèì áîëåå äå�òàëüíî îáùèå ñâîéñòâà �ðàãìåíòîâ. �àññìîòðèìíàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé, êîãäà âîçíèêàþùèå â ïðî�öåññå ðàçðóøåíèÿ �ðàãìåíòû îáëàäàþò �ðàêòàëü�íîé ïîâåðõíîñòüþ. Â êà÷åñòâå îñíîâíîé õàðàêòåðè�ñòèêè �ðàêòàëüíîé ïîâåðõíîñòè �ðàãìåíòîâ áóäåìèñïîëüçîâàòü åå �ðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü DF . Â÷àñòíîñòè, ñëó÷àé ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé D-ìåðíûõ�ðàãìåíòîâ ñîîòâåòñòâóåò DF = D � 1. Óñòàíîâèìòåïåðü ñâÿçü ìåæäó ðàäèóñîì R �ðàãìåíòà, åãî îáú�åìîì è ïîâåðõíîñòüþ. Íà÷íåì ñ çàâèñèìîñòè ïîâåðõ�íîñòè îòäåëüíîãî �ðàãìåíòà îò åãî ðàäèóñà R. Äëÿýòîãî ïîâåðõíîñòü �ðàãìåíòà ïîêðûâàåòñÿ îêðåñò�íîñòÿìè ìàëîãî ðàäèóñà �R� R è ïîäñ÷èòûâàåòñÿêîëè÷åñòâî ýòèõ îêðåñòíîñòåé N (�R=R). Òîãäà ïëî�ùàäü ïîâåðõíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàêS � N ��RR ��RD�1: (2)Ïî îïðåäåëåíèþ, ÷èñëî òàêèõ îêðåñòíîñòåé äëÿ�ðàêòàëüíîé ïîâåðõíîñòè ðàâíîN ��RR � = ��RR ��DF : (3)Îòêóäà ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ïîâåðõíîñòü �ðàãìåíòàçàâèñèò îò åãî ðàäèóñà ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþS / RDF : (4)Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè �ðàãìåíòîâ ñèçìåíåíèåì èõ ðàçìåðîâ ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó (4) ñ áî�ëåå âûñîêèì ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè, ÷åì â ñëó÷àå ãëàä�êèõ �ðàãìåíòîâ. Çíà÷åíèå �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíî�ñòè D � 1 � DF < D, è ãëàäêèì ïîâåðõíîñòÿì ñîîò�âåòñòâóåò DF = D � 1.Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ âûðàæåíèå äëÿ çàâèñè�ìîñòè îáúåìà îò ðàäèóñà �ðàãìåíòà. Ïîâåðõíîñòè�ðàãìåíòà ïîêðûâàþòñÿ ñ�åðè÷åñêèìè îêðåñòíî�ñòÿìè ðàäèóñà �R, è ïîäñ÷èòûâàåòñÿ èõ ÷èñëî, ïðèýòîì îáúåì êàæäîé ñ�åðû ïîðÿäêà �RD:V = V0 "1� ���RR �D�DF # ; (5)ãäå V0 / RD � îáúåì �ðàãìåíòà ñ ãëàäêîé ïîâåðõíî�ñòüþ, à � � íåêàÿ êîíñòàíòà. Âòîðîé ÷ëåí â ñêîáêàõ

ÿâëÿåòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé, è èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü,ïîñêîëüêó, �àêòè÷åñêè, îí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî�ïðàâêó ê îáúåìó âñëåäñòâèå èçðåçàííîñòè ãðàíèö�ðàãìåíòîâ, êîòîðàÿ ìàëà èç-çà ìàëîé òîëùèíû ïî�âåðõíîñòíîãî ñëîÿ. ÏîýòîìóV / RD: (6)Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàññà òàêèõ �ðàã�ìåíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíà îáúåìó RD, è çàêîí ñîõðà�íåíèÿ âåùåñòâà òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â çàêîí ñîõðàíå�íèÿ ñóììàðíîãî îáúåìà:dm = 0! dV = 0:Ýòîò çàêîí ñîõðàíåíèÿ â èíòåãðàëüíîé �îðìå â òåð�ìèíàõ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèíèìàåò âèä1Z0 RDf(R;E) dR = 1Z0 RDf0(R) dR; (7)ãäå f0 (R) � íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ�ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñóììàð�íîãî îáúåìà (7) (èëè ìàññû) è ÿâëÿåòñÿ îáùåïðèíÿ�òûì ïðèíöèïîì �ðàãìåíòàöèè.Òåïåðü îãðàíè÷èìñÿ ïðîöåññàìè �ðàãìåíòàöèè,â êîòîðûõ âíóòðåííèå ñîñòîÿíèÿ �ðàãìåíòîâ íå ìå�íÿþòñÿ ïðè �ðàãìåíòàöèè. Ïîýòîìó áåç ïîòåðè îáù�íîñòè ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îñíîâíàÿ ÷àñòü ýíåð�ãèè, âëîæåííîé â ñèñòåìó, èäåò íà ðàçðóøåíèå �ðàã�ìåíòîâ, ò. å. íà îáðàçîâàíèå íîâûõ ïîâåðõíîñòåé.Ýòîò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â äè��åðåí�öèàëüíîé �îðìå: ES dS = dE:Çäåñü dE èçìåíåíèå ýíåðãèè, çàòðà÷åííîé íà ðàçðó�øåíèå �ðàãìåíòîâ,ES � ýíåðãèÿ åäèíèöû ïîâåðõíî�ñòè �ðàãìåíòîâ, dS � óâåëè÷åíèå ïîâåðõíîñòè �ðàã�ìåíòîâ ïðè ðàçðóøåíèè ïîä âîçäåéñòâèåì çàòðà÷åí�íîé ýíåðãèè dE. Èíòåãðàëüíàÿ �îðìà ýòîãî çàêîíàñîõðàíåíèÿ, ES (S � S0) = E; (8)î÷åâèäíà. Çäåñü E � ïîëó÷åííàÿ èçâíå ýíåðãèÿ, çà�òðà÷åííàÿ íà ðàçðóøåíèå �ðàãìåíòîâ, S � ñóììàð�íàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè �ðàãìåíòîâ ïîñëå ðàçðó�øåíèÿ ïîä âîçäåéñòâèåì ýíåðãèè E, S0 � íà÷àëü�íàÿ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè �ðàãìåíòîâ. Ïîâåðõíîñòü�ðàãìåíòà â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà ìåíÿåòñÿ ïîçàêîíó (4). Òîãäà óðàâíåíèå áàëàíñà (8) çàïèøåì âòåðìèíàõ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:A 1Z0 RDF f (R;E) dR = EES + S0; (9)989



Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Î. Â. Êóêëèíà ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010ãäå A � ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé�îðìó �ðàãìåíòîâ. Óñëîâèå áàëàíñà ýíåðãèè (9) èñëóæèò äîïîëíèòåëüíûì ïðèíöèïîì òåîðèè �ðàã�ìåíòàöèè.Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ òåîðèÿ �ðàãìåíòàöèèäîëæíà îñíîâûâàòüñÿ íà ýòèõ äâóõ ïðîñòûõ �èçè�÷åñêèõ ïðèíöèïàõ. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ D = 3 èDF = 2 èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ïðèíöèïîâ áûëî ïðåä�ëîæåíî â ðàáîòå [34℄. Òåïåðü âûÿñíèì, êàêèå �èçè�÷åñêèå ñëåäñòâèÿ ìîæíî óñòàíîâèòü èñõîäÿ èç ýòèõïðèíöèïîâ.3. ÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÀß ÌÎÄÅËÜÔ�À�ÌÅÍÒÀÖÈÈÍàëè÷èå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíîãî îáúåìà(7) îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, â ñëó÷àåîáùåãî ïîëîæåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ íåïðå�ðûâíîñòè ïîòîêà �RDf�E = �P�R; (10)ãäå P � ïîòîê îáúåìà �ðàãìåíòîâ â ïðîñòðàí�ñòâå ðàçìåðîâ. Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ëèíåéíîãîêèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà ïîòîê ëèíååí ïî�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî P == v(R;E)f(R;E). Ôèçè÷åñêèé ñìûñë v(R;E) î÷åâè�äåí � ýòî íåèçâåñòíàÿ ïîêà ñêîðîñòü ïåðåíîñà îáú�åìà â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðîâ. Óäîáíî èñïîëüçîâàòüîáîçíà÷åíèå v(R;E) � (R;E)RD+1=D;à �óíêöèþ (R;E) äàëåå áóäåì íàçûâàòü ñêîðîñòüþäðîáëåíèÿ. Òåïåðü, èñïîëüçóÿ âèä ïîòîêà, çàïèøåìêèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â ÿâíîì âèäå:�f�E � ��R � DRf� = f: (11)Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå (11) ïðàâèëüíî îïèñûâàåò�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ïðè èõ ðàñïà�äå, íàïðèìåð, íà äâå ÷àñòè â åäèíèöó ¾âðåìåíè¿E. Ýòîò ñëó÷àé áîëåå äåòàëüíî îáñóæäàåòñÿ â ðàáî�òå [35℄. Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå êîëëåêòèâíûé õàðàê�òåð äðîáëåíèÿ òðåáóåò ñàìîñîãëàñîâàííûì îáðàçîìîïðåäåëèòü íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ  (R;E). Â ïðèí�öèïå, ïðÿìîé ïóòü åå îïðåäåëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ðå�øåíèþ çàäà÷è î ðàçðóøåíèè âûáðàííîãî �ðàãìåíòàâ îïðåäåëåííîì îêðóæåíèè äðóãèõ �ðàãìåíòîâ ïîäâíåøíèìè íàãðóçêàìè. Äàæå ïðè äîâîëüíî ñèëüíûõóïðîùåíèÿõ ýòà çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêè áåçíàäåæíà,

ïîýòîìó ðàññìîòðèì äðóãóþ âîçìîæíîñòü. Ïîïûòà�åìñÿ äîîïðåäåëèòü åå, èñïîëüçóÿ âòîðîé ïðèíöèï òå�îðèè �ðàãìåíòàöèè (9). Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé,îïðåäåëÿþùàÿ ýâîëþöèþ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿïî ðàçìåðàì, ñîñòîèò èç óðàâíåíèé (11) è (9).Ïåðåéäåì ê àíàëèçó ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.Òàêîé òèï óðàâíåíèé äîâîëüíî ðåäêî âñòðå÷àåòñÿâ �èçè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåò�ñÿ â òîì, ÷òî äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (11) ñî�äåðæèò íåèçâåñòíóþ �óíêöèþ  =  (R;E), êîòî�ðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì (9), íåñîäåðæàùèì  â ÿâíîì âèäå. Äëÿ àíàëèçà ñèñòå�ìû óðàâíåíèé (11), (9) óäîáíî ïåðåéòè ê ëàãðàíæå�âûì ïåðåìåííûì R0; E. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ óðàâíå�íèå (11) èìååò òî÷íîå ðåøåíèå âèäàf (R;E) = f0 (R0)� R0R (R0; E)�D dR0dR ; (12)ãäå f0(R0) � íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ�ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì, à R = R(R0; E) � �îð�ìàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿdRDdE = �(R;E)RD (13)(ïîêà íåèçâåñòíîå), îïðåäåëÿþùåå ýâîëþöèþ �ðàã�ìåíòîâ, èìåþùèõ ðàçìåð R0 ïðè E = 0, ñ óâåëè÷å�íèåì âêëàäûâàåìîé ýíåðãèè E.�àññìîòðèì òåïåðü, ê êàêèì îãðàíè÷åíèÿì íàR = R (R0; E) èëè íà âèä �óíêöèè (R(R0; E); E)ïðèâîäèò óðàâíåíèå (9). Ïåðåõîäÿ â óðàâíåíèè (9)ê ëàãðàíæåâûì ïåðåìåííûì è èñïîëüçóÿ ðåøå�íèå (12), ïîëó÷èì1Z0 Af0 (R0)� RD0RD�DF �RDF0 � dR0 = EES : (14)Ýòî óðàâíåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáûõ íà�÷àëüíûõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ f0 (R0). Åñòåñòâåí�íî, âîçìîæíûå íà÷àëüíûå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿf0 (R0) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå �óíêöèè. Ïî�ýòîìó âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â óðàâíåíèè (14) äîëæíîáûòü ëèíåéíîé �óíêöèåé âëîæåííîé ýíåðãèè E:RD0RD�DF �RDF0 = C (R0)E: (15)Çäåñü C (R0) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ òîëüêîíà÷àëüíûõ ðàçìåðîâ R0. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå(15) � èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå. Ñ îäíîé ñòîðîíû,îíî ïîçâîëÿåò íàéòè çàêîí ýâîëþöèè ðàçìåðîâR = R (R0; E) (ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé�óíêöèè C (R0)), ñ äðóãîé ñòîðîíû � óñòàíîâèòü990



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010 Óíèâåðñàëüíûå ýëåìåíòû �ðàãìåíòàöèè�èçè÷åñêèé ñìûñë �óíêöèè C (R0). �åøàÿ óðàâíå�íèå (15) îòíîñèòåëüíî R, ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü Rîò E è R0 âèäàR = � RD0C (R0) E +RDF0 �1=(D�DF ) : (16)Äè��åðåíöèðóÿ (16) ïî E è ñðàâíèâàÿ ñ óðàâ�íåíèåì ýâîëþöèè ðàçìåðîâ (13), ïîëó÷èì âûðàæå�íèå äëÿ  (R0; E), èç êîòîðîãî ïðè E = 0 ñëå�äóåò, ÷òî �óíêöèÿ C (R0) îïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèåé0 (R0) �  (R0; E) jE=0 ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ñîîò�íîøåíèþ:C (R0) = 0 (R0) RDF0D (D �DF ) : (17)Òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíîå óñëîâèå áàëàíñà(9) îïðåäåëÿåò çàêîí ýâîëþöèè �ðàãìåíòîâ ïî ðàç�ìåðàì ñ óâåëè÷åíèåì çàòðà÷åííîé íà èõ äðîáëåíèåýíåðãèè E,R = R0�1 + 0 (R0) ED (D �DF )��1=(D�DF ) ; (18)è äîîïðåäåëÿåò ñêîðîñòü äðîáëåíèÿ (R0; E) ñ òî÷�íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè 0(R0). Âõîäÿùàÿâ íåãî �óíêöèÿ 0 (R0) îïðåäåëÿåò íà÷àëüíóþ ñêî�ðîñòü äðîáëåíèÿ �ðàãìåíòîâ è íå çàâèñèò îò èñõîä�íîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (13), (9). Ïðîèçâîë â âûáîðå0 (R0) èìååò ãëóáîêóþ �èçè÷åñêóþ ïðèðîäó. Ïðè�÷èíà ýòîãî ñâÿçàíà ñ ñóùåñòâîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ìå�õàíèçìîâ äðîáëåíèÿ èëè, òî÷íåå, òèïîâ ìàòåðèàëîâ,êîòîðûå ìîãóò ðàçðóøàòüñÿ ïî ðàçëè÷íûì ñöåíàðè�ÿì. Ýòè ñöåíàðèè îïðåäåëÿþòñÿ áîëåå ÷àñòíûìè ðàç�ëè÷èÿìè â ñòðóêòóðå äðîáÿùèõñÿ ìàòåðèàëîâ. Íàýòè ïðîöåññû âëèÿåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ �àêòîðîâ, íà�ïðèìåð, ðàçëè÷èÿ â ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëîâ, â èõ äå��åêòíîé ñòðóêòóðå, êðèñòàëëè÷åñêîé ñòðóêòóðå, èìíîãî äðóãèõ. Ïîýòîìó îáùàÿ òåîðèÿ äîëæíà ñîäåð�æàòü íåêîòîðûé ïðîèçâîë â âûáîðå �óíêöèè 0(R0),ïîçâîëÿþùèé ïåðåõîäèòü ê ðàçëè÷íûì ÷àñòíûì ñöå�íàðèÿì äðîáëåíèÿ, íå íàðóøàÿ îáùèõ ïðèíöèïîâ.Èìåííî òàêàÿ ñâîáîäà â âûáîðå ÷àñòíûõ ñöåíàðèåâñòàíîâèòñÿ äîïóñòèìîé áëàãîäàðÿ âõîæäåíèþ �óíê�öèè 0 (R0) â êâàçèëèíåéíóþ òåîðèþ. Åäèíñòâåííîåèíòåãðàëüíîå óñëîâèå äëÿ 0 (R0) ïîëó÷àåì ïðè ïîä�ñòàíîâêå ñîîòíîøåíèÿ (18) â óðàâíåíèå (14):1Z0 f0 (R0)0 (R0) RDF0 dR0 = DD �DF A� 1ES : (19)Ýòî äîâîëüíî ñëàáîå îãðàíè÷åíèå íà àìïëèòóäó0 (R0). Îäíàêî âàæíîñòü ýòîãî óñëîâèÿ îïðåäåëÿåò�ñÿ �èçè÷åñêèì ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî õàðàêòåð äðîá�ëåíèÿ (ò. å., �àêòè÷åñêè, 0 (R0)) çàâèñèò íå òîëüêî

îò �èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ �ðàãìåíòîâ, íî è îò èõ êîë�ëåêòèâíûõ ñâîéñòâ � îò íà÷àëüíîé �óíêöèè ðàñïðå�äåëåíèÿ.Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå äâóõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé,f0 (R0) è 0 (R0), ñâÿçàííûõ ñëàáûì óñëîâèåì (19),ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ýâîëþöèþ �óíêöèè ðàñïðå�äåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì â çàâèñèìîñòè îòçàòðà÷åííîé íà ðàçðóøåíèå ýíåðãèè E. Èñïîëüçóÿðåøåíèÿ (18) è (12), ïîëó÷èìf(R;E) = f0(R0)�R0R �2D�DF+1 ���1+ED �0(R0)(D�DF )�R0 �0(R0)�R0 ���1 ; (20)ãäå f(R;E) � �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîââ ëàãðàíæåâûõ êîîðäèíàòàõ.Äëÿ ïåðåõîäà ê èñõîäíûì (ýéëåðîâûì) ïåðåìåí�íûì íåîáõîäèìî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè0(R0). Âîïðîñ î âèäå ýòîé �óíêöèè íå íàìíîãî ïðî�ùå, ÷åì î âèäå �óíêöèè (R;E). Òåì íå ìåíåå ñó�ùåñòâóþò íåêîòîðûå îáùèå åñòåñòâåííûå îãðàíè÷å�íèÿ íà 0(R0), ïîçâîëÿþùèå ñäåëàòü êà÷åñòâåííûåâûâîäû î õàðàêòåðå åå ïîâåäåíèÿ. Ïðåæäå âñåãî,åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå 0(0) = 0 (íåâîçìîæíîñòüðàçðóøåíèÿ �ðàãìåíòîâ íóëåâîãî ðàçìåðà). Â ñèëóïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè �óíêöèè 0(R0) (îò�ñóòñòâèå ñëèïàíèÿ), îíà ìîíîòîííî âîçðàñòàåò â îá�ëàñòè ìàëûõ ìàñøòàáîâ R0.Êðîìå òîãî, â îáëàñòè ìàëûõ ìàñøòàáîâ âîç�íèêàåò è äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ñêîðîñòüóáûâàíèÿ 0(R0). Ýòî óñëîâèå ñâÿçàíî ñ ïîëîæè�òåëüíîé îïðåäåëåííîñòüþ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿf(R;E). Â îáùåì ñëó÷àå òðåáîâàíèå ïîëîæèòåëüíî�ñòè f(R;E) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:1 + ED�0 (R0) (D �DF )�R0 �0 (R0)�R0 � � 0: (21)Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáñóæäåíèþ ïîâåäåíèÿ �óíê�öèè 0(R0) â îáëàñòè êðóïíîìàñøòàáíîé êîìïîíåí�òû. Â ýòîé îáëàñòè 0(R0) � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ�óíêöèÿ. Ê ýòîìó âûâîäó ìîæíî ïðèéòè, èñõîäÿ,íàïðèìåð, èç ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Äåéñòâè�òåëüíî, ðàçðóøåíèå êðóïíûõ �ðàãìåíòîâ òðåáóåòáîëüøèõ çàòðàò ýíåðãèè â ñèëó áîëüøèõ ïîâåðõíî�ñòåé ðàçëîìîâ, îáðàçóþùèõñÿ ïðè èõ ðàçðóøåíèè.Â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòè R0 > R0 ext, ãäå00(R0 ext) = 0, âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî 00(R0) < 0, íåðà�âåíñòâî (21) âñåãäà âûïîëíåíî. Ïîýòîìó íåòðèâèàëü�íîå îãðàíè÷åíèå íà 0(R0) âîçíèêàåò òîëüêî â îáëà�ñòè 0 < R0 < R0 ext. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíèå991



Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Î. Â. Êóêëèíà ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010íåðàâåíñòâà (21) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó îãðàíè÷å�íèþ íà 0(R0) â ýòîé îáëàñòè:0 (R0) � CRD�DF0 � DE (D �DF ) ;ãäå C � êîíñòàíòà. Òàê êàê ýòî óñëîâèå äîëæíîáûòü âûïîëíåíî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ E, íåîáõîäè�ìîå îãðàíè÷åíèå íà 0(R0) ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó0 (R0) � CRD�DF0 : (22)Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäå�ëåíèÿ ïî ðàçìåðàì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà ïðèëþáûõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè E, çàòðà÷åííîé íà ðàçðó�øåíèå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñîãëàñîâàííîñòè òåîðèèíåîáõîäèìî, ÷òîáû ¾ñêîðîñòü¿ äðîáëåíèÿ â ìåëêî�ìàñøòàáíîé îáëàñòè áûëà íèæå íåêîòîðîé ïîðîãî�âîé ¾ñêîðîñòè¿, çàâèñÿùåé îò �ðàêòàëüíîé ðàçìåð�íîñòè DF .4. ÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÛÅ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈÊÈÔÓÍÊÖÈÈ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÂÊÂÀÇÈËÈÍÅÉÍÎÌ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÈÄåòàëüíûé àíàëèç �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðàçìåðàì òðåáóåò çíàíèÿ �óíêöèè 0(R0). Â ïðèí�öèïå, ýòî îçíà÷àåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ áî�ëåå äåòàëüíîé òåîðèè, îñíîâàííîé óæå íà êîíêðåò�íûõ ìåõàíèçìàõ ðàçðóøåíèÿ ñ ó÷åòîì ñòðóêòóð�íûõ ñâîéñòâ ðàçðóøàåìûõ ìàòåðèàëîâ, èëè ïðîâå�äåíèå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ýòîé �óíê�öèè. Îäíàêî îïèñàííûé âûøå êà÷åñòâåííûé õà�ðàêòåð ïîâåäåíèÿ �óíêöèè 0(R0) ïîçâîëÿåò ñäå�ëàòü âàæíûå âûâîäû îá àñèìïòîòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì â êðóïíîìàñ�øòàáíîé îáëàñòè. �àññìîòðèì áîëåå áëèçêèå ê ðå�àëüíûì, ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì. Â÷àñòíîñòè, â òàêèõ ñèñòåìàõ îáû÷íî ñóùåñòâóåò ðàç�ìåð R0max, áîëüøå êîòîðîãî â ñðåäå �ðàãìåíòîâíåò. Â ñèëó îïèñàííîãî âûøå ïîâåäåíèÿ �óíêöèè0(R0), îêðåñòíîñòü R0max ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ìåä�ëåííî ýâîëþöèîíèðóþùåé â êðóïíîìàñøòàáíîé îá�ëàñòè.Âîçâðàùàÿñü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ (20), ïðîàíà�ëèçèðóåì äâà êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûõ ðåæèìà ýâî�ëþöèè. Óñëîâèÿ, îïðåäåëÿþùèå èõ, ñîîòâåòñòâóþòíåðàâåíñòâàì0(R0)� R0 �0(R0)�R0 ; R0 � R0max; (23)0(R0)� R0 �0(R0)�R0 ; R0 � R0max; (24)

îïðåäåëÿþùèì ïîâåäåíèå �óíêöèè 0(R0) â êðóïíî�ìàñøòàáíîé îáëàñòè.Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (23) â êðóïíîìàñøòàá�íîé îáëàñòè, ïðåäïîëàãàÿ R0 � R0max, ëåãêî ïîëó�÷èòü �îðìàëüíóþ àñèìïòîòèêóf(R;E) � f0(R0max)�R0maxR �D+1 �� 2641� R0max00(R0max)DE + 0(R0max)(D �DF )375�1 // R�(D+1) : (25)Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (24) àñèìïòîòèêà èìååòâèäf(R;E) � f0(R0max)�R0maxR �2D�DF+1 �� �1� ED R0max 00(R0max)��1 // R�(2D�DF+1) : (26)Ìåæäó ïîëó÷åííûìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ðåæè�ìàìè ñóùåñòâóåò ïðèíöèïèàëüíîå ðàçëè÷èå. Ïðè�÷èíà ýòîãî ñâÿçàíà ñ õàðàêòåðîì ðåëàêñàöèè �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ (23)èëè (24). Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (24) ëåãêîäîêàçàòü, ÷òî ëàãðàíæåâû ÷àñòèöû (èëè õàðàêòå�ðèñòèêè óðàâíåíèÿ (11)) ñ íà÷àëüíûìè ïîëîæåíèÿ�ìè â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòè ðàçáåãàþòñÿ. Äðó�ãèìè ñëîâàìè, íà÷àëüíàÿ îáëàñòü �R0 ñ ðîñòîìýíåðãèè ïåðåõîäèò â îáëàñòü �R � �R0. Áëàãî�äàðÿ ýòîìó, â ïðîöåññå ýâîëþöèè ïàìÿòü î äåòà�ëÿõ íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ òåðÿåòñÿ è ïðîèñõî�äèò ðåëàêñàöèÿ ê àñèìïòîòèêå (26). Äåéñòâèòåëüíî,f0(R0) � f0(R0max) â ìàëîé îáëàñòè �R0 â îêðåñò�íîñòè R0max, è òîëüêî ýòà èí�îðìàöèÿ î íà÷àëüíîé�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ â êðóïíîìàñ�øòàáíîé îáëàñòè�R� �R0. Äåòàëè ðàñïðåäåëåíèÿf0(R0) íå âëèÿþò íà ãëàâíûé âêëàä àñèìïòîòè÷å�ñêîãî ðàçëîæåíèÿ f(R) â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñ-òè. �åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíàëèçà õîðîøî ñîãëàñó�þòñÿ ñ ýòèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíïðèìåð ýâîëþöèè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (20) â ðå�æèìå (24). Õîðîøî âèäåí âûõîä â ïðåäñêàçàííûéàñèìïòîòè÷åñêèé ðåæèì f(R;E) / R�(2D�DF+1).Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (23) õàðàêòåðèñòè�êè êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (11) ñõîäÿòñÿ, è øèðî�êèé èíòåðâàë �R0 èç êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòèñæèìàåòñÿ ñ ðîñòîì ýíåðãèè E, ò. å. �R � �R0.992
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�èñ. 1. Òî÷íàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (20) (êðèâàÿ) âûõîäèò íà àñèìïòîòè÷åñêèé ðåæèì (26) (ïðÿìàÿ) ïðè âû-áðàííîì çíà÷åíèè �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè DF = 2:2 è âîçðàñòàþùèõ çíà÷åíèÿõ ýíåðãèè E = 0:01 (à), 0:3 (á ),1 (â), 3 (ã). Íàêëîí ïðÿìîé ëèíèè íà ãðà�èêàõ ñîîòâåòñòâóåò ïîêàçàòåëþ ñòåïåíè â àñèìïòîòè÷åñêîì çàêîíå (26).Ïàðàìåòðû ìîäåëèðîâàíèÿ: D = 3, R0max = 10Ýòî îçíà÷àåò ñîõðàíåíèå ïàìÿòè î íà÷àëüíîì ðàñ�ïðåäåëåíèè f0(R0) è, ñëåäîâàòåëüíî, îòñóòñòâèå ðå�ëàêñàöèè ê �îðìàëüíîé àñèìïòîòèêå (25). Òàêèì îá�ðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (24) �óíêöèÿ ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ðåëàêñèðóåò ê óíèâåðñàëüíîé àñèìïòî�òèêå (26), à ïðè îáðàòíîì óñëîâèè (23) ðåëàêñàöèÿê ïîëó÷åííîé àñèìïòîòèêå (25) îòñóòñòâóåò.5. ÏÎÒÎÊÈ Â Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅ �ÀÇÌÅ�ÎÂÄëÿ áîëåå ÿñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î êâàçèëèíåé�íîé òåîðèè è î âîçìîæíîñòè åå îáîáùåíèÿ ïåðå�
�îðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû â áîëåå îáùèõ �èçè÷åñêèõòåðìèíàõ. Ýòî ïîçâîëèò ëó÷øå ïîíÿòü ïðèíöèïû,ëåæàùèå â îñíîâàíèè �îðìèðîâàíèÿ óíèâåðñàëü�íûõ àñèìïòîòèê. Íà÷íåì ñ îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ. Çà�êîí ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíîãî îáúåìà îçíà÷àåò, ÷òîïëîòíîñòü îáúåìà �ðàãìåíòîâ RDf óäîâëåòâîðÿåòóðàâíåíèþ íåïðåðûâíîñòè (10). Ïîòîê P â êâàçèëè�íåéíîé òåîðèè îäíîçíà÷íî ñâÿçàí ñ ðàíåå ââåäåííîéñêîðîñòüþ �ðàãìåíòàöèè :P = (R;E)RD+1D f:11 ÆÝÒÔ, âûï. 5 993



Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Î. Â. Êóêëèíà ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010Åãî âèä èëè, òî÷íåå, âèä  äîîïðåäåëÿåòñÿ èç âòî�ðîãî ïðèíöèïà � áàëàíñà ýíåðãèè. Âûÿñíèì äè���åðåíöèàëüíûé ìåõàíèçì âûïîëíåíèÿ áàëàíñà ýíåð�ãèè. Äëÿ ýòîãî ïåðå�îðìóëèðóåì óñëîâèå áàëàíñàýíåðãèè â òåðìèíàõ ïîòîêà ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàí�ñòâå ðàçìåðîâ èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, â äè��åðåí�öèàëüíîé �îðìå. Äè��åðåíöèðóÿ ïî E óñëîâèå áà�ëàíñà (9), ïîëó÷èì íåêîòîðûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ1Z0 �RDF f�E dR = �0; (27)ãäå �0 = 1=AES � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Äëÿ âû�ïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ äè��åðåíöèàëüíàÿ �îðìàóðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîòîêà ïëîùàäè �ðàãìåí�òîâ äîëæíà îáëàäàòü âïîëíå îïðåäåëåííûìè ñâîé�ñòâàìè. Â îáùåì âèäå èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ïîâåðõ�íîñòè (ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ) ñ ýíåðãèåéäîëæíî îïðåäåëÿòüñÿ äâóìÿ âêëàäàìè:�RDF f�E = �PS�R + Ii: (28)Ïåðâîå ñëàãàåìîå � ïîòîêîâîå, îíî è îáåñïå÷èâàåòèçìåíåíèå ñóììàðíîé ïîâåðõíîñòè �ðàãìåíòîâ çàñ÷åò ïîòîêà PS â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðîâ. Âòîðîå ñëà�ãàåìîå íå ñâÿçàíî ñ ïîòîêîì è õàðàêòåðèçóåò ïðî�èçâîäñòâî ïîâåðõíîñòè �ðàãìåíòîâ ïðè äðîáëåíèè.ßñíî, ÷òî èìåííî ýòî ñëàãàåìîå äîëæíî îáåñïå÷è�âàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ áàëàíñà (9) èëè ñîîòíî�øåíèÿ (27). Ïðè ýòîì àïðèîðè ñóùåñòâóþò äâå âîç�ìîæíîñòè åñòåñòâåííîãî âûáîðà èñòî÷íèêà ïîâåðõ�íîñòè â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðîâ. Îáå îíè ñâÿçàíûñ èíâàðèàíòíûìè ñâîéñòâàìè èñõîäíîãî êèíåòè÷å�ñêîãî óðàâíåíèÿ (10). Ñîãëàñíî îñíîâíûì ïðèíöè�ïàì (ýòî � ñîõðàíåíèå ñóììàðíîãî îáúåìà è ëèíåé�íûé ðîñò ñóììàðíîé ïîâåðõíîñòè ñ ýíåðãèåé E), èñ�òî÷íèê ïîâåðõíîñòè ìîæåò âûðàæàòüñÿ ÷åðåç îáúåìèëè ïîâåðõíîñòü �ðàãìåíòîâ. Ïåðâàÿ âîçìîæíîñòüñîîòâåòñòâóåò âûáîðó èñòî÷íèêà Ii, ïðîïîðöèîíàëü�íîãî ïëîòíîñòè îáúåìà �ðàãìåíòîâ:IVi = �V0RDf; (29)ãäå V0 � ñóììàðíûé îáúåì �ðàãìåíòîâ, âòîðàÿ �ïðîïîðöèîíàëüíîãî ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòè �ðàã�ìåíòîâ: ISi = RDF fE : (30)Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, âûáîð âèäà èñòî÷íè�êîâ ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó ìåõàíèçìà îñóùåñòâëåíèÿ

áàëàíñà ýíåðãèè (9). Ëåãêî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèåóñëîâèÿ (27) ïðè âûáîðå Ii â âèäå êàê (29), òàêè (30). �àçóìååòñÿ, â ðàññìàòðèâàåìîé êâàçèëèíåé�íîé òåîðèè ðåàëèçóåòñÿ îäèí èç ýòèõ ìåõàíèçìîâ.Ïîïûòàåìñÿ âûÿñíèòü, êàêîé ìåõàíèçì ðåàëèçóåò�ñÿ â íåé. Äëÿ ýòîãî ïðîàíàëèçèðóåì áîëåå äåòàëü�íî ñëåäñòâèÿ âûáîðà ìåõàíèçìà âûïîëíåíèÿ áàëàí�ñà ýíåðãèè.Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (28) íà RD�DF , ïîëó÷èì�RDf�E = RD�DF �PS�R +RD�DF Ii: (31)ßñíî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå äîëæíî ñîâïàäàòü ñ èñõîä�íûì óðàâíåíèåì (11) èëè (10). Îáñóäèì òåïåðü ñâÿçüìåæäó ïîòîêîì îáúåìà è ïîòîêîì ïîâåðõíîñòè. Îáú�åì ýëåìåíòàðíîãî �ðàãìåíòà ïðîïîðöèîíàëåí RD, àåãî ïîâåðõíîñòü � RDF . Ïåðåíîñ îáúåìà ïðèâîäèòè ê ïåðåíîñó ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðîâ.Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â ñîîòâåò�ñòâèè ñ ýòèì ïîòîêè ñâÿçàíû:P = RD�DF PS : (32)�àçóìååòñÿ, ýòî ìîæíî óñòàíîâèòü è èç òðåáîâà�íèÿ ñîâïàäåíèÿ óðàâíåíèÿ (31) ñ èñõîäíûì êèíåòè�÷åñêèì óðàâíåíèåì, íå îáðàùàÿñü ê �èçè÷åñêîìóñìûñëó. Ïîäñòàâèì ñâÿçü (32) â óðàâíåíèå (31) è ïî�ñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì óðàâíå�íèå �RDf�E = �P�R � (D �DF )R�1P +RD�DF Ii:Ñðàâíèì ýòî óðàâíåíèå ñ èñõîäíûì êèíåòè÷å�ñêèì óðàâíåíèåì (10) è ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿîáùåãî âèäà èñòî÷íèêà ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâåðàçìåðîâ: Ii = (D �DF ) PRD�DF+1 : (33)Âûðàçèì ýòî ñîîòíîøåíèå â êâàçèëèíåéíîì ïðèáëè�æåíèè, èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííóþ çàâèñèìîñòü ïîòîêàP = ((R;E)RD+1=D)f :Ii = D �DFD (R;E)RDF f: (34)Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè âèä èñòî÷íèêà, èñïîëüçóåìòåïåðü �óíêöèþ , êîòîðàÿ ñëåäóåò èç ñîîòíîøå�íèé (13) è (18):(R;E) = 0(R0) �1 +ED �DFD 0(R0)��1 : (35)Ïîýòîìó ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõ [E(D � DF )=D℄ �� 0(R0)� 1 àñèìïòîòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ994



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010 Óíèâåðñàëüíûå ýëåìåíòû �ðàãìåíòàöèè � DE(D �DF ) : (36)Ýòî èñêëþ÷èòåëüíî ïðîñòîå è âàæíîå ñâîéñòâî ñêî�ðîñòè äðîáëåíèÿ. Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî àñèìïòîòè÷å�ñêèé âèä  íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé ñêîðîñòè äðîáëå�íèÿ è äàæå îò ðàçìåðîâ �ðàãìåíòîâ, à çàâèñèò òîëü�êî îò �óíäàìåíòàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê � ðàçìåðíî�ñòè �ðàãìåíòîâ D è �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè DF .Â ýòîì ïðîÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîñòü ñêîðîñòè äðîá�ëåíèÿ. Òàêîé âèä  ïðèâîäèò ê àñèìïòîòè÷åñêîìóâèäó èñòî÷íèêà: Ii � RDFE f:Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñ âèäîì èñòî÷�íèêà (30), ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ìåõàíèçìîì ïîä�äåðæàíèÿ áàëàíñà ýíåðãèè ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèê ïëîò�íîñòè ïîâåðõíîñòè (30). Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿè áåç èñïîëüçîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî âèäà . Òå�ïåðü, îñíîâûâàÿñü íà óíèâåðñàëüíîì àñèìïòîòè÷å�ñêîì âèäå ñêîðîñòè äðîáëåíèÿ (36), ìîæíî ïðîàíà�ëèçèðîâàòü àñèìïòîòèêè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿáîëåå ïðîñòûì îáðàçîì.6. ÌÈÍÈÌÀËÜÍÀß ÌÎÄÅËÜÔ�À�ÌÅÍÒÀÖÈÈÄåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèé âèä(36), ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå êèíåòè÷å�ñêîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðèáîëüøèõ ýíåðãèÿõ:�RDf�E = ��R � RD+1f(D �DF )E� : (37)Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå, ýòî óíèâåðñàëüíûé ïðåäåëäëÿ òåîðèè �ðàãìåíòàöèè, íå çàâèñÿùèé îò ìåõà�íèçìîâ äðîáëåíèÿ, ò. å. îò 0(R0). Îáðàòèì âíèìà�íèå, ÷òî â òàêîì âàðèàíòå ÿâíî ñòàíîâèòñÿ âèäíàëèíåéíîñòü àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè. Íåëèíåéíîñòü,åñëè è ïðîÿâëÿåòñÿ, òî òîëüêî íà ñòàäèè ðåëàê�ñàöèè ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ðåæèìó. Â ýòîì ñìûñ�ëå, ýòî àñèìïòîòè÷åñêè ñâîáîäíàÿ òåîðèÿ. �åøåíèÿóðàâíåíèÿ (37) ëåãêî ïîëó÷èòü. Îäíàêî, ïîñêîëüêóýòî óðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêîå, çàäà÷à Êîøè äëÿíåãî íå âïîëíå åñòåñòâåííà. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì,÷òî ïðîïóùåí íåêîòîðûé íà÷àëüíûé ýòàï ýâîëþöèèèëè ýòàï ðåëàêñàöèè â àñèìïòîòè÷åñêèé ðåæèì. Ïî�ýòîìó íàñ ñêîðåå äîëæíû èíòåðåñîâàòü âñå òèïûðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî, òàêæåíóæíî óñòàíîâèòü �èçè÷åñêè ðàçóìíûé ñïîñîá èõ

êëàññè�èêàöèè. �àññìîòðèì îáùåå ðåøåíèå óðàâíå�íèÿ (37): f(R;E) = D �DFRD+1 '(ERD�DF ); (38)ãäå ' � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Íà ýòèõ ðåøåíè�ÿõ ñîõðàíÿåòñÿ îáúåì �ðàãìåíòîâ, à ñóììàðíàÿ ïëî�ùàäü �ðàãìåíòîâ ðàñòåò ëèíåéíî ñ ýíåðãèåé ðàçðó�øåíèÿ E, íåçàâèñèìî îò âèäà '. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë' ëåãêî óñòàíîâèòü, çàìåòèâ ÷òî �óíêöèÿ ' ñâÿçàíàñ ïîòîêîì îáúåìà ðàâåíñòâîì'(ERD�DF ) = EP; (39)÷òî ïîçâîëÿåò ñ�îðìóëèðîâàòü ïðîñòûå �èçè÷åñêèåîãðàíè÷åíèÿ íà ýòó �óíêöèþ. Äåéñòâèòåëüíî, òàêêàê èñòî÷íèêè îáúåìà �ðàãìåíòîâ îòñóòñòâóþò, çíà�÷åíèå ïîòîêà ïðè ïðîèçâîëüíîì �èêñèðîâàííîì ðàç�ìåðå �ðàãìåíòà â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòè äîëæ�íî óáûâàòü ñ ýíåðãèåé, ïî êðàéíåé ìåðå àñèìïòî�òè÷åñêè. Ôèçè÷åñêè ýòî ñâÿçàíî ñ íåâîçìîæíîñòüþïðîöåññîâ, óâåëè÷èâàþùèõ ðàçìåð �ðàãìåíòîâ â òå�îðèè �ðàãìåíòàöèè. Ôðàãìåíòû òîëüêî ðàçðóøà�þòñÿ. Êðîìå òîãî, ñîîòíîøåíèå (39) óêàçûâàåò íàñâÿçü çàâèñèìîñòè ïîòîêà îò ýíåðãèè ñ çàâèñèìî�ñòüþ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ f(R;E) îò ðàçìåðîâ�ðàãìåíòîâ.Åñòåñòâåííûé ïðèíöèï óáûâàíèÿ ïîòîêà îáúåìà�ðàãìåíòîâ â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòè è ÿâëÿåò�ñÿ íåîáõîäèìûì äîïîëíèòåëüíûì ïðèíöèïîì â òà�êîé ìèíèìàëüíîé òåîðèè �ðàãìåíòàöèè. Ïðåäïîëî�æèì, ÷òî ïîòîê P â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòè ðàç�ëàãàåòñÿ â ðÿä ïî îáðàòíûì ñòåïåíÿì ýíåðãèè:P = P0 + P1 1E + P2 � 1E�2 + : : :Òîãäà ïðè P0 = 0 â ãëàâíîì ïîðÿäêåP / 1E (40)ïðè E !1. Â ýòîì ñëó÷àå èç ñîîòíîøåíèÿ (39) ñëå�äóåò, ÷òî ' ïðè áîëüøèõ R ñòðåìèòñÿ ê ïîñòîÿííîìóçíà÷åíèþ ' = onst. Òàêîå àñèìïòîòè÷åñêîå îãðàíè�÷åíèå ïðèâîäèò ïîñëå ó÷åòà åãî â ñîîòíîøåíèè (38)ê óíèâåðñàëüíîé àñèìïòîòèêå �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ ïî ðàçìåðàì â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòè:f(R;E) � onst � D �DFRD+1 : (41)Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè çàâèñèò òîëüêî îò ðàçìåðíîñòè�ðàãìåíòà. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî àñèìïòî�òèêà â ýòîé îáëàñòè íå çàâèñèò îò ýíåðãèè. Òàêèì îá�ðàçîì, ýòà àñèìïòîòèêà ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó óáû�âàþùåìó ñëàãàåìîìó â ðàçëîæåíèè ïîòîêà îáúåìà.995 11*



Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Î. Â. Êóêëèíà ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010Ïðè îáðàùåíèè â íóëü ýòîãî âêëàäà, ÷òî ñîîòâåò�ñòâóåò âûðîæäåííîìó ñëó÷àþ, ñêîðîñòü óáûâàíèÿïîòîêà âîçðàñòàåò. Ïðè îáðàùåíèè â íóëü P1 è, ñî�îòâåòñòâåííî, ïðè áîëåå áûñòðîì óáûâàíèè ïîòîêà,P / 1E2 ;àñèìïòîòè÷åñêèé âèä �óíêöèè ' â êðóïíîìàñøòàá�íîé îáëàñòè áóäåò äðóãèì. Èñïîëüçóÿ ñíîâà ñîîòíî�øåíèå (39) è ñîãëàñóÿ åãî ñ óáûâàíèåì ïîòîêà, ïîëó�÷èì ' / 1ER(D�DF ) :Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé àñèìïòîòèêå �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ:f(R;E) � onst � D �DFER2D�DF+1 : (42)Â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòèêà â êðóïíîìàñøòàáíîé îá�ëàñòè óæå çàâèñèò îò ýíåðãèè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñðîñòîì ýíåðãèè àñèìïòîòèêè âåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó.Ýòîò �àêò ìîæåò áûòü ïðîâåðåí â ýêñïåðèìåíòàõ.Òàêèì îáðàçîì, â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòè �îð�ìèðóþòñÿ óíèâåðñàëüíûå ñòåïåííûå àñèìïòîòèêè âçàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà óáûâàíèÿ ïîòîêà. Èíòåð�âàëû, â êîòîðûõ îíè ðåàëèçóþòñÿ, ñ ðîñòîì ýíåðãèèñìåùàþòñÿ â îáëàñòü ìàëûõ ìàñøòàáîâ. Ïîñëåäíååëåãêî îáíàðóæèòü íåïîñðåäñòâåííî èç ðåøåíèÿ (38).Îáðàùåíèå â íóëü ïîñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿïîòîêà îáúåìà îçíà÷àåò âûñîêóþ ñòåïåíü âûðîæäå�íèÿ ïîòîêà è ïîýòîìó â ñëó÷àÿõ îáùåãî ïîëîæåíèÿ,ïî-âèäèìîìó, íå ðåàëèçóåòñÿ.Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì ñëó÷àé P0 6= 0. Äëÿ òå�îðèè ñèëüíîé �ðàãìåíòàöèè, â êîòîðîé �ðàãìåí�òû ìíîãîêðàòíî ðàçðóøàþòñÿ, âçàèìîäåéñòâóÿ äðóãñ äðóãîì, ïîä âîçäåéñòâèåì âîçðàñòàþùèõ âíåø�íèõ âîçäåéñòâèé, ðåàëèçàöèþ ïîñòîÿííîãî ïîòîêàP = onst òðóäíî îáúÿñíèòü. Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæ�íîñòü, â êîòîðîé ýòîò ñëó÷àé âûãëÿäèò äîïóñòèìûì,ýòî íàëè÷èå ñëàáîé �ðàãìåíòàöèè, êîãäà ðàçðóøå�íèå �ðàãìåíòà îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå åäèíè÷�íîãî èëè èìïóëüñíîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, íàïðè�ìåð óäàðà. Â ýòîì ñëó÷àå àñèìïòîòèêà �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëà�ñòè èìååò âèä f(R;E) / ERDF+1 : (43)Ëåãêî âèäåòü çàâèñèìîñòü åå îò ýíåðãèè. Ïîêàçàòåëüñòåïåíè àñèìïòîòèêè çàâèñèò òîëüêî îò �ðàêòàëü�íîé ðàçìåðíîñòè ïîâåðõíîñòè �ðàãìåíòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (37) ñîâìåñòíî ñ ïðèí�öèïîì óáûâàíèÿ ïîòîêà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêóíèâåðñàëüíóþ ìèíèìàëüíóþ òåîðèþ �ðàãìåíòà�öèè. Çàêîí ñîõðàíåíèÿ îáúåìà, óñëîâèå áàëàíñàýíåðãèè è ïðèíöèï óáûâàíèÿ ïîòîêà îáúåìà ïðè�âîäÿò â ìèíèìàëüíîé òåîðèè �ðàãìåíòàöèè ê �îð�ìèðîâàíèþ óíèâåðñàëüíûõ ñòåïåííûõ àñèìïòîòèê�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì âêðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, â ìè�íèìàëüíîé òåîðèè èíäåêñ � óáûâàíèÿ ïîòîêà îáúåìàñ ýíåðãèåé, P / E�� , è ïîêàçàòåëü � çàâèñèìîñòè�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ îò ðàçìåðîâ,f / R��, ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì� = 1 + �D � (� � 1)DF :Ýòî ñîîòíîøåíèå àíàëîãè÷íî ñâÿçè ìåæäó êðèòè÷å�ñêèìè èíäåêñàìè â òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ. �à�çóìååòñÿ, â áîëåå ïîëíîé è ïîñëåäîâàòåëüíîé òåîðèèõàðàêòåð óáûâàíèÿ ïîòîêà îáúåìà äîëæåí ñëåäîâàòüèç íåå àâòîìàòè÷åñêè. Â ïîëíîé òåîðèè ïîòîê äîë�æåí ñàì ðåëàêñèðîâàòü ê îäíîìó èç îïèñàííûõ âû�øå ñîñòîÿíèé. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ïðèíöè�ïà îí íóæåí òîëüêî äëÿ çàìåíû èëè, òî÷íåå, ó÷å�òà íåëèíåéíîé ñòàäèè ðåëàêñàöèè â àñèìïòîòè÷åñêèñâîáîäíîé òåîðèè. Ïîýòîìó äàëåå ñëåäóåò ïðîàíàëè�çèðîâàòü áîëåå äåòàëüíî ñòàäèþ ðåëàêñàöèè â óíè�âåðñàëüíûé ðåæèì.Âåðíåìñÿ ê àíàëèçó àñèìïòîòèê �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ïî ðàçìåðàì èç òî÷íîãî ðåøåíèÿ (20) âêâàçèëèíåéíîé ìîäåëè. Èñïîëüçóåì ðàññìîòðåííûéâûøå äîïîëíèòåëüíûé �èçè÷åñêèé ïðèíöèï, ïîç�âîëÿþùèé óñòàíîâèòü õàðàêòåð àñèìïòîòèê �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòè.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü �èçè÷åñêóþ ïðè÷èíó îòñóò�ñòâèÿ ðåëàêñàöèè ñ âîçðàñòàíèåì ýíåðãèè E �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ (20) â àñèìïòîòè÷åñêèé ðåæèìf / R�(D+1), èçó÷èì õàðàêòåð ðåëàêñàöèè ïîòîêàîáúåìà.Èñïîëüçóÿ îáùèé âèä ïîòîêà îáúåìà,P = (R;E)RD+1D f;âèä (R;E) (35) è òî÷íîå ðåøåíèå (20), ïîëó÷èì äëÿïîòîêà âûðàæåíèå â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ âèäàP = f0(R0)RD+10 0(R0)1 + ED �(D �DF ) 0(R0)�R0 �0(R0)�R0 � :Îòñþäà ïðè áîëüøèõ ýíåðãèÿõED �(D �DF ) 0(R0)�R0 �0(R0)�R0 �� 1996



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010 Óíèâåðñàëüíûå ýëåìåíòû �ðàãìåíòàöèèëåãêî ïîëó÷èòüP = 1E D f0(R0)RD+10 0(R0)(D �DF ) 0(R0)�R0 �0(R0)�R0 = K(R0)E :Ýòî âûðàæåíèå �àêòè÷åñêè îáîñíîâûâàåò ïðèíöèïóáûâàíèÿ ïîòîêà P ñ ýíåðãèåé E. Îäíàêî ñëåäó�åò óñòàíîâèòü ñòåïåíü óáûâàíèÿ åãî ñ ýíåðãèåé E.Îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ëàãðàí�æåâû ïåðåìåííûå R0 ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè R è E,ò. å. R0 = R0(R;E). Ïðè ïðîèçâîëüíîì âèäå �óíê�öèè 0(R0) ïåðåõîä ê ýéëåðîâûì ïåðåìåííûì R;Eñëîæåí. Òåì íå ìåíåå ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü óñëî�âèÿ, ïðè êîòîðûõ ïîòîê áóäåò óáûâàòü ñ ýíåðãè�åé, êàê 1=E. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íîçíàòü, ÷òî ñ ðîñòîì ýíåðãèè E ïðè �èêñèðîâàííîìR íà÷àëüíûé ðàçìåð �ðàãìåíòà R0 óâåëè÷èâàåòñÿ.Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ P / 1=E�óíêöèÿ K(R0) ïðè R0 ! 1 äîëæíà âûõîäèòüíà ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå, ò. å. K(R0) ! onst ïðèR0 !1.Òåïåðü ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü äâà âàæíûõ âûâîäà.Âî-ïåðâûõ, ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà (23) âûðà�æåíèå äëÿ ïîòîêà óïðîùàåòñÿ:P = 1E D f0(R0)RD+10D �DF :Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ óáûâàíèÿ ïîòîêà êàê1=E, íà÷àëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äîëæíàèìåòü àñèìïòîòèêó â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòèf0(R0) / R�(D+1)0 . Ôàêòè÷åñêè ýòî îáúÿñíÿåò îòñóò�ñòâèå ðåëàêñàöèè â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå â òåð�ìèíàõ ïîòîêà. Âî-âòîðûõ, ìîæíî îáíàðóæèòü îñíîâ�íóþ ïðè÷èíó âûðîæäåíèÿ. Âûïîëíåíèå íåîáõîäèìî�ãî óñëîâèÿ K(R0) ! onst ïðè R0 ! 1 âîçìîæíîòîëüêî ïðè íàëè÷èè, ïî êðàéíåé ìåðå â êðóïíîìàñ�øòàáíîé îáëàñòè ðàçìåðîâ, ñâÿçè ìåæäó f0(R0) è0(R0). Îáùàÿ ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òî â âûðàæåíèå äëÿ K(R0) âõîäÿò ýòè �óíêöèè.Ýòî çàñòàâëÿåò íàñ âåðíóòüñÿ ê èñõîäíîìó âàæíîìóïðåäïîëîæåíèþ êâàçèëèíåéíîé òåîðèè, ñîñòîÿùåìóâ òîì, ÷òî �óíêöèÿ  íå çàâèñèò îò �óíêöèè ðàñïðå�äåëåíèÿ f . Ïðè âñåì, êàçàëîñü áû, îáùåì ïðåäïîëî�æåíèè î  êàê î ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ïåðåìåííûõR è E ýòîãî îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íî. Ñ äðóãîé ñòî�ðîíû, ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, çàâèñèìîñòü  îòf âûãëÿäèò î÷åíü åñòåñòâåííî, êàê è ïîòåðÿ ïàìÿ�òè î ñòðóêòóðå íà÷àëüíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿâ òåîðèè ñèëüíîé �ðàãìåíòàöèè.Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìîòðåííîé êâàçèëèíåéíîéòåîðèè ïðèíöèï óáûâàíèÿ ïîòîêà íå ÿâëÿåòñÿ èç�áûòî÷íûì. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå îí âûïîëíÿåò

ðîëü íåëèíåéíîé ðåëàêñàöèè â óíèâåðñàëüíûé ðå�æèì. Òåì íå ìåíåå â ëèíåéíîé òåîðèè ðåëàêñàöèÿïðîèñõîäèò ê âûðîæäåííîìó ñëó÷àþ, ñîãëàñîâàííî�ìó ñ õàðàêòåðîì ïîâåäåíèÿ ïîòîêà êàê 1=E2, äëÿøèðîêîãî êëàññà �óíêöèé 0(R0), äëÿ êîòîðûõ âû�ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå0(R0max)� R0max �0(R0)�R0 ����R0max :Ìåõàíèçì ðåëàêñàöèè ê ýòîìó âûðîæäåííîìóñëó÷àþ îáñóæäàëñÿ âûøå, ïðè âûâîäå àñèìïòîòè�êè (26).Åñòåñòâåííî, ñëåäóåò âûÿñíèòü óñòîé÷èâîñòü ýòî�ãî ðåçóëüòàòà ïðè îòêàçå îò íåçàâèñèìîñòè  îò�óíêöèè f ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ �óíêöèé 0(R0), óäîâëåòâîðÿþ�ùèõ óñëîâèþ0(R0max)� R0max �0(R0)�R0 ����R0max ;ïðèíöèï óáûâàíèÿ ïîòîêà èçáûòî÷åí. Â ïðîòèâîïî�ëîæíîì ñëó÷àå ýòîò ïðèíöèï çàìåíÿåò íåëèíåéíûéìåõàíèçì ðåëàêñàöèè ê �îðìàëüíîé àñèìïòîòèêåf(R) / 1RD+1 ;îòñóòñòâóþùèé â òî÷íîì ðåøåíèè. Òàêàÿ ïîëîâèí�÷àòîñòü êâàçèëèíåéíîé òåîðèè ÿâëÿåòñÿ íåóäîâëå�òâîðèòåëüíîé. Ïîýòîìó âåðíåìñÿ ê îïðåäåëåíèþ è, ñîõðàíÿÿ îáùèå ïðèíöèïû, ïîñòðîèì íåëèíåéíóþòåîðèþ, â êîòîðîé (R;E; f) çàâèñèò îò �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ ïî ðàçìåðàì.7. ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÒÅÎ�ÈßÏåðåéäåì òåïåðü ê îáñóæäåíèþ íåëèíåéíîé òåî�ðèè �ðàãìåíòàöèè. Äëÿ ýòîãî âåðíåìñÿ ê èñõîäíîìóêèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ (10). Åäèíñòâåííîå ïðåä�ïîëîæåíèå, èñïîëüçóåìîå â êâàçèëèíåéíîé òåîðèè,ýòî íåçàâèñèìîñòü  îò �óíêöèè f ðàñïðåäåëåíèÿ�ðàãìåíòîâ. �àññìîòðèì òåïåðü áîëåå îáùèé íåëè�íåéíûé ñëó÷àé, ñ÷èòàÿ, ÷òî  ìîæåò çàâèñåòü è îòf . Ýòî î÷åíü åñòåñòâåííî ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðå�íèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ñêîðîñòü äðîáëåíèÿ �ðàãìåí�òîâ äîëæíà áûòü îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â îáëàñòèìàñøòàáîâ, ãäå �ðàãìåíòû îïèñûâàþòñÿ �óíêöèåéðàñïðåäåëåíèÿ f(R;E). Äëÿ íåëèíåéíîé òåîðèè ìå�òîä, ïðèìåíåííûé ðàíåå äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû, ñòà�íîâèòñÿ íåý��åêòèâíûì. Ïîýòîìó èñïîëüçóåì äðó�ãîé ïîäõîä.997



Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Î. Â. Êóêëèíà ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010Â íåëèíåéíîì ñëó÷àå îáîáùåííîå êèíåòè÷åñêîåóðàâíåíèå âèäà�fRD�E = ��R �RD+1(R;E; f)D f� � �P�R (44)ïî-ïðåæíåìó ãàðàíòèðóåò ñîõðàíåíèå ñóììàðíîãîîáúåìà �ðàãìåíòîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâîâà�íèå óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïëîòíîñòè îáú�åìà �ðàãìåíòîâ îçíà÷àåò, ÷òî âäîëü õàðàêòåðèñòèêèëè ëàãðàíæåâûõ òðàåêòîðèé ñîõðàíÿåòñÿ âåëè÷è�íà fRDdR. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ñâîäèòñÿ ê òàêîìóâûáîðó , ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ïðàâèëüíûé áà�ëàíñ ýíåðãèè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü ñâÿ�çàííûå ñ ýòèì îãðàíè÷åíèÿ íà , çàïèøåì óðàâíåíèåäëÿ ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòè �ðàãìåíòîâ èç êèíåòè�÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (44):�RDF f�E = ��R �RDF�DGf�++ (D �DF )RDFGfRD+1 : (45)Çäåñü äëÿ óäîáñòâà ââåäåíî îáîçíà÷åíèåG(R;E; f) = RD+1(R;E; f)=D. Èíòåãðèðóÿ ïîR, ïîëó÷èì óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè â âèäå�S�E = (D �DF ) 1Z0 RDFGfRD+1 dR: (46)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûïîëíåíèÿ ïðèíöèïà áàëàíñàýíåðãèè ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ íå äîëæíàçàâèñåòü îò ýíåðãèè. Ó÷òåì, ÷òî fRD dR � ëàãðàí�æåâ èíâàðèàíò. Òîãäà ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðàâèëüíûéáàëàíñ ýíåðãèè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè âåëè÷èíàRDFG=R2D+1 ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì èíâàðèàíòîìèëè ñîõðàíÿåòñÿ âäîëü õàðàêòåðèñòèê íåëèíåéíîãîêèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (44). Äðóãèìè ñëîâàìè,ddE RDFGR2D+1 = 0; (47)ãäå d=dE � ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ âäîëü íåèçâåñòíûõïîêà õàðàêòåðèñòèê êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Çàïè�øåì ýòî óðàâíåíèå â ýéëåðîâûõ ïåðåìåííûõ:�G�E + �G�f dfdE +��G�R � �GR� dRdE = 0:Çäåñü � � 2D � DF + 1. Òåïåðü ïîäñòàâèì â ýòîóðàâíåíèå ïîëíûå ïðîèçâîäíûå, ñëåäóþùèå èç êè�íåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (44). Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ëåãêîïîëó÷èòü èç óðàâíåíèÿ (44):dfdE = fRD �G�R;

dRdE = � 1RD �G+ f �G�f � :Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì óñëîâèå, êîòîðîìóäîëæíà óäîâëåòâîðÿòü âåëè÷èíà G èëè , ÷òîáûâûïîëíÿëñÿ ïðàâèëüíûé áàëàíñ ýíåðãèè:RD �G�E + �f GR �G�f + �G2R �G�G�R = 0: (48)Ýòî âàæíåéøåå îãðàíè÷åíèå íà ñêîðîñòü äðîáëå�íèÿ. �åøàÿ ýòî íåëèíåéíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èì ñêî�ðîñòü äðîáëåíèÿ, ðàçóìååòñÿ, ñîäåðæàùóþ íåêîòî�ðûé �óíêöèîíàëüíûé ïðîèçâîë. Îáùåå ðåøåíèåóðàâíåíèÿ (48) ëåãêî íàéòè â íåÿâíîì âèäå:(D �DF )H � RD�DF ; fR2D�DF+1�  ��E(D �DF ) +D = 0; (49)ãäå H � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ äâóõ àðãóìåí�òîâ. Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè áóäåò âûïîëíåíîíåçàâèñèìî îò åå âûáîðà. �åøåíèå ïðèâåäåíî äëÿ�óíêöèè  ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâÿçè G(R;E; f) == RD+1(R;E; f)=D. Ïîëó÷åííîå òî÷íîå ðåøåíèåäëÿ  îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Ïðèâûáîðå �óíêöèè H , íå çàâèñÿùåé îò âòîðîãî àð�ãóìåíòà, ìîæíî ñòðîãî äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ�óíêöèÿ  áóäåò ñîâïàäàòü ñ èñïîëüçîâàâøåéñÿ ðà�íåå â êâàçèëèíåéíîé òåîðèè. Åå �óíêöèîíàëüíûéïðîèçâîë áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïðîèçâîëó â âûáîðå0(R0). Òàêæå ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè áîëüøèõ ýíåð�ãèÿõ E âåëè÷èíà  ïî-ïðåæíåìó àñèìïòîòè÷åñêè ïå�ðåõîäèò â ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå  â ìèíèìàëüíîé òå�îðèè. Äåéñòâèòåëüíî, ñîõðàíÿÿ ãëàâíûé ïîðÿäîê ñó÷åòîì óáûâàíèÿ  ñ ýíåðãèåé, ïîëó÷èì�E(D �DF ) +D = 0;îòêóäà  = DE(D �DF ) ;÷òî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ èñïîëüçóåìûì â ìèíè�ìàëüíîé òåîðèè çíà÷åíèåì.Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå (49) ïîçâîëÿåò ïîëó�÷èòü íåëèíåéíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå, òî÷íî ñîâ�ìåñòèìîå ñ äâóìÿ ïðèíöèïàìè òåîðèè �ðàãìåíòà�öèè. Çàìå÷àòåëüíî òî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ïðè áîëü�øèõ ýíåðãèÿõ, â ïðèíöèïå, ïåðåõîäèò â ïîñòðîåí�íóþ ðàíåå ìèíèìàëüíóþ òåîðèþ. �àçóìååòñÿ, äëÿïîñòðîåíèÿ êîíêðåòíûõ òåîðèé �ðàãìåíòàöèè, ïðî�èçâîëüíàÿ �óíêöèÿ H äîëæíà îïðåäåëÿòüñÿ èç �è�çè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïîñîáîâ äðîá�ëåíèÿ è ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ èëè ñèñòåì, ó÷àñòâóþ�ùèõ â �ðàãìåíòàöèè. Îäíàêî íàñ èíòåðåñóþò óíè�âåðñàëüíûå ñâîéñòâà ïðîöåññîâ �ðàãìåíòàöèè. Äëÿ998



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010 Óíèâåðñàëüíûå ýëåìåíòû �ðàãìåíòàöèèïîëó÷åíèÿ òàêîé èí�îðìàöèè âèä �óíêöèè H íå ÿâ�ëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì. Áîëåå òîãî, íàñ äàëåå áó�äåò èíòåðåñîâàòü âëèÿíèå íåëèíåéíûõ ïîïðàâîê íàðåëàêñàöèþ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ êóíèâåðñàëüíûì àñèìïòîòèêàì â êðóïíîìàñøòàáíîéîáëàñòè ðàçìåðîâ. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðè ïîñòðîå�íèè òàêîé òåîðèè âîçìóùåíèÿ ñâÿçàíà ñ ñîõðàíåíè�åì ïðàâèëüíîãî áàëàíñà ýíåðãèè â ëþáîì ïîðÿäêåòåîðèè âîçìóùåíèé. Ýòà òðóäíîñòü ëåãêî ðåøàåòñÿáëàãîäàðÿ íàëè÷èþ òî÷íîãî ðåøåíèÿ (49). Èç �èçè�÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé âûðàæåíèå (49) óäîáíî ïåðåçà�ïèñàòü áåç ïîòåðè îáùíîñòè â òåðìèíàõ ïîòîêà îáú�åìà P = fRD+1=D:(D �DF )P �H �P; �RD�DF �+E� = �; (50)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå � = f(R;E)RD+1. Òåïåðüìîæíî ïîíÿòü, ÷òî âñå òåîðèè �ðàãìåíòàöèè ìîæíîðàçäåëèòü íà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûå òèïû. Åñòå�ñòâåííîé îñíîâîé äëÿ òàêîãî äåëåíèÿ ñëóæèò ïîâåäå�íèå ïîòîêà P ïðè E !1. Ôèçè÷åñêè îñìûñëåííûìêàæåòñÿ âûäåëåíèå äâóõ ãðóáûõ òèïîâ òåîðèè �ðàã�ìåíòàöèè, êîòîðûå ðàçëè÷àþòñÿ ïîâåäåíèåì ïîòîêàïðè E ! 1: 1) P ! 0 è 2) P ! onst. Çäåñü íåó÷òåíà òîëüêî âîçìîæíîñòü P ! 1 ïðè E ! 1 èç�èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé.Îäíàêî, êàê âèäíî èç ñîîòíîøåíèÿ (50), òàêàÿêëàññè�èêàöèÿ äîëæíà áûòü óòî÷íåíà. Ïðè÷èíàýòîãî â íåîïðåäåëåííîñòè P �E = 0 � 1 äëÿ ïåðâîãîòèïà òåîðèé. Ïîýòîìó òåîðèè ïåðâîãî òèïà äåëÿòñÿíà òðè ðàçíûõ êëàññà ïî ïîâåäåíèþ PE ïðè E !1.Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî âñå òåîðèè �ðàãìåíòà�öèè äåëÿòñÿ íà ÷åòûðå ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõòèïà ïî ïîâåäåíèþ ïðè E !1:1. P ! 0 è PE ! onst;2. P ! 0 è PE ! 0;3. P ! 0 è PE !1;4. P ! onst.Äàëåå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëèì òåîðèÿì �ðàãìåí�òàöèè ïåðâîãî òèïà. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî èìåí�íî äëÿ òåîðèé ýòîãî êëàññà êâàçèëèíåéíîé òåîðèèíåäîñòàòî÷íî äëÿ îáúÿñíåíèÿ ðåëàêñàöèè â óíèâåð�ñàëüíûé ðåæèì. Ïîýòîìó âàæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåëè�íåéíàÿ òåîðèÿ ïðèâîäèò ê ðåëàêñàöèè ê óæå óñòàíîâ�ëåííîé, ñîãëàñíî ìèíèìàëüíîé òåîðèè �ðàãìåíòà�öèè, óíèâåðñàëüíîé àñèìïòîòèêå f / R�(D+1). Ôàê�òè÷åñêè äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè õîòÿ áû îäèíïðèìåð òàêîé ðåëàêñàöèè â ðàìêàõ íåëèíåéíîé òåî�ðèè ýòîãî êëàññà.

Äëÿ �îðìóëèðîâêè ïðèìåðà íåëèíåéíîé òåîðèèíóæíî âûáðàòü �óíêöèþ H �P; �RD�DF � èëè ñöåíà�ðèé �ðàãìåíòàöèè. Òàêîé âûáîð äîëæåí ïðèâîäèòüê íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ïîòîêà îò �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ è æåëàòåëüíî ê ïðîñòûì êèíåòè÷åñêèìóðàâíåíèÿì, äîïóñêàþùèì äåòàëüíûé àíàëèç ïîâå�äåíèÿ èõ ðåøåíèé. Ôàêòè÷åñêè äëÿ ïðîâåðêè âëèÿ�íèÿ íåëèíåéíîñòè íà ðåëàêñàöèþ ê óíèâåðñàëüíûìàñèìïòîòèêàì â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòîãî äî�ñòàòî÷íî. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðîñòûõ âàðèàíòîâòàêîãî âûáîðà.Ïåðâûé ñöåíàðèé. Âûáåðåì �óíêöèþH �P; �RD�DF �, îïðåäåëÿþùóþ ñöåíàðèé �ðàã�ìåíòàöèè, â ïðîñòåéøåì âèäå:H �P; �RD�DF � = � ln(�RD�DF )(D �DF )P :Çäåñü  � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Òîãäà èç óðàâ�íåíèÿ (50) ëåãêî âûðàçèòü ïîòîê ÷åðåç �:P = �+  ln(�RD�DF )(D �DF )E : (51)Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîòîê íåëèíååí ïî �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, åãî ìîæíî èñïîëü�çîâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåëèíåéíîãî êèíåòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåãî äâóì îñíîâíûì ïðèí�öèïàì �ðàãìåíòàöèè. Ïîäñòàâëÿÿ ïîòîê (51) â êèíå�òè÷åñêîå óðàâíåíèå (44), ïîëó÷èì íåëèíåéíîå óðàâ�íåíèå âèäà ���� = �1 + �� ���x + : (52)Çäåñü ââåäåíû íîâûå ïåðåìåííûå x = lnRD�DF è� = lnE. Òî÷íûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî êèíåòè÷åñêî�ãî óðàâíåíèÿ (52) òåïåðü ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿïðîâåðêè ðåëàêñàöèè ê óíèâåðñàëüíûì àñèìïòîòè�êàì ñ ó÷åòîì íåëèíåéíîñòè. Ïîâåäåíèå ðåøåíèé ýòî�ãî óðàâíåíèÿ ëåãêî èçó÷èòü, ïåðåõîäÿ ê ëàãðàíæå�âûì ïåðåìåííûì. Òîãäà îíî ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñëå�äóþùåé ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:d�d� = ;dxd� = ��1 + �� :Îáùåå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ëåãêî ïîëó�÷èòü â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ:� = � + �0(x0) ;x = x0 � � � ln � + �0(x0)�0(x0) : (53)999



Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Î. Â. Êóêëèíà ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010Èç ðåøåíèÿ ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ �óíê�öèÿ �0(x0) � onst îãðàíè÷åíà ñâåðõó, òî ïðè áîëü�øèõ ýíåðãèÿõ � � onst àñèìïòîòèêà èìååò ïðîñ-òîé âèä: �(x; �) � �:Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷àåìàñèìïòîòèêó �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â êðóïíîìàñ�øòàáíîé îáëàñòè:f(R;E) �  lnERD+1 :Òàêèì îáðàçîì, ïðè ó÷åòå íåëèíåéíîñòè ðåëàêñàöèÿïðèâîäèò ê âûõîäó â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòè íàóíèâåðñàëüíóþ àñèìïòîòèêóf(R;E) / 1RD+1 :Åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ â ïðèñóòñòâèèëîãàðè�ìè÷åñêèõ ïîïðàâîê, êîòîðûå íåñóùåñòâåí�íû ñ òî÷êè çðåíèÿ âåäóùåãî ñòåïåííîãî õàðàêòåðààñèìïòîòèê. Íàëè÷èå òàêèõ ïîïðàâîê, â ñàìûõ ðàç�íîîáðàçíûõ òåîðèÿõ ñî ñòåïåííûìè èëè ñêåéëèíãî�âûìè çàêîíàìè, ñêîðåå ïðàâèëî, ÷åì èñêëþ÷åíèå.Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíûå äîáàâêè ïðèâîäÿò êðåëàêñàöèè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ê óíèâåðñàëü�íîé àñèìïòîòèêå, ñîîòâåòñòâóþùåé óáûâàíèþ ïîòî�êà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ýíåðãèè. Èñïîëüçóÿ âû�ðàæåíèå äëÿ ïîòîêà (51), ïîñëå ïîäñòàíîâêè àñèì�ïòîòèêè f(R;E) ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ïîòîê àñèìïòî�òè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê çàâèñèìîñòèP �  lnEE / 1E :Äðóãèìè ñëîâàìè, â íåëèíåéíîé òåîðèè ýòîãî êëàñ�ñà àâòîìàòè÷åñêè óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùååóáûâàíèå ïîòîêà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äîïîëíèòåëüíûéïðèíöèï óáûâàíèÿ ïîòîêà ñòàíîâèòñÿ èçáûòî÷íûì âíåëèíåéíûõ òåîðèÿõ.Âòîðîé ñöåíàðèé. Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåðïðîñòîãî íåëèíåéíîãî ñöåíàðèÿ íóæíîãî êëàññà. Âû�áåðåì �óíêöèþ H �P; �RD�DF � = ln(P )=P . Ïðè òà�êîì âûáîðå ëåãêî âûðàçèòü � ÷åðåç ïîòîê P èç ñîîò�íîøåíèÿ (50):� = (D �DF ) [ln(P ) + PE℄ : (54)Ïîäñòàâëÿÿ � â êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (44), ïîëó�÷èì íåëèíåéíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â òåðìèíàõïîòîêà P : �P�E = P1 +EP �P�x � P 21 +EP : (55)Çäåñü, êàê è ðàíåå, ïåðåìåííàÿ x = lnRD�DF . Ýòîíåëèíåéíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñîâìåñòèìî ñ

äâóìÿ îñíîâíûìè ïðèíöèïàìè �ðàãìåíòàöèè. Äðó�ãèìè ñëîâàìè, íà åãî ðåøåíèÿõ ñóììàðíûé îáúåìòî÷íî ñîõðàíÿåòñÿ è ñóììàðíàÿ ïëîùàäü �ðàãìåí�òîâ óâåëè÷èâàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî âëîæåííîé âðàçðóøåíèå ýíåðãèè. Îáùåå ðåøåíèå êèíåòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ (55), ïîëó÷åííîå ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê,èìååò âèä EPex + xex = PF � Pex� ; (56)ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿíà÷àëüíûì ïîòîêîì. Èç ðåøåíèÿ ëåãêî çàìå�òèòü, ÷òî äëÿ âñåõ F , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþF (x=Eex)� ex àñèìïòîòèêà ðåøåíèé ëåãêî óñòàíàâ�ëèâàåòñÿ. Â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòè ïîëó÷àåìP � � xE :Äðóãèìè ñëîâàìè, â ýòîì íåëèíåéíîì âàðèàíòåïîòîê àñèìïòîòè÷åñêè óáûâàåò îáðàòíî ïðîïîðöè�îíàëüíî ýíåðãèè, è ñëåäóåò îæèäàòü ïîÿâëåíèÿóíèâåðñàëüíîé àñèìïòîòèêè â ñîîòâåòñòâèè ñ ðà�íåå îáñóæäàâøèìñÿ ïðèíöèïîì óáûâàíèÿ ïîòîêà.Äåéñòâèòåëüíî, ýòó àñèìïòîòèêó ëåãêî ïåðåíåñòèíà �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøå�íèå (54) è âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì:f(R;E) � lnE + (D �DF ) lnRRD+1 :Òàêèì îáðàçîì, è â ýòîì âàðèàíòå íåëèíåéíîéòåîðèè ðåëàêñàöèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè�âîäèò ê âûõîäó íà óíèâåðñàëüíóþ àñèìïòîòèêóf / R�(D+1). Ñíîâà ëåãêî çàìåòèòü ïîÿâëåíèå ëîãà�ðè�ìè÷åñêèõ ïîïðàâîê, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, òèïè÷íîäëÿ íåëèíåéíûõ òåîðèé. Îñíîâíîé âûâîä èç àíàëèçàíåëèíåéíûõ òåîðèé ýòîãî êëàññà � ýòî òèïè÷íîñòüðåàëèçàöèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåæèìîâ, ïðèâîäÿùèõê óáûâàíèþ ïîòîêà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ýíåð�ãèè è ê íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííîé óíèâåðñàëüíîéàñèìïòîòèêå f / R�(D+1), îïðåäåëÿåìîé òîëüêî ðàç�ìåðíîñòüþ �ðàãìåíòîâ. Ñîîòâåòñòâåííî, ïðèíöèïóáûâàíèÿ ïîòîêà îáúåìà ñ óâåëè÷åíèåì ýíåðãèè ðàç�ðóøåíèÿ ñòàíîâèòñÿ èçáûòî÷íûì â íåëèíåéíîé òåî�ðèè.8. ÑÒÅÏÅÍÍÛÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈß ÂÏ�È�ÎÄÅÂ ýòîì ðàçäåëå îáñóäèì ñîãëàñîâàíèå ðåçóëü�òàòîâ ñ èçâåñòíûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè íàáëþ�äåíèÿìè. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ýêñïå�ðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ïðîöåññà �ðàãìåíòà�öèè [1�17; 37�41℄. Íàèáîëåå ïîëíûé îáçîð ðåçóëüòà�òîâ ýòèõ èññëåäîâàíèé áûë ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [2℄.1000



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010 Óíèâåðñàëüíûå ýëåìåíòû �ðàãìåíòàöèèÏî ñïîñîáó ðàçðóøåíèÿ �ðàãìåíòàöèþ ìîæíîóñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâà òèïà: ñëàáóþ è ñèëüíóþ.Ïîä ñëàáîé �ðàãìåíòàöèåé áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ�ðàãìåíòàöèþ, êîãäà �ðàãìåíò ïðåòåðïåâàåò îäíî�êðàòíîå ðàçðóøåíèå, íàïðèìåð â ðåçóëüòàòå óäàðà, àïîä ñèëüíîé �ðàãìåíòàöèåé � êîãäà �ðàãìåíò è åãîïîòîìêè ïðåòåðïåâàþò ìíîãîêðàòíîå ðàçðóøåíèå.Ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëå�äîâàíèé ïîñâÿùåíà ïîëó÷åíèþ �óíêöèé ðàñïðåäå�ëåíèÿ â êðóïíîìàñøòàáíîé îáëàñòè. Ýêñïåðèìåí�òàëüíûå çàêîíîìåðíîñòè îáû÷íî óñòàíàâëèâàþòñÿäëÿ îäíîé èç õàðàêòåðèñòèê, òàêîé êàê èíòåãðàëü�íàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ìàññàì, N(m) == R1m f(m0) dm0, èëè �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ðàç�ìåðàì, f(R), èëè ïî ìàññàì, f(m). Â ïîäàâëÿþùåì÷èñëå ýêñïåðèìåíòîâ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èìåëèñòåïåííîé âèäf(m) / m��; f(R) / R��; N(m) / m��+1:Â ýòîì ñëó÷àå âñå ñòåïåííûå ïîêàçàòåëè ñâÿçàíûïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì � = 3� � 2. Ïîýòîìó ìîæ�íî ñâåñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ê îäíîìó ïî�êàçàòåëþ. Ó÷èòûâàÿ ïðåäûäóùåå èçëîæåíèå, äàëååáóäåì ïðèâîäèòü (f(R) / R��) çíà÷åíèå ïîêàçàòå�ëÿ �.Ñëàáàÿ �ðàãìåíòàöèÿ. Ê òàêîìó âèäó �ðàã�ìåíòàöèè ìîæíî îòíåñòè äðîáëåíèå â ðåçóëüòàòå îä�íîêðàòíîãî ïàäåíèÿ, ñòîëêíîâåíèÿ èëè óäàðà îáúåê�òîâ ðàçíûõ �îðì, ñîñòîÿùèõ èç ãëèíû, ãèïñà, ñòåê�ëà, óãëÿ, ãðàíèòà è ò. ï., à òàêæå îäíîêðàòíîå äðîá�ëåíèå êàïåëü ãîðþ÷åãî è ðòóòè, ðàñïàä ÿäåð.Èçâåñòíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïîñëàáîé �ðàãìåíòàöèè ñâåäåíû â òàáë. 1. Âèäíî, ÷òîçíà÷åíèÿ � êîíöåíòðèðóþòñÿ âáëèçè � � 3, ÷òîêà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ âûâîäîì ìèíèìàëüíîéòåîðèè, f(R;E) / R�(DF+1) ïðè DF � 2 (ñì. ñîîò�íîøåíèå (43)). Ê ñîæàëåíèþ, äàííûå î ñîñòîÿíèèïîâåðõíîñòè �ðàãìåíòîâ â ññûëêàõ, ïðèâåäåííûõ âòàáë. 1, îòñóòñòâóþò, ÷òî íå ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòüêîððåëÿöèþ ñ DF ïîêàçàòåëÿ â ñîîòíîøåíèè (43).Äðóãîå âàæíîå íàáëþäåíèå èç ýòèõ ýêñïåðèìåí�òàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ñâîäèòñÿ ê âûâîäó î øèðîêîìðàçáðîñå çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ � äëÿ ñëàáîé �ðàã�ìåíòàöèè. Ýòî ìîæåò áûòü âûçâàíî ðàçëè÷íûìèïðè÷èíàìè, ïðåæäå âñåãî ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè DFäëÿ �ðàãìåíòîâ â ðàçíûõ ýêñïåðèìåíòàõ. Îäíàêîýòî ìîæíî îáúÿñíèòü è ðåàëèçàöèåé ïðîìåæóòî÷�íîé àñèìïòîòèêè, ïðè êîòîðîé åùå íå äîñòèãíóòîàñèìïòîòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Â ïîñëåäíåìñëó÷àå ñëåäóåò îæèäàòü óâåëè÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ� ñ ðîñòîì ýíåðãèè óäàðà. �àçóìååòñÿ, ýòîò òèï

�ðàãìåíòàöèè ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ïîÿñíèòü òîëüêîâ ðàìêàõ ìèíèìàëüíîé òåîðèè �ðàãìåíòàöèè.Ñèëüíàÿ �ðàãìåíòàöèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâñèëüíîé �ðàãìåíòàöèè ìîæíî ïðèâåñòè ñëåäóþùèå:äðîáëåíèå àñòåðîèäîâ è ìåòåîðèòîâ â ðåçóëüòàòåìíîãîêðàòíûõ ñòîëêíîâåíèé ìåæäó ñîáîé, îáðàçîâà�íèå ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ Ëóíû � ðåãîëèòà, ðàçìåëü�÷åíèå ãîðíîé ïîðîäû è äðóãèõ ìàòåðèàëîâ â äðî�áèëüíûõ óñòàíîâêàõ è ïîä ïðåññîì. Äàëåå îáñóäèìðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè èññëåäîâàíèè ñèëüíîé�ðàãìåíòàöèè. �àóäèíîì [1℄ áûë ïîëó÷åí çàêîí ðàç�ìåëü÷åíèÿ ãîðíîé ïîðîäû â äðîáèëüíîé óñòàíîâêå.Êàê ñëåäñòâèå èç ýòîãî çàêîíà, ðàñïðåäåëåíèå ÷àñ�òèö ïî ðàçìåðàì äàëî ñòåïåííóþ çàâèñèìîñòüf(R) / R��: (57)Áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî íà ðàííèõ ñòàäèÿõ ïðîöåññàäðîáëåíèÿ ïîêàçàòåëü ñòåïåíè áëèçîê ê � � 3. Ïðèäàëüíåéøåì äðîáëåíèè ñòåïåíü ðàñïðåäåëåíèÿ ðîñ�ëà è êîëè÷åñòâî ìåëêèõ ÷àñòèö óâåëè÷èâàëîñü. Ïîñ-ëå 600 ÷ èçìåëü÷åíèÿ ñòåïåíü ñòàíîâèëàñü ðàâíîé� � 4. Ýòè è äðóãèå èçâåñòíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûåäàííûå ïî ñèëüíîé �ðàãìåíòàöèè ñâåäåíû â òàáë. 2.Èç ýòèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñëåäóåò, ÷òîâ òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ ïîêàçàòåëè � êîíöåíòðèðóþò�ñÿ â îêðåñòíîñòè � � 4. Ýòî óêàçûâàåò, ÷òî íàè�áîëåå ÷àñòî ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì, ñîîòâåòñòâóþùèéf(R;E) / R�(D+1). Ïðèâåäåííûå â òàáë. 2 ðåçóëüòà�òû ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ D = 3. Äàííûå î ñèëüíîé�ðàãìåíòàöèè äâóìåðíûõ îáúåêòîâ D = 2 ìàëî÷èñ�ëåííû. Ê òàêîìó ñëó÷àþ ìîæíî îòíåñòè ðåçóëüòà�òû ïî ðàñïðåäåëåíèþ êðàòåðîâ íà ïîâåðõíîñòè Ëó�íû [40; 41℄. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîêàçàòåëü � � 3.Ýòî çíà÷åíèå òàêæå õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ îáñóæäàå�ìîé àñèìïòîòèêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ðàçäå�ëå, ïîñâÿùåííîì ìèíèìàëüíîé òåîðèè, îòìå÷àëîñüâàæíîå êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó ðàçíûìè ðå�æèìàìè. Òàê, ðåæèì, ñîîòâåòñòâóþùèé óáûâàíèþïîòîêà, P / E�1, êðîìå ðåàëèçàöèè àñèìïòîòèêèf(R;E) / R�(D+1) õàðàêòåðèçóåòñÿ åùå îäíèì êà÷å�ñòâåííûì îòëè÷èåì, êîòîðîå ìîæíî ïðîâåðèòü ýêñ�ïåðèìåíòàëüíî. Ýòî íåçàâèñèìîñòü àñèìïòîòèêè îòýíåðãèè. Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñ�ïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ðàáîòû [17℄ áûëî ïîñòðîåíîîòíîøåíèå �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ �ðàãìåíòîâ äëÿñòåêëà ïðè íàãðóçêàõ, ðàçëè÷àþùèõñÿ ïî÷òè íà ïî�ðÿäîê (ðèñ. 2). Èç ðèñ. 2 õîðîøî âèäíî, ÷òî â îáëà�ñòè, ãäå óñòàíîâèëàñü óíèâåðñàëüíàÿ àñèìïòîòèêà,îòíîøåíèå �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ îñêîëêîâ ñòåêëàáëèçêî ê åäèíèöå. Ôàêòè÷åñêè ýòî ìîæåò ñëóæèòüäîïîëíèòåëüíûì àðãóìåíòîì â ïîëüçó ïðåäëîæåí�íîé òåîðèè �ðàãìåíòàöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëà�1001



Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Î. Â. Êóêëèíà ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 5, 2010Òàáëèöà 1. Ñëàáàÿ �ðàãìåíòàöèÿ òðåõìåðíûõ îáúåêòîâÌàòåðèàë Ñïîñîá ðàçðóøåíèÿ èëè îáðàçîâàíèÿ �ðàãìåíòîâ ��èïñ, ìûëî, ïàðà�èí [37℄ ïàäåíèå íà öåìåíòíûé ïîë 2:65� 0:30�ëóáèííàÿ ãîðíàÿ ïîðîäà (ãàááðî) [13℄ óäàð æåëåçíîãî ñíàðÿäà 2.44�ëóáèííàÿ ãîðíàÿ ïîðîäà (ãàááðî) [13℄ óäàð ñâèíöîâîãî ñíàðÿäà 2.71Ïëàñòèíà ñóõîé ãëèíû [38℄ ïàäåíèå ñ âûñîòû 2 ì 2:74� 0:24Ñòåêëÿííûé ñòåðæåíü [15℄ ïàäåíèå ñ âûñîòû 4.8 ì 2:77� 0:03Ñòåêëÿííàÿ è ãèïñîâàÿ ïëàñòèíêè [39℄ óäàð ñíàðÿäà â öåíòð 2:8� 0:3Êâàðö [13℄ óäàð 2.89Ñòåêëÿííûå øàðèêè [13; 14℄ åäèíè÷íûé óäàð 3Êàïëè ðòóòè [11℄ óäàð 3.131�ðàíèò [13℄ â ïðèðîäå 3.22Áàçàëüòîâàÿ ïîðîäà [9℄ óäàð ïîëèêàðáîíàòíîãî ñíàðÿäà 3.56Òàáëèöà 2. Ñèëüíàÿ �ðàãìåíòàöèÿ òðåõìåðíûõ îáúåêòîâÌàòåðèàë Ñïîñîá ðàçðóøåíèÿ èëèîáðàçîâàíèÿ �ðàãìåíòîâ �Ïåñî÷íàÿ ãëèíà [4℄ â ïðèðîäå 3.61Àñòåðîèäû, ìåòåîðèòû [3; 4℄ ìíîãîêðàòíûå ñòîëêíîâåíèÿè ïàäåíèå íà Çåìëþ 3:7� 0:9Òåððàñîâûé ãðàâèé [13℄ èçìåëü÷åíèå âäðîáèëüíîé óñòàíîâêå 3.82�îðíàÿ ïîðîäà [1℄ èçìåëü÷åíèå âäðîáèëüíîé óñòàíîâêå 4Êîñìè÷åñêèå òåëà (ìåòåîðèòû,ìåòåîðû è ò. ä.) [36℄ ìíîãîêðàòíûå ñòîëêíîâåíèÿè ïàäåíèå íà Çåìëþ 4:0� 0:5Æåëåçíûå ìåòåîðèòû [6; 7℄ ìíîãîêðàòíûå ñòîëêíîâåíèÿè ïàäåíèå íà Çåìëþ 4.054Ïåïåë [13℄ â ïðèðîäå 4.54Ïåìçà [13℄ èçìåëü÷åíèå 4.54Ñòåêëî, ãðàíèò [17℄ ðàçðóøåíèå ïîä äàâëåíèåì 4�åãîëèò íà ïîâåðõíîñòè Ëóíû(â ìåæêðàòåðíîì ïðîñòðàíñòâå) [8℄ ìíîãîêðàòíîå äðîáëåíèåïîñðåäñòâîì êðàòåðî-îáðàçîâàíèÿè ïàäåíèÿ êîñìè÷åñêèõ òåë 5
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2f(R; 2:4)=f(R; 9:5)
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