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ÀÍÎÌÀËÜÍÀß ÄÈÔÔÓÇÈßÂ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÄÛÕÍÅÎ. À. Äâîðåöêàÿ, Ï. Ñ. Êîíäðàòåíêî *, Ë. Â. ÌàòâååâÈíñòèòóò ïðîáëåì áåçîïàñíîãî ðàçâèòèÿ àòîìíîé ýíåðãåòèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê115191, Ìîñêâà, �îññèÿÌîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò141700, Äîëãîïðóäíûé, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10 èþëÿ 2009 ã.Èññëåäóåòñÿ ïåðåíîñ ïðèìåñè â îáîáùåííîé ìîäåëè Äûõíå, îòëè÷àþùåéñÿ îò ïðîñòîé ìîäåëè Äûõíå íà-ëè÷èåì àäâåêöèè â ñèëüíîïðîíèöàåìîé ñðåäå. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðåæèìû ïåðåíîñà è ñòðóêòóðà õâîñòîâêîíöåíòðàöèè â ñèëüíîïðîíèöàåìîé ñðåäå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ñðåäè ðåæèìîâ ïåðåíîñà èìåþòñÿ àíîìàëü-íûå � ñóáäè��óçèÿ è êâàçèäè��óçèÿ. Ïåðåíîñ â ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèÿõ ïðîèñõîäèòïî-ðàçíîìó. Ñìåíà ðåæèìîâ ïåðåíîñà âî âðåìåíè ïðèâîäèò ê ìíîãîñòóïåí÷àòîé ñòðóêòóðå àñèìïòîòèêêîíöåíòðàöèè íà äàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ïðîâåäåíà àíàëîãèÿ ìåæäó ðàññìîòðåííûìè çàäà÷àìè è ïåðåíî-ñîì ïðèìåñè â ãðåáåøêîâûõ ñòðóêòóðàõ.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ àíîìàëüíàÿ äè��ó�çèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èíòåíñèâíûõ èññëåäîâà�íèé [1�6℄ è òåìîé ìíîãèõ îáçîðîâ, íàèáîëåå ïîïó�ëÿðíûìè èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû [7; 8℄. Îäíèìèç �àêòîðîâ, ñïîñîáíûõ ïðèâåñòè ê àíîìàëüíûìðåæèìàì ïåðåíîñà ïðèìåñè, ÿâëÿåòñÿ ðåçêèé êîí�òðàñò â ðàñïðåäåëåíèè õàðàêòåðèñòèê ñðåäû (íåîä�íîðîäíîñòü ñðåäû). Ìû ðàññìîòðèì ïðîñòîé, íî â òîæå âðåìÿ èíòåðåñíûé ïðèìåð ïåðåíîñà â íåîäíîðîä�íîé ðåçêîêîíòðàñòíîé ñðåäå � îáîáùåííóþ ìîäåëüÄûõíå.Â ïðîñòîé ìîäåëè Äûõíå (âïåðâûå èññëåäîâàí�íîé â ðàáîòå [9℄) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåðåíîñ ïðèìåñèâ ñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç ñèëüíîïðîíèöàåìîé ñðåäû,îãðàíè÷åííîé â îäíîì ëèáî äâóõ èçìåðåíèÿõ, è ñëà�áîïðîíèöàåìîé ñðåäû, çàïîëíÿþùåé îñòàëüíîå ïðî�ñòðàíñòâî. Â êà÷åñòâå ìåõàíèçìà ïåðåíîñà ïðèíÿòàêëàññè÷åñêàÿ äè��óçèÿ. Â ðàáîòå [9℄ áûëè íàéäå�íû õàðàêòåðíûå ðåæèìû ïåðåíîñà è ïîêàçàíî, ÷òîèìååò ìåñòî ñìåíà ðåæèìîâ âî âðåìåíè. Äåòàëüíîåèññëåäîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ õàðàêòå�ðèñòèê êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â ïðîñòîé ìîäåëèÄûõíå ïðîâåäåíî â ðàáîòå [10℄. Îòëè÷èå îáîáùåííîéìîäåëè Äûõíå � ïðåäìåòà èññëåäîâàíèÿ íàñòîÿùåé*E-mail: kondrat�ibrae.a.ru

ðàáîòû � îò ïðîñòîé ìîäåëè èç ðàáîò [9; 10℄ çàêëþ�÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íàðÿäó ñ äè��óçèåé â ñèëüíîïðî�íèöàåìîé ñðåäå â êà÷åñòâå ìåõàíèçìà ïåðåíîñà ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ àäâåêöèÿ. Êàê ìû óâèäèì äàëåå, ó÷åòàäâåêöèè ïðèâîäèò ê íîâûì, âî ìíîãîì íåòðèâèàëü�íûì, çàêîíîìåðíîñòÿì ïåðåíîñà.Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïðîàíàëèçèðîâàòü ðå�æèìû ïåðåíîñà è àñèìïòîòèêè êîíöåíòðàöèè íàáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ â îáîáùåííîé ìîäåëè Äûõíåäëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ êîí�èãóðàöèé ñèëüíîïðîíèöà�åìîé ñðåäû.Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå èçëîæåíà ïîñòàíîâêà çà�äà÷è è ïîëó÷åíû îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ. Âñïîìîãà�òåëüíûå çàäà÷è ðåøåíû â ðàçä. 3. Â ðàçä. 4 èññëåäó�åòñÿ ïåðåíîñ â îáîáùåííîé ìîäåëè Äûõíå. Êðàòêèåâûâîäû ïðèâåäåíû â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÎÑÍÎÂÍÛÅÑÎÎÒÍÎØÅÍÈßÁóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðåíîñ ïðèìåñåé â íåîäíî�ðîäíîé ðåçêîêîíòðàñòíîé ñðåäå. Êîíòðàñòíàÿ ñðåäàïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå ñèëüíîïðîíèöàåìîé ñðåäû (I)ñ êîý��èöèåíòîì äè��óçèè D è ñëàáîïðîíèöàåìîéñðåäû (II) ñ êîý��èöèåíòîì d, òàê ÷òîD � d. Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåíîñ ïðèìåñè â ñèëüíîïðîíèöàåìîé67 5*
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a�èñ. 1. �åîìåòðèÿ çàäà÷è â ñëó÷àÿõ ïëîñêîïàðàë-ëåëüíîãî ñëîÿ (à), ïðÿìîãî öèëèíäðà (á )ñðåäå ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò àäâåêöèè è äè��óçèè âñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì�n�t + urn = D�n; (1)ãäå u� ñêîðîñòü àäâåêöèè, à n� ðàñïðåäåëåíèå êîí�öåíòðàöèè ÷àñòèö ïðèìåñè. Äàëåå ÷àñòèöû, ëîêàëè�çîâàííûå â ñèëüíîïðîíèöàåìîé ñðåäå, áóäåì íàçû�âàòü àêòèâíûìè.�àñïðåäåëåíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â ñëàáîïðî�íèöàåìîé ñðåäå îáîçíà÷èì êàê . Ïîëîæèì, ÷òî ïåðå�íîñ ïðèìåñè â ýòîé ñðåäå ïðîèñõîäèò òîëüêî çà ñ÷åòäè��óçèè: ��t = d�: (2)Êàê îáû÷íî, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàêëþ÷àþòñÿ âíåïðåðûâíîñòè êîíöåíòðàöèè è íîðìàëüíîé êîìïî�íåíòû ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñòèö.Ñèëüíîïðîíèöàåìàÿ ñðåäà îãðàíè÷åíà â l èçìå�ðåíèÿõ. �àññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ:1) l = 1 � ñëó÷àé ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ñëîÿ òîëùè�íîé a (ðèñ. 1à);2) l = 2 � ñëó÷àé ïðÿìîãî öèëèíäðà (íåîáÿçàòåëü�íî êðóãëîãî ñå÷åíèÿ) ñ ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ öèëèíäðàS � a2 (ðèñ. 1á ).Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå�íè t = 0 ÷àñòèöû ñîñðåäîòî÷åíû â ñðåäå I è çàíèìà�þò îáúåì �0 < a. Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå îáîçíà�÷èì n(0)(r). Íà÷àëî êîîðäèíàò âûáåðåì âíóòðè îáú�åìà �0. Ïîâåäåíèå êîíöåíòðàöèè n(r; t) áóäåì ðàñ�ñìàòðèâàòü íà âðåìåíàõ t� t0, ãäå t0 = a2=4D. Òîã-äà ðàñïðåäåëåíèå àêòèâíûõ ÷àñòèö áóäåò îäíîðîä�íûì ïî l íàïðàâëåíèÿì, âäîëü êîòîðûõ îãðàíè÷åíàñðåäà I.Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (1) ïî l êîîðäèíà�òàì è âûïîëíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî îñòàëü�

íûì 3 � l êîîðäèíàòàì è ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñàïî âðåìåíè, ïîëó÷èì�Dk2 + iu � k+ p�npk + qpkSl = N0Sl : (3)Çäåñünpk = 1Z0 dt Z d3�l� exp(�pt� ik � �)n(r; t);S1 = a; S2 = S;qpk � îáðàç Ôóðüå �Ëàïëàñà ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñ�òèö ÷åðåç ãðàíèöó, îòíåñåííîãî ê åäèíèöå åå ïëîùà�äè äëÿ l = 1 è ê åäèíèöå äëèíû äëÿ l = 2; � �(3� l)-ìåðíûé ðàäèóñ-âåêòîð, k � âîëíîâîé âåêòîð;N0 = N(0), ãäå N(t) � ïîëíîå ÷èñëî àêòèâíûõ ÷àñ�òèö.Âûðàæåíèå äëÿ ïîòîêà qpk ïîëó÷èì, ðåøèâ óðàâ�íåíèå (2) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:qpk = SlM(p;k)npk: (4)Âèä �óíêöèè M(p;k) çàâèñèò îò êîí�èãóðàöèè ñðå�äû è äëÿ êàæäîãî ñëó÷àÿ áóäåò óñòàíîâëåí íèæå.Ïîäñòàâëÿÿ (4) â (3), ïðèõîäèì ê îáùåìó âûðà�æåíèþ äëÿ êîíöåíòðàöèè àêòèâíûõ ÷àñòèö:n(�; t) = 1Sl 1Z�1 d3r0G(�� �0; t)n(0)(r0); (5)ãäå n(0)(r) � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, óñðåäíåííîåïî Sl, è G(�; t) � �óíêöèÿ �ðèíà:G(�; t) = b+i1Zb�i1 dp2�i Z d3�lk(2�)3�l �� 1Dk2 + iu � k+ p+M(p;k) �� exp(ik � �+ pt); Re b > 0: (6)Çàìåòèì, ÷òî â ïðåäñòàâëåíèè Ôóðüå �Ëàïëàñàóðàâíåíèå (2) èìååò âèä�p+ dk2 + d2dy2� pk(y) = 0:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì (4)�óíêöèÿM(p;k) çàâèñèò îò ñâîèõ àðãóìåíòîâ ñëåäó�þùèì îáðàçîì:M(p;k) = M(p+ dk2):68



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 1, 2010 Àíîìàëüíàÿ äè��óçèÿ â îáîáùåííîé ìîäåëè ÄûõíåÏîýòîìó â âûðàæåíèè (6) óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó ïå�ðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ: p ! p0 = p + dk2. Òîãäà�óíêöèÿ �ðèíà â ïðåäñòàâëåíèè Ôóðüå �Ëàïëàñàïðèîáðåòàåò âèä (íèæå ìû îïóñêàåì øòðèõ íàä p)Gpk = G0pk exp(�dk2t); (7)ãäå G0pk = �Dk2 + iu � k+ p+M(p)��1 : (8)Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî D � d � D.Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñâåðòêè, íàõîäèìG(�; t) = � 14� dt�(3�l)=2 �� 1Z�1 d(3�l)�0 exp�� (�� �0)24dt �G0(�0; t): (9)Çäåñü �óíêöèÿ G0(�; t) äàåòñÿ îáðàòíûì ïðåîáðà�çîâàíèåì Ôóðüå �Ëàïëàñà �óíêöèè G0pk, îïðåäåëåí�íîé âûðàæåíèåì (8). Âû÷èñëåíèþ �óíêöèè G0(�; t)ïîñâÿùåí ðàçä. 3.�åæèì ïåðåíîñà îïðåäåëÿþò äâå õàðàêòåðèñòè�êè: äðåé�îâûé ñíîñ X è ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ äèñ�ïåðñèÿ �(t):X = 1N(t) 1Z�1 d�n(�; t)�;(�(t))2 = 1N(t) 1Z�1 d�n(�; t) (�� h�i)2 : (10)Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðåíîñ ïðèìåñè íàâðåìåíàõ, êîãäà �(t) � �0. Ïîýòîìó ñîãëàñíî óðàâ�íåíèþ (5) äëÿ êîíöåíòðàöèè àêòèâíûõ ÷àñòèö ñïðà�âåäëèâî ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:n(�; t) � N0Sl G(�; t): (11)Ïîëíîå ÷èñëî àêòèâíûõ ÷àñòèö âûðàæàåòñÿ ÷å�ðåç íóëåâóþ �óðüå-ãàðìîíèêó �óíêöèè �ðèíà:N(t) = N0 b+i1Zb�i1 dp2�i Gpkjk=0: (12)3. ÂÑÏÎÌÎ�ÀÒÅËÜÍÀß ÇÀÄÀ×ÀÑäåëàííàÿ âûøå ïðè âûâîäå âûðàæåíèÿ (9) çàìå�íà p! p0 = p+ dk2 �àêòè÷åñêè ñâîäèò çàäà÷ó îïðå�äåëåíèÿ M ê îäíîìåðíîé (èñêëþ÷åíèåì çàâèñèìî�

ya zx�èñ. 2. Êâàçèäâóìåðíàÿ ãðåáåøêîâàÿ ñòðóêòóðàñòè îò (3�l) êîîðäèíàò, âäîëü êîòîðûõ ñèëüíîïðîíè�öàåìàÿ ñðåäà íåîãðàíè÷åííà). Ñîîòâåòñòâåííî, óðàâ�íåíèå (2) ïðèíèìàåò âèä��t = d �2�y2 : (13)Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à îâû÷èñëåíèè �óíêöèèG0(�; t) èç óðàâíåíèÿ (9) èìååòâïîëíå êîíêðåòíóþ �èçè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ. Ïðèîïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå áóäóò óêàçàíû íè�æå, îíà ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å ïåðåíîñà ïðèìåñè â ãðå�áåøêîâûõ ñòðóêòóðàõ, â êîòîðûõ ñëàáîïðîíèöàåìàÿñðåäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèñòåìîé çóáöîâ, âûòÿíóòûõ âíàïðàâëåíèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèþ ïåðå�íîñà ïðèìåñè â ñèëüíîïðîíèöàåìîé ñðåäå.Óêàçàííîé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å â ãåîìåòðèèïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ñëîÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåíîñïðèìåñè â êâàçèäâóìåðíîé ãðåáåøêîâîé ñòðóêòóðåñ áåñêîíå÷íûìè çóáöàìè (ðèñ. 2). Ñòðóêòóðà ñî�ñòîèò èç õðåáòà, îãðàíè÷åííîãî â îäíîì èçìåðåíèè(l = 1), è ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû çóáöîâ. Õðåáåòïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêîïàðàëëåëüíûé ñëîé øèðè�íîé a. Êàæäûé çóáåö ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì ïî îñèy ïàðàëëåëåïèïåäîì øèðèíîé b. �àññòîÿíèå ìåæäóçóáöàìè ðàâíî L. Ìåõàíèçìîì ïåðåíîñà â õðåáòåÿâëÿþòñÿ äè��óçèÿ ñ êîý��èöèåíòîì D è àäâåê�öèÿ ñî ñêîðîñòüþ u, à â çóáöàõ � òîëüêî äè��ó�çèÿ ñ êîý��èöèåíòîì d. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿt � L2=4D, t � b2=4d, òî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðåíîñàâ õðåáòå, ñèñòåìó çóáöîâ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêñïëîøíóþ ñðåäó, à äè��óçèþ â çóáöàõ ñ÷èòàòü îä�íîìåðíîé âäîëü y. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåíîñ ïðèìåñè âêâàçèäâóìåðíîé ãðåáåøêîâîé ñòðóêòóðå îïèñûâàåò�ñÿ òåìè æå óðàâíåíèåì (1) è óñëîâèÿìè íà ãðàíèöåõðåáåò�çóáöû, ÷òî è â îáîáùåííîé ìîäåëè Äûõíåäëÿ l = 1, íî âìåñòî óðàâíåíèÿ (2) òåïåðü èìååìâûðàæåíèå (13). Â èòîãå, ïåðåíîñ ïðèìåñè â òàêîé69
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�èñ. 3. Êâàçèîäíîìåðíàÿ ãðåáåøêîâàÿ ñòðóêòóðà ñäèñêàìèñòðóêòóðå îïèñûâàåòñÿ òîé æå �óíêöèåé G0, ÷òî èäëÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (�îðìóëà (8)).Àíàëîãè÷íî, �èçè÷åñêîé ðåàëèçàöèåé äëÿ âñïî�ìîãàòåëüíîé çàäà÷è ñ l = 2 ÿâëÿåòñÿ êâàçèîäíî�ìåðíàÿ ãðåáåøêîâàÿ ñòðóêòóðà ñ äèñêàìè (ðèñ. 3)òîëùèíîé b è ðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè L. Ïðè ñî�îòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà äèàïàçîí âðåìåíè�óíêöèÿ �ðèíà äëÿ çàäà÷è ïåðåíîñà àêòèâíûõ ÷àñ�òèö â òàêîé ñòðóêòóðå ñîâïàäàåò ñî âñïîìîãàòåëüíîé�óíêöèåé �ðèíà G0 îáîáùåííîé ìîäåëè Äûõíå äëÿl = 2.�ðåáåøêîâûå ñòðóêòóðû â ïðîñòåéøèõ âàðèàí�òàõ (áåç ó÷åòà àäâåêöèè â õðåáòå) íåîäíîêðàòíî ñòà�íîâèëèñü ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé [11�18℄. Îäíà èçïðè÷èí ñòîëü ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ � èõ àíàëîãèÿñ ïåðêîëÿöèîííûì êëàñòåðîì. Â ðàáîòå [19℄ èññëåäî�âàëèñü ðåæèìû ïåðåíîñà â ãðåáåøêîâîé ñòðóêòóðåñ êîíå÷íîé äëèíîé çóáöîâ ïðè íàëè÷èè àäâåêöèè âõðåáòå, íî òîëüêî â äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, ÷òî ñî�îòâåòñòâóåò ñëó÷àþ l = 1, îãðàíè÷åííîìó âäîëü z.Íèæå â ðàçä. 3.1 è 3.2 ìû ðàññìîòðèì âñïîìîãà�òåëüíûå çàäà÷è äëÿ ñëó÷àåâ l = 1 è l = 2.3.1. Ñëó÷àé l = 1�åøàÿ óðàâíåíèå (13) â ïðåäñòàâëåíèè Ëàïëàñàñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, äëÿ �óíêöèè M(p),îïðåäåëåííîé ñîîòíîøåíèåì (4), íàõîäèì âûðàæå�íèå M(p) =pp=t1 ; (14)ãäå t1 = a2=4d: (15)Âûïîëíèâ èíòåãðèðîâàíèå ïî âîëíîâîìó âåêòîðó kâ âûðàæåíèè (6), ïîëó÷èìG0(�; t) = exp(u � �=2D)2�D b+i1Zb�i1 dp2�i ept ��K0��(p)u�2D � ; Re b > 0: (16)

Çäåñü � = j�j,K0 � �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà íóëåâîãîïîðÿäêà è �(p) =r1 + tu �p+pp=t1 � ; (17)ãäå tu = 4D=u2: (18)Âåêòîð � ñîäåðæèò äâå êîìïîíåíòû: ïðîäîëüíóþx (îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòè àäâåêöèè u) è ïîïåðå÷�íóþ z.Î÷åâèäíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå îáðàòíîå ïðåîáðà�çîâàíèå Ëàïëàñà â âûðàæåíèè (16) âûïîëíèòü íåâîç�ìîæíî. Îäíàêî ñóùåñòâóþò âðåìåííûå èíòåðâàëû,êîãäà �óíêöèþ �ðèíà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü â ÿâíîì âè�äå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýòèõ èíòåðâàëîâ çàâèñèò îòñîîòíîøåíèÿ ìåæäó õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìè tu èt1. Âîçìîæíû äâà âàðèàíòà: tu � t1 (I) è tu � t1 (II).I. tu � t1.I.1. t � tu. Ýòîò ñëó÷àé ðàâíîñèëåí ïðåäåëóu ! 0, t1 ! 1. Ïîýòîìó çäåñü �óíêöèÿ �ðèíà ïðè�íèìàåò âèä, ñîîòâåòñòâóþùèé èçâåñòíîìó âûðàæå�íèþ äâóìåðíîé êëàññè÷åñêîé äè��óçèè:G0(�; t) � 14�Dt exp�� �24Dt� : (19)I.2. tu � t � t1. Â ýòîì èíòåðâàëå àðãóìåíò�óíêöèè Ìàêäîíàëüäà â �îðìóëå (16) ìíîãî áîëü�øå åäèíèöû, ïîýòîìó âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíîé àñèì�ïòîòèêîé: K0(z) �p�=2z e�z, z � 1, òîãäàG0(�; t) = exp(u � �=2D)2p2�Du� �� b+i1Zb�i1 dp2�i exp (��(p; �; t))�(p) ; Re b > 0; (20)ãäå �(p) � 1 + tu2 �p+r pt1 � 14tup2� ; (21)�(�;x; t) = �u �r pt1 � 14 tup2�� pt0; (22)t0 = t� �=u (ðàññìàòðèâàåòñÿ îáëàñòü x > 0).Íèæå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî ñòðóêòóðà G0-�óíêöèèçàâèñèò îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè òåêóùåå âðåìÿ táîëüøèì èëè ìåíüøèì õàðàêòåðíîãî âðåìåíèt3 = (tut21)1=3. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àè tu � t � t3 èt� t3 íåîáõîäèìî ïðîàíàëèçèðîâàòü îòäåëüíî.I.2a. tu � t� t3. �àññìîòðèì ñíà÷àëà îáëàñòü èç�ìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé �, â êîòîðîéñîñðåäîòî÷åíà îñíîâíàÿ ÷àñòü ïðèìåñè (ïèê êîíöåí�òðàöèè). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ äàííîãî èíòåðâàëà70



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 1, 2010 Àíîìàëüíàÿ äè��óçèÿ â îáîáùåííîé ìîäåëè Äûõíåâðåìåíè ñóùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé èíòå�ãðèðîâàíèÿ â óðàâíåíèè (20) îïðåäåëÿþòñÿ ñëàãàå�ìûì â ýêñïîíåíòå ïîðÿäêà p2 èç �îðìóëû (22). Ñî�ãëàñíî ñòðóêòóðå èíòåãðàëà â óðàâíåíèè (20) ýòèçíà÷åíèÿ èìåþò ïîðÿäîê p � (tut)�1=2. Äëÿ íèõñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå pp â âûðàæåíèè (22),èìååò îöåíêó �ur pt1 � � xut3�3=4 :Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïîêàæóò, ÷òî â îñíîâíîéîáëàñòè ïðîñòðàíñòâåííàÿ ïåðåìåííàÿ � óäîâëåòâî�ðÿåò íåðàâåíñòâó � < ut. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿòåëü�ñòâà ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó�ur pt1 < � tt3�3=4 � 1; (23)êîòîðîå ïîäòâåðæäàåò ñäåëàííîå âûøå ïðåäïîëîæå�íèå. Òàêèì îáðàçîì, ñëàãàåìûì ïîðÿäêà pp èç âû�ðàæåíèÿ (22) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè âû÷èñëåíèè èí�òåãðàëà â �îðìóëå (20). Â èòîãå ïîëó÷àåìG0(�; t) � 14�Dt exp�� (�� ut)24Dt � : (24)Äàííîå âûðàæåíèå, êàê èçâåñòíî, õàðàêòåðíî äëÿäâóìåðíîé êëàññè÷åñêîé àäâåêöèè-äè��óçèè. Äðåé��îâûé ñíîñ è äèñïåðñèÿ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííîX = ut, � = p4Dt, îòêóäà � � jXj.Âûðàæåíèå (24) ñïðàâåäëèâî òàì, ãäå ýêñïîíåíòàíå ñëèøêîì ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé. Â äà�ëåêèõ êðûëüÿõ �óíêöèè G(�; t) (â àñèìïòîòèêàõ)ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ïåðåâàëà ïðè èí�òåãðèðîâàíèè â �îðìóëå (20). Ñ ïîìîùüþ óðàâíå�íèÿ ��(p0;x; t)=�p0 = 0 íàõîäèì òî÷êó ïåðåâàëàp0 = �t0=2tut. Íóæíî îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî,÷òî âåëè÷èíà p0 âåùåñòâåííà è èìååò çíàê, ïðîòè�âîïîëîæíûé çíàêó t0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âûðàæåíèå(24) ïðîäîëæàåò áûòü ñïðàâåäëèâûì â äàëåêîì ïðà�âîì êðûëå (ò. å. ïðè t0 < 0) �óíêöèè G0(�; t). Èíàÿñèòóàöèÿ ñêëàäûâàåòñÿ äëÿ ëåâîãî êðûëà, ò. å. ãäåt0 > 0. Çäåñü òî÷êà ïåðåâàëà îòðèöàòåëüíà. Ïîýòî�ìó ïðè âû÷èñëåíèè àñèìïòîòèêè ñëåäóåò ó÷èòûâàòüâêëàä ÆbG0, âîçíèêàþùèé îò èíòåãðèðîâàíèÿ ïî áå�ðåãàì ðàçðåçà âëåâî îò òî÷êè âåòâëåíèÿ �óíêöèè�(p; �; t)jp=0. Óïîìÿíóòàÿ òî÷êà âåòâëåíèÿ îáóñëîâ�ëåíà ïðèñóòñòâèåì ñëàãàåìîãî ïîðÿäêà pp â �îðìó�ëå (22), ñëåäîâàòåëüíî, ÷ëåíîì ïîðÿäêà p2 â �îðìó�ëå (22) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âûðà�æåíèé (21) è (22) â (20) íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ðàç�ëîæåíèå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ äî ïåðâîãî
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x = ut�èñ. 4. Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå �óíêöèè �ðèíà íàâðåìåíàõ tu � t� t3ïîðÿäêà ïî âåëè÷èíàì ïîðÿäêà pp. Â ðåçóëüòàòå íà�õîäèìÆG0b = utu + 4�16�p2D�u3t1t03 �� exp h� u�2D (1� os')i ; (25)ãäå os' = x=�, t0 = t� �=u.Âêëàä (25) ïðèâîäèò ê íåîáû÷íîìó ïîâåäåíèþðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè íà âðåìåíàõ tu � t�� t3. Îáëàäàÿ ñòåïåííûì óáûâàíèåì ïðîïîðöèî�íàëüíûì (� � ut)�3=2, âêëàä ÆbG0 ¾ïåðåáèâàåò¿ ýêñ�ïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå (24) íà ðàññòîÿíèÿõ îòíî�ñèòåëüíî äàëåêèõ îò öåíòðà ïèêà ðàñïðåäåëåíèÿ.Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (24) è (25), çàêëþ÷àåì, ÷òîâêëàä (25) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì, êîãäà t0 >>ptut ln(t3=t).Òàêèì îáðàçîì, íà âðåìåíàõ tu � t � t3ìû èìååì ðåæèì áëèçêèé ê êëàññè÷åñêîé àäâåê�öèè-äè��óçèè (24) ñ ïî÷òè ñèììåòðè÷íûì ãàóññî�âûì ïðî�èëåì êîíöåíòðàöèè (ðèñ. 4), ñëåãêà èñïîð�÷åííûì ïðèñóòñòâèåì ñòåïåííîãî øëåé�à (25).I.2b. t3 � t � t1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îöåíêîé (23),ïðè ïåðåõîäå îò èíòåðâàëà tu � t� t3 ê èíòåðâàëót� t3 ñëàãàåìûå ïîðÿäêà p2 è pp â âûðàæåíèè (21)ìåíÿþòñÿ ðîëÿìè. Ïîýòîìó â äàííîì ñëó÷àå ñïðà�âåäëèâà àïïðîêñèìàöèÿ�(p) � 1 + tu2 �p+r pt1 � : (26)Ñ ó÷åòîì àïïðîêñèìàöèè (26) èç âûðàæåíèÿ (20) íà�õîäèì71



Î. À. Äâîðåöêàÿ, Ï. Ñ. Êîíäðàòåíêî, Ë. Â. Ìàòâååâ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 1, 2010G0(�; t) � utu + 4�16�p2D�u3t1t03 �� exp �� u�2D (1� os')� �24Dut0 � ; (27)ãäå Du = u2t1: (28)Â àñèìïòîòè÷åñêèõ ó÷àñòêàõ �óíêöèè �ðèíà ñëå�äóåò èñõîäÿ èç ðàâåíñòâ (21), (22) âîñïîëüçîâàòü�ñÿ ìåòîäîì ïåðåâàëà. Ïðè t0 > 0 èìåþò ìåñòîäâå òî÷êè ïåðåâàëà. Åñòåñòâåííî, ïðèíèìàòü âî âíè�ìàíèå ñëåäóåò òîëüêî òó èç íèõ, êîòîðàÿ ïðèâî�äèò ê ìåíüøåìó çíà÷åíèþ ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåí�òû. Ïðè jt0j � t(tu=2t1)1=3 òàêîâîé ÿâëÿåòñÿ òî÷�êà p0 = x2=4Dut02. Åå âêëàä ñâîäèòñÿ ê âûðàæå�íèþ (27).Â îáëàñòè jt0j � t(tu=2t1)1=3 îñòàåòñÿ òîëüêî îäíàòî÷êà ïåðåâàëà, p0 � (t2ut1)�1=3. Îíà äàåò âêëàäG0(�; t) / exp(�3t=4t3): (29)Ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé t0 ñíîâàèìååòñÿ òîëüêî îäíà òî÷êà ïåðåâàëà p0 = �t0=2tut,åñëè t0 < 0 è jt0j � t(tu=2t1)1=3. Åå âêëàä ñâîäèòñÿ êâûðàæåíèþ (24).Âûðàæåíèå (27) ñïðàâåäëèâî âî âñåì èíòåðâà�ëå t � t3. Îäíàêî êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå �óíê�öèè �ðèíà ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àåòñÿ â äâóõ ñëó÷à�ÿõ: t3 � t � t1 è t � t1. Íà âðåìåíàõ t3 � t � t1äðåé�îâûé ñíîñ X = ut è äèñïåðñèÿ (øèðèíà ïèêà)� � ut2=t1. Î÷åâèäíî, ÷òî jXj � �. Ñîîòâåòñòâåííî,�2 ìîæíî çàìåíèòü íà (ut)2 â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåí�òû (27):G0(�; t) � utu + 4�16�p2D�u3t1t03 �� exp�� u�2D (1� os')� u2t24Dut0 � : (30)Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì êëàññè÷å�ñêîé àäâåêöèè-äè��óçèè ñ ðåçêî àñèììåòðè÷íûìïðî�èëåì êîíöåíòðàöèè (ðèñ. 5). Ïðè ýòîì ëåâîåêðûëî ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè èìååò �îðìóñòåïåííîãî øëåé�à. Ïðàâîå êðûëî ÿâëÿåòñÿ ñíà÷à�ëà êîðîòêèì ýêñïîíåíöèàëüíûì (27), à â äàëåêîìó÷àñòêå ïðè jt0j � t(tu=2t1)1=3, t0 < 0 ïðèíèìàåòêëàññè÷åñêóþ ãàóññîâó �îðìó (19).Íà ïåðâûé âçãëÿä, ïîÿâëåíèå ñòåïåííîãî øëåé�àíà âðåìåíàõ t � t1 âåñüìà íåîæèäàííî. Êàçàëîñüáû, ñðåäà II åùå íå äîëæíà îêàçûâàòü ñóùåñòâåí�íîãî âëèÿíèÿ íà ïðîöåññ ïåðåíîñà ïðèìåñè. Îäíàêîíåîáû÷íîå ïîâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè
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G

�èñ. 5. Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå �óíêöèè �ðèíà íàâðåìåíàõ t3 � t� t1âïîëíå îáúÿñíèìî: ïî ìåðå ïðîäâèæåíèÿ ïèêà êîí�öåíòðàöèè ÷àñòü àêòèâíûõ ÷àñòèö óõîäèò â ñðåäó II,çàòåì ïèê äâèãàåòñÿ äàëüøå è ïîçàäè íåãî âîçíèêàåòîáðàòíûé ãðàäèåíò êîíöåíòðàöèé è, ÷òîáû âîññòàíî�âèòü ðàâíîâåñèå, ÷àñòèöû èç ñðåäû II âîçâðàùàþòñÿâ ñðåäó I. Ñëåäîâàòåëüíî, íàëè÷èå ñòåïåííîãî øëåé��à îáóñëîâëåíî âðåìåííûì óõîäîì ÷àñòèö â ñëàáî�ïðîíèöàåìóþ ñðåäó.I.2. t � t1. Çäåñü äðåé�îâûé ñíîñ è äèñïåðñèÿèìåþò îäèí ïîðÿäîê: jXj � � � pDut è pDut� ut.Ñëåäîâàòåëüíî, â âûðàæåíèè (27) t0 ìîæíî çàìåíèòüíà t, åñëè ðå÷ü èäåò î ïèêå ðàñïðåäåëåíèÿ è ïåðâîéñòóïåíè õâîñòà. Â ðåçóëüòàòå, íàõîäèìG0(�; t) � utu + 4�16�p2D�u3t1t3 �� exp �� u�2D (1� os')� �24Dut� : (31)Ýòîò ðåæèì âïåðâûå áûë óñòàíîâëåí â ðàáî�òå [20℄ è íàçâàí êâàçèäè��óçèåé. Íåñìîòðÿ íà òî÷òî â ðåæèìå êâàçèäè��óçèè äèñïåðñèÿ çàâèñèò îòâðåìåíè ïî êëàññè÷åñêîìó çàêîíó � / t1=2, äàííûéðåæèì ÿâëÿåòñÿ àíîìàëüíûì, òàê êàê ïîëíîå êîëè�÷åñòâî àêòèâíûõ ÷àñòèö íå ñîõðàíÿåòñÿ. Äåéñòâè�òåëüíî, ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (12) íåòðóäíî ïîëó�÷èòü N(t) � N0pt1=�t; t� t1: (32)Âòîðàÿ è òðåòüÿ ñòóïåíè õâîñòà êîíöåíòðàöèè âäàííîì èíòåðâàëå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ òåìè, êî�òîðûå ïîëó÷åíû äëÿ ñëó÷àÿ I.2b.Âñå ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå âûøå, ñïðàâåäëèâûäëÿ ïåðåíîñà ïðèìåñè â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè.Ïîñìîòðèì, êàê ïðîèñõîäèò ïåðåíîñ â ïîïåðå÷íîìíàïðàâëåíèè. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àÿõ I.1 è I.2a ðå�àëèçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ äè��óçèÿ. Â ñëó÷àå I.2b çà�âèñèìîñòü ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû â (27) îò ïîïåðå÷�72



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 1, 2010 Àíîìàëüíàÿ äè��óçèÿ â îáîáùåííîé ìîäåëè Äûõíåíîé êîîðäèíàòû ñâîäèòñÿ ê âûðàæåíèþ �z2=4Dt,åñëè ó÷åñòü, ÷òî x � ut. Ñëåäîâàòåëüíî, ñíîâà èìå�åò ìåñòî êëàññè÷åñêàÿ äè��óçèÿ. Îáðàòèìñÿ ê ñëó�÷àþ I.2. Ñ ó÷åòîì � � pDut íàõîäèì, ÷òî ïîêà�çàòåëü ýêñïîíåíòû â �îðìóëå (31) ðàâåí ïðèìåðíîz2=4Dpt1t. Òàêèì îáðàçîì, ðåàëèçóåòñÿ ñóáäè��ó�çèÿ.Èòàê, â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè íà âðåìåíàõt � t1 èìååò ìåñòî êëàññè÷åñêàÿ äè��óçèÿ, à íàâðåìåíàõ t� t2 � ñóáäè��óçèÿ.Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûåäëÿ õâîñòîâ êîíöåíòðàöèè, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåéçàêîíîìåðíîñòè: ñ óâåëè÷åíèåì ðàññòîÿíèé â õâî�ñòàõ îñóùåñòâëÿåòñÿ òîò ðåæèì ïåðåíîñà, êîòîðûéáûë õàðàêòåðåí äëÿ ïèêà ðàñïðåäåëåíèÿ â áîëåå ðàí�íåì âðåìåííîì èíòåðâàëå. Àíàëîãè÷íûé âûâîä áûëñäåëàí â ðàáîòàõ [10; 19; 21℄. Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ,êàê ìåíÿåòñÿ ïîâåäåíèå ïèêà ðàñïðåäåëåíèÿ âî âðå�ìåíè, ìîæíî îïðåäåëèòü ïîâåäåíèå êîíöåíòðàöèè íàäàëåêèõ ðàññòîÿíèÿõ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåòíàì âåçäå äàëåå îïóñêàòü ïîäðîáíûé àíàëèç õâîñòîâêîíöåíòðàöèè.II. tu � t1. Íà âðåìåíàõ ìåíüøèõ ÷åì t2u=t1 ñëå�äóåò èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìàöèþ�(p) � 2urD �p+pp=t1 �; t� tu: (33)II.1. t � t1. Ýòîò ñëó÷àé ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷åíñëó÷àþ I.1.II.2. t1 � t � t2u=t1. ×ëåíîì ïîðÿäêà p ïîä êîð�íåì â âûðàæåíèè (33) ñëåäóåò ïðåíåáðå÷ü. Çàòåìïîäñòàâèì (33) â (16) è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïå�ðåâàëà, ïîñëå ÷åãî ïîëó÷èìG0(�; t) = 12�Dt F (�); (34)ãäå F (�) = 4 b+i1Zb�i1 ds2�i esK0 �2�1=2s1=4� ;s = pt; � = �24Dpt1t :Î÷åâèäíî, çäåñü � � pDpt1t. Ñëåäîâàòåëüíî, âû�ðàæåíèå (34) ñîîòâåòñòâóåò ðåæèìó ñòåïåííîé ñóá�äè��óçèè. Ïåðâóþ ñòóïåíü õâîñòà íàéäåì, âîñïîëü�çîâàâøèñü àñèìïòîòè÷åñêèì âûðàæåíèåì äëÿ �óíê�öèè Ìàêäîíàëüäà:G0(�; t) � 12p6�Dt exp��3��4�2=3� : (35)

Ñóáäè��óçèîííûå âûðàæåíèÿ àíàëîãè÷íûå (34),(35), à òàêæå ñòðóêòóðà õâîñòà äëÿ äàííîãî èíòåð�âàëà âðåìåíè áûëè ïîëó÷åíû äëÿ ïðîñòîé ìîäåëèÄûõíå â ðàáîòå [10℄.II.3. t � t2u=t1. Â ýòîì èíòåðâàëå äëÿ îñíîâíîéîáëàñòè è ïåðâîé ñòóïåíè õâîñòà ñïðàâåäëèâî êâà�çèäè��óçèîííîå âûðàæåíèå (31). Âòîðàÿ ñòóïåíüîïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (35), à òðåòüÿ ñîîòâåòñòâóåòêëàññè÷åñêîìó äè��óçèîííîìó ðåæèìó (19).Â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè ñíîâà ïîëó÷àåì, ÷òîíà âðåìåíàõ t � t1 ðåàëèçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ äè���óçèÿ, à íà âðåìåíàõ t� t1 � ñóáäè��óçèÿ.3.2. Ñëó÷àé l = 2Â ñëó÷àå ïðÿìîãî öèëèíäðà �óíêöèÿ �ðèíà áó�äåò çàâèñåòü òîëüêî îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû x èâðåìåíè t.Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå l = 1, íàõîäèì �óíê�öèþ M(p), êîòîðàÿ â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ïðèáëèæå�íèè èìååò âèäM(p) = �~t1 ln� Hp~t1���1 ; (36)~t1 = 1d �SP �2 ;P � ïåðèìåòð ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ öèëèíäðà,H � 1çàâèñèò îò �îðìû ñå÷åíèÿ.Ïðè t � ~t1 �óíêöèÿ �ðèíà G0 â âûðàæåíèè (9)èìååò âèäG0(x; t) = 1u b+i1Zb�i1 dp2�i f1 + tu (p+M(p))g�1=2 �� expnpt� xu2D hp1 + tu (p+M(p))� 1io : (37)Ñõîæåå âûðàæåíèå áûëî ïîëó÷åíî â ðàçä. 3.1(ñì. (20)).Â äàííîì ðàçäåëå îãðàíè÷èìñÿ îïèñàíèåì ïîâå�äåíèÿ ÷àñòèö ïðèìåñè â îñíîâíîì îáëàêå. Àñèìïòî�òèêè êîíöåíòðàöèè îáñóäèì â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîìîáîáùåííîé ìîäåëè Äûõíå.Êàê è â ðàçä. 3.1, âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ: tu � ~t1è ~t1 � tu.I. tu � ~t1. Äàííûé ñëó÷àé ÷àñòè÷íî ñîâïàäàåò ñîñëó÷àåì I äëÿ êâàçèäâóìåðíîãî ãðåáåøêà ñ ó÷åòîìçàìåíû �! x.I.1. t� tu:G0(x; t) = 1p4�Dt exp�� x24Dt� : (38)73



Î. À. Äâîðåöêàÿ, Ï. Ñ. Êîíäðàòåíêî, Ë. Â. Ìàòâååâ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 1, 2010�åàëèçóåòñÿ îäíîìåðíàÿ êëàññè÷åñêàÿ äè��óçèÿ.I.2a. tu � t � t3. Çäåñü íåîáõîäèìî ïðîâåñòèðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå òåì, ÷òî èìåëè ìåñòî âñëó÷àå I.2a èç ðàçä. 3.1. Â èòîãå, ïèê ðàñïðåäåëåíèÿîïèñûâàåòñÿ îäíîìåðíûì àíàëîãîì âûðàæåíèÿ (24).Âû÷èñëåíèå âêëàäà, êîòîðûé â ëåâîì êðûëå ðàñïðå�äåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì âäàëè îò ïèêà, äà�åò ÆbG0(x; t) � utu + 2x4u2 1p�~t1t03 : (39)I.2b. t3 � t� ~t1. Äëÿ ýòîãî èíòåðâàëà âîñïîëüçó�åìñÿ òàêèìè æå ñîîáðàæåíèÿìè, ÷òî è â ñëó÷àå I.2bèç ðàçä. 3.1. Òîãäà ïîëó÷àåì ðåæèì êâàçèäè��óçèè:G0(x; t0) = x+utu=2ut0 1p4�Dut0 exp�� u2t24Dut0� : (40)I.2. t� ~t1. Â ýòîì èíòåðâàëå ïîÿâëÿåòñÿ íîâûéðåæèì ïåðåíîñà:G0(x; t) �r t1t 1�R2(t) �utu + xR2(t) ��� exp�� xR2(t)� ; (41)ãäå R2(t) = u~t1 ln t=~t1: (42)Îí õîòÿ è ëîãàðè�ìè÷åñêèé, íî ïðèâîäèò ê áî�ëåå áûñòðîìó ðàñïðîñòðàíåíèþ ïðèìåñè, ÷åì ñóá�äè��óçèîííûé ëîãàðè�ìè÷åñêèé ðåæèì â ïðîñòîéìîäåëè Äûõíå (ñì. íèæå (44)).II. ~t1 � tu. Ýòîò ñëó÷àé ñîäåðæèò ñëåäóþùèå âðå�ìåííûå èíòåðâàëû.II.1. Íà âðåìåíàõ t � ~t1 ðåàëèçóåòñÿ îäíîìåðíàÿêëàññè÷åñêàÿ äè��óçèÿ (38).II.2à. Ïðè ~t1 � t� ~t3, ãäå~t3 = t1 exp(tu=t1); (43)èìååìG0(x; t) �r t1t 1�R1(t) �1 + xR1(t)��� exp�� xR1(t)� : (44)Çäåñü R1(t) =pDt1 ln t=t1.Äàííîå âûðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ëîãàðè�ìè÷å�ñêîé ñóáäè��óçèè, òàê êàê � � pDt1 ln t=t1. Îíîòàêæå áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [10℄.II.1.3. t� ~t3 � ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå (41). Îò�ìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè íàâðåìåíàõ t� ~t1 ïîëíîå ÷èñëî àêòèâíûõ ÷àñòèö óáû�âàåò êàê N(t) � N0 ~t1t : (45)

4. ÎÁÎÁÙÅÍÍÀß ÌÎÄÅËÜ ÄÛÕÍÅÒåïåðü, âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ïðåäû�äóùåãî ðàçäåëà è �îðìóëàìè (9) è (11), ðàññìîò�ðèì ïîâåäåíèå êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè â îáîáùåííîéìîäåëè Äûõíå. Ïðè ýòîì ó÷òåì, ÷òî íà âðåìåíàõ,êîãäà äèñïåðñèÿ � = p4dt, îïðåäåëÿåìàÿ ïåðåíî�ñîì ïðèìåñè ïî ñëàáîïðîíèöàåìîé ñðåäå II, ìàëà ïîñðàâíåíèþ ñ äèñïåðñèåé �0, îïðåäåëÿåìîé �óíêöèåéG0 âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, ïîâåäåíèå ïðèìåñè ñî�ãëàñíî �îðìóëå (9) îïèñûâàåòñÿ çàêîíîìåðíîñòÿìè,ïîëó÷åííûìè â ðàçä. 3. Â îáðàòíîì ñëó÷àå ïåðåíîñïðèìåñè â îñíîâíîì îáëàêå (â òîì ÷èñëå è àêòèâíûõ÷àñòèö â ñðåäå I) îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåíîñîì ïî ñëàáî�ïðîíèöàåìîé ñðåäå.Èç àíàëèçà ïîâåäåíèÿ àñèìïòîòèêè êîíöåíòðà�öèè â ñëó÷àå ïëîñêîïàðàëëåëüíîé ãåîìåòðèè âñïî�ìîãàòåëüíîé çàäà÷è (ñì. ðàçä. 3.1) ñëåäóåò, ÷òî ïðèñìåíå ðåæèìîâ ïåðåíîñà â îñíîâíîì îáëàêå ñî âðå�ìåíåì ñòðóêòóðà õâîñòîâ êîíöåíòðàöèè àêòèâíûõ÷àñòèö ñòàíîâèòñÿ ìíîãîñòóïåí÷àòîé: ÷åì äàëüøåìû îòäàëÿåìñÿ îò îñíîâíîãî îáëàêà, òåì áîëåå ðàí�íèé, èç óæå ðåàëèçîâàííûõ, ðåæèì ïåðåíîñà îïèñû�âàåò ïîâåäåíèå â õâîñòå. Äàííûé âûâîä åùå ðàç ïîä�òâåðæäàåò óñòàíîâëåííîå ðàíåå ïðàâèëî [10; 19; 21℄.Ïîýòîìó ìû ñî÷ëè öåëåñîîáðàçíûì íå âûïèñûâàòüêàæäûé ðàç ñòðóêòóðó �îðìèðóþùåãîñÿ õâîñòà, àîãðàíè÷èòüñÿ îïèñàíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåàëè�çóþùèõñÿ ðåæèìîâ ïåðåíîñà â îñíîâíîì îáëàêå, îò�êóäà ñòðóêòóðà õâîñòà áåç òðóäà âîññòàíàâëèâàåòñÿ.4.1. Ñëó÷àé ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ñëîÿ(l = 1, ðèñ. 1à)Â äàííîì ñëó÷àå ïåðåíîñ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâ�ëåíèè ïðîèñõîäèò òàê æå, êàê è â ïðîñòîé ìîäåëèÄûõíå [9℄.Â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè ïîâåäåíèå êîíöåíòðà�öèè çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè t1è tu.1) Åñëè tu � t1D=d, òî àäâåêöèÿ ïðàêòè÷åñêèíå âëèÿåò íà �îðìèðîâàíèå ïðî�èëÿ êîíöåíòðàöèè.Çäåñü ìîæíî ñ÷èòàòü u ! 0, òîãäà âûðàæåíèå (6)ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ �óíêöèåé �ðèíà â ìîäåëèÄûõíå [9℄ è ìèãðàöèÿ ïðèìåñè ïðîèñõîäèò òàê æå,êàê â ïðîñòîé ìîäåëè Äûõíå: ïðè t� t1 èìååò ìåñòîêëàññè÷åñêàÿ äè��óçèÿ (19), äàëåå ïðè t1 � t� t2,ãäå t2 = t1(D=d)2; (46)74



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 1, 2010 Àíîìàëüíàÿ äè��óçèÿ â îáîáùåííîé ìîäåëè Äûõíåñëåäóåò ðåæèì ñóáäè��óçèè (35) è çàòåì ïðè t� t2íàñòóïàåò ìåäëåííàÿ êëàññè÷åñêàÿ äè��óçèÿ:G(�; t) � a3p4�dt exp�� �24dt� : (47)2) Åñëè õàðàêòåðíûå âðåìåíà ñâÿçàíû ñîîòíî�øåíèåì t1 � tu � t1D=d èìååò ìåñòî ñëåäóþ�ùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåæèìîâ: ïðè t � t1 �êëàññè÷åñêàÿ äâóìåðíàÿ äè��óçèÿ (19), äàëåå ïðèt1 � t � t2u=t1 � ñóáäè��óçèÿ (35), à çàòåì ïðèt2u=t1 � t � êâàçèäè��óçèÿ âòîðîãî òèïà (31).3) Ïðè ñòîëü áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè u,÷òî tu � t1, ðåàëèçóþòñÿ ñëåäóþùèå ðåæèìû:t � tu � êëàññè÷åñêàÿ äâóìåðíàÿ äè��óçèÿ (19),tu � t � t3 � êëàññè÷åñêàÿ àäâåêöèÿ-äè��óçèÿ(24), t3 � t � t1 � êâàçèäè��óçèÿ ïåðâîãî òèïà(27), t1 � t � êâàçèäè��óçèÿ âòîðîãî òèïà (31).Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àÿõ 2) è 3) ðåæèì ìåäëåííîéäè��óçèè íå íàñòóïàåò, òàê êàê äèñïåðñèÿ, îïðå�äåëÿåìàÿ ïåðåíîñîì ïî áûñòðîé ñðåäå, �0 � pDut,îêàçûâàåòñÿ áîëüøå äèñïåðñèè, îïðåäåëÿåìîé ðåæè�ìîì (47).4.2. Ñëó÷àé ïðÿìîãî öèëèíäðà (l = 2,ðèñ. 1á )Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à äëÿ àêòèâíûõ ÷àñòèö ÿâëÿ�åòñÿ îäíîìåðíîé. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåæèìîâ ïå�ðåíîñà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó ïàðàìåò�ðàìè tu, ~t1 è ~t1 ln(D=d).1) Ïðè ~t1 lnD=d � tu çàäà÷à ïîëíîñòüþ ñîâïà�äàåò ñî ñëó÷àåì ïðÿìîãî öèëèíäðà ïðîñòîé ìîäåëèÄûõíå [9℄. Äåéñòâèòåëüíî, íà âðåìåíàõ t� tu àäâåê�öèÿ âîîáùå ðîëè íå èãðàåò. Áîëåå òîãî, ïðè óñëîâèè~t1 lnD=d� tu âðåìÿ tu îêàçûâàåòñÿ íàñòîëüêî âåëè�êî, ÷òî âëèÿíèå àäâåêöèè íà ïåðåíîñ ïðèìåñè îêàçû�âàåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëûì, è íà âðåìåíàõ t � tuïåðåíîñ ÷àñòèö â ñëàáîïðîíèöàåìîé ñðåäå âíîñèò êó�äà áîëåå çíà÷èòåëüíûé âêëàä.Â èòîãå, èç ðåçóëüòàòîâ äëÿ ïðîñòîé ìîäåëèÄûõíå ñëåäóåò, ÷òî íà âðåìåíàõ t � ~t1 èìååò ìåñòîêëàññè÷åñêàÿ îäíîìåðíàÿ äè��óçèÿ (38), íà âðåìå�íàõ ~t1 � t � ~t2 � ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ñóáäè��óçèÿ(44), è, íàêîíåö, êîãäà t � ~t2 � ìåäëåííàÿ êëàññè�÷åñêàÿ äè��óçèÿ (47), ãäå~t2 = ~t1Dd ln Dd ; (48)è â �îðìóëå (47) ìû äîëæíû ïîëîæèòü � = x.2) Ïðè ~t1 � tu � ~t1 ln(D=d), òàê æå, êàê è äëÿ öè�ëèíäðè÷åñêîé ãðåáåíêè, ðåàëèçóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü�

íîñòü ðåæèìîâ (38), (44), (41), ïîñëå ÷åãî ïðè t� ~t12,ãäå ~t12 = ~t1Dud ln2 Dud ; (49)óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì ìåäëåííîé äè��óçèè (47).3) Ïðè tu � ~t1 ñèñòåìàòèêà ðåæèìîâ ïåðåíîñàñëåäóþùàÿ. Âïëîòü äî âðåìåíè ~t12 ñîõðàíÿåòñÿ ïî�ñëåäîâàòåëüíîñòü ðåæèìîâ (38), (24) ñ ëåâûì êðû�ëîì (39), (40) è (41), ïîñëå ÷åãî, ïðè t � ~t12 äîìè�íèðóþùåé ñòàíîâèòñÿ ìåäëåííàÿ êëàññè÷åñêàÿ äè���óçèÿ (47).Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðÿìîãî öèëèíäðà ïðè ëþáîìñîîòíîøåíèè ìåæäó ~t1 è tu îêîí÷àòåëüíûì ðåæè�ìîì ÿâëÿåòñÿ ðåæèì ìåäëåííîé äè��óçèè (47).5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÈòàê, ìû ïðîàíàëèçèðîâàëè ïåðåíîñ ïðèìåñè âðàìêàõ â îáîáùåííîé ìîäåëè Äûõíå, âêëþ÷àþùåéïîìèìî äè��óçèè òàêæå è àäâåêöèþ â ñèëüíîïðîíè�öàåìîé ñðåäå. Ïîêàçàíî, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ êîíöåí�òðàöèè àêòèâíûõ ÷àñòèö (÷àñòèö â ñèëüíîïðîíèöàå�ìîé ñðåäå) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñâåðòêè �óíêöèé�ðèíà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è, äëÿ êîòîðîé â ñëà�áîïðîíèöàåìîé ñðåäå îòñóòñòâóåò ïðîäîëüíàÿ äè���óçèÿ, è çàäà÷è î ïðîäîëüíîé äè��óçèè ïðèìåñè âñëàáîïðîíèöàåìîé ñðåäå.Ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîñòîé ìîäåëüþ Äûõíå, â îáîá�ùåííîé ìîäåëè âîçíèêàþò íîâûå ðåæèìû ïåðåíî�ñà, âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè êîòîðûõ îïðåäåëÿåò�ñÿ ñîîòíîøåíèåì ìåæäó õàðàêòåðíûìè âðåìåíàìètu è t1. Ïðè ìàëûõ ñêîðîñòÿõ àäâåêöèè îáîáùåí�íàÿ ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê ïðîñòîé ìîäåëè [9℄ è ðå�æèì ïåðåíîñà ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîõîäèò ñòàäèè áû�ñòðîé êëàññè÷åñêîé äè��óçèè, ñóáäè��óçèè è ìåä�ëåííîé êëàññè÷åñêîé äè��óçèè. Ïðè áîëüøèõ ñêî�ðîñòÿõ â ïëîñêîïàðàëëåëüíîì ñëó÷àå âîçìîæíû ðå�æèìû àäâåêöèè-äè��óçèè ñ ñèëüíî àíèçîòðîïíûìïðî�èëåì êîíöåíòðàöèè (ñòåïåííûì øëåé�îì ïîçà�äè �ðîíòà), à òàêæå ðåæèì êâàçèäè��óçèè, ïðè êî�òîðîì äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñêîðîñòüþ àäâåê�öèè â ñèëüíîïðîíèöàåìîé ñðåäå, òàê è äè��óçèåéâ ñëàáîïðîíèöàåìîé ìàòðèöå. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òîìíîãèå àâòîðû [22�27℄ ê àíîìàëüíûì ðåæèìàì ïåðå�íîñà îòíîñÿò ðåæèìû, ãäå âìåñòî çàêîíà Ýéíøòåé�íà �Ñìîëóõîâñêîãî, � / t1=2, èìååò ìåñòî çàâèñè�ìîñòü � / t�, � 6= 1=2. Íà íàø âçãëÿä, òàêîå îïðåäå�ëåíèå ¾àíîìàëüíîñòè¿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì. Íàïðè�ìåð, â ðåæèìå êâàçèäè��óçèè ñïðàâåäëèâà êëàññè�÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü � / t1=2, îäíàêî ïîëíîå ÷èñëî àê�òèâíûõ ÷àñòèö íå ñîõðàíÿåòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, êâà�75



Î. À. Äâîðåöêàÿ, Ï. Ñ. Êîíäðàòåíêî, Ë. Â. Ìàòâååâ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 1, 2010çèäè��óçèþ íåëüçÿ îòíåñòè ê êëàññè÷åñêèì ðåæè�ìàì.Åùå îäèí ðåçóëüòàò îáîáùåííîé ìîäåëè Äûõíå âãåîìåòðèè ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ñëîÿ ñîñòîèò â ðàç�ëè÷èè ðåæèìîâ ïåðåíîñà â ïðîäîëüíîì (îòíîñèòåëü�íî ñêîðîñòè àäâåêöèè) è ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèÿõ.Â îáîáùåííîé ìîäåëè Äûõíå â öèëèíäðè÷åñêîéãåîìåòðèè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòåé àäâåê�öèè ïîÿâëÿåòñÿ íîâûé ðåæèì ëîãàðè�ìè÷åñêîé ñóá�äè��óçèè, áîëåå áûñòðûé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåæèìîì,ïîëó÷åííûì ðàíåå äëÿ ïðîñòîé ìîäåëè Äûõíå [9; 10℄.Ñëåäóåò îòìåòèòü êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå ðîëè, êî�òîðóþ èãðàåò ñèëüíîïðîíèöàåìàÿ ñðåäà â �îðìè�ðîâàíèè ðåæèìà ïåðåíîñà ïðèìåñè àêòèâíûõ ÷àñ�òèö íà ïðåäåëüíî áîëüøèõ âðåìåíàõ äëÿ äâóõ ãåî�ìåòðèé. Â ñëó÷àå ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ñëîÿ îêîí÷à�òåëüíûé (ïî âðåìåíè) ðåæèì ïåðåíîñà çàâèñèò îòâåëè÷èíû ñêîðîñòè àäâåêöèè â ñèëüíîïðîíèöàåìîéñðåäå, è ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñêîðîñòè åþ è îïðå�äåëÿåòñÿ (êâàçèäè��óçèîííûé ðåæèì ñ Du). Äëÿöèëèíäðè÷åñêîé ãåîìåòðèè êîíå÷íûì âñåãäà ÿâëÿ�åòñÿ ðåæèì ìåäëåííîé äè��óçèè, îïðåäåëÿåìûé êî�ý��èöèåíòîì d ñëàáîïðîíèöàåìîé ñðåäû.Ïðîâåäåííûé àíàëèç àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäå�íèÿ êîíöåíòðàöèè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ äëÿ ïëî�ñêîïàðàëëåëüíîé ãåîìåòðèè âñïîìîãàòåëüíîé çàäà�÷è îáîáùåííîé ìîäåëè Äûõíå ïîêàçàë, ÷òî íàëè÷èåàäâåêöèè íå âëèÿåò íà óñòàíîâëåííûé ðàíåå âûâîä(ñì. [10; 19; 21℄) î ñâÿçè ñìåíû ðåæèìîâ ïåðåíîñàñî ñòðóêòóðîé õâîñòîâ. Èìåííî, ÷òî ïî ìåðå óâåëè�÷åíèÿ âðåìåíè ñìåíà ðåæèìîâ ïåðåíîñà ïðèâîäèòê âîçíèêíîâåíèþ ñëîæíîé ñòðóêòóðû àñèìïòîòèêèêîíöåíòðàöèè: ÷åì áîëåå óäàëåí �ðàãìåíò õâîñòà,òåì áîëåå ðàííèé ðåæèì ïåðåíîñà ÷àñòèö â îñíîâ�íîì îáëàêå îïðåäåëÿåò åãî �îðìó.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíòû ��08-08-01009à, 09-08-00573a).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Y. Gefen, A. Aharony, and S. Alexander, Phys. Rev.Lett. 50, 77 (1983).2. J. Klafter, A. Blumen, and M. F. Shlesinger, Phys.Rev. A 35, 3081 (1987).3. T. H. Solomon, E. R. Weeks, and H. L. Swinney, Phys.Rev. Lett. 71, 3975 (1993).4. Â. Þ. Çàáóðäàåâ, Ê. Â. ×óêáàð, ÆÝÒÔ 121, 299(2002).
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