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Î ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÈÕ ÝËÅÊÒ�ÎÌÀ�ÍÈÒÍÛÕ ÂÎËÍÀÕ ÂÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ Ñ�ÅÄÅ ÁÅÇ ÄÈÑÏÅ�ÑÈÈ. ÒÎ×ÍÛÅ �ÅØÅÍÈßÓ�ÀÂÍÅÍÈÉ ÌÀÊÑÂÅËËÀÀ. Â. Êóäðèí *, Å. Þ. Ïåòðîâ **Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò603950, Íèæíèé Íîâãîðîä, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 àâãóñòà 2009 ã.Èññëåäóåòñÿ âîçáóæäåíèå è ðàñïðîñòðàíåíèå öèëèíäðè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â íåëèíåéíîé ñðå-äå áåç äèñïåðñèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäå îòñóòñòâóåò öåíòð ñèììåòðèè è çàâèñè-ìîñòü èíäóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îò åãî íàïðÿæåííîñòè ìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ïîêàçàòåëü-íîé �óíêöèåé. Ïðèìåíèòåëüíî ê ýòîìó ñëó÷àþ ïðåäëîæåí ìåòîä èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèéÌàêñâåëëà. Ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà ïîëó÷åíû òî÷íûå ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ýëåê-òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îïèñûâàåìûå íàéäåííûìè ðåøåíèÿìè íåëèíåéíûå ý��åêòû ìîãóòïðîÿâëÿòüñÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíûõ óñëîâèÿõ.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ äîñòèãíóò áîëüøîé ïðî�ãðåññ â èññëåäîâàíèè íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ïðî�öåññîâ ðàçëè÷íîé �èçè÷åñêîé ïðèðîäû. Îáùåå ÷èñ�ëî ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ äàííîé òåìàòèêå, îãðîìíî(ñì., íàïðèìåð, [1�8℄ è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòó�ðó). Õîòÿ çíà÷åíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ â òåîðèèíåëèíåéíûõ âîëí áëàãîäàðÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèþ âû�÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïîñòîÿííî âîçðàñòàåò [9; 10℄,òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè�êè è ïî ñåé äåíü èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ïîíèìà�íèè �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ðàçðàáîòêå íîâûõ âû�÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è àñèìïòîòè÷åñêèõ ìåòî�äîâ. Íåëüçÿ íå îòìåòèòü, ÷òî õàðàêòåðíîé îñîáåííî�ñòüþ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà îïóáëèêîâàííûõðàáîò ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïëîñêèõ íåëèíåéíûõâîëí. Âïîëíå ïîíÿòíî, ÷òî íè÷óòü íå ìåíüøèé èí�òåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ öè�ëèíäðè÷åñêèõ è ñ�åðè÷åñêèõ âîëí. Îäíàêî àíàëè�òè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ ý��åêòîâ â òåî�ðèè òàêèõ ïðîñòðàíñòâåííî-ñèììåòðè÷íûõ âîëí ñâÿ�çàíî ñ ÷ðåçâû÷àéíûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè òðóäíîñòÿ�ìè, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ êíåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,ñîäåðæàùèì ÿâíî íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Ìåòî�äû ïîñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé, ÿâëÿþùèåñÿ äîñòà�*E-mail: kud�rf.unn.ru**E-mail: epetrov�rf.unn.ru

òî÷íî ý��åêòèâíûìè â òåîðèè ïëîñêèõ âîëí (ìåòîäîáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Áýêëóí�äà) îêàçûâàþòñÿ çäåñü íåïðèìåíèìûìè. Ôàêòè÷åñ-êè åäèíñòâåííûì íà äàííûé ìîìåíò ñïîñîáîì àíà�ëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê àâòîìîäåëü�íûõ ïîäñòàíîâîê. Ñ ïîìîùüþ àâòîìîäåëüíîãî ïîäõî�äà óäàëîñü ïîëó÷èòü ðÿä òî÷íûõ ðåøåíèé, îïèñûâà�þùèõ ðàñïðîñòðàíåíèå íåëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâåí�íî-ñèììåòðè÷íûõ âîëí â ñðåäàõ áåç äèñïåðñèè. Òàê,íàïðèìåð, â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä õîðîøî èçâåñò�íû ðåøåíèÿ çàäà÷ î ñèëüíîì âçðûâå [11℄, î ñõîäÿ�ùåéñÿ ñ�åðè÷åñêîé óäàðíîé âîëíå [12; 13℄, à òàêæåðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõâîëí [14; 15℄. Â òî æå âðåìÿ àâòîðàì íå èçâåñòíûðàáîòû, â êîòîðûõ áûëè áû íàéäåíû òî÷íûå àíà�ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ îðàñïðîñòðàíåíèè öèëèíäðè÷åñêèõ èëè ñ�åðè÷åñêèõâîëí â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñòðî�åíèÿ êëàññà òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ìàêñâåë�ëà, îïèñûâàþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèå öèëèíäðè÷åñêèõýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â íåëèíåéíîé ñðåäå áåç äèñ�ïåðñèè. Â ðàìêàõ ïîñòàíîâêè ðàññìàòðèâàåìîé ìî�äåëüíîé çàäà÷è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü èí�äóêöèè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ îò åãî íàïðÿæåííîñòèìîæåò áûòü àïïðîêñèìèðîâàíà ïîêàçàòåëüíîé �óíê�öèåé. Èñïîëüçîâàíèå ïîäîáíîé çàâèñèìîñòè âîçìîæ�íî, êîãäà â ñðåäå îòñóòñòâóåò öåíòð ñèììåòðèè.608



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Î öèëèíäðè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëíàõ : : :2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È. ÎÑÍÎÂÍÛÅÓ�ÀÂÍÅÍÈß�àññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí â íåìàãíèòíîé áåçäèññèïàòèâíîé ñðåäå. Èìåÿâ âèäó âîçìîæíîñòü èññëåäîâàíèÿ â äàëüíåéøåì îä�íîîñíûõ êðèñòàëëîâ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ñðåäå ñó�ùåñòâóåò îñü ñèììåòðèè, êîòîðóþ ïðèìåì çà îñü zöèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò r, ', z. Â ñëó�÷àå, êîãäà ïîëÿ íå çàâèñÿò îò ', z, óðàâíåíèÿ Ìàêñ�âåëëà äîïóñêàþò ðåøåíèÿ, åäèíñòâåííûìè îòëè÷íû�ìè îò íóëÿ êîìïîíåíòàìè ïîëÿ â êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿEz è H' (E-âîëíû îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè). Âäàëüíåéøåì ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì èìåí�íî òàêèõ ðåøåíèé. Áóäåì òàêæå ïðåíåáðåãàòü äèñ�ïåðñèîííûìè ý��åêòàìè è ñ÷èòàòü, ÷òî èíäóêöèÿDz îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì íàïðÿæåííîñòè Ez â òîòæå ìîìåíò âðåìåíè â òîé æå òî÷êå ïðîñòðàíñòâà.Îáîçíà÷èâ äëÿ êðàòêîñòè Ez(r; t), Dz(r; t) è H'(r; t)ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç E, D è H , çàïèøåì óðàâíåíèÿ,êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò äàííûå �óíêöèè, â âèäå�H�r + Hr = 1 "(E) �E�t ;�E�r = 1 �H�t ; (1)ãäå "(E) = dDdE : (2)Ñèñòåìó (1) ìîæíî, î÷åâèäíî, ñâåñòè ê îäíîìó óðàâ�íåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà:�2E�r2 + 1r �E�r = 12 ��t �"(E)�E�t � : (3)Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå (3) è ñèñòåìà (1) èíòå�ãðèðóþòñÿ òî÷íî, åñëè çàâèñèìîñòü "(E) âûáðàòü ââèäå "(E) = "0 exp(��E); (4)ãäå "0 è � � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå.Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê îïèñàíèþ ìåòîäà ïîñòðî�åíèÿ ðåøåíèé, ðàññìîòðèì âîïðîñ î âîçìîæíîñòèèñïîëüçîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé íåëèíåéíîñòè (4).Äëÿ ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû èíäóêöèè èìååìD = D0 + "0� [1� exp(��E)℄ == D0 + "0E � "0 �2!E2 + "0�23! E3 + : : : ; (5)ãäå D0 = D(E = 0) = onst. Ââåäåì òàêæå ñòàíäàðò�íûì îáðàçîì ïîëÿðèçàöèþ P � Pz è íåëèíåéíûåâîñïðèèì÷èâîñòè �(n):

D = E + 4�P = E + 4�(P0 + �(1)E ++ �(2)E2 + �(3)E3 + : : : ): (6)Âåëè÷èíû �(n) â �îðìóëå (6) ñâÿçàíû ñ êîíñòàíòàìè"0 è � ñîîòíîøåíèÿìè�(1) = "0 � 14� ;�(n) = "04� (�1)n�1 �n�1n! ; n = 2; 3; : : : (7)Ôîðìóëà (5) ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàçëîæåíèè �óíêöèèD(E) â ðÿä ïðèñóòñòâóþò ÷åòíûå ñòåïåíè E. Òàêèìîáðàçîì, ñðåäà, â êîòîðîé çàâèñèìîñòü "(E) àïïðîê�ñèìèðóåòñÿ �óíêöèåé (4), íå îáëàäàåò öåíòðàëüíîéñèììåòðèåé. �å÷ü ìîæåò èäòè, íàïðèìåð, îá îäíîîñ�íûõ ïèðîýëåêòðè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ (îñü z, êàê óæåîòìå÷àëîñü, äîëæíà ñîâïàäàòü ñ êðèñòàëëîãðà�è÷å�ñêîé îñüþ ñèììåòðèè). Ñëó÷àé P0 6= 0 è D0 6= 0 îòâå�÷àåò íàëè÷èþ ñïîíòàííîé ïîëÿðèçàöèè â ïèðîýëåê�òðè÷åñêîé ñðåäå. Êàê èçâåñòíî [16℄, âñå ïèðîýëåê�òðèêè ÿâëÿþòñÿ â òî æå âðåìÿ è ïüåçîýëåêòðèêàìè.Íàëè÷èå ïüåçîýëåêòðè÷åñòâà â ïèðî- è ñåãíåòîýëåê�òðèêàõ ïðèâîäèò ê âëèÿíèþ óïðóãèõ äå�îðìàöèéíà ýëåêòðîìàãíèòíûå ñâîéñòâà òàêèõ ñðåä. Îäíàêîïðè èññëåäîâàíèè âîëíîâûõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðî�öåññîâ â áåçãðàíè÷íîé ñðåäå åå ìàêðîñêîïè÷åñêèåäâèæåíèÿ ìîãóò íå ïðèíèìàòüñÿ âî âíèìàíèå â ñè�ëó áîëüøîé (ïî ñðàâíåíèþ ñî ñêîðîñòüþ çâóêà) ñêî�ðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîçìóùå�íèé [16℄. Ïîýòîìó äëÿ îïèñàíèÿ ïîäîáíûõ ïðîöåññîâäîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ ýëåêòðîäèíàìè�êè, äîïîëíåííûå �åíîìåíîëîãè÷åñêèìè ìàòåðèàëü�íûìè óðàâíåíèÿìè òèïà (5).Êðîìå ñâîéñòâ ñàìîé ñðåäû, äðóãèì �àêòîðîì,íàðóøàþùèì öåíòðîñèììåòðè÷íîñòü, ìîæåò ÿâ�ëÿòüñÿ íàëè÷èå ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî ïîëÿ. Ïóñòü,íàïðèìåð, èçîòðîïíàÿ ñðåäà, â êîòîðîéD = (1 + 4��(1))Ez + 4��(3)E3z ; (8)÷òî ñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçóåìîìó îáû÷íî ïðèáëèæå�íèþ êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè, íàõîäèòñÿ â ïîñòî�ÿííîì îäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå E = z0E0.Ïðåäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèè (8) ïîëíîå ïîëå êàêEz = E0 + E, ãäå ïåðåìåííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñíî�âà îáîçíà÷åíà ÷åðåç E, ïîëó÷èì, î÷åâèäíî, ñëàãà�åìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå E2. Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü,÷òî äëÿ àïïðîêñèìàöèè äàííîé êâàäðàòè÷íîé íåëè�íåéíîñòè ðàçëîæåíèåì (5) ñëåäóåò ïîëîæèòü"0 = 1 + 4��(1) + 12��(3)E20 ;� = �24�"0 �(3)E0;D0 = (1 + 4��(1))E0 + 4��(3)E30 : (9)13 ÆÝÒÔ, âûï. 3 609



À. Â. Êóäðèí, Å. Þ. Ïåòðîâ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïîñòî�ÿííûõ "0 è � �óíêöèÿ "(E) âèäà (4) ïðàâèëüíî îïè�ñûâàåò äèýëåêòðè÷åñêèå ñâîéñòâà íåöåíòðîñèììåò�ðè÷íûõ ñðåä ïðè ñëàáîé íåëèíåéíîñòè, êîãäà ìîæ�íî îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâîé, êâàäðàòè÷íîé ïî ïîëþ, ïî�ïðàâêîé ê ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè D îò E. Âïîëíå ïî�íÿòíî òàêæå, ÷òî ïîëó÷àåìûå äàëåå ðåçóëüòàòû ìî�ãóò â ðàâíîé ñòåïåíè îòíîñèòüñÿ ê íåöåíòðîñèììåò�ðè÷íûì ìàãíèòíûì ñðåäàì (�åððîìàãíèòíûì êðè�ñòàëëàì). Ïðè ýòîì ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòüH-âîëíûîòíîñèòåëüíî îñè z, â êîòîðûõ Hz 6= 0, E' 6= 0,dBzdHz = �0 exp(��Hz): (10)3. ÌÅÒÎÄ ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈß ÒÎ×ÍÛÕ�ÅØÅÍÈÉÂûïîëíèì â óðàâíåíèÿõ (1) çàìåíóE = 1� (2� � u); H = p"0� e�� (2� � v); (11)ãäå � = ln rr0 ; � = tr0p"0 ; (12)u = u(�; �), v = v(�; �), r0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿí�íàÿ ðàçìåðíîñòè äëèíû. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ ïîëó�÷èì �u�� = �v�� ; (13)�v�� = eu �u�� : (14)Óðàâíåíèÿ (13), (14) íå ñîäåðæàò ÿâíîé çàâè�ñèìîñòè îò � è � è �îðìàëüíî ñîâïàäàþò ñ óðàâ�íåíèÿìè, îïèñûâàþùèìè ðàñïðîñòðàíåíèå ïëîñêèõýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ñðåäå ñ ýêñïîíåíöèàëüíîéíåëèíåéíîñòüþ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (13), (14) äîïóñ�êàåò ÷àñòíûå ðåøåíèÿ, â êîòîðûõ îäíà èç �óíêöèéu(�; �) è v(�; �) ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç äðóãóþ:v = v(u). Äàííûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå è èññëåäî�âàííûå â ðàáîòàõ [17, 18℄ (ñì. òàêæå [16℄), îïèñûâàþòïðîñòûå âîëíû è àíàëîãè÷íû ðåøåíèÿì �èìàíà âãàçîäèíàìèêå [13; 19℄. Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿäëÿ u è v èìåþò âèäu = F �� � � e�u=2� ;v = �2(eu=2 � 1); (15)

ãäå F � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Íåòðóäíî, îäíàêî,óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå, ñ ó÷åòîì âû�ïîëíåííûõ çàìåí (11), (12), íåëüçÿ ïîñòðîèòü �è�çè÷åñêè ðàçóìíîå ðåøåíèå äëÿ ïîëåé Ez è H' íàîñíîâå �îðìóë (15). �àññìîòðèì äàííîå îáñòîÿòåëü�ñòâî áîëåå ïîäðîáíî. Ïðè àíàëèçå êâàçèëèíåéíûõñèñòåì ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, ê êîòîðûì îòíîñèò�ñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (13), (14), ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿìåòîä õàðàêòåðèñòèê [1, 20℄. Ïðèìåíèòåëüíî ê óðàâ�íåíèÿì (13), (14) õàðàêòåðèñòèêè ïðåäñòàâëÿþò ñî�áîé êðèâûå íà ïëîñêîñòè �, �. Ïðîñòàÿ âîëíà, îòâå�÷àþùàÿ êîíêðåòíîìó âûáîðó çíàêà â �îðìóëå (15),åñòü âîçìóùåíèå, ðàñïðîñòðàíÿþùååñÿ ïî îäíîìó èçäâóõ ñåìåéñòâ õàðàêòåðèñòèê. Îáðàòèìñÿ òåïåðü êïîñòàíîâêå çàäà÷è Êîøè äëÿ äàííîé ñèñòåìû. Ïîëü�çóÿñü îòìå÷åííîé âûøå �îðìàëüíîé àíàëîãèåé, áó�äåì âíà÷àëå ãîâîðèòü î ðàñïðîñòðàíåíèè ïëîñêèõâîëí, èíòåðïðåòèðóÿ � êàê äåêàðòîâó êîîðäèíàòó(íàïðèìåð, y), à u è v � íåïîñðåäñòâåííî êàê êîìïî�íåíòû ïîëÿ (Ez è Hx). Ïóñòü â ïðîñòåéøåì ñëó÷àåu � 0 è v � 0 ïðè � = 0 âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåìîòðåçêà a � � � b. Â ýòîì ñëó÷àå íà ïëîñêîñòè �, �èìååòñÿ îáëàñòü íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí,ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé òðåóãîëüíèê, îäíîé èç ñòî�ðîí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê ab. Âíå äàííîé îáëà�ñòè íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå ðàñïàäàåòñÿ íà äâå ïðî�ñòûå âîëíû, îïèñûâàåìûå âûðàæåíèÿìè (15). Ìû íåïðèâîäèì çäåñü ñîîòâåòñòâóþùèå ðèñóíêè, ïîñêîëü�êó äàííûå ñâåäåíèÿ ïîäðîáíî èçëîæåíû â ìîíîãðà��èè [1℄. Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí.Ïîëîæèì Ez � 0 è H' � 0 ïðè � = 0 âñþäó, êðîìåa � r � b. Ñ ó÷åòîì çàìåí (11), (12) íà÷àëüíûå çíà�÷åíèÿ äëÿ �óíêöèè u, îòâå÷àþùèå äàííûì E è H ,áóäóò îòëè÷íû îò íóëÿ íà âñåé ïðÿìîé�1 < � <1.Ëåãêî âèäåòü, ÷òî òàêàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò íàáëþäàòü�ñÿ ïðè ëþáûõ �èçè÷åñêè îïðàâäàííûõ íà÷àëüíûõóñëîâèÿõ äëÿ ïîëåé Ez è H'. Ïðè ýòîì îáëàñòü âçàè�ìîäåéñòâèÿ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà âñþ ïîëóïëîñêîñòü�1 < � <1, � � 0, è ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé çà�äà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (13), (14) íå ìî�æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå (15) íè ïðè êàêèõ çíà�÷åíèÿõ � è �. Â íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷íàÿ êàð�òèíà íàáëþäàåòñÿ è â ëèíåéíûõ çàäà÷àõ, ãäå öèëèí�äðè÷åñêàÿ âîëíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ëèøü â âèäåñóïåðïîçèöèè áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïëîñêèõ âîëí.Ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíå�íèé (13), (14) â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ áûë ïðåä�ëîæåí �èìàíîì [1; 19�21℄ è îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèìå�íåíèè ïðåîáðàçîâàíèÿ ãîäîãðà�à. Ïðèíèìàÿ u, v çàíåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, à � è � � çà çàâèñèìûå,èç (13), (14) ïîëó÷èì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé610



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Î öèëèíäðè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëíàõ : : :���v = ���u ; (16)���u = eu ���v : (17)Èñêëþ÷àÿ èç óðàâíåíèé (16), (17) �óíêöèþ �, íàõî�äèì �2��u2 � eu �2��v2 = 0 : (18)Ñäåëàåì òåïåðü çàìåíów = 2 eu=2: (19)Òîãäà óðàâíåíèå (18) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó1w ��w �w ���w�� �2��v2 = 0 : (20)Îòìåòèì çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî ñèììåòðèè èñõîä�íîé ñèñòåìû (1) ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé íåëèíåéíîñòüþ:ïîñëå ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ ïîäñòàíîâîê è ïðåîá�ðàçîâàíèÿ ãîäîãðà�à ýòà ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê ëè�íåéíîìó âîëíîâîìó óðàâíåíèþ äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõâîëí. �åøèâ äàííîå óðàâíåíèå è ïîäñòàâèâ �óíê�öèþ �(u; v) â ñîîòíîøåíèÿ (16) è (17), ìîæíî íàé�òè �(u; v). Ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì çàâèñèìîñòè� = �(u; v) è � = �(u; v) ñ ó÷åòîì çàìåí (11), (12)áóäóò îïðåäåëÿòü òî÷íîå ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòå�ìû (1) â íåÿâíîì âèäå. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæ�íî ñíà÷àëà ïîëó÷èòü èç ñèñòåìû (16), (17) óðàâíåíèå��w � 1w ���w�� �2�v2 � �w� = 0 (21)äëÿ âåëè÷èíû �, ðåøèâ êîòîðîå, çàòåì îïðåäåëèòü� [21℄.Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ãî�äîãðà�à ïîçâîëÿåò â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àåñóùåñòâåííî óïðîñòèòü âèä èññëåäóåìûõ óðàâíåíèéè ñâåñòè èõ ê ëèíåéíûì. Ïðè ýòîì, îäíàêî, â ïå�ðåìåííûõ � è � çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿþòñÿ íà÷àëü�íûå óñëîâèÿ. Äëÿ çàäà÷è Êîøè âåëè÷èíû E(�; 0) èH(�; 0) � çàäàííûå â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè�óíêöèè:E(�; 0) = 1� (2� � u(�; 0));H(�; 0) = �p"0� e�� v(�; 0) ïðè � = 0: (22)Ñîîòíîøåíèÿ (22) îïðåäåëÿþò â ïàðàìåòðè÷åñêîìâèäå íåêîòîðóþ êðèâóþ â ïëîñêîñòè u, v, íà êîòîðîéçàäàíû � è � = 0 [1℄. Âûðàæàÿ � èç �îðìóëû (22),

ïðèõîäèì ê äîñòàòî÷íî ñëîæíûì çàâèñèìîñòÿì äà�æå äëÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ,îòâå÷àþùèõ, ïî êðàéíåé ìåðå, íåïðåðûâíûì è îá�ðàùàþùèìñÿ â íóëü ïðè r !1 �óíêöèÿì E(r; 0) èH(r; 0). Â èòîãå óðàâíåíèå (20) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìèêðàåâûìè óñëîâèÿìè ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü ÷èñëåííî,à îïèñàííûé ñïîñîá âðÿä ëè äàåò êàêèå-ëèáî ïðå�èìóùåñòâà ïåðåä ïðèìåíåíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâíåïîñðåäñòâåííî ê èñõîäíîé ñèñòåìå (1).Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, âîçìîæíûì ïðåäëîæèòüñðàâíèòåëüíî ïðîñòîé àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, ïîçâî�ëÿþùèé íàõîäèòü �èçè÷åñêè èíòåðåñíûå òî÷íûå ðå�øåíèÿ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëÿ (1). Ïîëó÷àåìûåïðè ýòîì ðåøåíèÿ íå ñîîòâåòñòâóþò íàïåðåä çàäàí�íûì íà÷àëüíûì äàííûì1), íî ÿâëÿþòñÿ ñâîåîáðàç�íûìè àíàëîãàìè õîðîøî èçâåñòíûõ ðåøåíèé ëèíåé�íûõ çàäà÷ î ðàñïðîñòðàíåíèè öèëèíäðè÷åñêèõ âîëíâ ñðåäå ñ ïîñòîÿííîé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî�ñòüþ "0 = onst. Ïîä àíàëîãèåé ïîíèìàåòñÿ âîç�ìîæíîñòü ñîâåðøåíèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà �! 0,ïðè êîòîðîì ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ïåðåõîäèò â ðåøå�íèå èçíà÷àëüíî ïîñòàâëåííîé ïðîèçâîëüíîé ëèíåé�íîé çàäà÷è.Ñóùíîñòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.Âíà÷àëå íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðå�øåíèå çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè öèëèíäðè÷åñêèõE-âîëí â ñðåäå ñ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþDz = D0 + "0Ez;ãäå D0; "0 � êîíñòàíòû. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî òà�êîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî è íàìè îïðåäåëåíû �óíêöèèEz(r; t) è H'(r; t), óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíûì óðàâ�íåíèÿì ïîëÿ, à òàêæå çàäàííûì íà÷àëüíûì è ãðà�íè÷íûì óñëîâèÿì. Îïðåäåëÿåìûé äàííûìè óñëîâèÿ�ìè õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá çàäà÷èîáîçíà÷èì ÷åðåç a è ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåí�íûå � = r=a; � = t=ap"0: (23)�åøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è óäîáíî òîãäà ïðåäñòàâèòüâ âèäå E � Ez = E(�; �); (24)H � H' = p"0 H(�; �): (25)Çäåñü �óíêöèè E è H óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå�H�� + H� = �E�� ; (26)1) Íà÷àëüíûå äàííûå îïðåäåëÿþòñÿ óæå ïîñëå òîãî, êàêòî÷íîå ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé íàéäåíî.611 13*



À. Â. Êóäðèí, Å. Þ. Ïåòðîâ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010�E�� = �H�� ; (27)à êàæäàÿ èç íèõ â îòäåëüíîñòè � óðàâíåíèÿì1� ��� �� �E���� �2E��2 = 0 (28)è ��� �1� ���(�H)�� �2H��2 = 0: (29)Ïîñòðîèì òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå íåëè�íåéíîé çàäà÷è. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (28) äëÿ�óíêöèè E(�; �) �îðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíè�åì (20) äëÿ �óíêöèè �(w; v), à óðàâíåíèå (29) äëÿH(�; �) �  óðàâíåíèåì (21) äëÿ �óíêöèè �(w; v)=w.Ó÷èòûâàÿ äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî, ðåøåíèÿ óðàâíå�íèé (20) è (21) çàïèøåì â âèäå� = C1 E(w; v) + ln w2 ; (30)� = C12 wH(w; v) + v2 ; (31)ãäå C1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè ñîñòàâëå�íèè âûðàæåíèé (30) è (31) ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì,÷òî �óíêöèè lnw è v ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ðåøåíèÿ�ìè óðàâíåíèé (20) è (21), à òàêæå ïðèíöèïîì ñóïåð�ïîçèöèè, ñïðàâåäëèâûì â ñèëó ëèíåéíîñòè ñîîòâåò�ñòâóþùèõ óðàâíåíèé. Çàâèñèìîñòè (30) è (31) óäî�âëåòâîðÿþò òàêæå ñèñòåìå óðàâíåíèé (16), (17), åñ�ëè E è H ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåìû (26), (27),â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííûì äè��åðåí�öèðîâàíèåì ñ ó÷åòîì (19). Âîçâðàùàÿñü ñ ïîìîùüþñîîòíîøåíèé (11), (12), (19) ê èñõîäíûì âåëè÷èíàìr, t, E, H , èç (30), (31) èìååìE = 2C1� � � E �2re��E=2r0 ; 2t� �rHr0p"0 � ; (32)H = 2C1� p"0e��E=2 ��H�2re��E=2r0 ; 2t� �rHr0p"0 � : (33)Êîíñòàíòû C1 è r0 îïðåäåëèì òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûâ ëèíåéíîì ñëó÷àå (� ! 0) âûðàæåíèÿ (32) è (33)ïåðåõîäèëè ñîîòâåòñòâåííî â (24) è (25). Äëÿ ýòîãîñëåäóåò, î÷åâèäíî, ïîëîæèòüC1 = �=2; r0 = 2a: (34)

Â èòîãå ïîëó÷èìE = E �� e��E=2; � � ��H2p"0� ; (35)H = p"0 e��E=2H�� e��E=2; � � ��H2p"0� : (36)Âûðàæåíèÿ (35) è (36) â íåÿâíîì âèäå äàþò òî÷íîåðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû (1), îïèñûâàþùåå ðàñ�ïðîñòðàíåíèå öèëèíäðè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí â ðàññìàòðèâàåìîé íåëèíåéíîé ñðåäå. Ïðè èç�âåñòíûõ �óíêöèÿõ E , H, îïðåäåëÿåìûõ èç ðåøåíèÿëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è2), è çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ�, � �îðìóëû (35) è (36) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòå�ìó äâóõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé äëÿ âåëè÷èíE è H . Â ñëó÷àå � = 0 ïîñòðîåííîå ðåøåíèå ïåðå�õîäèò â ðåøåíèå (24), (25) ëèíåéíîé çàäà÷è, îäíàêîïðè � 6= 0 ìîæåò îòâå÷àòü íåñêîëüêî äðóãèì êðàå�âûì óñëîâèÿì, íåæåëè òå, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò�óíêöèè (24) è (25). Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ïðèñëàáîé íåëèíåéíîñòè ðàçëè÷èå ìåæäó êðàåâûìè çíà�÷åíèÿìè �óíêöèé E è H , îïðåäåëÿåìûõ �îðìóëà�ìè (35), (36), è èçíà÷àëüíî çàäàâàåìûìè êðàåâûìèçíà÷åíèÿìè ïîëåé (24), (25) îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ìà�ëûì. Â ðåçóëüòàòå ïðèâåäåííûå òî÷íûå ðåøåíèÿ ÿâ�ëÿþòñÿ àíàëîãàìè ðåøåíèé èñõîäíûõ ëèíåéíûõ çà�äà÷, ïîñêîëüêó îïèñûâàþò ïîâåäåíèå ïîëåé â íåëè�íåéíîé ñðåäå ïðè ¾ïîõîæèõ¿ êðàåâûõ óñëîâèÿõ. Ïå�ðåéäåì òåïåðü ê êîíêðåòíûì ïðèìåðàì, ïîçâîëÿþ�ùèì ëó÷øå ïîíÿòü ñóùíîñòü ìåòîäà.4. ÍÀ×ÀËÜÍÀß ÇÀÄÀ×ÀÏóñòü â ëèíåéíîé ñðåäå ñ ïîñòîÿííîé äèýëåêòðè�÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòüþ "0 = onst çàäàíû íà÷àëü�íûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé ïî ðàäèàëüíîé êîîðäèíà�òå: Ez(r; t = 0) = �(1 + r2=a2)�3=2;H'(r; t = 0) � 0; (37)ãäå �, a� íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Îïðåäåëèì ïîëÿ EzèH' ïðè t > 0. Â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ � è � çà�äà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ (28)ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìèE(�; 0) = �(1 + �2)�3=2; (38)2) Ïîä êðàåâîé çäåñü ïîíèìàåòñÿ çàäà÷à, â êîòîðîé çàäàíûíà÷àëüíûå è (èëè) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.612



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Î öèëèíäðè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëíàõ : : :�E�� (�; 0) � 0: (39)Ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå �Áåññåëÿ [22℄, ðå�øåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåE(�; �) = �Re 1Z0 � e�(1�i�)�J0(��) d� == �Re� 1� i�[(1� i�)2 + �2℄3=2� ; (40)ãäå J0 � �óíêöèÿ Áåññåëÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà. Îòñþ�äà äëÿ �óíêöèè H(�; �) ñ ó÷åòîì (27) èìååìH(�; �) = ��Reni[(1� i�)2 + �2℄�3=2o : (41)Ôîðìóëû (40) è (41) äàþò ðåøåíèå ëèíåéíîé íà÷àëü�íîé çàäà÷è äëÿ ïîëåé ïðè t > 0.Ïîëó÷èì òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷íîå ðåøå�íèå íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (1). Ñîãëàñíî �îðìó�ëàì (35), (36), îíî çàïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:E = �"3=20 Rens[s2"0 + �2"(E)℄�3=2o ; (42)H = �"0�"(E)Reni[s2"0 + �2"(E)℄�3=2o ; (43)ãäå s = 1� i� + i��H=2p"0:Ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ � è � êîìïîíåíòû ýëåêòðî�ìàãíèòíîãî ïîëÿ E è H â íåëèíåéíîé ñðåäå íàõî�äÿòñÿ èç ñèñòåìû òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (42),(43). Ïîñëå òîãî, êàê ðåøåíèå íåëèíåéíûõ óðàâíå�íèé (1) ïîñòðîåíî, íåòðóäíî âûÿñíèòü, êàêèì íà�÷àëüíûì óñëîâèÿì îíî îòâå÷àåò. Ïîäñòàâëÿÿ â �îð�ìóëû (42), (43) � = 0, èìååìE = �(1 + �2 exp(��E))�3=2; (44)H � 0: (45)Â èòîãå íåÿâíûå �óíêöèè E(�; �), H(�; �), îïðåäå�ëÿåìûå �îðìóëàìè (42), (43), äàþò òî÷íîå ðåøåíèåçàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû (1) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâè�ÿìè (44), (45).Èç ñðàâíåíèÿ âûðàæåíèé (44) è (38) âèäíî,÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ E(�; 0) â ïîëó÷åííîì ðå�øåíèè íåëèíåéíîé çàäà÷è îòëè÷àåòñÿ îò ðàñïðåäå�ëåíèÿ (38), êîòîðîå áûëî çàäàíî íàìè èçíà÷àëü�íî ïðè ïîñòàíîâêå ¾çàòðàâî÷íîé¿ ëèíåéíîé çàäà÷è.Âïîëíå ïîíÿòíî, îäíàêî, ÷òî ïðè ñëàáîé íåëèíåéíî�ñòè (j�Ej � 1) ðàçëè÷èå ìåæäó (44) è (38) áóäåòìàëî.
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�èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî êî-îðäèíàòå � â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè � = 0 ïðèðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ �� < 0 è � = 0Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííûõ ðàñ�÷åòîâ êîìïîíåíò ïîëÿ ïî �îðìóëàì (42)�(44). Óäîá�íî ðàññìàòðèâàòü áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû E=� èH=�. Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü äâà ñëó÷àÿ: �� < 0 è�� > 0. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ E ïî êîîðäèíàòå � â íà÷àëüíûé ìî�ìåíò âðåìåíè � = 0, íàéäåííûå èç �îðìóëû (44) ïðè�� = �1 è �� = �2. Äëÿ ñðàâíåíèÿ øòðèõîâîé ëè�íèåé ïîêàçàíà �óíêöèÿ E(�; 0)=� â ëèíåéíîé ñðåäå(� = 0), îïðåäåëÿåìàÿ �îðìóëîé (38). Õîðîøî âèä�íî, ÷òî äàæå äëÿ �� = �1 îòëè÷èå (44) îò (38) ìàëî.Íà ðèñ. 2 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ðàñïðåäå�ëåíèÿ êîìïîíåíò ïîëÿ ïî êîîðäèíàòå � (ìãíîâåííûåñíèìêè) äëÿ äâóõ ïîñëåäóþùèõ ìîìåíòîâ âðåìåíèâ ñëó÷àå �� = �1. Øòðèõîâûå êðèâûå îòâå÷àþò ëè�íåéíîé ñðåäå (� = 0) è �îðìóëàì (40), (41)3). Êàêâèäíî èç ðèñ. 2, íåëèíåéíûå èñêàæåíèÿ íîñÿò íàêàï�ëèâàþùèéñÿ õàðàêòåð. Â ñëó÷àå �� < 0 �óíêöèÿ"(E) = "0 exp(���E=�) âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì E=� èòî÷êè ïðî�èëÿ âîëíû ñ á�îëüøèìè çíà÷åíèÿìè E=�áåãóò ñ ìåíüøèìè ñêîðîñòÿìè, ïðîõîäÿ ê ðàññìàòðè�âàåìîìó ìîìåíòó âðåìåíè ìåíüøèå ðàññòîÿíèÿ. Âðåçóëüòàòå óâåëè÷èâàåòñÿ êðóòèçíà ó÷àñòêà, íà êî�òîðîì E=� âîçðàñòàåò â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíå�íèÿ âîëíû, è â íåêîòîðîé òî÷êå � = �� â ìîìåíò âðå�ìåíè � = �� âîçíèêàåò ïåðåãèá ïðî�èëÿ (ñì. ðèñ. 2).3) Ïðè ñðàâíåíèè ýâîëþöèè âîçìóùåíèé â íåëèíåéíîì èëèíåéíîì ñëó÷àÿõ ñëåäóåò, îäíàêî, ïîìíèòü, ÷òî ïîñòðîåííûåðåøåíèÿ îòâå÷àþò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûì íà÷àëüíûì óñëîâè�ÿì (ñì. ðèñ. 1).613
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�èñ. 2. �àñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãîè ìàãíèòíîãî ïîëåé ïî êîîðäèíàòå � â ðàçëè÷íûåìîìåíòû âðåìåíè ïðè �� = �1, "0 = 2 (ñïëîøíûåêðèâûå). Øòðèõîâûå êðèâûå îòâå÷àþò ëèíåéíîé çà-äà÷å (� = 0, "0 = 2)Ïðè � > �� îäíîìó çíà÷åíèþ � ñîîòâåòñòâóåò ïî òðèðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ âåëè÷èí E è H , óäîâëåòâîðÿþ�ùèõ ñîîòíîøåíèÿì (42), (43), òàê ÷òî êðèâûå E(�) èH(�) äëÿ çàäàííîãî � ñòàíîâÿòñÿ íåîäíîçíà÷íûìè.Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êàê èçâåñòíî [16�18℄, â ìåñòåïåðåãèáà âîçíèêàåò ðàçðûâ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïî�íåíò ïîëÿ, ÷òî îòâå÷àåò �îðìèðîâàíèþ öèëèíäðè�÷åñêîé óäàðíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû. Ïîñëå ïî�ÿâëåíèÿ ðàçðûâîâ ðåøåíèå, îïèñûâàåìîå �îðìóëà�ìè (42), (43), ñòàíîâèòñÿ, ñòðîãî ãîâîðÿ, íåïðèãîä�íûì.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé �� > 0. �àäèàëüíûåðàñïðåäåëåíèÿ E(�; 0)=� äëÿ �� = 1 è �� = 2, àòàêæå äëÿ � = 0, ïîêàçàíû íà ðèñ. 3, à ìãíîâåí�íûå ñíèìêè êîìïîíåíò ïîëÿ â ïîñëåäóþùèå ìîìåí�
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�èñ. 3. �àñïðåäåëåíèå ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ ïî êî-îðäèíàòå � â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè � = 0 ïðèðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ �� > 0 è � = 0òû âðåìåíè äëÿ �� = 1 � íà ðèñ. 4. Ïðè �� > 0á�îëüøèìè ñêîðîñòÿìè îáëàäàþò òî÷êè ïðî�èëÿ âîë�íû ñ á�îëüøèìè çíà÷åíèÿìè E=�. Ïîýòîìó óâåëè÷è�âàåòñÿ êðóòèçíà ó÷àñòêîâ ïðî�èëÿ, íà êîòîðûõ E=�óáûâàåò â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû èíåëèíåéíûå èñêàæåíèÿ ïðèâîäÿò âíà÷àëå ê �îðìè�ðîâàíèþ ðàçðûâà íà ïåðåäíåì �ðîíòå èìïóëüñà âòî÷êå � = ��1 â ìîìåíò âðåìåíè � = ��1 (ðèñ. 4).Ïîÿâëåíèå óäàðíîé âîëíû íàðóøàåò ïðèìåíèìîñòüïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, îäíàêî íà �èçè÷åñêîì óðîâíåñòðîãîñòè ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî äàëüíåéøåå ðàñ�ïðîñòðàíåíèå èìïóëüñà ïðèâåäåò ê îáðàçîâàíèþ âòî�ðîãî ðàçðûâà íà çàäíåì �ðîíòå ïðè � = ��2, � = ��2 . Âèòîãå íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò èñòî÷íèêà â îäè�íî÷íîì èìïóëüñå �îðìèðóåòñÿ äâà ðàçðûâà. Ñîîò�âåòñòâóþùèé ïðî�èëü ïîêàçàí íà ðèñ. 5 è â ëèòåðà�òóðå ÷àñòî íàçûâàåòñÿ N -âîëíîé [1℄. Îòìåòèì, ÷òîäëÿ ñëó÷àÿ �� > 0 ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ öèëèí�äðè÷åñêîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî èìïóëüñà â íåëèíåé�íîé ñðåäå âî ìíîãîì àíàëîãè÷åí ïðîöåññó ðàñïðî�ñòðàíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî çâóêîâîãî èìïóëüñà, âêîòîðîì òîæå îáðàçóþòñÿ äâå óäàðíûå âîëíû [13℄.Ñëó÷àé æå �� < 0 íå èìååò àíàëîãîâ â ãàçîäèíàìè�êå. Âîçíèêíîâåíèå ðàçðûâîâ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âå�ëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èäåàëèçàöèè, äîïóùåí�íîé ïðè ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, �ïðåíåáðåæåíèÿ äèñïåðñèåé è äèññèïàöèåé. Âëèÿíèåäèñïåðñèè (èíåðöèîííîñòè) ñðåäû ïðèâîäèò ê òî�ìó, ÷òî â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïîëÿ ìåíÿþòñÿ íåïðå�614
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�èñ. 4. �àñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî èìàãíèòíîãî ïîëåé ïî êîîðäèíàòå � â ðàçëè÷íûå ìî-ìåíòû âðåìåíè ïðè �� = 1, "0 = 2 (ñïëîøíûå êðè-âûå). Øòðèõîâûå êðèâûå îòâå÷àþò ëèíåéíîé çàäà-÷å (� = 0, "0 = 2)ðûâíî. Ïîä óäàðíîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíîé ïðèýòîì ïîíèìàåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðîå èõ èçìåíåíèåíà íåêîòîðîì äâèæóùåìñÿ èíòåðâàëå [23℄. Òîëùèíàäàííîãî èíòåðâàëà (óäàðíîãî �ðîíòà) äîëæíà áûòüòàêîé, ÷òîáû ïîëÿðèçàöèÿ ñðåäû óñïåëà ¾ïåðåñòðî�èòüñÿ¿ îò îäíîãî çíà÷åíèÿ äî äðóãîãî [24℄. Õîðîøîèçâåñòíî, îäíàêî, ÷òî åñëè íå èíòåðåñîâàòüñÿ ñòðóê�òóðîé óäàðíîãî �ðîíòà, óäàðíóþ âîëíó ìîæíî ðàñ�ñìàòðèâàòü êàê ñêà÷îê êîìïîíåíò ïîëÿ, ñâÿçàííûõìåæäó ñîáîé ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà äâèæóùåé�ñÿ ïîâåðõíîñòè [16℄.Ìåñòî è ìîìåíò îáðàçîâàíèÿ óäàðíîé âîëíû (��è ��) îïðåäåëÿþòñÿ èç äâóõ óðàâíåíèé, â êà÷åñòâåêîòîðûõ ìîæíî âûáðàòü
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�èñ. 5. Ïðî�èëü îäèíî÷íîãî èìïóëüñà íà áîëü-øèõ ðàññòîÿíèÿõ îò èñòî÷íèêà â ñëó÷àå �� > 0(� = onst)���E = 0; �2��E2 = 0: (46)Àíàëèòè÷åñêè íàéòè òî÷íûå çíà÷åíèÿ �� è �� èç�îðìóë (42), (43) è (46) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæ�íûì. Ó÷èòûâàÿ, îäíàêî, äàííûå ÷èñëåííûõ ðàñ÷å�òîâ, ìîæíî çàïèñàòü âåñüìà ïðîñòîå âûðàæåíèå äëÿîöåíêè êîîðäèíàò �îðìèðîâàíèÿ óäàðíûõ âîëí:R = A (��)�2: (47)Çäåñü ïðè �� < 0 ñëåäóåò ïîëîæèòü R = ��, A � 4:5,à ïðè �� > 0 � R = ��1, A � 20.Âñëåäñòâèå óìåíüøåíèÿ àìïëèòóäû ïîëåé â ðàñ�õîäÿùèõñÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîë�íàõ íàêàïëèâàíèå íåëèíåéíûõ èñêàæåíèé ïðîèñõî�äèò ìåäëåííåå, ÷åì ýòî èìååò ìåñòî äëÿ ïëîñêèõíåëèíåéíûõ (ïðîñòûõ) âîëí [17; 18℄. Òåì íå ìåíåå,ïðåíåáðåæåíèå äèñïåðñèåé è äèññèïàöèåé ïðèâîäèòê òîìó, ÷òî óäàðíàÿ âîëíà îáðàçóåòñÿ ïðè ñêîëüóãîäíî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé àìïëèòóäû ïî�ëÿ � = E(0; 0) è ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè �. Âäåéñòâèòåëüíîñòè, êîíå÷íî, áóäåò ïðîèñõîäèòü ¾ðàñ�ïëûâàíèå¿ óäàðíûõ �ðîíòîâ è â áîëüøèíñòâå ñè�òóàöèé öèëèíäðè÷åñêàÿ âîëíà ïðåâðàòèòñÿ â âîëíóìàëîé àìïëèòóäû, îïèñûâàåìóþ �îðìóëàìè ëèíåé�íîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïðåæäå ÷åì â íåé óñïåþò îáðà�çîâàòüñÿ ðàçðûâû. Äëÿ �îðìèðîâàíèÿ æå óäàðíîéâîëíû ìîãóò ïîòðåáîâàòüñÿ áîëüøèå çíà÷åíèÿ àì�ïëèòóäû ïîëÿ � è ïàðàìåòðà íåëèíåéíîñòè �.Çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðè�ëîæåíèé áîëåå èíòåðåñíîé ÿâëÿåòñÿ ïîñòàíîâêà çà�äà÷è èçëó÷åíèÿ, ïðè êîòîðîé çàäàþòñÿ íå íà÷àëü�íûå çíà÷åíèÿ ñàìèõ êîìïîíåíò E è H , à ðàñïðåäå�ëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè èñòî÷íèêîâ ïîëÿ �615



À. Â. Êóäðèí, Å. Þ. Ïåòðîâ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010ñòîðîííèõ çàðÿäîâ è òîêîâ4). Àíàëèçó âîïðîñîâ èç�ëó÷åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí çàäàííûìè èñòî÷�íèêàìè â ðàçëè÷íûõ ëèíåéíûõ ñðåäàõ ïîñâÿùåíà îá�øèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì., íàïðèìåð, [25℄). Â íåëèíåé�íîé ñðåäå äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè àíàëèòè÷åñêîãîðàññìîòðåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷, ïî-âèäèìîìó, íå ïðî�âîäèëîñü. Èñïîëüçóÿ ïðåäëîæåííûé ìåòîä, ìû ïî�ëó÷èì äàëåå ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ è ïðîâåäåìíåêîòîðûå îöåíêè âîçìîæíîñòåé íàáëþäåíèÿ îáñó�æäàåìûõ íåëèíåéíûõ ý��åêòîâ.5. ÈÇËÓ×ÅÍÈÅ ÈÌÏÓËÜÑÍÎ�ÎÈÑÒÎ×ÍÈÊÀ�àññìîòðèì çàäà÷ó îá èçëó÷åíèè èìïóëüñíîãîèñòî÷íèêà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñòðîèòü ðåøåíèå íåëè�íåéíîé çàäà÷è, íåîáõîäèìî ñíà÷àëà çàïèñàòü ðåøå�íèå åå ëèíåéíîãî àíàëîãà (ñëó÷àé � = 0 â �îðìó�ëå (4)). Ïóñòü â ñðåäå ñ ïîñòîÿííîé äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòüþ "0 = onst çàäàí èñòî÷íèê â âèäåáåñêîíå÷íî òîíêîãî ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà, íàïðàâëåí�íîãî âäîëü îñè z. Ïëîòíîñòü òîêà ïðåäñòàâèì êàêj = z0 jz = z0 Æ(r)2�r I(t); (48)ãäå Æ � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, I � ïîëíûé òîêâ ìîìåíò âðåìåíè t. Ôóíêöèþ I(t) îïðåäåëèì êàêI(t) = I0f(t=T ), ãäåf(�) = (�2 + 1)�1; (49)I0 è T � íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå (âåëè÷èíà T èìååòñìûñë õàðàêòåðíîé äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà). Ïîëå,âîçáóæäàåìîå â ëèíåéíîé ñðåäå òîêîì (48), îïèñû�âàåòñÿ óðàâíåíèÿìè1r ��r (rH) = 4� jz + "0 �E�t ; (50)�E�r = 1 �H�t : (51)Ââåäåì áåçðàçìåðíóþ ðàäèàëüíóþ êîîðäèíàòó è áåç�ðàçìåðíîå âðåìÿ, êîòîðûå áóäåì, êàê è ïðåæäå, îáî�çíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç � è � . Â êà÷åñòâå õà�ðàêòåðíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ìàñøòàáà a äàííîéçàäà÷è åñòåñòâåííî âûáðàòü âåëè÷èíó a = T=p"0.Òîãäà � = ra = rp"0T ; � = tap"0 = tT : (52)4) Âî ìíîãèõ ñèòóàöèÿõ çàäà÷è èçëó÷åíèÿ ìîãóò ðàññìàò�ðèâàòüñÿ êàê ïðåäåëüíûå ñëó÷àè çàäà÷è Êîøè [20℄.

Èñêëþ÷èâ ïîëå H èç (50), (51), ñ ó÷åòîì (24), (52)ïîëó÷èì1� ��� �� �E���� �2E��2 = 2I02T Æ(�)� f 0(�); (53)ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî àðãó�ìåíòó. �åøåíèå óðàâíåíèÿ (53), îòâå÷àþùåå ðàñõî�äÿùåéñÿ öèëèíäðè÷åñêîé âîëíå, èçëó÷àåìîé èñòî÷�íèêîì (48), çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [1℄E(�; �) = 2 1Z0 f 0(� � � h �) d� ; (54)ãäå  = �4I0=2T . Ïîäñòàâëÿÿ äàëåå âûðàæåíèå (54)â (27), íàõîäèì H(�; �):H(�; �) = �2 1Z0 f 0(� � � h �) h � d� : (55)Çàâèñèìîñòè (54) è (55) óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíûìóðàâíåíèÿì (26) è (27) âñþäó çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êèèñòî÷íèêà � = 0 è äàþò ðåøåíèå çàäà÷è îá èçëó÷å�íèè èìïóëüñíîãî òîêà â ñðåäå ñ " = "0 = onst. Ïî�ëÿ íå óäàåòñÿ çäåñü âûðàçèòü ÷åðåç èçâåñòíûå �óíê�öèè. Òåì íå ìåíåå, �îðìóëû òèïà (54), (55) óäîáíûäëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ââèäó áûñòðîé ñõîäèìîñòèäàííûõ èíòåãðàëîâ.Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷èëåãêî ¾ñãåíåðèðîâàòü¿, ïîëàãàÿ, ÷òî �óíêöèîíàëü�íûå çàâèñèìîñòè E è H â (35) è (36) èìåþò âèä (54)è (55): E = 2 1Z0 f 0(�E;H ) d� ; (56)H = �2p"(E) 1Z0 f 0(�E;H ) h � d� ; (57)ãäå �E;H = � � ��H2p"0 � �s"(E)"0 h � : (58)Ïðè r 6= 0 �óíêöèè E(r; t) è H(r; t), çàäàííûå âíåÿâíîì âèäå ñîîòíîøåíèÿìè (56)�(58), óäîâëåòâî�ðÿþò ñèñòåìå (1) è äàþò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷èîá èçëó÷åíèè èìïóëüñíîãî èñòî÷íèêà â íåëèíåéíîéñðåäå. Çàìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ f â çàïèñàííûõ âû�øå �îðìóëàõ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ìîæåò âûáè�ðàòüñÿ ïðîèçâîëüíî. Íåîáõîäèìî ëèøü îáåñïå÷èòü616



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Î öèëèíäðè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëíàõ : : :ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ â âûðàæåíèÿõ (54), (55). Ñî�âåðøåííî àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áóäóò, íàïðèìåð,ïîëó÷àòüñÿ äëÿ ãàóññîâîé çàâèñèìîñòè f(�).Â ñëó÷àå � = 0 ðåøåíèå (56)�(58) ïåðåõîäèò â ðå�øåíèå èñõîäíîé ëèíåéíîé çàäà÷è, îïðåäåëÿåìîå âû�ðàæåíèÿìè (54), (55), îäíàêî ïðè � 6= 0 îòâå÷àåòíåñêîëüêî äðóãîé çàâèñèìîñòè f�(t=T ) òîêà èñòî÷�íèêà îò âðåìåíè ïî ñðàâíåíèþ ñ òîé, êîòîðàÿ áûëàçàäàíà èçíà÷àëüíî (ñì. (49)). Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðå�äåëèòü òîê èñòî÷íèêà â íåëèíåéíîé ñðåäå, íåîáõîäè�ìî âûÿñíèòü õàðàêòåð îñîáåííîñòè íåÿâíûõ �óíê�öèé (56), (57) â òî÷êå � = 0. Èñïîëüçóåì äëÿ ýòîãîóðàâíåíèå Ìàêñâåëëà â èíòåãðàëüíîé �îðìå:IL H � dl = 4� I0f�� tT �+ 1 ZZS �D�t ds; (59)ãäå H = '0H(r; t), D = z0D(r; t). Êðèâîëèíåéíûéèíòåãðàë â �îðìóëå (59) áåðåòñÿ ïî îêðóæíîñòè ðà�äèóà r â ïëîñêîñòè z = onst, à ïîâåðõíîñòíûé �ïî êðóãó, îãðàíè÷åííîìó äàííîé îêðóæíîñòüþ. Âå�ëè÷èíà I0f�(t=T ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíûé òîê èñ�òî÷íèêà (ïðè � = 0, î÷åâèäíî, f�(�) � f(�), ãäå f çà�äàíî ñîîòíîøåíèåì (49)). Óñòðåìëÿÿ ðàäèóñ îêðóæ�íîñòè (êîíòóðà L) ê íóëþ è èñïîëüçóÿ òåîðåìó îñðåäíåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà,èç (59) èìååìlim�!0 �H = �2p"0f�(�) ++ p"02 lim�!0 �2 exp(��E)�E�� ; (60)ãäå E è H äàþòñÿ �îðìóëàìè (56)�(58). Ñîîòíîøå�íèå (60) ïîçâîëÿåò íàéòè çàâèñèìîñòü f�(�). Ââèäóñëîæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ �îðìóë íàì íå óäàëîñüýòî ñäåëàòü àíàëèòè÷åñêè è â äàëüíåéøåì áûëè èñ�ïîëüçîâàíû ÷èñëåííûå ìåòîäû (èòåðàöèîííûì ñïî�ñîáîì èç ñèñòåìû òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé (56),(57) íàõîäèëèñü âåëè÷èíû E è H , êîòîðûå çàòåìïîäñòàâëÿëèñü â (60)). Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû ãðà�èêè�óíêöèé f�(�) ïðè � = �2 è � = 0. Êàê âèäíî èçïðåäñòàâëåííûõ äàííûõ, îòêëîíåíèå f�(�) îò f(�)íåâåëèêî äàæå â ñëó÷àå j�j = 2 (íèæå ìû ïðèâåäåìîöåíêè, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî â ðåàëüíûõ �èçè÷åñêèõóñëîâèÿõ, êàê ïðàâèëî, j�j � 1 è f�(�) � f(�)).Ïåðåéäåì òåïåðü ê àíàëèçó ðàñïðîñòðàíåíèÿ âíåëèíåéíîé ñðåäå èìïóëüñà (ñèãíàëà), ãåíåðèðóå�ìîãî íåñòàöèîíàðíûì èçëó÷àòåëåì (48). Íà ðèñ. 7ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ êîì�ïîíåíò ïîëÿ ïî ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòå � (ìãíîâåí�íûå ñíèìêè) äëÿ äâóõ ìîìåíòîâ âðåìåíè â ñëó÷àå
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�èñ. 6. �ðà�èêè �óíêöèé f�(� ) ïðè � = �2.Øòðèõîâàÿ êðèâàÿ îòâå÷àåò � = 0 è çàâèñèìîñ-òè (49)� < 0 (� = �0:4), à íà ðèñ. 8 � òå æå ðàñïðåäå�ëåíèÿ ïðè � > 0 (� = 0:4). Åñëè íå ðàññìàòðè�âàòü îáëàñòü � � 1 âáëèçè èñòî÷íèêà, òî ïðîöåññðàñïðîñòðàíåíèÿ îäèíî÷íîãî èìïóëüñà, èçëó÷àåìî�ãî îñåâûì òîêîì, êà÷åñòâåííî àíàëîãè÷åí ðàññìîò�ðåííîé íàìè ðàíåå (ñì. ðèñ. 2, 4) ýâîëþöèè íà÷àëü�íîãî âîçìóùåíèÿ, çàäàííîãî �îðìóëàìè (44), (45).Ïðè � < 0 óâåëè÷èâàåòñÿ êðóòèçíà ó÷àñòêà ïðî��èëÿ, íà êîòîðîì E= âîçðàñòàåò â íàïðàâëåíèèðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû è â òî÷êå � = �� â ìîìåíò� = �� âîçíèêàåò óäàðíàÿ âîëíà (ðèñ. 7). Â ñëó�÷àå � > 0 ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå êðóòèçíû ó÷àñò�êîâ, íà êîòîðûõ E= óáûâàåò â íàïðàâëåíèè ðàñïðî�ñòðàíåíèÿ è ðàçðûâ âíà÷àëå �îðìèðóåòñÿ íà ïåðåä�íåì �ðîíòå èìïóëüñà � = ��1, � = ��1 (ñì. ðèñ. 8).Äàëüíåéøåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïðèâåäåò ê îáðàçîâà�íèþ âòîðîãî ðàçðûâà íà çàäíåì �ðîíòå ïðè � = ��2,� = ��2 è ïðî�èëü ïðèìåò âèä N -âîëíû (ñì. ðèñ. 5).Ïðèáëèæåííî íàéòè êîîðäèíàòû �îðìèðîâàíèÿóäàðíûõ âîëí ìîæíî, èñõîäÿ èç ñëåäóþùåé ïðîñòîé�îðìóëû, àíàëîãè÷íîé (47):R = A (�)�2; (61)ãäå R = ��, A � 1:8 ïðè � < 0 è R = ��1, A � 9ïðè � > 0. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû òàêæå ïîêàçûâà�þò, ÷òî ðàññòîÿíèå ��2, íà êîòîðîì îáðàçóåòñÿ âòî�ðîé ðàçðûâ â ñëó÷àå � > 0, ìíîãî áîëüøå ��1. Åñ�ëè â îáëàñòè � > ��1 ïðîäîëæàòü ïîëüçîâàòüñÿ ïîëó�÷åííûì ðåøåíèåì, ïðåíåáðåãàÿ îòðàæåíèåì âîëí îòöèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà íà ïåðåäíåì�ðîíòå èìïóëüñà, òî çíà÷åíèå ��2 ìîæíî íàéòè ïî�îðìóëå (61), ãäå íóæíî ñ÷èòàòü R = ��2, A � 450.617
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���èñ. 7. �àñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî èìàãíèòíîãî ïîëåé èìïóëüñíîãî èñòî÷íèêà ïî êîîð-äèíàòå � â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðè � == �0:4, "0 = 2 (ñïëîøíûå êðèâûå). Øòðèõîâûåêðèâûå îòâå÷àþò ëèíåéíîé çàäà÷å (� = 0, "0 = 2)Îöåíèì òåïåðü âîçìîæíîñòü íàáëþäåíèÿðàññìîòðåííûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ðåàëü�íûõ óñëîâèÿõ. Çàìåòèì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíûìèññëåäîâàíèÿì �îðìèðîâàíèÿ óäàðíûõ ýëåêò-ðîìàãíèòíûõ âîëí â âîëíîâîäàõ, çàïîëíåííûõíåëèíåéíîé ñðåäîé, à òàêæå â íåëèíåéíûõ ëèíè�ÿõ ïåðåäà÷è ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè,ïîñâÿùåíî äîâîëüíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò (ñì.,íàïðèìåð, [26�28℄). Â ñëó÷àå öèëèíäðè÷åñêèõ âîëíñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ, ïîñêîëüêóäëÿ ñîçäàíèÿ óäàðíîãî �ðîíòà òðåáóåòñÿ íàëè÷èåñëàáîäèñïåðãèðóþùèõ íåëèíåéíûõ ìàòåðèàëîâäîñòàòî÷íî áîëüøîãî îáúåìà è ìîùíûõ èñòî÷íèêîâýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ, îáëàäàþùèõ ñîîòâåò�ñòâóþùåé ñèììåòðèåé. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìîãóò,ïî-âèäèìîìó, ðåàëèçîâûâàòüñÿ ïðè ðàñïðîñòðàíå�
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ρ∗1�èñ. 8. �àñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî èìàãíèòíîãî ïîëåé èìïóëüñíîãî èñòî÷íèêà ïî êîîð-äèíàòå � â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè ïðè � == 0:4, "0 = 2 (ñïëîøíûå êðèâûå). Øòðèõîâûå êðè-âûå îòâå÷àþò ëèíåéíîé çàäà÷å (� = 0, "0 = 2)íèè âîëí ÑÂ×-äèàïàçîíà â ñåãíåòîýëåêòðè÷åñêèõêðèñòàëëàõ. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî àìïëèòóäà òîêà èñ�òî÷íèêà I0 = 200A = 6�1011 åä. Ñ�Ñ, à äëèòåëüíîñòüèìïóëüñà T = 10�9  (ñïåêòð òàêîãî ñèãíàëà ñîñðå�äîòî÷åí â îáëàñòè ÷àñòîò !=2� < T�1 = 109 �ö).Ïàðàìåòðû ñðåäû ïðèìåì ðàâíûìè "0 = 104,� = 0:5 ñì�êÂ�1 = 0:15 åä. Ñ�Ñ. Ýòè âåëè÷èíûîòíîñÿòñÿ ê êðèñòàëëó SrTiO3 ïðè íèçêèõ òåìïåðà�òóðàõ T � 20 K [29℄. Êðèñòàëëû òèòàíàòà ñòðîíöèÿîáëàäàþò â ÑÂ×-äèàïàçîíå ìàëûìè äèýëåêòðè÷å�ñêèìè ïîòåðÿìè. Ïîäñòàâëÿÿ ïðèâåäåííûå çíà÷åíèÿâ �îðìóëó (61) (� = �0:4, A = 1:8), äëÿ êîîð�äèíàòû ðàçðûâà èìååì r� = T��=p"0 � 3:4 ñì,÷òî ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèìûì ñ òèïè÷íûìè ðàçìåðàìèêðèñòàëëîâ. Ñäåëàííûå îöåíêè ïîêàçûâàþò ïðèí�öèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü íàáëþäåíèÿ îïèñàííûõÿâëåíèé. Ôîðìèðîâàíèå óäàðíûõ âîëí â îäèíî÷íîì618



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Î öèëèíäðè÷åñêèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëíàõ : : :öèëèíäðè÷åñêîì èìïóëüñå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ ïðèïðîáîå êðèñòàëëè÷åñêèõ äèýëåêòðèêîâ, êîãäà âîáðàçöå íà êîðîòêîå âðåìÿ âîçíèêàåò òîêîâàÿ íèòüìàëîãî ðàäèóñà (òàê íàçûâàåìîå øíóðîâàíèå òîêà).Àìïëèòóäà I0 â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âåñüìàáîëüøèå çíà÷åíèÿ.6. ÎÁ ÈÇËÓ×ÅÍÈÈÌÎÍÎÕ�ÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÎÊÀ�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òîê I(t) â �îðìó�ëå (48) ìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíóI(t) = I0 os(!t);ãäå ! = onst. �åøåíèå çàäà÷è îá èçëó÷åíèè òàêî�ãî èñòî÷íèêà â ëèíåéíîé ñðåäå ñ "0 = onst õîðîøîèçâåñòíî è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñõîäÿùóþñÿ öèëèí�äðè÷åñêóþ ìîíîõðîìàòè÷åñêóþ âîëíó:E(�; �) = [J0(�) os � + Y0(�) sin � ℄; (62)H(�; �) = �[J1(�) sin � � Y1(�) os � ℄; (63)ãäå  = ��I0!2 ; � = r!p"0 ; � = !t;Jn è Yn � �óíêöèè Áåññåëÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãîè âòîðîãî ðîäà.Ïîäñòàâëÿÿ (62) è (63) â (35) è (36), èìååìE = [J0(%) os � + Y0(%) sin �℄; (64)H = �p"(E) [J1(%) sin � � Y1(%) os �℄; (65)ãäå % = �s"(E)"0 ; � = � � ��H2p"0 :Ôóíêöèè E(r; t) è H(r; t), îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøå�íèÿìè (64) è (65), óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (1), îäíà�êî, âîîáùå ãîâîðÿ, íåïðàâèëüíî îïèñûâàþò ðåàëü�íîå ðàñïðåäåëåíèå êîìïîíåíò ïîëÿ â íåëèíåéíîé ñðå�äå áåç äèñïåðñèè. Ïðè èçëó÷åíèè ìîíîõðîìàòè÷åñêî�ãî òîêà íåëèíåéíûå èñêàæåíèÿ òîæå ïðèâîäÿò ê îá�ðàçîâàíèþ ðàçðûâîâ íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ðàññòîÿ�íèÿ � = �� äàæå â ñëó÷àå ñêîëü óãîäíî ìàëûõ I0 è�. Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííûõ íàìè ðàíåå íåñòà�öèîíàðíûõ çàäà÷, çäåñü óäàðíàÿ âîëíà (ñ ïèëîîá�ðàçíûì ïðî�èëåì ïîëÿ) ñóùåñòâóåò ïðè ëþáûõ çíà�÷åíèÿõ âðåìåíè �1 < t < 1. Íàëè÷èå æå ðàçðû�âîâ êîìïîíåíò ïîëÿ â íåëèíåéíîé ñðåäå îçíà÷àåò ñó�

ùåñòâîâàíèå ñêà÷êîâ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî�ñòè. Ïîýòîìó äëÿ ïðàâèëüíîãî îïèñàíèÿ ïîëÿ â äàí�íîì ñëó÷àå äè��åðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ (1) íåîá�õîäèìî äîïîëíèòü ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà äâèæó�ùèõñÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòÿõ òàêèõ ðàçðû�âîâ. Ïîëÿ E è H , îïðåäåëÿåìûå �îðìóëàìè (64) è(65), çàâåäîìî íå óäîâëåòâîðÿþò ãðàíè÷íûì óñëîâè�ÿì, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèå �îðìóëû îïèñûâà�þò òîëüêî ðàñõîäÿùóþñÿ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùó�þñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè, è íå ó÷èòûâàþò îòðàæå�íèÿ îò óäàðíîãî �ðîíòà.Òåì íå ìåíåå, ïîëó÷åííîå òî÷íîå ðåøåíèå (64),(65) ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü îïðåäåëåííûé èíòåðåñ.Âïîëíå ïîíÿòíî, ÷òî ïðè ñëàáîé íåëèíåéíîñòè ðàç�ðûâ â ðàñïðåäåëåíèÿõ ïîëåé ìîíîõðîìàòè÷åñêîãîèñòî÷íèêà îáðàçóåòñÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îòîñè (�� � 1), ãäå àìïëèòóäà öèëèíäðè÷åñêîé âîëíûÿâëÿåòñÿ ìàëîé. Â ýòîì ñëó÷àå îòðàæåíèåì îò ðàç�ðûâà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è îáñóæäàåìûå �îðìóëûáóäóò ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ îïèñûâàòü íàêîïëåíèåñîîòâåòñòâóþùèõ íåëèíåéíûõ èñêàæåíèé. Îòìåòèì,÷òî òàêîé ïîäõîä ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ãèäðîäèíàìè�êå, ãäå âîëíó ìàëîé àìïëèòóäû ìîæíî ñ÷èòàòü ïðî�ñòîé è ïðè íàëè÷èè ðàçðûâîâ [13℄. Äðóãîé âîçìîæ�íîé îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (64), (65) ÿâ�ëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ìåòîäû. Íàëè÷èå ìàëûõïîòåðü â ñðåäå ìîæíî, ïî-âèäèìîìó, ó÷åñòü ââåäå�íèåì ìàëûõ ïîïðàâîê ê ýòèì �îðìóëàì.7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ïî�ñòðîåíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà,îïèñûâàþùèõ ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ ñ öèëèíäðè�÷åñêîé ñèììåòðèåé â íåëèíåéíîé ñðåäå áåç äèñïåð�ñèè. Èñïîëüçîâàííàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ìîäåëü ýêñïî�íåíöèàëüíîé çàâèñèìîñòè D îò E îòâå÷àåò äèýëåê�òðè÷åñêèì ñâîéñòâàì íåöåíòðîñèììåòðè÷íûõ ñðåäïðè ñëàáîé íåëèíåéíîñòè. Â îòëè÷èå îò àâòîìî�äåëüíîãî ïîäõîäà, ïîçâîëèâøåãî ïîëó÷èòü íåêîòî�ðûå òî÷íûå, �èçè÷åñêè èíòåðåñíûå ðåøåíèÿ íåëè�íåéíûõ íåàâòîíîìíûõ óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêî�ãî òèïà [11�13℄, ñóùåñòâåííûì äîñòîèíñòâîì ïðåä�ëîæåííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü íàõîäèòüðåøåíèÿ, ñîäåðæàùèå õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû äëè�íû èëè âðåìåíè. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ðàñøèðÿåòêðóã ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Âìåñòå ñ òåì, ïðèìå�íÿåìûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò äîñòàòî÷íî ïðîñòè îïèðàåòñÿ �àêòè÷åñêè íà çàìåíó ïåðåìåííûõ. Âäàííîé ðàáîòå ïîñòðîåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ íà÷àëü�íîé çàäà÷è îá ýâîëþöèè ëîêàëèçîâàííîãî öèëèíäðè�619
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