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ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÓÌÌÀ ÊÀËÈÁ�ÎÂÎ×ÍÎÉ¾ÑÓÏÅ�ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÎÉ¿ ÌÎÄÅËÈ ÈÇÈÍ�ÀÍÀ Ò�ÅÕÌÅ�ÍÎÉ �Å�ÓËß�ÍÎÉ �ÅØÅÒÊÅÑ. Í. Âåðãåëåñ *Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÌîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò141700, Äîëãîïðóäíûé, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16 èþíÿ 2009 ã.Âû÷èñëåíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà êàëèáðîâî÷íîé ñèñòåìû íà ðåãóëÿðíîé òðåõìåðíîé ðåøåòêå ñ êàëèá-ðîâî÷íîé ãðóïïîé Z2, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ìàéîðàíîâñêèìè �åðìèîíàìè.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍåäàâíî àâòîðîì áûë ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîääëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû äâóìåðíîéìîäåëè Èçèíãà íà ðåãóëÿðíîé ðåøåòêå [1℄. Èäåÿýòîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Êàæäîéâåðøèíå ðåøåòêè ïðèïèñûâàåòñÿ íåçàâèñèìûé ýëå�ìåíò àëãåáðû Êëè��îðäà â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëå�íèè. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî îáðàçóþùèõ N àëãåáðûÊëè��îðäà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå ÷èñëà óçëîâ ðå�øåòêè èëè ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ñòàòèñòè÷åñêîéñèñòåìû. Îïðåäåëÿåòñÿ íåêèé ïîëèíîì îò îáðàçóþ�ùèõ ýòîé àëãåáðû, çàâèñÿùèé îò ïàðàìåòðà ¾òåìïå�ðàòóðà¿. Ýòîò ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îðòîãî�íàëüíîãî ïîâîðîòà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàç�ìåðíîñòè N â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Ñëåä ýòî�ãî ïîëèíîìà ïðîïîðöèîíàëåí ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììåäâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà. Ýòîò �àêò âûòåêàåò èçòîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ñëåä ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàêñóììà ïî âñåì çàìêíóòûì êîíòóðàì ñ ñàìîïåðåñå÷å�íèÿìè íà ïðàâèëüíîé ïëàíàðíîé ðåøåòêå, ïðè÷åìêàæäîìó ðåáðó êîíòóðà ïðèïèñûâàåòñÿ íåêèé ïîëî�æèòåëüíûé âåñ, çàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðû.Â ýòîé ðàáîòå îïèñàííûé ïîäõîä ðàñïðîñòðàíÿ�åòñÿ íà òðåõìåðíóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ñèñòåìó íà ïðà�âèëüíîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêå. Âû÷èñëÿåòñÿ ñóììàïî ñàìîïåðåñåêàþùèìñÿ ïîâåðõíîñòÿì. Ïðè ýòîìó÷èòûâàþòñÿ êàê çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè, òàê è ïî�âåðõíîñòè ñ êðàåì. Êàæäîé ãðàíè ïîâåðõíîñòè ñî�*E-mail: vergeles�itp.a
.ru

ïîñòàâëÿåòñÿ íåêèé ïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü �2,çàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðû. Êàæäîìó îòðåçêó êðàÿïîâåðõíîñòè òàêæå ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü, ïðî�ïîðöèîíàëüíûé �. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé çàìêíó�òîé ïîâåðõíîñòè ñîîòâåòñòâóåò îáùèé ïîëîæèòåëü�íûé âåñ. Îêàçûâàåòñÿ, îäíàêî, ÷òî îáùèé çíàê âåñàïîâåðõíîñòè ñ êðàåì çàâèñèò îò êîí�èãóðàöèè êðàÿ,íî íå çàâèñèò îò �îðìû ïîâåðõíîñòè, îïèðàþùåéñÿíà ýòîò êðàé.Âàæíîé îñîáåííîñòüþ ðàññìàòðèâàåìîé ñòàòè�ñòè÷åñêîé ñóììû ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî íåâîçìîæ�íî ñîõðàíèòü ëèøü çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè è âûáðî�ñèòü íåçàìêíóòûå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññìàòðèâàå�ìàÿ çäåñü ñèñòåìà íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìîäåëü Èçèí�ãà íà òðåõìåðíîé ðåãóëÿðíîé ðåøåòêå. Äåéñòâèòåëü�íî, êàê èçâåñòíî, òðåõìåðíàÿ ìîäåëü Èçèíãà íà ðå�ãóëÿðíîé ðåøåòêå äóàëüíà òðåõìåðíîé êàëèáðîâî÷�íîé ìîäåëè ñ êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîé Z2 [2℄. Ñòà�òèñòè÷åñêàÿ ñóììà ïîñëåäíåé ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàêñóììà ïî çàìêíóòûì ïîâåðõíîñòÿì ñ ñàìîïåðåñå÷å�íèÿìè, ïðè÷åì êàæäîé ãðàíè ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïîëî�æèòåëüíûé âåñ, çàâèñÿùèé îò òåìïåðàòóðû. Êðàéïîâåðõíîñòè ñëåäóåò èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ðîæäå�íèå, ðàñïðîñòðàíåíèå è àííèãèëÿöèþ ïàðû �åðìè�îíîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì.Â ðàçä. 2.5 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòè �åðìèîíû ÿâëÿ�þòñÿ ðåøåòî÷íûì àíàëîãîì ìàéîðàíîâñêèõ �åðìè�îíîâ.Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåííàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿñóììà ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ñòàòèñòè÷åñ-544



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà : : :êàÿ ñóììà êàëèáðîâî÷íîé ñèñòåìû íà ðåãóëÿðíîéòðåõìåðíîé ðåøåòêå ñ êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîé Z2,âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ìàéîðàíîâñêèìè �åðìèîíà�ìè1). 2. ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È2.1. Àëãåáðà Äèðàêà �Êëè��îðäà âìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèèÎáðàçóþùèå àëãåáðû Êëè��îðäà f�xg óäîâëå�òâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì�x�y + �y�x = 2Æx;y;x; y; : : : = 1; : : : ; I = 2K; (2.1)è ïðåäïîëàãàþòñÿ ýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè ðàçìåð�íîñòè 2I=2. Òàêàÿ ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëü�íîé ïðè äàííîì ÷èñëå îáðàçóþùèõ. Òåîðèÿ òàêèõìàòðèö â óäîáíîì äëÿ �èçèêîâ âèäå ñîäåðæèòñÿ âðàáîòå [3℄. Ýòè ìàòðèöû ëåãêî ìîãóò áûòü ïðåäñòàâ�ëåíû â ÿâíîì âèäå. Îäíàêî çäåñü ýòî íå ñäåëàíîââèäó òîãî, ÷òî èõ ÿâíûé âèä íå èñïîëüçóåòñÿ. Èçàëãåáðû (2.1) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ñëåä îò ëþ�áîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà �-ìàòðèö ðàâåííóëþ è tr �x�y = 2I=2Æx;y;tr �x�y�z�v = 2I=2�Æx;yÆz;v�Æx;zÆy;v+Æx;vÆy;z� (2.2)è ò. ä. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ïðîèçâåäåíèå �-ìàòðèöïóòåì èõ ïåðåñòàíîâîê è èñïîëüçîâàíèÿ ðàâåíñòâ�2x = 1 ïðèâîäèòñÿ ëèáî ê ÷èñëó �1 (â çàâèñèìî�ñòè îò ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê), ëèáî ê ïðîèçâåäåíèþïîïàðíî ðàçëè÷íûõ �-ìàòðèö. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àåñîãëàñíî �îðìóëå (2.2) ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ �-ìàòðèöðàâåí íóëþ, à â ïåðâîì � �2I=2.2.2. Îïèñàíèå ñòåïåíåé ñâîáîäû ñèñòåìûÏðîíóìåðóåì îñè ïðîñòîé òðåõìåðíîé êóáè÷å�ñêîé ðåøåòêè ÷èñëàìè 1; 2; 3. Êàæäàÿ âåðøèíà vxèìååò íîìåð, ñîñòîÿùèé èç òðåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåëx � (m;n; l), ïðè÷åìm = 1; : : : ;M; n = 1; : : : ; N; l = 1; : : : ; L: (2.3)1) Âîçìîæíî, áûëî áû ïðàâèëüíåå íàçûâàòü âû÷èñëåííóþñóììó êâàíòîâîé àìïëèòóäîé ïåðåõîäà èç âàêóóìà â âàêó�óì. Îäíàêî ìû îñòàâëÿåì çäåñü äëÿ ýòîé âåëè÷èíû òåðìèí¾ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà¿ ïî òîé ïðè÷èíå, ÷òî èñïîëüçóåìàÿìåòðèêà � åâêëèäîâà.

Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì ÷èñëà M;N;L ÷åòíûìè.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëà m;n; l ðàâíîìåðíî âîç�ðàñòàþò ïðè äâèæåíèè ñîîòâåòñòâåííî âäîëü ïåð�âîé, âòîðîé è òðåòüåé îñè. Îïðåäåëèì áàçèñíûåâåêòîðû ðåøåòêè: e1 = (1; 0; 0), e2 = (0; 1; 0),e3 = (0; 0; 1). Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð ei íàïðàâëåíâ ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè i-é îñè.Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî I = 3MNL.�àçîáüåì ñîâîêóïíîñòü îáðàçóþùèõ àëãåáðûÊëè��îðäà íà òðè ãðóïïû, â êàæäîé èç êîòîðûõèìååòñÿ MNL ìàòðèö. Îáðàçóþùèå ïåðâîé ãðóïïûîáîçíà÷èì f�xg, âòîðîé � f�xg, òðåòüåé � f
xg.Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç lx;i = lm;n;l; i ðåáðî, ñîåäè�íÿþùåå ñîñåäíèå âåðøèíû vx è vx+ei , ÷åðåç fx;i �ãðàíü ñ âåðøèíàìè (x;x + ej ;x + ej + ek;x + ek),i = 1; 2; 3. Çäåñü ej è ek � áàçèñíûå âåêòîðû,äîïîëíèòåëüíûå èëè îðòîãîíàëüíûå ê ei.Ïî îïðåäåëåíèþ êàæäîìó ðåáðó lx;1 ñîïîñòàâëÿ�åòñÿ ìàòðèöà �x, ðåáðó lx;2 � ìàòðèöà �x, ðåáðólx;3 � ìàòðèöà 
x. Äàëåå èñïîëüçóåòñÿ çàïèñü�x = �(i)x = (�x; �x; 
x) ; i = 1; 2; 3: (2.4)2.3. Îïðåäåëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììûÑîïîñòàâèì êàæäîé ãðàíè óíèòàðíóþ ìàòðèöóïîâîðîòà â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè:ãðàíè fx;1 � ìàòðèöóU (1)(m;n;l) � (�+ ��x
x+e2) (�+ ��x+e3
x) ; (2.5)ãðàíè fx;2 � ìàòðèöóU (2)(m;n;l) � (�+ ��x
x+e1) (�+ ��x+e3
x) ; (2.6)ãðàíè fx;3 � ìàòðèöóU (3)(m;n;l) � (�+ ��x�x+e1) (�+ ��x+e2�x) : (2.7)Çäåñüx = (m;n; l); � = 
os  2 ; � = sin  2 : (2.8)Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåí �ðàãìåíò ðåøåòêè, ñîäåð�æàùèé âåðøèíó x è òðè ñìåæíûõ ãðàíè fx;1, fx;2,fx;3, à òàêæå îáîçíà÷åíû �-ìàòðèöû, ïðèïèñàííûåñîîòâåòñòâóþùèì ðåáðàì. Èçîãíóòûå ïîä ïðÿìûìóãëîì ñòðåëêè, ëåæàùèå â ãðàíÿõ è óêàçûâàþùèå íàïåðåõîä îò îäíîãî ðåáðà ê äðóãîìó, èçîáðàæàþò ìàò�ðèöó ïîâîðîòà, ñîîòâåòñòâóþùóþ îäíîé èç êðóãëûõñêîáîê â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (2.5), (2.6) è (2.7). Ïðè ýòîì9 ÆÝÒÔ, âûï. 3 545
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�èñ. 1íàïðàâëåíèå ñòðåëêè óêàçûâàåò íà ïîðÿäîê ïðîèçâå�äåíèÿ �-ìàòðèö. Íàïðèìåð, ñòðåëêà (1) ñîîòâåòñòâó�åò ïåðâîé êðóãëîé ñêîáêå, à ñòðåëêà (2) � âòîðîéêðóãëîé ñêîáêå â (2.5) è ò. ä. Ñîìíîæèòåëè â ïðàâûõ÷àñòÿõ â (2.5), (2.6) è (2.7) íå êîììóòèðóþò ìåæäóñîáîé, ïîýòîìó âàæåí èõ ïîðÿäîê. Íàì ïîíàäîáèòñÿïðåäñòàâëåíèå âåëè÷èí (2.5)�(2.7) â âèäå ñëåäóþùèõñóìì:U (1)(m;n;l) = (�2 + �2�x
x+e2�x+e3
x) ++ t��(�x
x+e2 + �x+e3
x); (2.9)U (2)(m;n;l) = (�2 + �2�x
x+e1�x+e3
x) ++ t��(�x
x+e1 + �x+e3
x); (2.10)U (3)(m;n;l) = (�2 + �2�x�x+e1�x+e2�x) ++ t��(�x�x+e1 + �x+e2�x): (2.11)Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëèt = 1: (2.12)Â ñëó÷àå t 6= 1 ìàòðèöû (2.9)�(2.11) íå ÿâëÿþòñÿìàòðèöàìè ïîâîðîòà è ïîýòîìó ïðèìåíÿåìûé çäåñüìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû îêàçûâàåò�ñÿ íåïðèãîäíûì.Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ñèñòåìû ïðîïîðöèîíàëü�íà ñëåäó îò óïîðÿäî÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöïîâîðîòà â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè:Z = C trU ; (2.13)

U =  P̂Yl !U(l); (2.14)U(l) =  P̂Yn !U(n;l); (2.15)U(n;l) =  P̂Ym !U(m;n;l) == : : : U(m�1;n;l)U(m;n;l)U(m+1;n;l) : : : ; (2.16)U(m;n;l) � U (1)(m;n;l)U (2)(m;n;l)U (3)(m;n;l): (2.17)Çäåñü C � íåêàÿ ÷èñëîâàÿ êîíñòàíòà, êîòîðàÿ çäåñüíå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, ñèìâîë (P̂ Qm) â �îð�ìóëå (2.16) îáîçíà÷àåò óïîðÿäî÷åííîå ïðîèçâåäåíèåìàòðèö (2.17) ïî âñåì çíà÷åíèÿì m ïðè �èêñèðî�âàííûõ çíà÷åíèÿõ ÷èñåë (n; l), òàê ÷òî â ýòîì ïðîèç�âåäåíèè ìàòðèöà U(m;n;l) ðàñïîëàãàåòñÿ ëåâåå ìàòðè�öû U(m0;n;l), åñëèm < m0. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿóïîðÿäî÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ â (2.15) (ïðè �èêñèðî�âàííîì (l)) è â (2.14).2.4. Çàìêíóòûå ïîâåðõíîñòè ññàìîïåðåñå÷åíèÿìè�àññìîòðèì âêëàä â ìàòðèöó (2.14) íóëåâîé ñòå�ïåíè îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà t. Ñîãëàñíî �îðìó�ëàì (2.9)�(2.11) â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ ãðàíü äàåòäâà âêëàäà â U : ïåðâûé ïðîïîðöèîíàëåí ÷èñëó �2,à âòîðîé � ìàòðèöå {�2� (óïîðÿäî÷åííîå ïðîèçâå�äåíèå ÷åòûðåõ �-ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáðàìãðàíè)}. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîä çíàêîì ñëåäà â (2.13) íåâñå ñëàãàåìûå ìàòðèöû U ñóùåñòâåííû. Íàïðèìåð,ñîãëàñíî (2.2)trC n(�2)(3MNL�1)�2�x
x+e2�x+e3
xo = 0: (2.18)Äëÿ òîãî ÷òîáû ñëàãàåìîå ìàòðèöû U äàâàëî íåíó�ëåâîé âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó, íåîáõîäèìî,÷òîáû êàæäàÿ �-ìàòðèöà â ýòîì ñëàãàåìîì áûëà â÷åòíîé ñòåïåíè. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñëàãàåìûå èç U ,ïðîïîðöèîíàëüíûå �2 è äàþùèå íåíóëåâîé âêëàä âñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó, ïðåäñòàâëÿþòñÿ íà ðåøåòêåâ âèäå çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé ñ ñàìîïåðåñå÷åíè�ÿìè. Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäîå ðåáðî, ïðèíàäëåæàùååòàêîé ïîâåðõíîñòè, ìîæåò ïðèíàäëåæàòü äâóì èëè÷åòûðåì ãðàíÿì ýòîé ïîâåðõíîñòè. Â ïîñëåäíåì ñëó�÷àå íà ðåáðå èìååò ìåñòî ñàìîïåðåñå÷åíèå ïîâåðõíî�ñòè. Êàæäîé ãðàíè fx;i òàêîé ïîâåðõíîñòè ñòàâèòñÿ546



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà : : :â ñîîòâåòñòâèå ñëàãàåìîå èç âûðàæåíèÿ äëÿ U (i)(m;n;l),i = 1; 2; 3, ïðîïîðöèîíàëüíîå �2 è ÷åòâåðòîé ñòå�ïåíè ìàòðèö � (ñì. (2.9)�(2.11)). Ïîðÿäîê çàïèñè�-ìàòðèö â ïðîèçâåäåíèè â âûðàæåíèè äëÿ U , ñîîò�âåòñòâóþùåì çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè (íå îáÿçàòåëü�íî ñâÿçíîé), îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè (2.13)�(2.17).Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî â ñëàãàåìîì â âû�ðàæåíèè äëÿ U , ñîîòâåòñòâóþùåì íåêîé çàìêíóòîéïîâåðõíîñòè, êàæäàÿ �-ìàòðèöà ìîæåò áûòü ëèáî âñòåïåíè 0 (ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî íå ïðèíàäëåæèòïîâåðõíîñòè), ëèáî â ñòåïåíè 2 (ñîîòâåòñòâóþùåå ðå�áðî ïðèíàäëåæèò òîëüêî äâóì ãðàíÿì ïîâåðõíîñòè),ëèáî â ñòåïåíè 4 (ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî ïðèíàäëå�æèò ÷åòûðåì ãðàíÿì ïîâåðõíîñòè).Ïóñòü S � ÷èñëî ãðàíåé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè.Èç ñêàçàííîãî âûøå ëåãêî íàõîäèì âêëàä â ñòàòè�ñòè÷åñêóþ ñóììó îò ýòîé ïîâåðõíîñòè (ïðè ìàêðî�ñêîïè÷åñêèõ ðàçìåðàõ ðåøåòêè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîîáùåå ÷èñëî ãðàíåé ðåøåòêè ðàâíî 3MNL):�Z = C h23MNL=2(�2)3MNLi (�=�)2S : (2.19)Ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà ðàâåíñòâî (2.19) ÿâëÿåòñÿ î÷å�âèäíûì. Îñòàåòñÿ ëèøü äîêàçàòü, ÷òî êàæäàÿ çà�ìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü äàåò ïîëîæèòåëüíûé âêëàä âñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó.�àññìîòðèì âêëàä â U îò ïðîñòåéøåé çàìêíóòîéïîâåðõíîñòè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé: ýëåìåíòàðíîãî êó�áèêà ñ ãðàíÿìè fx;1, fx;2, fx;3, fx+e1;1, fx+e2;2, fx+e3;3.Çäåñü ïîðÿäîê ïåðå÷èñëåíèÿ ãðàíåé ñîîòâåòñòâóåòïîðÿäêó ïîñòðîåíèÿ èç ýëåìåíòàðíûõ ¾êèðïè÷èêîâ¿ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî â âûðàæåíèè äëÿ U .Òàêèì îáðàçîì,�U = (�x
x+e2�x+e3
x)�� (�x
x+e1�x+e3
x) (�x�x+e1�x+e2�x)�� (�x+e1
x+e1+e2�x+e1+e3
x+e1)�� (�x+e2
x+e1+e2�x+e2+e3
x+e2)�� (�x+e3�x+e1+e3�x+e2+e3�x+e3) = 1: (2.20)Â ýòîì ïðîèçâåäåíèè êàæäàÿ �-ìàòðèöà ñîäåðæèòñÿäâàæäû.Äëÿ îáùåãî äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæèòåëüíîñòèçíàêà â ðàâåíñòâå (2.19) ðàññå÷åì çàìêíóòóþ ïî�âåðõíîñòü ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè(12) è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíû ðåáåð lm;n;l; 3,m = 1; : : : ;M , n = 1; : : : ; N . Îáîçíà÷èì ýòóïëîñêîñòü Pl. Â êàæäîé ïëîñêîñòè Pl èìååòñÿ åñòå�ñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ïðàâèëüíîé ïëîñêîé ðåøåòêè,âåðøèíû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ñåðåäèíàì ðåáåðlm;n;l; 3 è îáîçíà÷àþòñÿ vm;n. �åáðà ýòîé ðåøåòêè

îáîçíà÷àþòñÿ lm;n; 1 è lm;n; 2. �åáðî lm;n; 1 ñîåäèíÿåòâåðøèíû vm;n è vm+1;n, à ðåáðî lm;n; 2 � âåðøè�íû vm;n è vm;n+1. Òàêèì îáðàçîì, ðåáðî lm;n; 1ïðèíàäëåæèò ãðàíè fx;2, à ðåáðî lm;n; 2 � ãðàíèfx;1. Îïèñàííóþ ðåøåòêó òàêæå îáîçíà÷èì Pl.Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöû 
m;n;l ñîïîñòàâëåíûñîîòâåòñòâóþùèì âåðøèíàì vm;n ðåøåòêè Pl.Çà�èêñèðóåì l è èçîáðàçèì æèðíûìè òå ðåáðàðåøåòêè Pl, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ãðàíÿì ðàññìàò�ðèâàåìîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî ñî�âîêóïíîñòü æèðíûõ ðåáåð íà ðåøåòêå Pl îáðàçóåòçàìêíóòûé êîíòóð ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè íà ïðîñòîéïëîñêîé ðåøåòêå, ïðè÷åì â îäíîé âåðøèíå vm;n ìî�ãóò ñîéòèñü äâà èëè ÷åòûðå æèðíûõ ðåáðà2). Ïðå�îáðàçóåì ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè, ñîîòâåòñòâóþùèåãðàíÿì fx;1 è fx;2 çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, ñëåäóþ�ùèì îáðàçîì:(�x
x+e2�x+e3
x) = (
x
x+e2) (�x�x+e3) ; (2.21)(�x
x+e1�x+e3
x) = (
x
x+e1) (�x�x+e3) : (2.22)Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöû (
x
x+ei), i = 1; 2, êîììó�òèðóþò ñî âñåìè ìàòðèöàìè �x0 , �x0 áåç îãðàíè�÷åíèé, à òàêæå ñ ìàòðèöàìè �
x0
x0+ej �, j = 1; 2,ïðè l 6= l0. Îäíàêî ìàòðèöû (
x
x+ei), i = 1; 2 è�
x0
x0+ej�, j = 1; 2, ïðè l = l0, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîììóòèðóþò, ïîñêîëüêó â íàáîðå ÷åòûðåõ ìàòðèö�
x; 
x+ei ; 
x0 ; 
x0+ej� ìîãóò îêàçàòüñÿ ñîâïàäàþùèåìàòðèöû. Îòñþäà è èç �îðìóë (2.21) è (2.22) âèäíî,÷òî â ñëàãàåìîì â âûðàæåíèè äëÿ U , ñîîòâåòñòâóþ�ùåì çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, ìîæíî âûíåñòè íàëåâîâñå ìàòðè÷íûå ìíîæèòåëè (
x
x+e2) è (
x
x+e1), íîáåç îòíîñèòåëüíîãî èçìåíåíèÿ ïîðÿäêà ñàìèõ ýòèõìíîæèòåëåé. Ïðè ýòîì îáùèé çíàê ýòîãî ñëàãàåìî�ãî â U íå èçìåíèòñÿ. Áîëåå òîãî, ïðîèçâåäåíèå âñåõâûíåñåííûõ íàëåâî 
-ìàòðèö ñâîðà÷èâàåòñÿ â åäèíè�öó. Äåéñòâèòåëüíî, ïîðÿäîê çàïèñè âûíåñåííûõ íà�ëåâî 
-ìàòðèö (ïðè �èêñèðîâàííîì l) ñîîòâåòñòâóåòïîðÿäêó çàïèñè 
-ìàòðèö, îïðåäåëåííîìó äëÿ íàõî�æäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ âåñîâ çàìêíóòûõ êîíòóðîâñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè íà ïðàâèëüíîé ïëîñêîé ðåøåò�êå ïðè âû÷èñëåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû äâóìåð�íîé ìîäåëè Èçèíãà [1℄. Â ðàáîòå [1℄ äîêàçàíî, ÷òîòàêèå óïîðÿäî÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ 
-ìàòðèö ñâîðà�÷èâàþòñÿ â åäèíèöó.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ñîêðàòèòü 
-ìàò-ðèöû ïðè âñåõ ïðî÷èõ l.2) Êàê èçâåñòíî, ñóììà ïî òàêèì çàìêíóòûì êîíòóðàì ñîïðåäåëåííûì âåñîì äàåò ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ñòà�òèñòè÷åñêóþ ñóììó äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà (ñì., íàïðè�ìåð, [1; 4℄).547 9*



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì â ëþáîì ñëàãàåìîìâ âûðàæåíèè äëÿ U , ñîîòâåòñòâóþùåì çàìêíóòîéïîâåðõíîñòè, âû÷åðêíóòü âñå 
-ìàòðèöû áåç èçìå�íåíèÿ çíàêà.Äàëåå äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî. Ïëîñêîñòü, ðàññå�êàþùóþ çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòü ÷åðåç ñåðåäèíû ðå�áåð lm;n;l; 2, m = 1; : : : ;M , l = 1; : : : ; L, îáîçíà÷èìPn. Íà ïëîñêîñòè Pn èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ñòðóê�òóðà ïðàâèëüíîé ïëîñêîé ðåøåòêè, âåðøèíû êîòî�ðîé (ïðè �èêñèðîâàííîì n) îáîçíà÷àþòñÿ vm;l. Ìàò�ðèöû �m;n;l ñîïîñòàâëÿþòñÿ âåðøèíàì vm;l. Ñ ó÷å�òîì (2.21) è(�x�x+e1�x+e2�x) = (�x�x+e1) (�x�x+e2) (2.23)ìû ìîæåì ïðè �èêñèðîâàííîì n âûíåñòè âñå ìíî�æèòåëè (�x�x+e3) è (�x�x+e1), íå èçìåíÿÿ èõ âçà�èìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ, íàëåâî èç îñòàòêà ïðîèçâåäå�íèÿ �-ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùåãî çàìêíóòîé ïîâåðõ�íîñòè. Ïðè ýòîì îáùèé çíàê ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ íåèçìåíÿåòñÿ, è ïðîèçâåäåíèå �-ìàòðèö ïðè êàæäîìçíà÷åíèè n ñâîðà÷èâàåòñÿ â åäèíèöó. Äàëåå îñòàåòñÿïðîèçâåäåíèå îäíèõ �-ìàòðèö, êîòîðîå ñâîðà÷èâàåò�ñÿ ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì m â åäèíèöó.Òàêèì îáðàçîì óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå�-ìàòðèö â êàæäîì ñëàãàåìîì â âûðàæåíèè äëÿU , ñîîòâåòñòâóþùåì ëþáîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè,ñâîðà÷èâàåòñÿ â åäèíèöó. Òåì ñàìûì äîêàçàíà �îð�ìóëà (2.19).2.5. Ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì�àññìîòðèì âêëàäû â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóì�ìó (2.13), íåíóëåâûå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà tâ (2.9)�(2.11).Ïðîñòåéøèì òàêèì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõ�íîñòü ñ êðàåì, èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 2. Ñîâîêóï�íîñòü èçîãíóòûõ ïîä ïðÿìûì óãëîì æèðíûõ ñòðå�ëîê3) îáðàçóåò êðàé ïîâåðõíîñòè. Ñàìà æå ïîâåðõ�íîñòü íà ðèñ. 2 åñòü çàøòðèõîâàííàÿ ãðàíü ñ âåðøè�íàìè v2, v3, v4, v6.Âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó ïîâåðõíîñòè ñêðàåì, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 2, ïðîïîðöèîíàëåí t4.Ñîãëàñíî ïðàâèëó, âêëàä îò ýòîé ïîâåðõíîñòè â Uïðîïîðöèîíàëåí âûðàæåíèþ�1U � (�1
1)(�1�1)(�1
2�2
1)(�2
2)(�2�2) == �1; (2.24)ïðè÷åì çäåñü è â ñëåäóþùåì ïðèìåðå êîý��èöè�åíòû ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ïîëîæèòåëüíû. Â (2.24)3) Ýòî òå æå ñòðåëêè, ÷òî íà ðèñ. 1.

v5

v4

v3
v2

v1

v7

v6

β1

α1

γ1

α2

β2

γ2

�èñ. 2ñîìíîæèòåëè âèäà (�1
1), çàêëþ÷åííûå â êðóãëûåñêîáêè, ÿâëÿþòñÿ âêëàäîì îò ñòðåëêè â ãðàíè ñ âåð�øèíàìè v1, v2, v6, v7. Ñîâîêóïíîñòü ñîìíîæèòåëåé,çàêëþ÷åííûõ â êðóãëûå ñêîáêè, ÿâëÿåòñÿ �àêòîðîìâ �U îò ñòðåëêè â êàêîé-ëèáî ãðàíè, ëèáî âêëà�äîì îò öåëîé ãðàíè (ò. å. âêëàäîì îò ïàðû ñòðåëîêèç îäíîé ãðàíè). Êàæäàÿ ãðàíü äàåò íå áîëåå îä�íîãî �àêòîðà, êîòîðûé ìîæåò áûòü ëèáî íóëåâîéñòåïåíè îòíîñèòåëüíî �-ìàòðèö è ïðîïîðöèîíàëåí�2, ëèáî âòîðîé ñòåïåíè (èçîáðàæàåìûé îäèíàðíîéèçîãíóòîé ñòðåëêîé è ïðîïîðöèîíàëåí t), ëèáî ÷åò�âåðòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî �-ìàòðèö. Íàïðèìåð,çàøòðèõîâàííàÿ ãðàíü ñ âåðøèíàìè v2; v3; v4; v6 äà�åò âêëàä ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îòíîñèòåëüíî �-ìàòðèö:(�1
2�2
1).Òåïåðü ðàññìîòðèì âêëàä â U îò ïîâåðõíîñòè ñêðàåì, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3. Êàê è â ïðåäûäó�ùåì ñëó÷àå, èçîãíóòûå æèðíûå ñòðåëêè îáðàçóþòêðàé ïîâåðõíîñòè, à ñàìà ïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èçòðåõ çàøòðèõîâàííûõ ãðàíåé. Âêëàä â ñòàòèñòè÷å�ñêóþ ñóììó ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì, èçîáðàæåííîé íàðèñ. 3, ïðîïîðöèîíàëåí t6. Âêëàä îò ýòîé ïîâåðõíî�ñòè â U ïðîïîðöèîíàëåí âûðàæåíèþ�2U � (�1
1)(�1�1)(�1
2�2
1)(�3
2)(�2
3)�� (�2�3�3�2)(�3
4�4
3)(�4
4)(�4�4) = 1: (2.25)Èç ñðàâíåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé �îðìóë (2.24) è(2.25) âèäíî, ÷òî �àêòîð îò ïîâåðõíîñòè ñ êðàåì âñîîòâåòñòâóþùåì ñëàãàåìîì â ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì�ìå ìîæåò áûòü ëþáîãî çíàêà. Áîëåå äåòàëüíîå èçó�548



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà : : :

v1

v2 α1
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β3α2
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�èñ. 3÷åíèå ýòîãî âîïðîñà ïîêàçûâàåò, ÷òî çíàêè �àêòîðîâïîâåðõíîñòåé ñ êðàåì çàâèñÿò îò �îðìû êðàÿ, íî íåçàâèñÿò îò �îðìû ïîâåðõíîñòè ñ çàäàííûì êðàåì.Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ íàïîìèíàåò ñèòóàöèþ â ñëó�÷àå ìàéîðàíîâñêèõ �åðìèîíîâ íà òðåõìåðíîé ðå�øåòêå, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ àáåëåâûì êàëèáðîâî÷�íûì ïîëåì. Â Ïðèëîæåíèè B ïîêàçàíî, ÷òî â ïîñëåä�íåì ñëó÷àå âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó îò ìàé�îðàíîâñêèõ �åðìèîíîâ òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàêñóììà ïî ïîâåðõíîñòÿì ñ êðàåì, ïðè÷åì êðàé ïî�âåðõíîñòè èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðîæäåíèå, ðàñïðî�ñòðàíåíèå è àííèãèëÿöèÿ ïàðû �åðìèîíîâ. Òàê æå,êàê è â èçó÷àåìîé çäåñü ìîäåëè, êàæäàÿ òàêàÿ ïî�âåðõíîñòü äàåò íåêèé �àêòîð â îäíî èç ñëàãàåìûõâñåãî èíòåãðàëà, ïðè÷åì çíàê ýòîãî �àêòîðà ìîæåòáûòü ëþáûì è îïðåäåëÿåòñÿ �îðìîé ãðàíèöû ïî�âåðõíîñòè, íî íå ñàìîé ïîâåðõíîñòüþ. Ìîäóëü æåýòîãî �àêòîðà ïðîïîðöèîíàëåí �s, ãäå � � íåêîå ïî�ëîæèòåëüíîå ÷èñëî, à s � ÷èñëî ãðàíåé ñîîòâåòñòâó�þùåé ïîâåðõíîñòè.Òàêèì îáðàçîì, èçëîæåííîå äàåò îñíîâàíèå ïðè�íÿòü ãèïîòåçó, ÷òî èçó÷àåìàÿ çäåñü ñòàòèñòè÷åñêàÿñóììà ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììîé àáåëåâîé êà�ëèáðîâî÷íîé ñèñòåìû ñ ñèììåòðèåé Z2 (÷òî î÷åâèä�

íî), âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ìàéîðàíîâñêèìè �åðìèî�íàìè. Èìåííî âñëåäñòâèå ýòîé ãèïîòåçû ââåäåíî ñëî�âî ¾ñóïåðñèììåòðè÷íûé¿ â çàãîëîâîê ñòàòüè.Â ñâÿçè ñ ýòîé ãèïîòåçîé íåîáõîäèìî ñäåëàòü ñëå�äóþùèé êîììåíòàðèé.Êàê èçâåñòíî [5℄, íà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåòêàõíåâîçìîæíî ïîñòðîèòü óäîâëåòâîðèòåëüíûé âàðè�àíò ëîêàëüíîãî äåéñòâèÿ äèðàêîâñêèõ �åðìèîíîâ,â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå ïåðåõîäÿùåãî â îáû÷íîåäèðàêîâñêîå äåéñòâèå. Ïðîáëåìà, â ÷àñòíîñòè, çà�êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåòêàõíåâîçìîæíî ïîñòðîèòü �åðìèîííîå äåéñòâèå, îïèñû�âàþùåå îäíî åäèíñòâåííîå êèðàëüíîå (âåéëåâñêîå)�åðìèîííîå ïîëå è â êîíòèíóàëüíîì ïðåäåëå ïåðå�õîäÿùåå â îáû÷íîå äåéñòâèå êèðàëüíîãî ïîëÿ. Ýòàïðîáëåìà íàçûâàåòñÿ ¾ïðîáëåìîé óäâîåíèÿ �åðìè�îííûõ ñîñòîÿíèé¿. Èçâåñòíî òàêæå [6℄, ÷òî öåíîéóâåëè÷åíèÿ ðàçìåðíîñòè ðåøåòêè ìîæíî ïîñòðîèòüîäíî âåéëåâñêîå ïîëå íà ðåøåòî÷íîé ãèïåðïîâåðõíî�ñòè êîðàçìåðíîñòè îäèí. Íàïðèìåð, íà 4+1-ìåðíîéðåøåòêå ìîæíî ïîñòðîèòü äåéñòâèå îäíîãî âåéëåâ�ñêîãî ïîëÿ íà 4-ìåðíîé ïîäðåøåòêå. Îäíàêî ýòà êîí�ñòðóêöèÿ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ èçÿùíîé è ïîòîìó ïåð�ñïåêòèâíîé. Ê ýòîìó æå çàêëþ÷åíèþ ïîäâîäèò òîò�àêò, ÷òî ïðîáëåìà âçàèìîäåéñòâèÿ òàêèõ âåéëåâ�ñêèõ ïîëåé ñ êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì íå ðåøåíà â îá�ùåì ñëó÷àå âíå ðàìîê òåîðèè âîçìóùåíèé.Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèé âûâîä: ïîä�õîä ê èçó÷åíèþ êàëèáðîâî÷íûõ ñèñòåì íà ðåøåòêå,âêëþ÷àþùèõ �åðìèîííûå ñòåïåíè ñâîáîäû, è îñíî�âàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ðåøåòî÷íîãî äåéñòâèÿ, âî�îáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì. Íî äëÿ ðåøå�íèÿ ýòîé ïðîáëåìû âîçìîæíû è äðóãèå ïîäõîäû. Äå�ëî â òîì, ÷òî ýêñïîíåíòà îò äåéñòâèÿ ïîä çíàêîì ñóì�ìû (èíòåãðàëà) ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ñèñòåìû íåîá�õîäèìà ëèøü äëÿ íàõîæäåíèÿ êâàíòîâûõ àìïëèòóäïåðåõîäà. Õîòÿ â êîíòèíóàëüíîé òåîðèè ìåòîä íà�õîæäåíèÿ àìïëèòóä ïåðåõîäà ïðè ïîìîùè �óíêöèî�íàëüíîãî èíòåãðàëà îò äåéñòâèÿ â ýêñïîíåíòå âåñüìàý��åêòèâåí, â ðåøåòî÷íûõ òåîðèÿõ íà òàêîì ïóòè,êàê ìû âèäèì, ìîãóò âîçíèêíóòü ñåðüåçíûå ïðåïÿò�ñòâèÿ âñëåäñòâèå îòñóòñòâèÿ ñàìîãî äåéñòâèÿ. Ïðèí�öèïèàëüíî ýòî ïðåïÿòñòâèå ìîæåò áûòü ïðåîäîëåíîïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãî îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä ïå�ðåõîäà, ìèíóÿ ýòàï ïîñòðîåíèÿ äåéñòâèÿ4). Ýòîò ïîä�õîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå ïåðñïåêòèâíûì ïðè èçó÷å�4) Íàïðèìåð, çàäàíèå ïðàâèë äèàãðàììíîé òåõíèêè îïðå�äåëÿåò ýëåìåíòàðíûå àìïëèòóäû ïåðåõîäà è ïðàâèëà èõ ñó�ïåðïîçèöèè è ïîñòðîåíèÿ ëþáûõ àìïëèòóä èç ýëåìåíòàðíûõ.Òàêèì îáðàçîì, çíàíèå ïðàâèë äèàãðàììíîé òåõíèêè îñâîáî�æäàåò îò íåîáõîäèìîñòè çíàíèÿ äåéñòâèÿ è èçó÷åíèÿ �óíê�öèîíàëüíîãî èíòåãðàëà, ïðèâîäÿùåãî ê ýòèì ïðàâèëàì.549



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010íèè �óíäàìåíòàëüíûõ ÿâëåíèé, îñîáåííî â ñëó÷àåäèñêðåòíîãî ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè: íåëüçÿ èñêëþ�÷èòü, ÷òî èìåííî êâàíòîâûå àìïëèòóäû ïåðåõîäàÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ýëåìåíòàðíûìè ìàòåìàòè÷åñêè�ìè îáúåêòàìè. Èìåííî òàêîé ïîäõîä �àêòè÷åñêè ðå�àëèçîâàí â ýòîé ðàáîòå.Ñêàçàííîå âûøå îçíà÷àåò òàêæå, ÷òî âîïðîñ îïðåäñòàâëåíèè ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû (àìïëèòóäûïåðåõîäà âàêóóì�âàêóóì) (2.13) â âèäå ýêñïîíåíòûîò íåêîåãî ðåøåòî÷íîãî äåéñòâèÿ ïîä çíàêîì ñóììû(èíòåãðàëà) ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ñèñòåìû íå ÿâëÿ�åòñÿ ïîëíîñòüþ êîððåêòíûì. Äåéñòâèòåëüíî, ñóììàïî çàìêíóòûì ïîâåðõíîñòÿì åñòü íå ÷òî èíîå êàêñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà êàëèáðîâî÷íîé ìîäåëè Èçèí�ãà, ò. å. ïðîñóììèðîâàííàÿ ïî ñòåïåíÿì ñâîáîäû ñè�ñòåìû ýêñïîíåíòà îò ðåøåòî÷íîãî äåéñòâèÿ êàëèá�ðîâî÷íîãî ïîëÿ áåç ìàòåðèè ñ êàëèáðîâî÷íîé ãðóï�ïîé Z2. Îäíàêî ñóììà ïî íåçàìêíóòûì ïîâåðõíî�ñòÿì åäâà ëè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà àíàëîãè÷�íî â âèäå èíòåãðàëà ïî �åðìèîíàì îò ñîîòâåòñòâó�þùåé ýêñïîíåíòû, õîòÿ åå è ñëåäóåò èíòåðïðåòèðî�âàòü êàê âêëàä îò ìàéîðàíîâñêèõ �åðìèîíîâ. Ïî�ñëåäíåå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ñðàâíåíèÿ îïðåäå�ëÿþùèõ ñâîéñòâ âåñîâ íåçàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé(çíàêîïåðåìåííîñòü âåñîâ, çàâèñÿùàÿ îò �îðìû ãðà�íèöû ïîâåðõíîñòè) â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè è âñëó÷àå ìàéîðàíîâñêèõ �åðìèîíîâ íà ðåøåòêå (ñì.Ïðèëîæåíèå B). Îäíàêî ïîëíîãî ñîâïàäåíèÿ ýòèõâåñîâ åäâà ëè ìîæíî äîáèòüñÿ ïóòåì ïîèñêà ïîäõî�äÿùåé ðåøåòî÷íîé �åðìèîííîé ìîäåëè, ïîñêîëüêóâ ïîñëåäíèõ âñåãäà èìååòñÿ ý��åêò óäâîåíèÿ ñîñòîÿ�íèé. Êîððåêòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîäåëè,ïðåäñòàâëåííîé êâàíòîâûìè àìïëèòóäàìè ïåðåõîäà(íî íå äåéñòâèåì) èìååòñÿ �àçîâûé ïåðåõîä âòîðî�ãî ðîäà, ò. å. äëèííîâîëíîâûé èëè ìàêðîñêîïè÷åñêèéïðåäåë. Òîãäà ñëåäóåò èçó÷èòü ñâîéñòâà àìïëèòóä âäëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå è ñðàâíèòü èõ ñî ñâîéñòâà�ìè àìïëèòóä êîíòèíóàëüíûõ òåîðèé. Â ðåçóëüòàòåìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî ñîîòâåòñòâóþùåå îòîæäå�ñòâëåíèå â òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà.Íóæíî çàìåòèòü, ÷òî ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ èçó÷àå�ìîé ìîäåëè èìååò îñîáåííîñòü ïî ïàðàìåòðó  (ñì.íèæå). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ìîäåëè èìååòñÿ �àçîâûéïåðåõîä. Îäíàêî ïðèðîäà ýòîãî �àçîâîãî ïåðåõîäà âíàñòîÿùåé ðàáîòå íå èçó÷åíà.3. ÏÅ�ÂÛÉ ÝÒÀÏ ÄÈÀ�ÎÍÀËÈÇÀÖÈÈÌÀÒ�ÈÖÛ Ox;yÂ Ïðèëîæåíèè A ïðèâåäåíû �îðìóëû, âûðàæà�þùèå ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó (2.13) ÷åðåç ñîáñòâåí�

íûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû îðòîãîíàëüíîãî âðàùåíèÿOx;y (ñì. (A.1)�(A.4)). Ïîýòîìó â ýòîì è ñëåäóþùåìðàçäåëàõ ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé ìàòðèöû Ox;y, îêîí÷àòåëüíûé âèä êîòî�ðûõ ïðèâîäèòñÿ â �îðìóëå (4.17). ×èòàòåëü, æåëàþ�ùèé ïðîïóñòèòü ýòè ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ, ìîæåòïðîäîëæèòü ÷òåíèå ñòàòüè, îòòàëêèâàÿñü îò �îðìó�ëû (4.17).Â ñòàòèñòè÷åñêîì ïðåäåëå, êîãäà M;N;L ! 1,çàäà÷à îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöûOx;y êàðäèíàëüíî óïðîùàåòñÿ, ïîñêîëüêó íà îòíîñè�òåëüíî íåáîëüøîì îòäàëåíèè îò ãðàíèö ìàòðèöû Oè ! ñòàíîâÿòñÿ òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíûìè. Ïî�ýòîìó äèàãîíàëèçàöèÿ ýòèõ ìàòðèö îñóùåñòâëÿåòñÿïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ò. å. ïåðåõîäà âêâàçèèìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçó�åòñÿ ñëåäóþùèé ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð�óíêöèé íà ðåøåòêå:jpi � 	p(m) = 1pM eipm;jqi � 	q(n) = 1pN eiqn;jri � 	r(l) = 1pL eirl;p = ��(M � 2)M ;��(M � 4)M ; : : : ; 0;2�M ; : : : ; �;q = ��(N � 2)N ;��(N � 4)N ; : : : ; 0; 2�N ; : : : ; �;r = ��(L� 2)L ;��(L� 4)L ; : : : ; 0; 2�L ; : : : ; �;jki � 	k(x) = 	p(m)	q(n)	r(l);k = (p; q; l);Xx 	k(x)	k0(x) == Ækk0 $Xk 	k(x)	k(x0) = Æxx0 :
(3.1)

�àçîáüåì çàäà÷ó äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû Ox;yíà ïîñëåäîâàòåëüíóþ ñåðèþ áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷.Èç �îðìóë (2.14)�(2.16) è (A.2) ñëåäóåò, ÷òîUy(n;l)�xU(n;l) = O(n;l)x;y �y; (3.2)Uy(l)�xU(l) = O(l)x;y�y;O(l) = : : :O(n�1;l)O(n;l)O(n+1;l) : : : ; (3.3)O = : : :O(l�1)O(l)O(l+1) : : : (3.4)550



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà : : :3.1. Ïåðâûé øàãÄëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèö O(n;l)x;y ñëåäóåò âîñïîëü�çîâàòüñÿ ýëåìåíòàðíûìè ðàâåíñòâàìè, âûòåêàþùè�ìè èç �îðìóë (2.1) è (2.8):(�+ ��x�y)y �x (�+ ��x�y) == (
os )�x + (sin )�y; (3.5)(�+ ��x�y)y �y (�+ ��x�y) == (
os )�y � (sin )�x; (3.6)(�+ ��x�y)y �z (�+ ��x�y) = �z ; z 6= x; y: (3.7)Â ñîîòíîøåíèÿõ (3.5)�(3.7) x 6= y.Ïðè ïîìîùè (2.16), (2.17) è ïîñëåäíèõ òðåõ �îð�ìóë ïóòåì ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ íàõîäèì (íàïîìíèì,÷òî x = (m;n; l))Uy(n;l)�xU(n;l) = h �
os2  ��x+ �
os3  sin ��x+e1++ �
os2  sin � 
x+e1 ++ �� 
os sin2  ��x+e1+e3 + �� sin2  ��x+e1+e3i++ h �� 
os2  sin2  ��x+e1+e2 ++ �
os sin2  � 
x+e1+e2i; (3.8)Uy(n;l)�xU(n;l) = h (� sin )�x�e1 + �
os3  ��xi++ h �� 
os2  sin ��x+e2 ++ (
os sin ) 
x+e2i; (3.9)Uy(n;l)
xU(n;l) = h (� 
os sin )�x�e1 ++ �� 
os2  sin2  ��x ++ �
os3  � 
x + �� 
os2  sin ��x+e3 ++ (� 
os sin )�x+e3i++ h �
os sin3  ��x+e2 ++ �� sin3  � 
x+e2i; (3.10)Uy(n;l)�x+e3U(n;l) == h (sin ) 
x + (
os )�x+e3i; (3.11)

Uy(n;l)�x+e3U(n;l) = h (
os sin ) 
x ++ �� sin2  ��x+e3 + (
os )�x+e3i; (3.12)Uy(n;l)�x+e2U(n;l) = h (sin )�xi++ h (
os )�x+e2i; (3.13)Uy(n;l)
x+e2U(n;l) = h (� 
os sin )�xi++ h �sin2  ��x+e2 + (
os ) 
x+e2i: (3.14)Âñå îñòàëüíûå �-ìàòðèöû, ïîìåùåííûå â êâàäðàò�íûå ñêîáêè hUy(n;l) : : :U(n;l)i, îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè,ïîýòîìó ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ (3.8)�(3.14) ïîëíî�ñòüþ çàäàþò ìàòðèöû O(n;l)x;y . Î÷åâèäíî, ÷òî åñëèâåêòîð x íå ñëèøêîì áëèçîê ê ãðàíèöå ðåøåòêè,òî �îðìóëû (3.8)�(3.14) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíîñèíõðîííîãî èçìåíåíèÿ ÷èñëà m â âåêòîðå x âî âñåõ÷àñòÿõ ýòèõ �îðìóë. Â ñëó÷àå ñòðåìëåíèÿ ðàçìåðîâðåøåòêè ê áåñêîíå÷íîñòè ýòî îçíà÷àåò òðàíñëÿöèîí�íóþ èíâàðèàíòíîñòü ýòèõ �îðìóë ïî îòíîøåíèþ êñäâèãàì âäîëü ïåðâîé îñè. Òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðè�àíòíîñòü èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ÷àñòè÷íîé äèàãîíàëèçà�öèè ìàòðèöû O(n;l)x;y ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó�ðüå âäîëü ïåðâîé îñè:�n;l(p) =Xm 	p(m)�m;n;l = �yn;l(�p);h�(i)n;l(p); �(j) yn0 ;l0 (p0)i+ = 2Æi;jÆ(n;l);(n0;l0)Æp;p0 ;i; j = 1; 2; 3: (3.15)Uy(n;l)�(i)n0;l0(p)U(n;l) == Xj;n00;l00 "Xm0 O(n;l)m;n0;l0;i;m+m0;n00;l00;jeipm0#�� �(j)n00;l00(p): (3.16)Ìàòðèöà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè ðà�âåíñòâà (3.16) îáîçíà÷àåòñÿ �O(n;l)(p)�n0;l0;i;n00;l00;j èâû÷èñëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè �îðìóë (3.8)�(3.14). Ñó�ùåñòâåííàÿ ÷àñòü ýòîé ìàòðèöû äàëåå âûïèñûâà�åòñÿ. Ïîä ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ çäåñü ïîíèìàåò�ñÿ åå ÷àñòü ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè, ó êîòîðûõl0; l00 = l; (l + 1) íåçàâèñèìî: íà âåëè÷èíû �n;l0(p) ñîçíà÷åíèÿìè èíäåêñà l0 6= l; (l + 1) ëèíåéíûé îïåðà�òîð �O(n;l)(p)�n0;l0;i;n00;l00;j âîçäåéñòâóåò òðèâèàëüíî.Ïîýòîìó óäîáíî óïîðÿäî÷èòü âåëè÷èíû �n;l0(p) ñëå�äóþùèì îáðàçîì:551



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010: : : ; vn�1(p); vn(p); vn+1(p); : : : ; (3.17)ãäå vn(p) � øåñòèìåðíûå âåêòîðû âèäà
vn(p) = 0BBBBBBBBB�

�n;l(p)�n;l(p)
n;l(p)�n;l+1(p)�n;l+1(p)
n;l+1(p)
1CCCCCCCCCA : (3.18)

Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìàòðèöà �O(n;l)(p)�n0;n00 ïðè�íèìàåò âèä áëî÷íîäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû, ïðè÷åìêàæäûé áëîê ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé 6 � 6, èíäåêñ n00

ðàñòåò íàïðàâî è èíäåêñ n0 � âíèç:hO(n;l)(p)in0;n00 =
= 0BBBBBBBBBBB�

� � � � � � �� 1 0 0 0 0 �� 0 1 0 0 0 �� 0 0 A(p) B(p) 0 �� 0 0 D C 0 �� 0 0 0 0 1 �� � � � � � �
1CCCCCCCCCCCA n0=nn0=n+1 :(3.19)Çäåñü A(p); B(p); D;C � ìàòðèöû 6�6, ïðè÷åì ìàò�ðèöû A(p) è C(p) ðàñïîëîæåíû íà ãëàâíîé äèàãîíà�ëè ñîîòâåòñòâåííî íà ìåñòàõ n è (n + 1). Â ñîîòâåò�ñòâèè ñ �îðìóëàìè (3.8)�(3.14) è (3.16)

A(p) = 0BBBBBBBBB�

os2  eip 
os3  sin eip 
os2  sin �eip 
os sin2  �eip sin2  0�e�ip sin 
os3  0 0 0 0�e�ip 
os sin � 
os2  sin2  
os3  � 
os2  sin � 
os sin 00 0 sin 
os 0 00 0 
os sin � sin2  
os 00 0 0 0 0 1

1CCCCCCCCCA ; (3.20)
B(p) = 0BBBBBBBBB�

� eip 
os2  sin2  0 eip 
os sin2  0 0 0� 
os2  sin 0 
os sin 0 0 0
os sin3  0 � sin3  0 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
1CCCCCCCCCA =

= 0BBBBBBBBB�
eip 
os sin2  
os sin � sin3  000

1CCCCCCCCCA� � 
os 0 1 0 0 0 �; (3.21)
C = 0BBBBBBBBB�


os 0 0 0 0 00 1 0 0 0 0sin2  0 
os 0 0 00 0 0 1 0 00 0 0 0 1 00 0 0 0 0 1
1CCCCCCCCCA ; (3.22)
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ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà : : :
D = 0BBBBBBBBB�

0 sin 0 0 0 00 0 0 0 0 00 � 
os sin 0 0 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0
1CCCCCCCCCA : (3.23)Ìàòðèöà (3.19) ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé. Ýòî îçíà÷à�åò, ÷òî A(p) [A(p)℄y +B(p) [B(p)℄y = 1;C Cy +DDy = 1;A(p)Dy +B(p)Cy = 0: (3.24)

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöû(3.20)�(3.23) äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíî�øåíèÿì (3.24).Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ýòàï âû÷èñëåíèÿ ìàòðè�öû O(n;l)(p) ïîëíîñòüþ çàâåðøåí.3.2. Âòîðîé øàãÄëÿ ðåàëèçàöèè âòîðîãî øàãà ïðè ïîëó÷åíèèìàòðèöû O(l)(p) ìû äîëæíû ïåðåìíîæèòü ìàòðèöûO(n;l)(p) ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâl è p â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ âòîðîé �îðìó�ëû (3.3). Òàêèì îáðàçîì,
hO(l)(p)in0;n00 =8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:: : :

0BBBBBBBBBBB�
� � � � � � �� 1 0 0 0 0 �� 0 A(p) B(p) 0 0 �� 0 D C 0 0 �� 0 0 0 1 0 �� 0 0 0 0 1 �� � � � � � �

1CCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBB�
� � � � � � �� 1 0 0 0 0 �� 0 1 0 0 0 �� 0 0 A(p) B(p) 0 �� 0 0 D C 0 �� 0 0 0 0 1 �� � � � � � �

1CCCCCCCCCCCA�
� 0BBBBBBBBBBB�

� � � � � � �� 1 0 0 0 0 �� 0 1 0 0 0 �� 0 0 1 0 0 �� 0 0 0 A(p) B(p) �� 0 0 0 D C �� � � � � � �
1CCCCCCCCCCCA : : :9>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>; n0=nn0=n+1 : (3.25)

Îòñþäà ïóòåì ïðÿìîãî è íåñëîæíîãî âû÷èñëåíèÿ íà�õîäèìhO(l)(p)in;n+n0 ==8>>>><>>>>: 0 ïðè n0 < �1;D ïðè n0 = �1;CA(p) ïðè n0 = 0;C [B(p)℄n0A(p) ïðè n0 > 0: (3.26)Èç ñîîòíîøåíèÿ (3.26) âèäíî, ÷òî ìàòðèöà�O(l)(p)�n0;n00 çàâèñèò ëèøü îò ðàçíîñòè n00 � n0, ò. å.
ÿâëÿåòñÿ òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíîé (íà íåêîòî�ðîì îòäàëåíèè îò ãðàíèö) ïðè ñäâèãàõ âäîëü âòî�ðîé îñè5). Ýòîò �àêò äàåò âîçìîæíîñòü ïðîâåäå�íèÿ äàëüíåéøåé ÷àñòè÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ìàòðè�öû �O(l)(p)�n0;n00 ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå âäîëüâòîðîé îñè:�l(p; q) =Xn 	q(n)�n;l(p) = �yl (�p;�q);h�(i)l (p; q); �(j) yl0 (p0; q0)i+ = 2Æi;jÆl;l0Æp;p0Æq;q0 ;i; j = 1; 2; 3: (3.27)

5) Ýòà òðàíñëÿöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòü âûòåêàåò óæå èç âèäà �îðìóëû (3.3).553



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010Òåïåðü ðàâåíñòâî (3.3) ïðèíèìàåò âèäUy(l)�(i)l0 (p; q)U(l) ==Xj;l00 "Xn0 hO(l)(p)in;l0;i;n+n0;l00;j eiqn0#�� �(j)l00 (p; q): (3.28)Â �îðìóëå (3.28) ìû âåðíóëèñü ê ó÷åòó âñåõ çíà÷å�íèé èíäåêñîâ l. Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèåXn0 hO(l)(p)in;l0;i;n+n0;l00;j eiqn0 �� hO(l)(p; q)il0;i; l00;j : (3.29)Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðèöà (3.29) äåéñòâóåò òðèâèàëü�

íî íà ýëåìåíòû �(j)l00 (p; q) ñ l00 6= l; l + 1. Ñîãëàñíî�îðìóëå (3.21),[B(p)℄n = (�{)n�1B(p);{ = sin2  �eip 
os2  + sin � : (3.30)Ñ ó÷åòîì �îðìóë (3.26) è (3.30) ìàòðèöà (3.29) ïðè�íèìàåò âèäO(l)(p; q) = �e�iqD+C �1+ eiq1+eiq{B(p)�A(p)� ==  E(p; q) F (p; q)H G ! : (3.31)Çäåñü E(p; q); F (p; q); H;G � ìàòðèöû 3�3, êîòîðûåâû÷èñëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè �îðìóë (3.20)�(3.23):
E(p; q) = 11 + eiq{

0BBBBBBBBBBBB�

os3  sin [eip 
os2  + eip 
os3  �+ e�iq+sin3  ℄ � sin [eiq sin +1℄� sin [eiq 
os2  + 
os3  �eiq 
os4  �+ ei(�p+q) sin +e�ip℄ � sin [eip sin �1℄e�ip 
os2  � � 
os � 
os2  [
os2  +eip�� sin [eip sin �1℄ � sin [e�iq+sin ℄ � sin2  feiq+sin g℄

1CCCCCCCCCCCCA ; (3.32)
F (p; q) = 11 + eiq{ ��0BBBB� � eip 
os sin2  �eiq sin + 1�eiq 
os2  sin2  �eip sin � 1�� sin �
os2  + eip sin2  feiq + sin g� 1CCCCA�� � 
os 1 0 �; (3.33)G = 0B� 
os 0 0� sin2  
os 00 0 1 1CA ; (3.34)H = 0B� 0 0 sin 0 0 
os sin 0 0 0 1CA : (3.35)Óñëîâèå óíèòàðíîñòè ìàòðèöû (3.31) çàêëþ÷åíîâ ðàâåíñòâàõE(p; q) [E(p; q)℄y + F (p; q) [F (p; q)℄y = 1;GGy +H Hy = 1;E(p; q)Hy + F (p; q)Gy = 0: (3.36)

Ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííîïðè ïîìîùè �îðìóë (3.32)�(3.35).Äàëåå íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ ê ó÷åòó âñåõ çíà�÷åíèé èíäåêñà l0 è ïðè ýòîì, åñòåñòâåííî, óïîðÿäî�÷èâàòü âåëè÷èíû �l(p; q) ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñð. ñ(3.17) è (3.18)):: : : ; wl�1(p; q); wl(p; q); wl+1(p; q); : : : ; (3.37)ãäå wl(p; q) � òðåõìåðíûå âåêòîðû âèäàwl(p; q) = 0BBBB� �l(p; q)�l(p; q)
l(p; q) 1CCCCA : (3.38)Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìàòðèöà �O(l)(p; q)�l0;l00 ïðèíè�ìàåò âèä áëî÷íîäèàãîíàëüíîé ìàòðèöû ñ áëîêàìè3 � 3, èíäåêñ l00 ðàñòåò íàïðàâî è èíäåêñ l0 � âíèç,ïðè÷åì ìàòðèöû E(p; q) è G ðàñïîëîæåíû íà ãëàâ�íîé äèàãîíàëè ñîîòâåòñòâåííî íà ìåñòàõ l è l+1 (ñð.ñ (3.19)):554



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà : : :
hO(l)(p; q)il0;l00 =

0BBBBBBBBBBBBBB�
� � � � � � �� 1 0 0 0 0 �� 0 1 0 0 0 �� 0 0 E(p; q) F (p; q) 0 �� 0 0 H G 0 �� 0 0 0 0 1 �� � � � � � �

1CCCCCCCCCCCCCCA l0=ll0=l+1 : (3.39)
Íà ýòîì çàâåðøàåòñÿ âòîðîé ýòàï âû÷èñëåíèÿìàòðèö O(l)(p; q).3.3. Òðåòèé øàãÍà òðåòüåì, ïîñëåäíåì øàãå ñòðîèòñÿ ìàòðèöà Oïóòåì óïîðÿäî÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö O(l) âñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé (3.4). Â ðåçóëüòàòå ìû ïî�ëó÷àåì ìàòðèöó, òðàíñëÿöèîííî èíâàðèàíòíóþ ïðèñäâèãàõ âäîëü òðåòüåé îñè. Âû÷èñëåíèÿ âîñïðîèçâî�äÿò â òî÷íîñòè àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ íà âòîðîìøàãå ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî äåëàþòñÿ ñëåäóþùèåçàìåíû:A(p)! E(p; q); B(p)! F (p; q);C ! G; D ! H; (3.40)òàê ÷òî âìåñòî (3.26) òåïåðü èìååì[O(p; q)℄l;l+l0 == 8>>>>>>><>>>>>>>: 0 ïðè l0 < �1;H ïðè l0 = �1;GE(p; q) ïðè l0 = 0;G [F (p; q)℄l0E(p; q) ïðè l0 > 0: (3.41)Ïîëüçóÿñü òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ ìàòðè�öû (3.41), ïåðåõîäèì ê ïîëíûì �óðüå-êîìïîíåíòàì�-ìàòðèö: �(p; q; r) ==Xl 	r(l)�l(p; q) = �y(�p;�q;�r);h�(i)(p; q; r); �(j) y(p0; q0; r0)i+ == 2Æi;jÆp;p0Æq;q0Ær;r0 ; i; j = 1; 2; 3: (3.42)

Uy�(p; q; r)U == "Xl0 [O(p; q)℄l;l+l0 eirl0# �(p; q; r); (3.43)Xl0 [O(p; q)℄l;l+l0 eirl0 � O(p; q; r) == e�irH +G�1 + eir1 + eir�F (p; q)�E(p; q);� = �eip + eiq� 
os2  sin2  1 + eiq{ : (3.44)Çäåñü ó÷òåíî òî, ÷òî ñîãëàñíî (3.33)[F (p; q)℄l = (��)l�1F (p; q): (3.45)3 � 3-ìàòðèöà O(p; q; r) â �îðìóëå (3.44) ÿâëÿåòñÿóíèòàðíîé ìàòðèöåé:O(p; q; r) [O(p; q; r)℄y = 1: (3.46)Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùèîïðåäåëåíèÿ (3.44) è ðàâåíñòâ (3.36), (3.45).Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñâîáîäíîéýíåðãèè ñèñòåìû ñâåäåíà ê îáîçðèìîé çàäà÷å íàõî�æäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òðåõìåðíîé óíèòàð�íîé ìàòðèöû O(p; q; r) (3.44).4. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÌÀÒ�ÈÖÛ O(p; q; r)Ïðèâåäåì ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö èç �îðìóëû(3.44) â ÿâíîì âèäå:555



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010GE(p; q) = 11 + eiq{�
�0BBBBBBBBBBBB�


os4  
os sin [eip 
os2  + eip 
os4  �+ e�iq + sin3  ℄ � sin [eiq sin + 1℄� 
os sin [
os2  sin + 
os4  � sin3  [eip 
os2  + � 
os3  sin [ei(p+q) sin ++ eiq 
os2  + ei(�p+q) sin + e�ip℄ + e�iq + sin3  ℄ + eip sin2  � eiq 
os2  ℄e�ip 
os2  � � 
os sin [e�iq + sin ℄ 
os2  [
os2  +� sin [eip sin � 1℄ + eip sin2  (eiq + sin )℄
1CCCCCCCCCCCCA ; (4.1)

GF (p; q)E(p; q) = 1(1 + eiq{)2 ��0B� � eip 
os2  sin2  �eiq sin + 1�
os sin2  �ei(p+q) sin + eip sin2  � eiq 
os2  �� sin �
os2  + eip sin2  feiq + sin g� 1CA� �u1; u2; u3�;�u1; u2; u3� � � 
os4  � sin heiq 
os2  + ei(�p+q) sin + e�ipi ;
os �
os4  + sin feip 
os2  + e�iq + sin g� ; �eip + eiq� 
os4  sin �: (4.2)
Çàìåòèì, ÷òî âñå ñòîëáöû ìàòðèöû (4.2) ïðîïîð�öèîíàëüíû òðåòüåìó ñòîëáöó ìàòðèöû (4.1).Äëÿ ïîëíîòû ïðèâåäåì òàêæå �îðìóëûO(p; q; r) = e�irH ++G�1 + eir1 + eir�F (p; q)�E(p; q);� = �eip + eiq� 
os2  sin2  1 + eiq{ ;{ = sin2  �eip 
os2  + sin � ;� � �1 + eiq{��1 + eir�� = 1 + eiq sin3  ++ hei(p+q) + ei(p+r) + ei(q+r)i 
os2  sin2  ; (4.3)

H = 0B� 0 0 sin 0 0 
os sin 0 0 0 1CA : (4.4)Ìû äîëæíû ðåøèòü êóáè÷åñêîå óðàâíåíèådet kO � �Ek = 0 (4.5)îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé �, îíî ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê�3�(trO)�2+(m11+m22+m33) ��detO = 0: (4.6)Çäåñü mij � ìèíîð ýëåìåíòà oij ìàòðèöû O.

Ïðè ïîìîùè �îðìóë (4.1)�(4.4) íàõîäèìtrO = 1� ��;� � �1� 3 
os4  + sin6  �++sin3  �eiq + e�iq� = �: (4.7)Êîý��èöèåíòû â âûðàæåíèè (4.6) ÿâëÿþòñÿ èí�âàðèàíòàìè, íå çàâèñÿùèìè îò ïðåäñòàâëåíèÿ ìàò�ðèöû O, ïîýòîìó èìååìm11 +m22 +m33 = �1�2 + �1�3 + �2�3 == ���11 + ��12 + ��13 � �1�2�3 = �trOy� detO == �trO� detO: (4.8)Çäåñü áûëî ó÷òåíî, ÷òî OyO = 1. Òàêèì îáðàçîì,îñòàåòñÿ âû÷èñëèòü âåëè÷èíó detO.Ïóñòü v�i; i = 1; 2; 3 � âåêòîð-ñòîëáöû, òàê ÷òîGE = 11 + eiq{ (v�1; v� 2; v� 3) : (4.9)Òîãäà ìàòðèöà O ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàêO = � v�11 + eiq{ ; v� 21 + eiq{ ; w� 3��� eir sin 
os2  (1 + eiq{)�v� 3 � (u1; u2; 0) ; (4.10)556



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà : : :w�3 = 1�v�3 + �; � � e�ir sin 0B� 1
os 0 1CA ;ïðè÷åì (u1; u2; u3) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé-ñòðîêîéâ (4.2).Ïðèáàâèì ê ïåðâûì äâóì ñòîëáöàì ìàòðèöû Oòàêèå ñòîëáöû, ïðîïîðöèîíàëüíûå w3, êîòîðûå ñî�êðàùàþò âòîðîå ñëàãàåìîå â (4.10). Òàêèì îáðàçîìïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà O0 ñ òåì æå äåòåðìèíàíòîì:�O = eir sin 
os2  (1 + eiq{)w�3 � (u1; u2; 0) ;
O0 � O +�O = � v�11 + eiq{ ; v� 21 + eiq{ ; w� 3�++ sin2  
os2  (1 + eiq{) 0B� 1
os 0 1CA� (u1; u2; 0) : (4.11)Òåïåðü âû÷òåì ïåðâóþ ñòðîêó ìàòðèöû O0, óìíî�æåííóþ íà 
os , èç âòîðîé ñòðîêè ýòîé ìàòðèöû. Âðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó O00, äåòåðìèíàíò êîòî�ðîé ñîâïàäàåò ñ äåòåðìèíàíòîì ìàòðèöû O:O00 =

=
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

1
os2  (1+eiq{)� sin �sin +eip 
os2  +e�iq�
os (1+eiq{) 1�f
os4  sin ��f
os4  �eiq 
os2  sin3  � � �ei(p+q) sin +eip�+� ei(�p+q) sin4  �e�ip sin3  g + e�ir� sin g� 11+eiq{ f
os (
os2  + 11+eiq{ (
os2  � sin2  � � 1�f
os3  sin (ei(p+q)�+ eiq 
os2  sin + � eip 
os2  sin �e�iq sin ) � sin (1+
os2  )++ ei(�p+q) sin2  +e�ip sin )g + eip�eiq 
os2  )g
os2  sin �sin �e�ip�1+eiq{ � 
os sin �sin +e�iq�1+eiq{ 1�f
os2  (
os2  ++ ei(p+q) sin2  +eip sin3  )g

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
; (4.12)

detO00 = detO:Ïóñòü m00ij � ìèíîð ýëåìåíòà o00ij ìàòðèöû O00. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå èç ýòèõ ìèíîðîâ:m0013 = 
os2  sin �e�ip + e�iq�1 + eiq{ ;m0023 = e�ip sin3  � e�iq 
os2  sin + e�i(p+q) sin2  
os (1 + eiq{) ;m0033 = 
os2  + e�ip sin3  + e�i(p+q) sin2  
os2  (1 + eiq{) : (4.13)
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äåòåðìèíàíòà ðàçëîæèì detO00ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó ìàòðèöû O00. Òàêèì îáðàçîìíàõîäèì detO = ��: (4.14)Ïðè ïîìîùè �îðìóë (4.7) è (4.8) ïîëó÷àåìm11 +m22 +m33 = �� �� : (4.15)

Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (4.6) ïðèíèìàåò âèä�3 ��1� ��� �2 +��� � ��� �� �� == (�� 1)��2 + ���+ ��� = 0: (4.16)Òåïåðü áåç òðóäà íàõîäèì âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿìàòðèöû O:557



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010�1;2(p; q; r) = �� � ip4��� �22� ; �3 = 1: (4.17)Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå 4����2, íàõîäÿùååñÿ ïîäçíàêîì êâàäðàòíîãî êîðíÿ â (4.17), ÿâëÿåòñÿ íåîòðè�öàòåëüíûì ÷èñëîì. Ëèøü ïðè ýòîì óñëîâèè èìååìj�1;2;3(p; q; r)j = 1;÷òî ñëåäóåò òàêæå èç óñëîâèÿ óíèòàðíîñòè ìàòðèöûO(p; q; r). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìû èìåëè áû íåðàâåí�ñòâà j�1;2(p; q; r)j 6= 1;÷òî îçíà÷àëî áû íàðóøåíèå óíèòàðíîñòè ìàòðèöûO(p; q; r). 5. ÑÂÎÁÎÄÍÀß ÝÍÅ��ÈßÑîãëàñíî �îðìóëàì (A.4) è (4.17)trU = 2MNL=2 Yp;q;r �p�1 +p�1 ��p�2 +p�2 � == 2MNL=2 Yp;q;r �+ �� �p�� = 2MNL=2 �� Yp;q;r 1p��f�1 + 3 
os4  � sin6  �++ 2�(p; q; r) 
os2  sin2  g;�(p; q; r) � 
os(p+ q) + 
os(p+ r) + 
os(q + r): (5.1)Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ, êîòî�ðàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííîãî ñëàãàåìîãî èìå�åò âèäF = �T lnZ = T MNL16�3 �Z�� dp �Z�� dq �� �Z�� dr (ln�+ ln�)� T MNL8�3 �Z�� dp �Z�� dq �Z�� dr �� ln��1+3 
os4  � sin6  �+2� 
os2  sin2  �: (5.2)Çäåñü áûëî ó÷òåíî, ÷òî ïðè M;N;L ! 1 ñïðàâåä�ëèâà çàìåíàXp;q;r ! MNL8�3 �Z�� dp �Z�� dq �Z�� dr:Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.2)îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ýòîò �àêò ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåìíåðàâåíñòâ j�j � 1; j{j � 1; (5.3)

ïðè÷åì ðàâåíñòâà â (5.3) èìåþò ìåñòî ëèøü íàïîäìíîæåñòâå ìåðû íóëü â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåí�íûõ fp; q; rg. Äåéñòâèòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè ñ (4.3)è (5.3) èìååì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâåíñòâ:�Z�� dp �Z�� dq �Z�� dr ln� == �Z�� dp �Z�� dq �Z�� dr� ln �1 + eiq{� + ln �1 + eir��� == 1Xn=1 (�1)(n�1)n �Z�� dp �Z�� dq �Z�� dr ���einq [{( ; p)℄n + einr[�( ; p; q)℄n� = 0: (5.4)Äîêàæåì íåðàâåíñòâà (5.3).Ñîãëàñíî �îðìóëå (3.45) F 2 = ��F . Âîçüìåì ìî�äóëü îò ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà (1; 1) ýòîãî ðàâåíñòâà:j�jjF11j = �����Xi F1iFi1����� ��vuuut Xi F1iF 1i!0�Xj F j1Fj11A ==q(F F y)1 1 (F yF )1 1: (5.5)Èìååì òàêæå èç óñëîâèÿ óíèòàðíîñòè (ñð. ñ (3.36))è ÿâíîãî âèäà ìàòðèöû G (3.34)�F yF �1 1 = 1� �GyG�1 1 = 
os2  sin2  : (5.6)Ïóòåì ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ áåç òðóäà íàõîäèì òàê�æå, ÷òî �F F y�1 1 = 1 + 
os2  
os2  jF1 1j2 : (5.7)Òåïåðü ñîáåðåì âìåñòå �îðìóëû (5.5)�(5.7) è çàïè�øåì j�j �qsin2  (1 + 
os2  ) � 1:Ïðè ïîìîùè ÿâíîãî âûðàæåíèÿ (4.3) äëÿ { íàõî�äèì j{j � 
os2  sin2  + sin3  � 1; 0 �  � �:Òàêèì îáðàçîì, îáà íåðàâåíñòâà (5.3) óñòàíîâëåíûè F = �T MNL8�3 �Z�� dp �Z�� dq �Z�� dr �� ln��1� sin2  � �sin4  +2(��1) sin2  +4��: (5.8)558



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà : : :Èç âûðàæåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ýíåðãèè (5.8) âèä�íî, ÷òî âûäåëåííîñòü îñè 2 â ïðåäûäóùèõ �îðìóëàõäëÿ ïðîìåæóòî÷íûõ âåëè÷èí, âêëþ÷àÿ ñîáñòâåííûåçíà÷åíèÿ ìàòðèöû O(p; q; r), ÿâëÿëàñü àðòå�àêòîì:ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùàÿ �è�çè÷åñêèé èíòåðåñ, ïîëíîñòüþ ñèììåòðè÷íà îòíîñè�òåëüíî âçàèìíûõ çàìåí âñåõ òðåõ îñåé.Èç îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà  (ñì. ðàçä. 1) î÷åâèä�íî, ÷òî îí èãðàåò ðîëü òåìïåðàòóðû T . Ïðè T !1óãîë  ! 0. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè T ! 1âêëàä ïîâåðõíîñòåé â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó (2.13)òàêæå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûñî�êîòåìïåðàòóðíîìó ïðåäåëó â êàëèáðîâî÷íûõ òåîðè�ÿõ íà ðåøåòêå. Èç ñðàâíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì�ìû (2.13) ñ âåëè÷èíîé, ïîëó÷åííîé â ðàìêàõ êàëèá�ðîâî÷íîé òåîðèè íà ðåøåòêå (ñ êàëèáðîâî÷íîé ãðóï�ïîé Z2), òàêæå âèäíî, ÷òî óáûâàíèå òåìïåðàòóðûîò áåñêîíå÷íîñòè äî íóëÿ îçíà÷àåò ðàâíîìåðíîå âîç�ðàñòàíèå óãëîâîãî ïàðàìåòðà  îò íóëÿ äî �=2:d (T )dT < 0;  (0) = �2 ;  (1) = 0: (5.9)Òðåáóåòñÿ îòâåò íà âàæíåéøèé âîïðîñ: èìåþòñÿ ëè�àçîâûå ïåðåõîäû ïðè óìåíüøåíèè òåìïåðàòóðû îòáåñêîíå÷íîñòè äî íóëÿ è êàêîãî îíè ðîäà?Ïîñêîëüêó òî÷êà �àçîâîãî ïåðåõîäà ñîâïàäàåòñ îñîáåííîñòüþ ñâîáîäíîé ýíåðãèè ïî òåìïåðàòóðå,ñëåäóåò èñêàòü òå çíà÷åíèÿ  , ïðè êîòîðûõ âûðàæå�íèå (5.8) ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòü. Òàê æå, êàê è âñëó÷àå äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà, åäèíñòâåííàÿ âîç�ìîæíîñòü äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ îñîáåííîñòè ñâîáîä�íîé ýíåðãèè çàêëþ÷àåòñÿ â îáðàùåíèè â íóëü àð�ãóìåíòà ëîãàðè�ìà, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä çíàêîì èíòå�ãðàëà ïî êâàçèèìïóëüñàì, ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõòåìïåðàòóðû è êâàçèèìïóëüñîâ. Òîãäà èíòåãðàë ïîêâàçèèìïóëüñàì âáëèçè îñîáåííîñòè äàåò íåðåãóëÿð�íûé âêëàä â ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ è ïðî÷èå òåðìîäè�íàìè÷åñêèå âåëè÷èíû. Â ñëó÷àå äâóìåðíîé ìîäåëèÈçèíãà èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà â òðåõìåðíîììíîãîîáðàçèè ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ ¾äâà êâà�çèèìïóëüñà+òåìïåðàòóðà¿, â êîòîðîé àðãóìåíò ëî�ãàðè�ìà îáðàùàåòñÿ â íóëü: p = q = 0 è T = T
.Â ðàññìàòðèâàåìîé òðåõìåðíîé ìîäåëè ñèòóàöèÿêà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò óêàçàííîé äâóìåðíîé:ïðè  = 0 (T = 1) àðãóìåíò ëîãàðè�ìà â ïðàâîé÷àñòè (5.8) âñåãäà ïîëîæèòåëåí; ïðè p = q = r = 0îí îáðàùàåòñÿ â íóëü ëèøü ïðè  = �=2 (T = 0).Îäíàêî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü îáðàùåíèÿ â íóëü àð�ãóìåíòà ëîãàðè�ìà â (5.8) ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòó�ðàõ 0 <  < �=2 è íåíóëåâûõ êâàçèèìïóëüñàõ. Ïðèèçìåíåíèè êâàçèèìïóëüñîâ ïàðàìåòð � èçìåíÿåòñÿâ ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ:

�3 � � � 3: (5.10)×òîáû àðãóìåíò ëîãàðè�ìà â ïðàâîé ÷àñòè (5.8)îáðàòèëñÿ â íóëü, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óðàâíå�íèÿ x2
 + 2(� � 1)x
 + 4 = 0; x � sin2  : (5.11)Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ëèøü âåùåñòâåííûå ðåøåíèÿâ îòðåçêå 0 � x
 � 1. Ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè óñëî�âèè �3 � � � �32 : (5.12)Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå èìååò âèäx
(�) = (1� �)�p(1� �)2 � 4 ; (5.13)ïðè÷åìpx
(�) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî ðàñòóùåé �óíê�öèåé íà îòðåçêå (5.12), òàê ÷òî çíà÷åíèåpx
(�3) = sin 
 =q4�p12 < 1 (5.14)ÿâëÿåòñÿ åå ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì, àpx
(�3=2) = sin 
 = 1 (5.15)� ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì.Òî÷êà � = �3 ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííîé òî÷êîé â ïðî�ñòðàíñòâå êâàçèèìïóëüñîâ, ïîñêîëüêó îíà äîñòèãàåò�ñÿ ëèøü ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ êâàçèèìïóëüñîâ p; q; r.Äåéñòâèòåëüíî, íåîáõîäèìî ïðèäàòü êâàçèèìïóëü�ñàì òàêèå çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî õîòÿáû îäíî èç ñëåäóþùèõ âîñüìè ðàâåíñòâ (âñå çíàêèïëþñ è ìèíóñ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (5.16) íåçà�âèñèìû äðóã îò äðóãà):p+ q = ��; p+ r = ��; q + r = ��: (5.16)Â ýòîì ñëó÷àå � = �3. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé(5.16) ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, ïîýòîìó ïðè êàæ�äîì çíà÷åíèè ïðàâîé ÷àñòè â (5.16) èìååòñÿ ëèøüîäíî ðåøåíèå äëÿ êâàçèèìïóëüñîâ p; q; r. Ñ ó÷åòîìòîãî, ÷òî êâàçèèìïóëüñû îïðåäåëåíû ïî ìîäóëþ 2�,âñå âîñåìü ðåøåíèé óðàâíåíèé (5.16) ñâîäÿòñÿ êäâóì: p(1)
 = q(1)
 = r(1)
 = �2 ;p(2)
 = q(2)
 = r(2)
 = ��2 : (5.17)Íàïðîòèâ, äëÿ âñåõ çíà÷åíèé � íà ïîëóèíòåðâàëå�3 < �(p; q; r) � �32 (5.18)èìååòñÿ öåëûé êîíòèíóóì çíà÷åíèé êâàçèèìïóëü�ñîâ, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ àðãóìåíò ëîãàðè�ìàâ ïðàâîé ÷àñòè (5.8) îáðàùàåòñÿ â íóëü.Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñâîáîäíîé ýíåð�ãèè, à òàêæå ïðîáëåìà �àçîâîãî ïåðåõîäà â ïðåäñòàâ�ëåííîé ìîäåëè òðåáóþò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ.559



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 20106. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä âû÷èñëå�íèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû êàëèáðîâî÷íîé ñèñòåìûñ êàëèáðîâî÷íîé ãðóïïîé Z2, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñìàéîðàíîâñêèì ïîëåì, íà òðåõìåðíîé ïðàâèëüíîéêóáè÷åñêîé ðåøåòêå. Ôàêòè÷åñêè âû÷èñëÿåòñÿ ñóì�ìà ïî çàìêíóòûì è íåçàìêíóòûì ïîâåðõíîñòÿì ñ ñà�ìîïåðåñå÷åíèÿìè. Ïðè ýòîì ñòàòèñòè÷åñêèå âåñà çà�ìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé âñåãäà ïîëîæèòåëüíû è ïðî�ïîðöèîíàëüíû �àêòîðàì �2S , ãäå S ÷èñëî ãðàíåéïîâåðõíîñòè. Îáùèé çíàê âåñà ïîâåðõíîñòè ñ êðà�åì ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò êîí�èãóðàöèè êðàÿ, íîíå çàâèñèò îò �îðìû ïîâåðõíîñòè, îïèðàþùåéñÿ íàýòîò êðàé. Ýòà ñóììà âû÷èñëÿåòñÿ äî êîíöà, îíàïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê òðåõêðàòíûé èíòåãðàë ïî êâàçè�èìïóëüñàì è ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îäíîãî ïàðàìåòðà(êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ èëè òåìïåðàòóðû).Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èçâåñòíî ìàëî ïðèìå�ðîâ âû÷èñëÿåìûõ òî÷íî ñòàòèñòè÷åñêèõ ñóìì¾ðàçóìíûõ¿ (ò. å. ïîääàþùèõñÿ �èçè÷åñêîé èí�òåðïðåòàöèè) äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì â òðåõìåðíîìïðîñòðàíñòâå, ñîäåðæàùèõ �àçîâûé ïåðåõîä ïîêîíñòàíòå âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ýòîé ñâÿçè ÿ õî÷óîáðàòèòü âíèìàíèå íà ðàáîòó À. Çàìîëîä÷èêîâà [7℄,â êîòîðîé óðàâíåíèå òðåóãîëüíèêîâ ßíãà �Áàêñòåðàâ äâóìåðíîì ïðîñòðàíñòâå áûëî îáîáùåíî íà òðåõ�ìåðíûé ñëó÷àé, ãäå îíî íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåìòåòðàýäðîâ.ß âûðàæàþ áëàãîäàðíîñòü Ñ. Ñ. Âåðãåëåñó çà ñó�ùåñòâåííóþ ïîìîùü â ïðîâåäåíèè íåêîòîðûõ âû÷èñ�ëåíèé.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêåïðîãðàììû ÍØ-3472.2008.2.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÊàê èçâåñòíî [3℄, ìàòðèöà ïîâîðîòà â ñïèíîðíîìïðåäñòàâëåíèè (2.14) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âè�äå U = exp�14 !x;y �x�y� ; !x;y = �!y;x; (A.1)ïðè÷åì Uy�xU = Ox;y�y ;Ox;y � (e!)x;y = Æx;y + !x;y + 12! !x;z!z;y + : : :(A.2)

Ñëåä îò ìàòðèöû U ïðîñòî âûðàæàåòñÿ ÷åðåçñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííîé îðòîãîíàëüíîéìàòðèöû Ox;y. Ïóñòü íàáîð ÷èñåë��1; �1; �2; �2; : : : ; �3MNL=2; �3MNL=2� == f�k; �kg; k = 1; : : : ; 3MNL=2; (A.3)îáðàçóåò ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàò�ðèöû Ox;y. ÒîãäàtrU = 3MNL=2Yk=1 �2 
h ln �k2 � = 3MNL=2Yk=1 �2 
os �k2 � == 3MNL=2Yk=1 �p�k +p�k � ; �k = ei�k : (A.4)Äîêàæåì �îðìóëó (A.4).Ïóñòü nv(k)x ; v(k)x o ; k = 1; : : : ; 3MNL=2, � ïîë�íûé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòî�ðîâ ìàòðèöû Ox;y, ïðè÷åì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ�k (�k) ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð v(k)x �v(k)x �. Äàëåå èñ�ïîëüçóåòñÿ òàêæå îáîçíà÷åíèånv(k)x ; v(k)x o � fvaxg ; a = 1; : : : ; 3MNL:Áóäåì ñ÷èòàòü ââåäåííûå âåêòîðû âåêòîðàìè-ñòîëá-öàìè, âåðõíèå èíäåêñû ¾T¿ è ¾y¿ îáîçíà÷àþò òðàíñ�ïîíèðîâàíèå è ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèå âåêòîðîâ è ìàò�ðèö. Ïî îïðåäåëåíèþv(k) T v(k0) �Xx v(k)x v(k0)x ;v(k) yv(k0) �Xx v(k)x v(k0)x : (A.5)Äàííûå îïðåäåëåíèÿ îçíà÷àþò ñïðàâåäëèâîñòü ñëå�äóþùèõ �îðìóë:v(k) T v(k0) = 0; v(k) yv(k0) = Æk k0 ; (A.6)Sxa � vax or S � �v(1); v(1); v(2); v(2); : : :� ;�SyS�ab = Æab; (A.7)�SyOS�ab = diag (�1; �1; �2; �2; : : : ) � Dab: (A.8)Â ðàáîòå [3℄ ïîêàçàíî, ÷òî�Sy!S�ab = diag (ln �1;� ln �1; ln �2;� ln �2; : : : ) �� �ab: (A.9)560



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà : : :Ïðè ïîìîùè �îðìóë (A.7) è (A.9) ïîëó÷àåìXx;y 14 �x!x;y�y =Xx;y Xa;b 14 (�xSxa)�ab �Syb y�y� :(A.10)23MNL=2 � 23MNL=2-ìàòðèöû
yk �Xx �xv(k)x ; 
k �Xx �xv(k)x (A.11)îáëàäàþò âñåìè ñâîéñòâàìè �åðìèîííûõ îïåðà�òîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,âñëåäñòâèå (2.1) è (A.10)[
k; 
yk0 ℄+ = Ækk0 ; [
k; 
k0 ℄+ = [
yk; 
yk0 ℄+ = 0: (A.12)Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì (A.7) è (A.11) èìååìXx �xSxa = �
y1; 
1; : : : ; 
y3MNL=2; 
3MNL=2� : (A.13)Ïðè ïîìîùè (A.9), (A.12) è (A.13) âåëè÷èíà (A.10)ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäåXx;y 14 �x!x;y�y = 12 3MNL=2Xk=1 hln �k �
yk
k � 
k
yk�i == 3MNL=2Xk=1 �(ln �k) 
yk
k � 12 ln �k� : (A.14)Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå ñëåäà â òåðìèíàõ 
-ìàòðèöýêâèâàëåíòíî âû÷èñëåíèþ ñëåäà â òåðìèíàõ ñîîò�âåòñòâóþùèõ �åðìèåâñêèõ îïåðàòîðîâ (A.11), ðà�âåíñòâî (A.4) íåìåäëåííî âûòåêàåò èç ïðåäñòàâëå�íèÿ (A.14). Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ B�àññìîòðèì ìàéîðàíîâñêèå �åðìèîíû íà òðåõ�ìåðíîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêå è èõ âêëàä â ñòàòèñòè�÷åñêóþ ñóììó.Â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå äåéñòâèå äèðàêîâñêèõ�åðìèîíîâ íà ïðîñòîé êóáè÷åñêîé ðåøåòêå èìååòâèä SD == i2Xx 3Xi=1  x
i �Ux;ei x+ei�Uyx�ei;ei x�ei� ;
1 = �x; 
2 = �y; 
3 = �z;U yx;eiUx;ei = 1: (B.1)

Çäåñü �i � ìàòðèöû Ïàóëè, Ux;ei � êàëèáðîâî÷íîåïîëå. Ôåðìèîííûå ïîëÿ  x è  x ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòà�ìè ãðàññìàíîâîé àëãåáðû è âñå èõ êîìïîíåíòû ñ÷è�òàþòñÿ âçàèìíî íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè. Ôåð�ìèîííûé âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó îïðåäåëÿ�åòñÿ êàê èíòåãðàëZDfUg =Yx Z d xd x expSD ; (B.2)ãäå d x è d x îáîçíà÷àþò ïðîèçâåäåíèÿ äè��å�ðåíöèàëîâ îáåèõ êîìïîíåíò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïèíî�ðîâ.Ìàéîðàíîâñêèå ñïèíîðû îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìî�ùè ñëåäóþùåé ñèñòåìû îòîæäåñòâëåíèé: x = � Tx 
2: (B.3)¾Ýëåêòðè÷åñêèé òîê¿ ìàéîðàíîâñêèõ ñïèíîðîâ òîæ�äåñòâåííî ðàâåí íóëþ:J ix =  x
i x = ( x1;  x2) 0 i�i 0 !��( 0 11 0 ! ;  0 �ii 0 ! ;  1 00 �1 !)��  x1 x2 ! = �i( 2x1 �  2x2);�( 2x1 +  2x2);�i( x1 x2 +  x2 x1)g � f0; 0; 0g : (B.4)Ïîñëåäíåå òîæäåñòâî â �îðìóëå (B.4) âûòåêàåò èçòîãî, ÷òî âñå êîìïîíåíòû ïîëÿ  ÿâëÿþòñÿ íå÷åò�íûìè ýëåìåíòàìè ãðàññìàíîâîé àëãåáðû. Äåéñòâèåìàéîðàíîâñêèõ ñïèíîðîâ ïîëó÷àåòñÿ èç äèðàêîâñêî�ãî äåéñòâèÿ (B.1) ïóòåì çàìåí  x ! � Tx 
2 è äåëå�íèåì íà äâà:SM = � i4Xx 3Xi=1  Tx 
2 �� 
i �Ux;ei x+ei � Uyx�ei;ei x�ei� ; (B.5)âêëàä ìàéîðàíîâñêèõ ñïèíîðîâ â ñòàòèñòè÷åñêóþñóììó îïðåäåëÿåòñÿ ãðàññìàíîâûì èíòåãðàëîìZMfUg =Yx Z d x2d x1 expSM : (B.6)Òàê êàêZ d x2d x1 ( x1 x2)n = ( 1; n = 1;0; n 6= 1;10 ÆÝÒÔ, âûï. 3 561



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010òî Z d x = 0; �i Z d x � � x Tx � == �i Z d x2d x1 0  x1 x2 x2 x1 0 ! = 
2;Z d x � � x Tx �
 � x Tx � = 0 (B.7)è òàê äàëåå.Âû÷åðòèì íà ðåøåòêå ñèñòåìó çàìêíóòûõ ëîìà�íûõ êîíòóðîâ áåç ïåðåñå÷åíèé è ñàìîïåðåñå÷åíèé.Ýëåìåíòàðíîå çâåíî êàæäîãî êîíòóðà ñîñòîèò èçíåêîåãî ðåáðà lx;i (ñì. ðàçä. 2.2). Íåîáõîäèìî, ÷òî�áû êàæäàÿ âåðøèíà ïðèíàäëåæàëà îäíîìó è òîëü�êî îäíîìó êîíòóðó. Êàæäûé êîíòóð îðèåíòèðîâàí,ò. å. âñåì ðåáðàì êîíòóðà ïðèïèñàíû âçàèìíî ñîãëà�ñîâàííûå íàïðàâëåíèÿ (ñòðåëêè), òàê ÷òî ïðè äâè�æåíèè âäîëü ñòðåëîê îáõîäèòñÿ âåñü çàìêíóòûé êîí�òóð. Áóäåì íàçûâàòü ðåáðî ïîëîæèòåëüíî (îòðèöà�òåëüíî) îðèåíòèðîâàííûì, åñëè åãî ñòðåëêà íàïðàâ�ëåíà â ïîëîæèòåëüíîì (îòðèöàòåëüíîì) íàïðàâëå�íèè îäíîé èç òðåõ îñåé ðåøåòêè. Íèæå îïèñûâàåòñÿ÷àñòíûé ñëó÷àé ýëåìåíòàðíîãî çàìêíóòîãî êîíòóðà,áàçèðóþùåãîñÿ ëèøü íà îäíîì ðåáðå, êîòîðîìó ïðè�ïèñàíû ñðàçó îáå îðèåíòàöèè.Íåíóëåâîé âêëàä â èíòåãðàë (B.6) äàþò ëèøü òåñëàãàåìûå â ðàçëîæåíèè ýêñïîíåíòû ïî âåëè÷èíàì� i4 Tx 
2
iUx;ei x+ei (B.8)è i4 Tx 
2
iUyx�ei;ei x�ei ; (B.9)â êîòîðûõ ýòè âåëè÷èíû ó÷èòûâàþòñÿ ëèøü â ïåð�âîé ñòåïåíè. Êàæäîìó ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàí�íîìó ðåáðó ñîîòâåòñòâóåò ìíîæèòåëü (B.8), à êàæäî�ìó îòðèöàòåëüíî îðèåíòèðîâàííîìó ðåáðó � ìíîæè�òåëü (B.9)6). Ýëåìåíòàðíîìó çàìêíóòîìó êîíòóðóðåáðà lx;i ñîîòâåòñòâóþò ñðàçó îáà ìíîæèòåëÿ (B.8)è (B.9). Òåì ñàìûì â êàæäîé âåðøèíå x èìååòñÿ ïîäèíòåãðàëîì ýëåìåíò ãðàññìàíîâîé àëãåáðû � x Tx �â ïåðâîé ñòåïåíè, äàþùèé ñîãëàñíî (B.7) íåíóëå�âîé �àêòîð. Çàìåòèì, ÷òî ïðèâÿçêà ýòîãî ïðàâèëàê îðèåíòàöèè êîíòóðîâ â ðàññìàòðèâàåìîì ìàéîðà�íîâñêîì ñëó÷àå ñâÿçàíà ñî âçàèìîäåéñòâèåì �åðìèî�íîâ ñ êàëèáðîâî÷íûì ïîëåì. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñ�ëåíèå èíòåãðàëà ïî êàëèáðîâî÷íîìó ïîëþ (â ñëó÷àåáîëåå âûñîêîé, ÷åì Z2, êàëèáðîâî÷íîé ñèììåòðèè)6) Ýòî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî ëèøü â ñëó÷àå êàëèáðî�âî÷íîé ãðóïïû Z2.

x x+ ei
�èñ. 4â ðàìêàõ âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ðàçëîæåíèÿ ïðèâî�äèò ê îáðàùåíèþ â íóëü âêëàäîâ îò íåîðèåíòèðî�âàííûõ çàìêíóòûõ êîíòóðîâ, êîòîðûå íå îáðàùàþò�ñÿ â íóëü â ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ â âûðàæå�íèè (B.6).Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò ñïåöèàëüíûé âîïðîñ,äàëåå ïîëîæèì Ux;ei = 1.Èç ñêàçàííîãî âûøå è ñ ó÷åòîì �îðìóë (B.5),(B.7)�(B.9) âûòåêàþò ñëåäóþùèå ïðàâèëà âû÷èñëå�íèÿ èíòåãðàëà (B.6).1) Âû÷åðòèì íà ðåøåòêå ñèñòåìó çàìêíóòûõ ëî�ìàíûõ îðèåíòèðîâàííûõ êîíòóðîâ, îïèñàííûõ âû�øå, è, îáõîäÿ êàæäûé êîíòóð ïîñëåäîâàòåëüíî âäîëüñòðåëîê, ñîïîñòàâèì â ýòîé æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòèêàæäîìó ðåáðó lx;i �àêòîð (1=4) 
i â ñëó÷àå ïîëî�æèòåëüíîé îðèåíòàöèè ðåáðà è (�1=4)
i â ñëó÷àåîòðèöàòåëüíîé îðèåíòàöèè ðåáðà.2) Ïîñëå çàâåðøåíèÿ îáõîäà êàæäîãî êîíòóðàâû÷èñëèì ñëåä îò óïîðÿäî÷åííîãî ïðîèçâåäåíèÿ
-ìàòðèö, ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíòóðó ñîãëàñíî ïðà�âèëó 1), è äîáàâèì îáùèé äëÿ âñåãî êîíòóðà �àêòîð(�1). Ïîëó÷åííîå ÷èñëî íàçîâåì �àêòîðîì êîíòóðà.3) Ïåðåìíîæèì �àêòîðû âñåõ êîíòóðîâ. Ïîëó�÷åííîå ÷èñëî íàçîâåì �àêòîðîì ñèñòåìû êîíòóðîâ.4) Äëÿ íàõîæäåíèÿ èíòåãðàëà (B.6) ïðîñóììèðó�åì �àêòîðû âñåõ âîçìîæíûõ ñèñòåì êîíòóðîâ.Òåïåðü ïðîäåìîíñòðèðóåì èçìåíåíèå çíàêà ñèñòå�ìû êîíòóðîâ íà ïðîñòåéøèõ ïðèìåðàõ. Ïîñêîëüêóíàñ èíòåðåñóåò ëèøü çíàê, ïðî÷èå ïîëîæèòåëüíûåìíîæèòåëè èãíîðèðóþòñÿ.�àññìîòðèì �àêòîð ýëåìåíòàðíîãî çàìêíóòîãîêîíòóðà ðåáðà lx;i. Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåí ýòîò êîíòóð.Ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì ïðàâèëàì �àêòîð ýòîãîêîíòóðà ðàâåí�x;i = (�1) tr 
i(�
i) = 1: (B.10)562



ÆÝÒÔ, òîì 137, âûï. 3, 2010 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà : : :
x x+ ei

�èñ. 5x+ e2
x

x+ e1 + e2
x+ e1�èñ. 6Îäíà èç âîçìîæíûõ è âìåñòå ñ òåì ïðîñòåéøèõ ñè�ñòåì êîíòóðîâ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5, íà êîòîðîìïðåäñòàâëåíà îäíà èç âçàèìíî ïàðàëëåëüíûõ ïëîñ�êîñòåé ðåøåòêè, ñîäåðæàùèõ âåêòîð ei. Òàêèì îáðà�çîì, âñå ýòè ïëîñêîñòè ñîäåðæàò îäèíàêîâûå êîí�è�ãóðàöèè ýëåìåíòàðíûõ çàìêíóòûõ êîíòóðîâ è êàæ�äàÿ âåðøèíà ðåøåòêè ïðèíàäëåæèò îäíîìó è òîëüêîîäíîìó êîíòóðó. Î÷åâèäíî, ÷òî �àêòîð, ñîîòâåòñòâó�þùèé ýòîé ñèñòåìå êîíòóðîâ, ðàâåí ñîãëàñíî (B.10)ïðîèçâåäåíèþ åäèíèö è ïîýòîìó ñàì ðàâåí åäèíèöå.Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ïîñëåäóþùèõ ïðèìåðàõñèñòåì çàìêíóòûõ êîíòóðîâ ïî÷òè âñå çàìêíóòûåêîíòóðû ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè, èçìåíåíèå ÷èñ�ëà êîòîðûõ íå âëèÿåò íà îáùèé çíàê �àêòîðà ñèñòå�ìû êîíòóðîâ. Ïîýòîìó áóäóò îáñóæäàòüñÿ è èçîáðà�æàòüñÿ íà ðèñóíêàõ ëèøü òå çàìêíóòûå êîíòóðû,êîòîðûå ìîãóò âëèÿòü íà îáùèé çíàê �àêòîðà ñè�ñòåìû êîíòóðîâ.�àññìîòðèì �àêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé çàìêíóòî�ìó êîíòóðó â ïëîñêîñòè (1; 2), èçîáðàæåííîìó íàðèñ. 6. Îí ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ:�x;e1;e2 = (�1) tr 
1
2(�
1)(�
2) = 1: (B.11)

x+ e2
x+ 2e2 x+ e1 + 2e2 x+ 2e1 + 2e2

x+ 2e1 + e2
x x+ 2e1x+ e1�èñ. 7Òåì ñàìûì è îáùèé çíàê �àêòîðà ñèñòåìû êîíòó�ðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñ. 6, òàêæå ðàâåí åäèíèöå.Òåïåðü ðàññìîòðèì �àêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé çà�ìêíóòîìó êîíòóðó â ïëîñêîñòè (1; 2), èçîáðàæåííî�ìó íà ðèñ. 7. Îí ðàâåí�x;2e1;2e2 = (�1) tr 
1
1
2
2(�
1)(�
1)�� (�
2)(�
2) = �1: (B.12)Îòñþäà âèäíî, ÷òî îáùèé çíàê �àêòîðà ñèñòåìûêîíòóðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðèñ. 7, îòðèöàòåëåí.Òàêèì îáðàçîì ìû âèäèì, ÷òî �àêòîð ñèñòå�ìû êîíòóðîâ, ñóììà êîòîðûõ îïðåäåëÿåò èíòåãðàë(B.6), ìîæåò èìåòü êàê ïîëîæèòåëüíûé, òàê è îòðè�öàòåëüíûé çíàê. Ïðè ýòîì èçìåíåíèå êîí�èãóðàöèèêîíòóðîâ ïðèâîäèò, âîîáùå ãîâîðÿ, ê èçìåíåíèþ çíà�êà �àêòîðà.Íàïîñëåäîê çàìåòèì, ÷òî �åðìèîííûé äèðàêîâ�ñêèé âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó (B.2) òàêæåïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ñóììà �àêòîðîâ ñèñòåì êîí�òóðîâ. Îäíàêî â äèðàêîâñêîì ñëó÷àå çíàê �àêòî�ðà íå çàâèñèò îò êîí�èãóðàöèè êîíòóðîâ. Óâèäåòüýòî ëåã÷å âñåãî â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå â ìàëîìè ìåäëåííî èçìåíÿþùåìñÿ êàëèáðîâî÷íîì ïîëå. Âýòîì ïðåäåëå ðåøåòî÷íîå äåéñòâèå (B.1) ïåðåõîäèòâ îáû÷íîå äèðàêîâñêîå äåéñòâèåSD = Z d3x �i
i�i � e
iAi� : (B.13)Ñîîòâåòñòâóþùèé âêëàä â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììóìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå563 10*
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i�i � e
iAi� == 
onst � exp�tr ln �1� e(i
i�i)�1
jAj�	 == 
onst � exp��e2 Z d3x d3y tr(i
k�k)�1x;y �� 
iAi(y)(i
k�k)�1y;x
jAj(x)� : : :� : (B.14)Â ïîñëåäíåì ðàçëîæåíèè â ïîäûíòåãðàëüíîì âû�ðàæåíèè ïðèñóòñòâóåò äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ �óíê�öèÿ (i
k�k)�1x;y. Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâåííûå èíòå�ãðèðîâàíèÿ îçíà÷àþò âàðüèðîâàíèÿ êîíòóðîâ, îòñþ�äà âèäíî, ÷òî âàðüèðîâàíèå êîíòóðîâ íå ñîïðÿæå�íî ñ âàðüèðîâàíèåì çíàêà ñîîòâåòñòâóþùåãî �àêòî�ðà. Âàðüèðîâàíèå çíàêîâ �àêòîðîâ êîíòóðîâ ìàéî�ðàíîâñêèõ �åðìèîíîâ íà ðåøåòêå îçíà÷àåò, ÷òî âêîíòèíóàëüíîì äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå âêëàäû âñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó îò ýòèõ êîíòóðîâ âçàèìíî ñî�êðàùàþòñÿ. Îòñþäà âèäíà íåâîçìîæíîñòü âçàèìî�äåéñòâèÿ ìàéîðàíîâñêèõ �åðìèîíîâ ñ àáåëåâûì êà�ëèáðîâî÷íûì ïîëåì â êîíòèíóàëüíîé òåîðèè. Ýòî
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