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ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜÌÅ�ÖÀÞÙÅÉ ÔËÓÎ�ÅÑÖÅÍÖÈÈÂ. Â. Ó÷àéêèí *, �. Ò. Ñèáàòîâ **Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò432970, Óëüÿíîâñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 21 ìàðòà 2009 ã.Ìåðöàíèå îäèíî÷íûõ ìîëåêóë è íàíîêðèñòàëëîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áèíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ âîñ-ñòàíîâëåíèÿ ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè: on (èçëó÷àþùåå) è off (íå èçëó÷àþùåå). Äëèòåëüíîñòè ïðåáûâàíèÿâ on- èëè off-ñîñòîÿíèÿõ ìîãóò áûòü ðàñïðåäåëåíû ïî ñòåïåííîìó èëè ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíàì.Ñ ïîìîùüþ äðîáíîãî îáîáùåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèè äàíî åäèíîå îïèñàíèå ïðîöåññà ìåðöà-íèÿ äëÿ îáîèõ òèïîâ ðàñïðåäåëåíèé. Íà îñíîâå áèíàðíîé ìîäåëè ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòèðàñïðåäåëåíèÿ p(tonjt) ñóììàðíîãî âðåìåíè ñâå÷åíèÿ çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ t. Äëÿ ñëó÷àÿ ñòåïåííîãîìåðöàíèÿ îíî ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå äðîáíûõ ïîðÿäêîâ � è �, ñîâïàäàþùèõ ñ ïîêàçàòåëÿìè ñòåïåííûõon-, off-ðàñïðåäåëåíèé. Â ïðåäåëå � = � = 1 ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåõîäÿò â ýêñïîíåíöèàëüíûå, à äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå � â óðàâíåíèå ñ ïðîèçâîäíûìè öåëûõ ïîðÿäêîâ. �åøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèéâûðàæåíû ÷åðåç äðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóàññîíîâñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîòíîñòè p(tonjt)ïðèâîäèò ê ðàñïðåäåëåíèþ ÷èñëà èñïóùåííûõ �îòîíîâ è îïðåäåëÿåò ñòàòèñòèêó ñ÷åòà. Ïîêàçàíî, ÷òî âðå-ìåííàÿ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà Ìàíäåëÿ â àñèìïòîòèêå áîëüøèõ âðåìåí ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé: M(t) / t
 .Îïðåäåëåíà çàâèñèìîñòü 
(�; �) íà ïëîñêîñòè (�; �). Ïðè àíàëèçå îòíîñèòåëüíûõ �ëóêòóàöèé âðåìåíèñâå÷åíèÿ áûëî âûÿñíåíî, ÷òî îíè óáûâàþò òîëüêî â ñëó÷àÿõ � = � = 1 è � < �. Ïðè âñåõ îñòàëüíûõñîîòíîøåíèÿõ � è � îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóàöèè â àñèìïòîòèêå âîçðàñòàþò ïî ñòåïåííîìó çàêîíó ëèáîñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå. Àíàëèòè÷åñêèå ðàñ÷åòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëè-ðîâàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî.PACS: 78.67.Bf 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÌåðöàíèå (ïðåðûâèñòûé õàðàêòåð) �ëóîðåñöåí�öèè íàáëþäàåòñÿ äëÿ îäèíî÷íûõ ìîëåêóë è íàíî�êðèñòàëëîâ (êâàíòîâûõ òî÷åê): on-ñîñòîÿíèÿ, â êî�òîðûõ íàáëþäàåòñÿ �ëóîðåñöåíöèÿ, ÷åðåäóþòñÿ ñoff-ñîñòîÿíèÿìè, â êîòîðûõ èçëó÷åíèå îòñóòñòâó�åò [1℄. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëèòåëüíîñòèïðåáûâàíèÿ â êàæäîì èç ýòèõ ñîñòîÿíèé Ton; Toffÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ðàñïðåäåëåíèÿâåðîÿòíîñòåé êîòîðûõ ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ êàêïîêàçàòåëüíûì çàêîíîì	(t) � P(T > t) = exp(�
t); t > 0; (1)(ïðåèìóùåñòâåííî äëÿ îäèíî÷íûõ ìîëåêóë), òàê èàñèìïòîòè÷åñêè ñòåïåííûì*E-mail: u
haikin�sv.uven.ru**E-mail: ren_sib�bk.ru

	(t) / t�� ; t!1; 0 < � < 1 (2)(äëÿ íàíîêðèñòàëëîâ). Åñëè ìåðöàíèå îäèíî÷íûõìîëåêóë íàõîäèò ïðàâäîïîäîáíîå îáúÿñíåíèå â ðàì�êàõ òðåõóðîâíåâîé ìîäåëè (ñì. [1℄), òî åäèíîé òî÷�êè çðåíèÿ íà �èçè÷åñêèé ìåõàíèçì ìåðöàíèÿ íàíî�êðèñòàëëîâ åùå íåò. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìîäåëåéäëÿ êâàíòîâûõ òî÷åê [2�11℄. Ý�ðîñ è �îçåí [4℄ îáú�ÿñíèëè ìåðöàíèå �ëóîðåñöåíöèè íà îñíîâå ìîäåëèîæå-èîíèçàöèè êâàíòîâûõ òî÷åê ñ ïîñëåäóþùåé íåé�òðàëèçàöèåé. Îäíàêî ýòà ìîäåëü ïðèâîäèò ê ýêñïî�íåíöèàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ on- è off-èíòåðâàëîâïî äëèòåëüíîñòè. Â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ ìåõàíèç�ìîâ, ïðèâîäÿùèõ ê ñòåïåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ èí�òåðâàëîâ, ïðåäëàãàþòñÿ òåðìè÷åñêè àêòèâèðóåìàÿèîíèçàöèÿ [5℄, ìîäåëü òóííåëèðîâàíèÿ ÷åðåç �ëóê�òóèðóþùèå áàðüåðû [5℄, ðåçîíàíñíîå òóííåëèðîâà�íèå ìåæäó ÿäðîì è çàðÿæåííûìè ëîêàëèçîâàííû�ìè ñîñòîÿíèÿìè [6℄ è äð. (ïîäðîáíåå ñì. [1; 8; 10℄).627



Â. Â. Ó÷àéêèí, �. Ò. Ñèáàòîâ ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 4 (10), 2009Ñèòóàöèÿ îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîêàçàòåëè � ïðàê�òè÷åñêè íå èçìåíÿþòñÿ ïðè âàðüèðîâàíèè óñëîâèéýêñïåðèìåíòà: òåìïåðàòóðû, èíòåíñèâíîñòè èçëó÷å�íèÿ ëàçåðà, ðàçìåðîâ êâàíòîâûõ òî÷åê. Äëÿ óÿñíå�íèÿ �èçèêè ÿâëåíèÿ íåîáõîäèìî ïðèâëåêàòü áîëååòîíêèå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íàáëþäàåìî�ãî ïðîöåññà, ÷åì ïðîñòî ïîêàçàòåëè �.Â ñèëó ñòîõàñòè÷åñêîãî õàðàêòåðà ìåðöàíèÿ ýêñ�ïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííàÿ èí�îðìàöèÿ ñ íåèçáåæ�íîñòüþ äîëæíà áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà íà îñíîâåìîäåëè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Â êà÷åñòâå èñõîäíîéìîäåëè â ðàáîòå [2℄ ïðåäëîæåíî ïðîñòåéøåå îáîáùå�íèå ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ ñ çàäàííûìè ðàñïðå�äåëåíèÿìè íåçàâèñèìûõ âðåìåí ïðåáûâàíèÿ â êàæ�äîì èç äâóõ ñîñòîÿíèé. Èçâåñòíî, ÷òî ñëó÷àéíûå âå�ëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå ïî çàêîíó (2), èìåþò áåñ�êîíå÷íûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ. Ýòî ïðèâîäèò, â ÷àñò�íîñòè, ê òîìó, ÷òî �ëóêòóàöèè ñ÷åòà �îòîíîâ ìåð�öàþùåé �ëóîðåñöåíöèè íàíîêðèñòàëëîâ íå óáûâà�þò ñî âðåìåíåì. Êðîìå òîãî, ïàðàìåòðû, èñïîëüçóå�ìûå äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðîöåññà,ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ â ñëó÷àå ýêñïîíåíöèàëüíûõ on-,off-ðàñïðåäåëåíèé è áûòü íåâåðíûìè äëÿ ñëó÷àÿ ñòå�ïåííûõ ðàñïðåäåëåíèé. Íàïðèìåð, ïðè îïðåäåëåíèèêîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíû�ìè äëèòåëüíîñòÿìè on- è off-ñîñòîÿíèé àâòîðû ðàáî�òû [3℄ ïîëüçîâàëèñü �îðìóëîéR = Pj (Xj �X)(Yj � Y )sXi (Xi �X)2Xk (Yk � Y )2 ;êîòîðóþ ïðèìåíÿòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ñòàòèñòèêà,îïðåäåëÿåìàÿ ýòîé �îðìóëîé, èç-çà ðàñõîäèìîñòèìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé âîîáùå íå ÿâëÿåòñÿ îöåí�êîé êîý��èöèåíòà êîððåëÿöèè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñäåëàí øàã ê óíè�èêàöèèñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ñòåïåííîãî è ýêñïîíåíöè�àëüíîãî õàðàêòåðîâ ìåðöàíèÿ íà îñíîâå äðîáíîãîîáîáùåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé �óíêöèè	(t) = E�(�
�t�);ãäå E�(z) = 1Xn=0 zn�(�n+ 1)� �óíêöèÿ Ìèòòàã-Ëå��ëåðà [12℄. Âûáîð äðîáíûõýêñïîíåíò äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äëèòåëüíîñòåé èíòåð�âàëîâ îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ïðè � < 1 îíè èìåþò ¾òÿ�æåëûå¿ ñòåïåííûå õâîñòû,E�(�
�t�) � (
t)���(1� �) ; 0 < � < 1; t� 
�1;

à ïðè � = 1 ïðåâðàùàþòñÿ â îáû÷íûå ýêñïîíåíòû:E1(�
t) = exp(�
t):Â ðåçóëüòàòå òàêîãî âûáîðà èíòåãðàëüíûå óðàâíå�íèÿ òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ ïðåâðàùàþòñÿ â äè��å�ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äðîáíîãî ïîðÿäêà, ðåøåíèÿêîòîðûõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç äðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñ�ïðåäåëåíèÿ. Ïðè � = 1 äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ ïåðåõîäÿò â óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà,îïèñûâàþùèå ýêñïîíåíöèàëüíîå ìåðöàíèå.Èññëåäîâàíèå �ëóêòóàöèé ÷èñëà ñ÷åòà �îòîíîâ âñëó÷àå � = � < 1 [2℄ ïîêàçàëî, ÷òî ïàðàìåòð Ìàíäå�ëÿ âîçðàñòàåò ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè, ò. å. �ëóê�òóàöèè íå óáûâàþò ñî âðåìåíåì. Ñîõðàíÿåòñÿ ëè ýòîñâîéñòâî ïðîöåññà ïðè � 6= �? Ñóùåñòâóåò ëè â ýòîìñëó÷àå ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ñ÷åòà �îòî�íîâ è êàêîé âèä îíî èìååò? Íîâàÿ òåõíèêà ðàñ÷åòà,îñíîâàííàÿ íà äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîì èñ÷èñëå�íèè, ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû.2. Ä�ÎÁÍÀß ÝÊÑÏÎÍÅÍÒÀÑòàíäàðòíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ ìîæíîîïðåäåëèòü êàê ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ, äëÿ êî�òîðîãî ñëó÷àéíûå âðåìåíà ìåæäó ñîáûòèÿìèâîññòàíîâëåíèÿ èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäå�ëåíèå:  (t) � �d	(t)dt = 
e�
t:Â ðàáîòå [13℄ ââåäåí äðîáíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññïîðÿäêà � 2 (0; 1℄ èíòåíñèâíîñòè 
� êàê ïðîöåññ âîñ�ñòàíîâëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíèîæèäàíèÿ  �(t), õàðàêòåðèçóåìîé îáðàçîì Ëàïëàñàb �(s) = Lf �(t)g(s) � 1Z0 e�st �(t) dt = 
�
� + s� :Áóäó÷è ïåðåïèñàíî â âèäås� b �(s) + 
� b �(s) = 
� ;ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðåîáðàçîâàííîåïî Ëàïëàñó äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äðîáíîãîïîðÿäêà � 2 (0; 1℄:0D�t �(t) + 
� �(t) = 
�Æ(t): (3)Ïðè � = 1 îíî ïðåâðàùàåòñÿ â îáûêíîâåííîå óðàâ�íåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîò�íîñòè  1(t) = 
e�
t è ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäåîäíîðîäíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿd 1(t)dt = �
 1(t) (4)628



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 4 (10), 2009 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåðöàþùåé �ëóîðåñöåíöèèñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì  1(0) = �. Ôîðìóëà (2) ïîêà�çûâàåò, ÷òî ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ �óíêöèè  1 â äàí�íûé ìîìåíò çàâèñèò òîëüêî îò åå çíà÷åíèÿ â ýòîò ìî�ìåíò âðåìåíè; íèêàêîé èí�îðìàöèè î ïðåäûñòîðèèïðîöåññà, îïèñûâàåìîãî ýòîé �óíêöèåé, ïðè ýòîì íåòðåáóåòñÿ. ×òîáû ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøå�íèå èç äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1),ïîäåéñòâóåì íà íåãî îïåðàòîðîì 0D1��t :d �dt = 
�0D1��t [ �(t) + Æ(t)℄ == 
��(�) ddt 24 tZ0 (t� �)��1 �(�) d� + t��135 : (5)Îòëè÷èå íîâîãî ñîîòíîøåíèÿ (5) îò ïðåäûäóùåãî(4) â òîì, ÷òî îíî ñâÿçûâàåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ�óíêöèè  � â ìîìåíò t ñî âñåé åå ïðåäûñòîðèåé, ñëî�æèâøåéñÿ â èíòåðâàëå (0; t): èìååò ìåñòî �åíîìåíïàìÿòè, î êîòîðîì ìíîãî ïèøóò â ïîñëåäíåå âðåìÿ.�åøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü âäâóõ �îðìàõ [14℄. Ïåðâàÿ èìååò âèä �(t) = � ddtP(T > t);P(T > t) = E�(�
�t�); (6)ãäå E�(z) = 1Xn=0 zn�(�n+ 1)� �óíêöèÿ Ìèòòàã-Ëå��ëåðà, âòîðàÿ � �(t) = 1t 1Z0 e�x�� �
tx � dx; (7)ãäå ��(�) = sin(��)�[�� + ��� + 2 
os(��)℄ :Â ðàáîòå [15℄, ðåøåíèå (6) âûðàæåíî ÷åðåç äâóõïà�ðàìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ Ìèòòàã-Ëå��ëåðà: �(t) = 
�t��1E�;�(�
�t�);E�;�(z) = 1Xn=0 zn�(�n+ �) :Â ÷àñòíîì ñëó÷àå èìååì 1=2(t) =r 
�t � 
e
tErf
�p
t� ;ãäå Erf
(t) = 2p� 1Zt e�z2dz� äîïîëíèòåëüíàÿ �óíêöèÿ îøèáîê.

0:01 0:1 0:5 1:0 5 10t0:0020:020:10:512 10:1
 �

0:2
�èñ. 1. Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåí îæèäàíèÿäëÿ äðîáíîãî ïóàññîíîâñêîãî ïðîöåññàÂòîðàÿ �îðìà (7) ëåãêî ïîçâîëÿåò íàéòè àñèì�ïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ìàëûõ è áîëüøèõ âðå�ìåí:  �(t) � 
��(�) t��1; t! 0; (8) �(t) � �
���(1� �) t���1; t!1: (9)Ôîðìà (7) òàêæå óäîáíà äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòàïëîòíîñòåé  �(t) (ñì. ðèñ. 1).Òàêèì îáðàçîì, ïðè � = 1 çàâèñèìîñòü ïëîòíî�ñòè  �(t) ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íóþ ýêñïîíåíòó, èäðîáíûé ïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ � â ñòàíäàðòíûéïóàññîíîâñêèé ïðîöåññ. Ïðè � 6= 1 äðîáíàÿ ýêñïî�íåíòà õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòåïåííûìè àñèìïòîòèêàìèâ îáëàñòè áîëüøèõ è ìàëûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà.Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âðåìåíà îæèäàíèÿ Tonè Toff ðàñïðåäåëåíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ïëîòíîñòÿìè on(t) = 
�ont��1 E�;�(�
�ont�); off (t) = 
�off t��1 E�;�(�
�off t�); (10)Òðàíñ�îðìàíòû Ëàïëàñà ýòèõ �óíêöèé èìåþòâèä b on(s) = 11 + (s=
on)� ;b off (s) = 11 + (s=
off )� ; �; � � 1: (11)
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Â. Â. Ó÷àéêèí, �. Ò. Ñèáàòîâ ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 4 (10), 20093. ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÏ�ÎÖÅÑÑÀÕàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ïðîöåññîâ âîññòàíîâ�ëåíèÿ, â îòëè÷èå îò ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ, ÿâëÿåòñÿñïîñîáíîñòü îòîáðàæàòü ïàìÿòü ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ�ñà, êîòîðàÿ òåðÿåòñÿ ëèøü â îòäåëüíûå ñëó÷àéíûåìîìåíòû âðåìåíè � ìîìåíòû âîññòàíîâëåíèÿ [16℄.Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè òà�êèå ìîìåíòû ìîæíî ñâÿçàòü ñ ïåðåõîäàìè èç îäíîãîñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Íàáëþäåíèå çà ïðîöåññîì íà÷-íåì ñ îäíîãî èç òàêèõ ìîìåíòîâ; ñ âåðîÿòíîñòüþ"on ýòî áóäåò ïåðåõîä off ! on, ñ âåðîÿòíîñòüþ"off = 1 � "on � ïåðåõîä on ! off . Ñóììàðíîåâðåìÿ èçëó÷åíèÿ êâàíòîâîé òî÷êè â çàäàííîì èí�òåðâàëå (0; t) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé; ïëîò�íîñòü åå ðàñïðåäåëåíèÿ îáîçíà÷èì ÷åðåç pon(tonjt).Ïóñòü fon!off (ton; t) dtondt � ñðåäíåå ÷èñëî ïåðåõî�äîâ èç on-ñîñòîÿíèÿ â off-ñîñòîÿíèå â ïðÿìîóãîëüíè�êå (ton; ton + dton)� (t; t+ dt), à foff!on(ton; t) dtondt� ÷èñëî ïåðåõîäîâ èç off-ñîñòîÿíèÿ â on-ñîñòîÿíèå âïðÿìîóãîëüíèêå (ton; ton + dton)� (t; t+ dt). �àñïðå�äåëåíèå âðåìåíè èçëó÷åíèÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïëîò�íîñòè ïåðåõîäîâ ñîîòíîøåíèåìpon(tonjt) = tonZ0 foff!on(ton�t0; t�t0)	on(t0) dt0++ tZ0 fon!off (ton; t� t0)	off (t0) dt0; (12)ãäå 	on;off (t) = 1Zt  on;off (t0) dt0� âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíîå âðåìÿ îæèäà�íèÿ â óêàçàííîì ñîñòîÿíèè ïðåâûñèò çíà÷åíèå t. Ñà�ìè æå ïëîòíîñòè ïåðåõîäîâ ñâÿçàíû ñèñòåìîé èíòå�ãðàëüíûõ óðàâíåíèéfon!off (ton; t) = tonZ0 foff!on(ton � t0; t� t0)��  on(t0) dt0 + "offÆ(ton)Æ(t); (13)foff!on(ton; t) = tZ0 fon!off (ton; t�t0) off (t0) dt0++ "onÆ(ton)Æ(t); (14)

ton
tt

Off Onà á
foff!onfon!off

�èñ. 2. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå òðàåêòîðèéïðîöåññàëåãêî âûâîäèìûõ èç ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àéíûõ òðà�åêòîðèé ïðîöåññà â ïåðåìåííûõ ton, t (ðèñ. 2).Ïðèìåíèâ äâîéíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà (ïîïåðåìåííûì t è ton)epon(sonjs) = 1Z0 dton 1Z0 dt exp(�sonton�st) pon(tonjt)ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (12)�(14), ïîëó�÷àåìepon(sonjs) = efoff!on(son; s) b	on(s+ son) ++ efon!off (son; s) b	off (s);efon!off (son; s) = efoff!on(son; s) b on(s+ son)+"off ;efoff!on(son; s) = efon!off (son; s) b off (s) + "on:Òàêèì îáðàçîì, äâîéíîå (ò. å. ïî äâóì ïåðåìåííûì)ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïîçâîëèëî ñâåñòè ñèñòåìóèíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ê ñèñòåìå òðåõ ïðîñòûõ àë�ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. �àçðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, ïðè�õîäèì ê òðàíñ�îðìàíòàì äëÿ ÷àñòîò ïåðåõîäîâefon!off (son; s) = "on b on(s+ son) + "off1� b on(s+ son) b off (s) ;efoff!on(son; s) = "off b off (s) + "on1� b on(s+ son) b off (s) ;è âûðàæåíèþ äëÿ òðàíñ�îðìàíòû èñêîìîé ïëîòíîñ-òè:630



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 4 (10), 2009 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåðöàþùåé �ëóîðåñöåíöèèepon(sonjs) = "off b off (s) + "on1� b on(s+ son) b off (s) �� 1� b on(s+ son)s+ son + "on b on(s+ son) + "off1� b on(s+ son) b off (s) �� 1� b off (s)s : (15)Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèéñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì â ðàáîòå [2℄äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè ïëîòíîñòè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ìàêðîñêîïè÷åñêîé �ëó�îðåñöåíöèè. Â ðàáîòå [2℄ ýòà òðàíñ�îðìàíòà èñ�ïîëüçóåòñÿ äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ïàðàìåò�

ðà Ìàíäåëÿ. Ìû, îáðàòèâ òðàíñ�îðìàíòó ñ ïîìî�ùüþ äðîáíî-óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîëó÷èìâ ÿâíîì âèäå âûðàæåíèå äëÿ ñàìîé àñèìïòîòè÷å�ñêîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ pon(tonjt). Êðîìå ýòî�ãî ïîêàæåì, ÷òî ýòà ïëîòíîñòü óäîâëåòâîðÿåò äðîá�íî-äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ.4. ÏÅ�ÅÕÎÄ ÊÄ�ÎÁÍÎ-ÄÈÔÔÅ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÌÓ�ÀÂÍÅÍÈßÌÏîäñòàâëÿÿ òðàíñ�îðìàíòû (11) â âûðàæå�íèå (15), èìååìepon(sonjs) = 
��on (s+ son)��1 + 
��off s��1 + 
��on 
��off s�(s+ son)� �"on(s+ son)�1 + "offs�1�
��on (s+ son)� + 
��off s� + 
��on 
��off (s+ son)�s� : (16)Ïðè � = 1 è � = 1 ïîëó÷àåì ðåçóëüòàò äëÿ ñëó�÷àÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé on- è off-èí-òåðâàëîâ:epon(sonjs) = 1 + C + 
�1on (s+ "offson)s+ C(s+ son) + 
�1on (s+ son)s :Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (16) â âèäås� epon(sonjs) + C(s+ son)� epon(sonjs) ++ 
��on (s+ son)�s� epon(sonjs) == C(s+ son)��1 + s��1 + 
��on s�(s+ son)� �� �"on(s+ son)�1 + "offs�1� :Çäåñü C = 
�off=
�on. Îñóùåñòâëÿÿ äâîéíîå îáðàòíîåïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî1(2�i)2 Z� ds Z�0 dson �� exp(st+ sonton)(s+ son)�epon(sonjs) = 12�i ��Z� ds exp(st) �exp(�ston) 0D�ton exp(ston)bpon(tonjs)� == T�tont 0D�ton Ttont pon(tonjt);ãäå Tat � îïåðàòîð ñäâèãà ïî êîîðäèíàòå t íà âåëè�÷èíó a: Tat pon(tonjt) = pon(tonjt+ a);ïðèõîäèì ê äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîé äëèòåëüíî�ñòè on-èíòåðâàëîâ:0D�t pon(tonjt) + C T�tont 0D�tonTtont pon(tonjt) ++ 
��on 0D�t T�tont 0D�tonTtont pon(tonjt) == CÆ(t� ton) t���(1� �) + Æ(ton) t���(1� �) �� 
��on t��on (t� ton)���(1� �)�(1� �) ��"offton + �"ont� ton� :Çäåñü 0D�t f(t) = 1�(1� �) ddt 1Z0 f(�)(t� �)� d�� äðîáíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �èìàíà �Ëèóâèëëÿ (ñì., íà�ïðèìåð, [12; 17℄). Âïåðâûå äðîáíûå ïðîèçâîäíûå âòåîðèè ìåðöàþùåé �ëóîðåñöåíöèè ïðèìåíÿëèñü âðàáîòàõ [18, 19℄.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîöåññ ìåðöàíèÿ èçó÷àåòñÿñ ìîìåíòà ïåðåõîäà èç off-ñîñòîÿíèÿ â on-ñîñòîÿíèå.Òîãäà "on = 1 è "off = 0. Èç òàóáåðîâîé òåîðåìû (ñì.,íàïðèìåð, [20℄) ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå (16) â àñèì�ïòîòèêå áîëüøèõ âðåìåí (t� 
�1on ; 
�1off ) èìååò âèäepon(sonjs) � C(s+ son)��1 + s��1C(s+ son)� + s� : (17)Ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â âèäå�C(s+son)�+s�� epon(sonjs) = C(s+ son)��1+s��1:631



Â. Â. Ó÷àéêèí, �. Ò. Ñèáàòîâ ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 4 (10), 2009Îñóùåñòâëÿÿ äâîéíîå îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèåËàïëàñà, ïðèõîäèì ê àñèìïòîòè÷åñêîìó äðîá-íî-äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ïëîòíîñòèðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîé äëèòåëüíîñòè on-èíòåð-âàëîâ:0D�t pon(tonjt) + C T�tont 0D�tonTtont pon(tonjt) == C Æ(t� ton) t���(1� �) + Æ(ton) t���(1� �) : (18)5. �ÅØÅÍÈß, ÂÛ�ÀÆÅÍÍÛÅ ×Å�ÅÇÄ�ÎÁÍÎ-ÓÑÒÎÉ×ÈÂÛÅ ÏËÎÒÍÎÑÒÈÈçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [21℄), ÷òî âûðàæåíèås��1Cs�on + s�ÿâëÿåòñÿ äâîéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà îäíî�ñòîðîííåé äðîáíî-óñòîé÷èâîé ïëîòíîñòè:L�1s L�1son � s��1Cs�on + s�� == (Ct�)�1=� q(�;�) �ton(Ct�)�1=�� ;ãäå q(�;�)(t) � äðîáíî-óñòîé÷èâàÿ ïëîòíîñòü, âûðà�æàåìàÿ ÷åðåç îäíîñòîðîííèå óñòîé÷èâûå ïëîòíîñòèg(�)(t) è g(�)(t) [21, 22℄:q(�;�)(t) = 1Z0 d� g(�)(�)g(�)(t��=�)��=�:Íàõîäÿ îðèãèíàë òðàíñ�îðìàíòû (17)p(tonjt) = [C(t� ton)� ℄�1=� �� q(�;�) �ton[C(t� ton)� ℄�1=��++ (C�1t�on)�1=� q(�;�) �(t� ton)(C�1t�on)�1=�� (19)è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ �óíêöèé äðîáíî-óñ-òîé÷èâûõ ðàñïðåäåëåíèéQ(�;�) ��(C��)�1=�� = 1�Q(�;�) ��(C�1��)�1=�� ;çàïèøåì ðåøåíèå â âèäåpon(tonjt) = �1 + �� (t� ton)ton � (C�1t�on)�1=� �� q(�;�) �(t� ton)(C�1t�on)�1=�� : (20)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå � = �, ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî Ï.8äðîáíî-óñòîé÷èâûõ ïëîòíîñòåé (ñì. Ïðèëîæåíèå),

ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ëàìïåðòè [23℄,êîòîðîå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ íåýðãîäè÷åñêèõïðîöåññîâ â ðàáîòå [24℄:p(tonjt) = sin(��)� �� t t��1on (t� ton)��1C(t� ton)2� + C�1t2�on + 2t�on(t� ton)� 
os(��) :�àñïðåäåëåíèå ÷èñëà èçëó÷åííûõ �îòîíîâ îïðå�äåëÿåòñÿ �îðìóëîéP (n; t) = tZ0 dton P (n; ton)pon(tonjt): (21)Â ìîäåëè, ðàññìàòðèâàåìîé â ðàáîòå [2℄, P (n; ton) // ton.Â ñëó÷àå, åñëè ñëó÷àéíûå on-èíòåðâàëû èìåþòêîíå÷íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, ðàñïðåäåëåíèå(20) ïðèìåò âèä (�! 1, g(�)(t)! Æ(t� 1))pon(tonjt) = �1 + t� ton�ton ��� (C�1ton)�1=� g(�) �(t� ton)(C�1ton)�1=�� : (22)Åñëè � ! 1, òîpon(tonjt) = �1+ ton�(t�ton)�C�1=�(t�ton)�1=��� g(�) �C�1=�ton(t� ton)�1=�� : (23)Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññàìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî (ñì. ðèñ. 3). Ïðîöåññ ïðèìîäåëèðîâàíèè íà÷èíàëñÿ ñ ïåðåõîäà èç on- âoff-ñîñòîÿíèå èëè ñ ïåðåõîäà èç off- â on-ñîñòîÿíèåñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè 1/2. Çàòåì ïîî÷åðåäíîìîäåëèðîâàëèñü ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ñëó÷àéíûåon- è off-èíòåðâàëû ñîãëàñíî àëãîðèòìó, ïðåäëî�æåííîìó â ðàáîòå [14℄. Ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåòãåíåðèðîâàòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûåñ ïëîòíîñòüþ â âèäå äðîáíîé ýêñïîíåíòû. Îäíàòðàåêòîðèÿ ñ ðàçâåðòêîé ïî âðåìåíè ðåàëèçîâûâà�ëàñü äî òåõ ïîð, ïîêà ñóììà on- è off-èíòåðâàëîâíå ïðåâûøàëà âðåìåíè íàáëþäåíèÿ. Äëÿ êàæäîéòðàåêòîðèè âû÷èñëÿëîñü ñóììàðíîå âðåìÿ ñâå÷å�íèÿ. Ïîñëå ìîäåëèðîâàíèÿ àíñàìáëÿ òðàåêòîðèéáèíàðíîãî ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ ðàññ÷èòûâàëîñüðàñïðåäåëåíèå ñóììàðíîãî âðåìåíè ñâå÷åíèÿ.Íàïîìíèì, ÷òî �îðìóëà (17) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòî�òè÷åñêîé (ò. å. ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî t� 
�1on ; 
�1off ). Åñ�ëè àññîöèèðîâàòü ïðîöåññ ñî ñëó÷àéíûìè áëóæäà�632



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 4 (10), 2009 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåðöàþùåé �ëóîðåñöåíöèèà á â
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� = 0:7� = 0:5 � = 0:5� = 0:5 �=�=0:6�=�=0:8�èñ. 3. Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî. C = 1, t = 1000 (à), 100 (á,â)íèÿìè (ðèñ. 2), òî èíòåðïðåòèðîâàòü ðàñïðåäåëå�íèÿ ìîæíî íà îñíîâàíèè ïðåäñòàâëåíèÿ î êîíêóðåí�öèè äâóõ ðåæèìîâ: äè��óçèîííîãî è áàëëèñòè÷å�ñêîãî [21, 25℄. Ïðè � < � èìååò ìåñòî ñóáäè��óçè�îííûé ðåæèì. Â ñëó÷àå, åñëè � < �, íàáëþäàåòñÿ ñó�ïåðäè��óçèîííîå ïîâåäåíèå, ïðåîáëàäàåò áàëëèñ-òè÷åñêèé ðåæèì. Êîãäà � = � < 1, ïëîòíîñòü ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîé äëèòåëüíîñòè on-èíòåðâàëîâèìååò îñîáåííîñòè âáëèçè îáåèõ ãðàíèö (ðèñ. 4).6. �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ×ÈÑËÀ Ñ×ÅÒÀÔÎÒÎÍÎÂÏðåäïîëîæèì, ÷òî èçëó÷åíèå ìåðöàþùåé êâàí�òîâîé òî÷êè, íàõîäÿùåéñÿ â on-ñîñòîÿíèè (on-èçëó-÷åíèå), ïîä÷èíÿåòñÿ ïóàññîíîâñêîé ñòàòèñòèêå. �àñ�ïðåäåëåíèå ÷èñëà �îòîíîâ, èñïóùåííûõ íàíî÷àñòè�öåé çà âðåìÿ t, â ýòîì ñëó÷àå èìååò âèäP (n; t) = tZ0 (�ton)nn! exp(��ton)pon(tonjt) dton:Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðå�îáðàçîâàíèå Ïóàññîíà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿon-âðåìåíè. Ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ â ýòîì ñëó÷àå ðàâåíM = hn2i � hni2hni � 1 == 1Xn=1n2P (n; t)� 1Xn=1nP (n; t)!21Xn=1nP (n; t) �1 == � ht2oni � htoni2htoni : (24)

Âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì (17) äëÿ òðàíñ�îð�ìàíòû Ëàïëàñà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p(tonjt),÷òîáû íàéòè ïåðâûé è âòîðîé ìîìåíòû ñóììàð�íîãî âðåìåíè èçëó÷åíèÿ çà âðåìÿ íàáëþäåíèÿ t.Ïî èçâåñòíûì �îðìóëàì ïåðâûé è âòîðîé ìîìåí�òû ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïåð�âóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíûå îáðàçà Ëàïëàñà. Ïóñòüm1(t) = htoni è m2(t) = ht2oni,bm1(s) = � �p(sonjs)�son ����son=0 ;bm2(s) = �2p(sonjs)�s2on ����son=0 :Ïîäñòàâëÿÿ â ïîñëåäíèå �îðìóëû âûðàæåíèå (17),ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ òðàíñ�îðìàíò Ëàïëàñàïåðâîãî è âòîðîãî ìîìåíòîâ:bm1(s) = C2s2��1 + Cs�+��1s(Cs� + s�)2 ;bm2(s) == 2C(1��)s�+2��1+2C3s3��1+2(2��)C2s2�+��1s2(Cs�+s�)3 ;êîòîðûå áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà àñèìïòîòè�÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïàðàìåòðà Ìàíäåëÿ ïðè áîëüøèõâðåìåíàõ. Ñîãëàñíî òàóáåðîâîé òåîðåìå (ïîäðîáíååñì. [20℄), ïîâåäåíèå òðàíñ�îðìàíòû Ëàïëàñà ïðè ìà�ëûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé Ëàïëàñà s îïðåäåëÿåòïîâåäåíèå �óíêöèè-îðèãèíàëà ïðè áîëüøèõ âðåìå�íàõ t.Â ñëó÷àå, êîãäà � = �, èìååìbm1(s) = CC + 1s�2; bm2(s) = 2(1� �+ C)C(C + 1)2 s�3;m1(t) = htoni = CC + 1 t;633
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�èñ. 4. Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììàðíîé äëèòåëüíîñòè ñâå÷åíèÿ çà âðåìÿ t = 1000 ïðè C = 1: a �on-èíòåðâàëû ðàñïðåäåëåíû ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó, off-èíòåðâàëû � ïî ñòåïåííîìó ñ ïîêàçàòåëåì � < 1, á �off-èíòåðâàëû ðàñïðåäåëåíû ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó, on-èíòåðâàëû � ïî ñòåïåííîìó ñ � < 1, â � off-èíòåðâàëûðàñïðåäåëåíû ïî ñòåïåííîìó çàêîíó ñ � = 0:5, on-èíòåðâàëû � 
 � < 1m2(t) = ht2oni = C(1� �) + C2(C + 1)2 t2;M(t) = 1� �1 + C �t: (25)Ïðè � < � 6= 1M(t) � 2(1� �)2 + � � ��t; t� 
�1on ; 
�1off ; (26)ïðè � < � = 1M(t) � C � �(�)�(2�) � 1�(1 + �)��t� ;t� 
�1on ; 
�1off : (27)Äëÿ � > �M(t) � 2C�1(2� �)�(�� � + 3) �t���+1; t� 
�1on ; 
�1off : (28)Â ðàáîòå [2℄ ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ àíàëèçèðîâàëñÿäëÿ ñëó÷àÿ � = �. Àâòîðû [2℄ ïîëó÷èëè, ÷òî äëÿ� = � < 1 ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ âîçðàñòàåò ïðîïîðöè�îíàëüíî âðåìåíè. Êàê âèäíî èç �îðìóë (25)�(28),àñèìïòîòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðà Ìàíäåëÿîò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé:M(t) / t
 ; t� 
�1on ; 
�1off : (29)Ïîêàçàòåëü 
 ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé � è �. Çíà÷åíèÿ,êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü 
, ïðåäñòàâëåíû íà äèà�ãðàììå (ðèñ. 5). Êàê âèäíî èç äèàãðàììû, âî âñåõñëó÷àÿõ, êðîìå îäíîãî (� = � = 1), ïàðàìåòð Ìàí�äåëÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì. Â ñëó÷àÿõ � > �
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�èñ. 5. Ïîêàçàòåëü 
 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé �è �
è � = 1 ýòà çàâèñèìîñòü ÿâëÿåòñÿ ñóáëèíåéíîé, âñëó÷àå � � � 6= 1 ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ â àñèìïòîòèêåáîëüøèõ âðåìåí ðàñòåò ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè.Ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü (29) ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåí�íûìè ðàñ÷åòàìè â ðàìêàõ ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîìÌîíòå-Êàðëî (ðèñ. 6).Äëÿ àíàëèçà �ëóêòóàöèé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïà�ðàìåòð, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îòíîøåíèå äèñïåð�ñèè ê êâàäðàòó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Â íà�øåì ñëó÷àå äëÿ âðåìåíè ñâå÷åíèÿ èìååì634
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�èñ. 6. Çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà Ìàíäåëÿ îò âðåìåíè â ñëó÷àÿõ � > � (à) è � < � (á ). Ëèíèè � ñòåïåííûå çàâèñè-ìîñòè (29), òî÷êè � ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ìîíòå-ÊàðëîÆon = ht2oni � htoni2htoni2 //8><>: t��� ; � < 1; � � 1;t0; � < � = 1;t�1; � = � = 1: t� 
�1on :Èç ïîñëåäíåé �îðìóëû âèäíî, ÷òî åñëè � < � <6= 1,òî Æon óâåëè÷èâàåòñÿ ñî âðåìåíåì, â ñëó÷àå� = � < 1 è â ñëó÷àå � < � = 1 îòíîñèòåëüíûå�ëóêòóàöèè ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå.Ïðè � = � = 1 ïàðàìåòð Æon óìåíüøàåòñÿ îáðàòíîïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè. Íàèáîëåå èíòåðåñíàÿîáëàñòü, êàê íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, � > �. Ïðè òàêîìñîîòíîøåíèè îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóàöèè âðåìåíèñâå÷åíèÿ óáûâàþò, õîòÿ è ìåäëåííåå, ÷åì â ñëó÷àå� = � = 1. 7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÏîäâîäÿ èòîãè ýòîé ðàáîòû, îòìåòèì, ÷òî èìåí�íî ââåäåíèå äðîáíîãî îáîáùåíèÿ ýêñïîíåíòû ïîçâî�ëèëî ïîëó÷èòü åäèíîå îïèñàíèå ïðîöåññà ìåðöàíèÿêàê äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíûõ, òàê è äëÿ ñòåïåííûõðàñïðåäåëåíèé on- è off-èíòåðâàëîâ. Íà îñíîâå ýòîéìîäåëè âûâåäåíî óðàâíåíèå äëÿ p(tonjt). Äëÿ ñëó�÷àÿ ñòåïåííîãî ìåðöàíèÿ îíî ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûåäðîáíûõ ïîðÿäêîâ � è �, ñîâïàäàþùèõ ñ ïîêàçàòåëÿ�ìè ñòåïåííûõ on-, è off-ðàñïðåäåëåíèé. Ïðè ñòðåì�ëåíèè � è � ê åäèíèöå ðàñïðåäåëåíèÿ ïåðåõîäÿòâ ýêñïîíåíöèàëüíûå, à äðîáíî-äè��åðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå ñ ïðîèçâîäíû�ìè öåëûõ ïîðÿäêîâ. �àññ÷èòàíû ïëîòíîñòè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ p(tonjt) ý��åêòèâíîãî âðåìåíè ñâå÷å�íèÿ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå è âûðàæåíû ÷åðåç äðîá�íî-óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïëîòíîñòü p(tonjt)ñâÿçàíà ïóàññîíîâñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì ñ ðàñïðå�äåëåíèåì ÷èñëà èñïóùåííûõ �îòîíîâ è îïðåäåëÿåòñòàòèñòèêó ñ÷åòà.Â îòëè÷èå îò ðàáîòû [2℄, â êîòîðîé ðàññìàòðè�âàåòñÿ ñëó÷àé � = �, â íàøåé ðàáîòå ïîëó÷åíûðåçóëüòàòû äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ � 6= �. Âû÷èñ�ëåí ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ è ðàñïðåäåëåíèå ñóììàðíîãîâðåìåíè ñâå÷åíèÿ. Ïàðàìåòð Ìàíäåëÿ óêàçûâàåòíà òî, ÷òî ñòàòèñòèêà èçëó÷åíèÿ ìåðöàþùèõ êâàí�òîâûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïóàññîíîâñêîé. Ïðèàíàëèçå îòíîñèòåëüíûõ �ëóêòóàöèé âðåìåíè ñâå�÷åíèÿ áûëî âûÿñíåíî, ÷òî îíè óáûâàþò òîëüêî âñëó÷àÿõ � = � = 1 è � < �. Ïðè âñåõ îñòàëüíûõñîîòíîøåíèÿõ � è � îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóàöèè âàñèìïòîòèêå ïåðåõîäÿò íà ñòåïåííîé ðåæèì âîçðàñ�òàíèÿ, ëèáî ñòðåìÿòñÿ ê ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå.Àâòîðû áëàãîäàðíû �ÔÔÈ (ãðàíò�07-01-00517) è �îíäó ¾Äèíàñòèÿ¿ çà �èíàí�ñîâóþ ïîääåðæêó. Îäèí èç àâòîðîâ (Â. Â. Ó.)áëàãîäàðåí �îíäó Deuts
he For
hungsgemeins
haft(SA 861/8-1) çà �èíàíñîâóþ ïîääåðæêó è àä�ìèíèñòðàöèè Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîãî àíàëèçà èñòîõàñòèêè èì. Ê. Âåéåðøòðàññà çà ãîñòåïðèèìñòâîè õîðîøèå óñëîâèÿ ðàáîòû.635



Â. Â. Ó÷àéêèí, �. Ò. Ñèáàòîâ ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 4 (10), 2009Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿÏ.1. Ïóñòü S(�1; �1) è S(�2; �2) âçàèìíî íåçàâè�ñèìûå, óñòîé÷èâûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ïðåäñòàâ�ëåííûå â �îðìå C (ïîäðîáíåå ñì. [22℄). Ñëó÷àéíàÿâåëè÷èíàY (�1; �2; �1; �2; �) d=S (�1; �1) /[S (�2; �2) ℄h�i ;ãäå Sh�i = jSj� sign S; �1 < � <1;è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïëîòíîñòüpY (x;�1; �2; �1; �2; �) == 1Z�1 g �xyh�i;�1; �1� g (y;�2; �2) jyj� dyíàçâàíû äðîáíî-óñòîé÷èâûìè.Äðîáíî-óñòîé÷èâûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû âñòðå�÷àþòñÿ â ëèòåðàòóðå íåðåäêî. Â ÷àñòíîñòè, âåëè÷è�íà Y (2; �; 0; 1;�1=2) = S (2; 0)pS (�; 1); � < 1;íàçûâàåòñÿ ñóáãàóññîâîé, â áîëåå îáùåì ñëó÷àå,Y (�1; �2; 0; 1; �1/�1) = S (�1; 0) [S (�2; 1)℄1/�1 ;0 < �1 � 2; �2 < 1;ãîâîðÿò î ñóáóñòîé÷èâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå. Èç�âåñòíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:Y (2; 2; 0; 0; 1) d=S(1; 0);Y (�1; �=�1; 0; 1;�1=�1) d=S(�; 0);Y (1; 1; 1; 0; 1) d=S(1; 0):Y (�; 1; �; 1; �) d=S(�; 0):�àñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíûZ(�; !; �) = S(�; �)=[S(!; 1)℄!=�; ! < 1;ïîëó÷åííîå Êîòóëüñêèì [26℄ â êà÷åñòâå àñèìïòîòè�÷åñêîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Ìîíòðîëëà �Âåéññà,q(x;�; !; �) � p(x;�; !; �; 1; !=�) == 1Z0 g(xy!=�;�; �)g(y;!; 1)y!=�dy;òîæå ïðèíàäëåæèò ê êëàññó äðîáíî-óñòîé÷èâûõ.

Òåðìèí ¾äðîáíî-óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ¿áûë ââåäåí â ðàáîòå [27℄, èõ ñâîéñòâà áûëè èçó÷åíûâ ðàáîòàõ [28�30℄. Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå èç íèõ.Ï.2. Åñëè 0 < � < 1 è � = 1, òî ïëîòíîñòüq (x;�; !; 1) ïðèíèìàåò íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿòîëüêî íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè.Ï.3. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî èíâåðñèè:q (�x;�; !; �) = q (x;�; !;��) :Åñëè � = 0, òîq (�x;�; !; 0) = q (x;�; !; 0) ;ò. å. äðîáíî-óñòîé÷èâàÿ ïëîòíîñòü ñ � = 0 ñèììåò�ðè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò.Ï.4. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó èíâåðñèè, äîñòàòî÷íîðàññìîòðåòü êëàññ äðîáíî-óñòîé÷èâûõ ïëîòíîñòåéäëÿ âñåõ çíà÷åíèé �; ! è � òîëüêî íà ïîëîæèòåëüíîéïîëóîñè. Ýòî ïîçâîëÿåò ââåñòè îäíîñòîðîííåå ïðåîá�ðàçîâàíèå Ìåëëèíà�q (s;�; !; �) = 1Z0 xsq (x;�; !; �) dx; �1 < Re s < �;êîòîðîå, ââèäó ñïåöè�è÷åñêèõ îñîáåííîñòåé äðîá�íî-óñòîé÷èâûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ÿâëÿåòñÿ íàìíî�ãî áîëåå óäîáíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ àíàëèçà, ÷åìòðàäèöèîííàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Ïðèìå�íÿÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿïðåîáðàçîâàíèÿ Ìåëëèíà óñòîé÷èâîé ïëîòíîñòè�g (s;�; �) = �� (1 + s) � (1� s/�)� (1 + �s) � (1� �s) ; � = 1 + �2 ;ïîëó÷àåì�q (s;�; !; �) = � � (1 + s) � (1� s=�) � (1 + s=�)� (1 + �s) � (1� �s) � (1 + !s=�) :Ï.5. Äðîáíî-óñòîé÷èâîå ðàñïðåäåëåíèå èìååòìîìåíòû âñåõ ïîðÿäêîâ, òîëüêî åñëè � = 2. Â ýòîìñëó÷àå îáëàñòü çíà÷åíèé � âûðîæäàåòñÿ â � = 0,ðàñïðåäåëåíèå ñòàíîâèòñÿ ñèììåòðè÷íûì, íå÷åòíûåìîìåíòû èñ÷åçàþò, à ÷åòíûå ìîìåíòûm(2n) (2; !; 0) � 1Z�1 x2nq (x; 2; !; 0) dx == 4nn!� (n+ 1=2)p�� (n! + 1) :Ïðè 1 < � < 2 âòîðîé è âûñøèå ìîìåíòû áåñêîíå÷�íû, ïðè � � 1 ïåðâûé ìîìåíò áåñêîíå÷åí.636



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 4 (10), 2009 Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìåðöàþùåé �ëóîðåñöåíöèèÏ.6. Â íà÷àëå êîîðäèíàò ìû èìååìq (0;�; !; �) = � (1 + 1=�) � (1� 1=�)�� (1� !=�) 
os ��2è Q (0;�; !; �) � 0Z�1 q (0;�; !; �) = 1� �2 :Îòìåòèì, ÷òî �óíêöèÿ q (x;�; !; �) èìååò èíòåãðè�ðóåìóþ îñîáåííîñòü â íà÷àëå êîîðäèíàò ïðè � � 1è ! < 1.Ï.7. Ïðè ! ! 1 ïëîòíîñòè q (x;�; !; �) ïåðåõî�äÿò â óñòîé÷èâûå � g (x;�; �).Ï.8. Åñëè � = !, òî äðîáíî-óñòîé÷èâàÿ ïëîò�íîñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ýëåìåíòàðíîì âèäå:q(x;�; �; 1) = sin(��)�x (x� + x�� + 2 
os(��)) :Ï.9. Åñëè ! < 1 è � > 0, òîq (x;�; !; �) � g (x;�; �)� (1 + !) ; x!1;ò. å. õâîñòû äðîáíî-óñòîé÷èâûõ ïëîòíîñòåé òàêèå æåòÿæåëûå (â òåðìèíàõ èõ ñòåïåííîãî ïîâåäåíèÿ), êàêè ó ñîîòâåòñòâóþùèõ èì óñòîé÷èâûõ ïëîòíîñòåé.Ï.10. Ïðè � = 2 äðîáíî-óñòîé÷èâàÿ ïëîòíîñòüìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â òåðìèíàõ îäíîñòîðîííåéóñòîé÷èâîé ïëîòíîñòè ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿq (x; 2; !; 0) = 1! jxj1+2=! g!=2;1 �jxj�2=!� :Ï.11. Â ðàáîòå [29℄ áûëè ïîëó÷åíû õàðàêòåðè�ñòè÷åñêèå �óíêöèè äðîáíî-óñòîé÷èâûõ ðàñïðåäåëå�íèé: eq(k;�; !; �) = E!(� (k;�; �));ãäå E!(x) = 1Xn=0 xn�(1 + n!)� �óíêöèÿ Ìèòòàã-Ëå��ëåðà, (k;�; �) = �jkj� expf�i��(�=2)signkg:Â òîé æå ðàáîòå ïîëó÷åíû îáðàòíî-ñòåïåííûå ðÿäûäëÿ äðîáíî-óñòîé÷èâûõ ïëîòíîñòåé ïðè � < 1:q(x;�; !; �) == 1Xn=1(�1)n�1 �(n�+ 1)�(n��)�(1� n��)�(1 + n!)x�n��1:
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