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eÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 31 ìàðòà 2009 ã.Èññëåäóåòñÿ êâàíòîâàÿ äèíàìèêà ïðîñòîé ìîäåëè íàíî÷àñòèöû. Ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò, ÷òî èçíà÷àëüíîïðèãîòîâëåííîå ñîñòîÿíèå (ñèñòåìà) âçàèìîäåéñòâóåò ñ îñòàëüíûìè ñîñòîÿíèÿìè (ðåçåðâóàðîì), îáðàçó-þùèìè ïëîòíûé äèñêðåòíûé ñïåêòð. Â îòëè÷èå îò íàøèõ ïðåäûäóùèõ ðàáîò íà ýòó òåìó [1; 2℄, â êîòîðûõèññëåäîâàëàñü òîëüêî äèíàìèêà ñèñòåìû, â äàííîé ðàáîòå îïèñàíà ýâîëþöèÿ ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà. Âíà÷àëüíûõ öèêëàõ âîçâðàòà îáðàòíûå ïåðåõîäû èç ðåçåðâóàðà â ñèñòåìó ñîçäàþò äâîéíîé ðåçîíàíñ (ýõîíà ÷àñòîòàõ ðåçåðâóàðà ïðè íà÷àëüíîì âîçáóæäåíèè ñèñòåìû). Ïîñêîëüêó ðàçëè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ðåçåð-âóàðà îïóñòîøàþòñÿ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, ýõî Ëîøìèäòà â ñèñòåìå íåîäíîðîäíî óøèðÿåòñÿ,à äâîéíûå ðåçîíàíñû îñòàþòñÿ áîëåå óçêèìè è èíòåíñèâíûìè. Ïîìèìî îñíîâíûõ ðåçîíàíñîâ âîçíèêàþòñàòåëëèòû, îáóñëîâëåííûå ïåðåðàñïðåäåëåíèåì íàñåëåííîñòè ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ðåçåðâóàðà â òå÷åíèåöèêëà. Ïðè ïåðåìåøèâàíèè öèêëîâ ýâîëþöèÿ ðåçåðâóàðà, êàê è ñèñòåìû, ïðåâðàùàåòñÿ èç ðåãóëÿðíîé âïîäîáíóþ ñòîõàñòè÷åñêîé. Îòìå÷åíû âîçìîæíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îáíàðóæåíèÿ ïðåäñêàçûâàåìûõäâîéíûõ ðåçîíàíñîâ è èõ ïðèìåíåíèÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèè áîëüøèõ ìîëåêóë èíàíî÷àñòèö.PACS: 03.65.-w, 82.20.-w, 82.20.B
1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÌåòîä èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè ìåçîñêîïè÷åñêèõêîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì (ò. å. ñèñòåì ñ áîëüøèì, íîêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû, îáëàäàþùèõïëîòíûì äèñêðåòíûì ñïåêòðîì íîðìàëüíûõ êîëåáà�íèé) ïðåäëîæåí â ðàáîòàõ [1; 2℄. Ìåòîä âêëþ÷àåò:1) ðàçëîæåíèå íåñòàöèîíàðíûõ âîëíîâûõ �óíêöèéâ áàçèñå ñîáñòâåííûõ �óíêöèé âûäåëåííîé ñòåïåíèñâîáîäû (ñèñòåìû) è îñòàëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû(ðåçåðâóàðà), 2) ðåøåíèå óðàâíåíèé �åéçåíáåðãà äëÿçàâèñÿùèõ îò âðåìåíè àìïëèòóä â âèäå òðèãîíîìåò�ðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïî ñîáñòâåííûì ÷àñòîòàì, 3) ïðåä�ñòàâëåíèå ðåøåíèé ñóììàìè ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóäöèêëîâ âîçâðàòà. Â ðàáîòàõ [1; 2℄ ýòîò ìåòîä ïðè�ìåíåí ê èññëåäîâàíèþ, ïî-âèäèìîìó, íàèáîëåå ïðî�*E-mail: bender�i
p.a
.ru**E-mail: kats�ill.fr

ñòîé èç âîçìîæíûõ ìåçîñêîïè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïðåä�ëîæåííîé Öâàíöèãîì [3℄. Ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò, ÷òîðåçåðâóàð îáëàäàåò áåñêîíå÷íûì ýêâèäèñòàíòíûìñïåêòðîì è ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû âçàèìîäåéñòâèÿ ñè�ñòåìû è âñåõ ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà îäèíàêîâû.Âûÿâëåííàÿ â ðàáîòàõ [1; 2℄ ñïåöè�è÷íîñòü ñè�ñòåì ñ ïëîòíûì äèñêðåòíûì ñïåêòðîì ñîñòîèò â òîì,÷òî èõ ýâîëþöèÿ ñ ðîñòîì íîìåðà öèêëà âîçâðàòàñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå ñëîæíîé è äëÿ åå âîñïðîèçâå�äåíèÿ òðåáóåòñÿ âñå áîëåå òî÷íûé èçìåðèòåëüíûéïðèáîð. Äëÿ ëþáîé ñêîëü óãîäíî âûñîêîé òî÷íîñòèïðèáîðà íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð öèêëà, â êîòîðîì ýòàòî÷íîñòü îêàæåòñÿ íåäîñòàòî÷íîé. Ïåðåìåøèâàíèåöèêëîâ âîçâðàòà ïðèâîäèò ê áîëüøèì è áûñòðûì�ëóêòóàöèÿì íàñåëåííîñòåé, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ,ïîäîáíî ñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññàì, ñ ïî�ìîùüþ óñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê. Îãðóáëåíèå ðå�çóëüòàòîâ äèíàìè÷åñêèõ èçìåðåíèé ñîçäàåò íåîáðà�589



Â. À. Áåíäåðñêèé, Ë. Í. �àê, Å. È. Êàö ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009òèìîñòü êâàíòîâîé ñèñòåìû è íàðóøàåò âçàèìíî îä�íîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñïåêòðîì ñîáñòâåí�íûõ çíà÷åíèé (äåòåðìèíèðîâàííûì äëÿ ðåãóëÿðíûõäèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì) è äîëãîâðåìåííîé ýâîëþöèåé.Äóàëèçì äåòåðìèíèðîâàííûõ äèíàìè÷åñêèõ ñè�ñòåì ñ áîëüøèìè áûñòðûìè �ëóêòóàöèÿìè [4℄ (ñî�÷åòàíèå äåòåðìèíèðîâàííîãî ñïåêòðà ñî ñëó÷àéíîéäîëãîâðåìåííîé ýâîëþöèåé) îñîáåííî èíòåðåñåí äëÿêâàíòîâûõ ñèñòåì. Êâàíòîâàÿ ñèñòåìà, óäîâëåòâî�ðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì �åéçåíáåðãà, ýêâèâàëåíòíà ãà�ìèëüòîíîâîé ñèñòåìå, â êîòîðîé àìïëèòóäû è èõïðîèçâîäíûå èãðàþò ðîëü äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåí�íûõ. Ïîñêîëüêó óðàâíåíèÿ �åéçåíáåðãà ëèíåéíû, ýê�âèâàëåíòíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà âñåãäà ñåïàðà�áåëüíà è, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðèðóåìà. Òàêèì îáðà�çîì, êëàññè÷åñêèå àíàëîãè ëþáûõ êâàíòîâûõ ñèñòåìñ äèñêðåòíûì ñïåêòðîì, â ïðèíöèïå, äîëæíû áûòüèíòåãðèðóåìûìè (ðåãóëÿðíûìè). Ýòîò âûâîä ñîãëà�ñóåòñÿ ñ îáùåïðèíÿòûì ïîíèìàíèåì îòñóòñòâèÿ õà�îñà â êâàíòîâûõ ñèñòåìàõ [5�7℄. Òåì íå ìåíåå, ýâî�ëþöèÿ äèñêðåòíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì ìîæåò ñòàòüïîäîáíîé ñëó÷àéíîé â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå, ÷òîè áûëî óñòàíîâëåíî â ðàáîòàõ [1; 2℄ íà ïðèìåðå ìîäå�ëè Öâàíöèãà.Âîïðîñ î õàðàêòåðå ýâîëþöèè äèñêðåòíûõ êâàí�òîâûõ ñèñòåì ïåðåñòàë áûòü ÷èñòî òåîðåòè÷åñêèìâ ñâÿçè ñ èññëåäîâàíèåì äèíàìèêè áîëüøèõ �î�òîõèìè÷åñêè àêòèâíûõ ìîëåêóë è íàíî÷àñòèö. Ïî�ñêîëüêó â íàíî÷àñòèöàõ ñ ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáî�äû 102�104 òèïè÷íûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó áëèæàéøè�ìè êîëåáàòåëüíûìè óðîâíÿìè ïîðÿäêà 10 ñì�1, öè�êëû âîçâðàòà ìîæíî ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàòü ñïîìîùüþ ìåòîäîâ �åìòîñåêóíäíîé ñïåêòðîñêîïèè.Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå äèñêðåòíûõ ñèñòåì ñîñòî�èò â òîì, ÷òî íàñåëåííîñòü îïðåäåëåííîãî êîëåáàíèÿ÷àñòè÷íî âîññòàíàâëèâàåòñÿ â êàæäîì öèêëå âîçâðà�òà, à íå ðàñïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïî âñåì ñòåïå�íÿì ñâîáîäû ðåçåðâóàðà, êàê â ñèñòåìàõ ñ íåïðå�ðûâíûì ñïåêòðîì. Ïîâòîðÿþùàÿñÿ â êàæäîì öèêëåâîçâðàòà êîíöåíòðàöèÿ ýíåðãèè â îäíîì èç êîëåáà�íèé îçíà÷àåò ðåçêîå óâåëè÷åíèå ý��åêòèâíîñòè ïðî�öåññîâ, â êîòîðûõ îíî ó÷àñòâóåò. Ïðèìåðîì òàêèõïðîöåññîâ ÿâëÿþòñÿ �îòîõèìè÷åñêèå ïðåâðàùåíèÿâ ïåðâè÷íûõ ðåàêöèÿõ çðåíèÿ è â ñèíòåòè÷åñêèõ�îòîõðîìíûõ ìàòåðèàëàõ, ïðîòåêàþùèå â �åìòîñå�êóíäíîì äèàïàçîíå [8; 9℄. Îòëè÷èÿ êîëåáàòåëüíîé ðå�ëàêñàöèè íàíîñèñòåì îò ñèñòåì ñ íåïðåðûâíûì ñïåê�òðîì äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå ïðèâëåêàëè âíèìà�íèÿ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíà ðåàêöèÿ ðåçåð�âóàðà, ðîëü êîòîðîãî â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ñïåêò-ðà ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ðîëè ðåçåðâóàðà

ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì. Åñëè ïîñëåäíèé èãðàåòðîëü ñòîêà (÷åðíîé äûðû), èñêëþ÷àþùåãî îáðàòíûåïåðåõîäû â ñèëó áåñêîíå÷íîãî ïåðèîäà âîçâðàòà, òîâ äèñêðåòíîì ñïåêòðå ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèåñÿîáðàòíûå ïåðåõîäû èç ðåçåðâóàðà â ñèñòåìó îïðå�äåëÿþò äîëãîâðåìåííóþ äèíàìèêó. Ñèíõðîííîñòüòàêèõ ïåðåõîäîâ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ìíîãî�êîìïîíåíòíîãî ýõà Ëîøìèäòà íà ÷àñòîòå ñèñòåìû èäâîéíûõ ðåçîíàíñîâ íà ÷àñòîòàõ ðåçåðâóàðà (ñèãíà�ëîâ íà äðóãèõ ðåçîíàíñíûõ ÷àñòîòàõ ïî ñðàâíåíèþñ ÷àñòîòîé ñèñòåìû). Ïîäîáíûå ý��åêòû íàáëþäà�ëèñü â ìàãíèòíîì ðåçîíàíñå êàê â óñëîâèÿõ ïîñòî�ÿííîãî [10℄, òàê è èìïóëüñíîãî âîçáóæäåíèÿ ñèñòå�ìû [11; 12℄.Äâîéíûå ðåçîíàíñû, ïðåäñêàçûâàåìûå â íàñòîÿ-ùåé ðàáîòå, âîçíèêàþò â êàæäîì öèêëå âîçâðàòàè îñòàþòñÿ áîëåå óçêèìè è èíòåíñèâíûìè, ÷åì ýõîËîøìèäòà íà ÷àñòîòå ñèñòåìû, äàæå â óñëîâèÿõ ïå�ðåìåøèâàíèÿ. Áëàãîäàðÿ ýòîé îñîáåííîñòè, äâîéíûåðåçîíàíñû ïðîùå îáíàðóæèòü. Îíè ìîãóò îêàçàòüñÿïîëåçíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ïå�ðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè â íàíî÷àñòèöàõ.Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âðàçä. 2 äëÿ óäîáñòâà ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ êðàò�êî ïðåäñòàâëåí ìåòîä ðàáîò [1; 2℄ è ïðèâåäåíû îñíîâ�íûå ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ðåæèìû ýâîëþöèèñèñòåìû. �àçäåë 3 ïîñâÿùåí äèíàìèêå ñîñòîÿíèé ðå�çåðâóàðà. Â ðàçä. 4 ðàññìîòðåíà �îðìà ëèíèé äâîé�íîãî ðåçîíàíñà è ýõà Ëîøìèäòà, íàðóøåíèå ñèíõðî�íèçàöèè â óñëîâèÿõ ïåðåêðûâàíèÿ êîìïîíåíò ýõà ñî�ñåäíèõ öèêëîâ è äèíàìèêà ðåçåðâóàðà â óñëîâèÿõñèëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâäàíî â ðàçä. 5. Â Ïðèëîæåíèè äåòàëèçèðîâàí âûâîäðÿäà ñîîòíîøåíèé îñíîâíîãî òåêñòà.2. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÈÑÒÅÌÛ Â ÌÎÄÅËÈÖÂÀÍÖÈ�À�àìèëüòîíèàí ìîäåëè Öâàíöèãà ÿâëÿåòñÿ ñóì�ìîé ãàìèëüòîíèàíîâ ðîæäåíèÿ � óíè÷òîæåíèÿåäèíñòâåííîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èáèëèíåéíî ñâÿçàííûõ ñ íèì ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðàH = "0sb+s bs+Xn "0nb+n bn+Xn Cn �b+s bn + bsb+n � ; (1)ãäå b+s , b+n � îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ âîçáóæäåííûõ ñî�ñòîÿíèé ñèñòåìû è ðåçåðâóàðà, bs, bn � îïåðàòîðûèõ óíè÷òîæåíèÿ ñ ïåðåõîäîì â îñíîâíîå ñîñòîÿíèå.Äëÿ ìîäåëè Öâàíöèãà, ãäå"0n = n; Cn = C; n = 0;�1;�2; : : : (2)590



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009 Äâîéíûå ðåçîíàíñû â äèíàìèêå êâàíòîâûõ ñèñòåì : : :ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå èìååò âèäF (") = "� �C2 
tg �" = 0: (3)Çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ñèñòå�ìû ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ñîáñòâåííûõ �óíêöèéíåñâÿçàííûõ ñèñòåìû è ðåçåðâóàðà ñ çàâèñÿùèìè îòâðåìåíè àìïëèòóäàìè	s(t) = as(t)�s +Xn an(t)�n: (4)Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ �åéçåíáåðãà äëÿ àìïëèòóä èíà÷àëüíûå óñëîâèÿi _as = CXn an; i _an = nan + Cas;as(0) = 1; an(0) = 0 (5)îïèñûâàþò ýâîëþöèþ ñèñòåìû è ðåçåðâóàðà, êîãäàâîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ïðèãîòîâëåíî â ìî�ìåíò âðåìåíè t = 0. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïîçâî�ëÿåò ïðåäñòàâèòü àìïëèòóäó ñèñòåìû â âèäå ñóììûâû÷åòîâ â ïðîñòûõ ïîëþñàõ pn = i"n, ÿâëÿþùèõñÿêîðíÿìè ñåêóëÿðíîãî óðàâíåíèÿ (3)as(t) = Xf"ng exp(i"t)dF=d" ����"="n == 2 1Xn=0 
os("nt)1 + �2C2 + ("n=C)2 : (6)Òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ðÿä ïî ñîáñòâåííûì çíà÷åíè�ÿì (6) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå ñóììû ïàðöèàëüíûõàìïëèòóä öèêëîâ âîçâðàòà ñ ïîìîùüþ �îðìóëû ñóì�ìèðîâàíèÿ Ïóàññîíàas(t) = [t=2�℄Xk=0 a(k)s (�k);a(0)s = exp���02 � �(�0);a(k)s = ��kk L1k�1(�k) exp���k2 � �(�k); k � 1; (7)ãäå L1k�1(�k) � îáîáùåííûå ïîëèíîìû Ëàãåððà, �k �ëîêàëüíîå âðåìÿ â k-îì öèêëå�k = 2�C2(t� 2k�): (8)Ýêñïîíåíöèàëüíîå óìåíüøåíèå àìïëèòóäû ñèñòåìûâ öèêëå k = 0 îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòàíòîé ñêîðîñòè� = �C2: (9)Ïëîòíûé ñïåêòð äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé ýêâèâàëåíòåí îäíîìó ïîëþñó íà ìíèìîé

îñè, õàðàêòåðèçóþùåìó âåðîÿòíîñòü ðàñïàäà êâàçè�ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ [13; 14℄. Â ïðåäåëå ñëàáîéñâÿçè (�C2 � 1) äîìèíèðóþò êîãåðåíòíûå ïåðåõî�äû ìåæäó ñèñòåìîé è ðåçîíàíñíûì ñîñòîÿíèåì ðå�çåðâóàðà n = 0. Ïðè ñèëüíîé ñâÿçè (�C2 � 1) ñè�ñòåìà ïåðåõîäèò â äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ñîñòî�ÿíèé jnj � �C2. Èíòåð�åðåíöèÿ ïîäàâëÿåò îáðàò�íûå ïåðåõîäû èç ýòèõ ñîñòîÿíèé â ñèñòåìó âïëîòüäî êîíöà öèêëà k = 0. Â ïîñëåäóþùèõ öèêëàõ âîçíè�êàåò ýõî Ëîøìèäòà, îáóñëîâëåííîå ñèíõðîíèçàöèåéîáðàòíûõ ïåðåõîäîâ èç ðåçåðâóàðà â ñèñòåìó. Óñëî�âèå �C2 = 1 ðàçäåëÿåò îáëàñòè êîãåðåíòíîé è íåêî�ãåðåíòíîé äèíàìèêè.Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (7), ÷èñëî êîìïî�íåíò è ïîëíàÿ øèðèíà ýõà âîçðàñòàþò ïðîïîðöèî�íàëüíî íîìåðó öèêëà. Òîíêàÿ ñòðóêòóðà ýõà âîçíèêà�åò âñëåäñòâèå äå�àçèðîâêè, îáóñëîâëåííîé òåì, ÷òîîáìåí ðåçåðâóàðà è ñèñòåìû ïðîèñõîäèò â ðàçëè÷�íûå ìîìåíòû âðåìåíè èç-çà îòêëîíåíèé êîðíåé óðàâ�íåíèÿ (3) îò öåëûõ ÷èñåë. Ïàðöèàëüíàÿ àìïëèòóäàñèñòåìû â k-îì öèêëå ñîäåðæèò k êîìïîíåíò, ðàñïî�ëîæåííûõ â îáëàñòè îñöèëëÿöèé øèðèíîé 4k. Êàæ�äàÿ êîìïîíåíòà ýõà Ëîøìèäòà ñîîòâåòñòâóåò ïåðå�õîäó èç ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà â ñèñòåìó.Â k-îì öèêëå ïðîèñõîäèò k òàêèõ àêòîâ ñèíõðîíè�çàöèè. Êîìïîíåíòû ñîñåäíèõ öèêëîâ ïåðåêðûâàþò�ñÿ, êîãäà øèðèíà îáëàñòè îñöèëëÿöèé ðàâíà ïåðè�îäó öèêëà 4��, ÷òî îïðåäåëÿåò êðèòè÷åñêèé íîìåðöèêëà k
 = �2C2: (10)Ïðè k < k
 öèêëû íå ïåðåêðûâàþòñÿ è íàáëþäà�åòñÿ õîðîøî ðàçðåøåííîå ýõî. Ïðè k > k
 ñòðóêòó�ðà ýõà óñëîæíÿåòñÿ èç-çà ïåðåìåøèâàíèÿ êîìïîíåíòöèêëîâ ñ ðàçëè÷íûìè íîìåðàìè. Ïðè k > k
 îáìåíñèñòåìû è ðåçåðâóàðà ñòàíîâèòñÿ ñòàöèîíàðíûì ïðî�öåññîì, â êîòîðîì ÷èñëî íóëåé àìïëèòóäû ñèñòåìûçà öèêë ïðèáëèçèòåëüíî ïîñòîÿííî è ðàâíî k
, ñðåä�íåêâàäðàòè÷íîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû çà öèêë ðàâíî1=�, à îòêëîíåíèÿ îò ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî çíà÷åíèÿîáëàäàþò ñëàáî âûðàæåííîé ïåðèîäè÷íîñòüþ, çàâè�ñÿùåé îò ÷èñëà ïåðåêðûâàþùèõñÿ öèêëîâ.3. �ÅÀÊÖÈß �ÅÇÅ�ÂÓÀ�À3.1. Ýâîëþöèÿ àìïëèòóäÝâîëþöèÿ àìïëèòóä ðåçåðâóàðà, ïðåäñòàâëåííàÿíà ðèñ. 1 è 2, äåìîíñòðèðóåò ðåçêóþ çàâèñèìîñòü îòn è k. Â íà÷àëüíûõ öèêëàõ àìïëèòóäû ïî÷òè ïîñòî�ÿííû â òå÷åíèå îñíîâíîé ÷àñòè ïåðèîäà. Èíòåíñèâ�íûé ðåçîíàíñ (ìèíèìóì ìîäóëÿ àìïëèòóäû) ðàñïî�ëîæåí ïðè çíà÷åíèÿõ âðåìåíè, áëèçêèõ ê ãëîáàëüíî�591
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t2��èñ. 1. Ýâîëþöèÿ ìîäóëåé àìïëèòóä ñîñòîÿíèé ðå-çåðâóàðà â öèêëàõ âîçâðàòà îò k = 0 äî k = 15,C2 = 0:5 (k
 � 5). Ïóíêòèðîì ïîêàçàíî çíà÷åíèå,îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì (15)ìó ýêñòðåìóìó ýõà Ëîøìèäòà. Áîëåå ñëàáûå ýêñòðå�ìóìû jan(t)j ñîîòâåòñòâóþò îñòàëüíûì êîìïîíåíòàìýõà. Èç êà÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ îáìåíà ñèñòåìû è ðå�çåðâóàðà â öèêëàõ âîçâðàòà, ïðèâåäåííîãî â ïðåäû�äóùåì ðàçäåëå, ñëåäóåò, ÷òî ñ ðîñòîì íîìåðà öèêëàâîçðàñòàåò ÷èñëî àêòîâ îáìåíà, òàê ÷òî àìïëèòóäûñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà ðàçáèâàþòñÿ íà óâåëè÷èâàþ�ùååñÿ ÷èñëî êîìïîíåíò ñ ðàçëè÷íûìè �àçàìè.Êàê ïîêàçàíî â Ïðèëîæåíèè, ðåøåíèå óðàâíåíèéäâèæåíèÿ (5) äëÿ àìïëèòóä ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðàan(t) = �iC tZ0 exp (in(t� t0)) as(t0) dt0 (11)ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ïàðöèàëüíûõ àì�ïëèòóä, êàæäàÿ èç êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ñîñòî�èò èç ãàðìîíè÷åñêîé è àïåðèîäè÷åñêîé ñîñòàâëÿþ�ùèõ. Ïðè íîìåðàõ öèêëîâ, ìåíüøèõ êðèòè÷åñêîãî(k < k
), àïåðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ýêñïîíåíöè�
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t2��èñ. 2. Òå æå çàâèñèìîñòè, ÷òî è íà ðèñ. 1, ïðèC2 = 1:5 ïðè íîìåðàõ öèêëîâ, áëèçêèõ ê êðèòè÷å-ñêîìó çíà÷åíèþ k
 � 15àëüíî ìàëà (ïîðÿäêà O(exp(�2k
))) â êîíöå êàæäîãîöèêëà, ãäå ïåðèîäè÷åñêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ~a(k)n = C 2��2 + n2 exp (�i (nt� k(� + �n))) (12)ïîñòîÿííà ïî ìîäóëþ, à åå �àçà ñîäåðæèò, ïîìèìî kïåðåâîðîòîâ (ñäâèãîâ �àçû íà �), äîïîëíèòåëüíûéñäâèã k�n, ãäå �n = 2 ar
tg(n=�): (13)Åñëè ñäâèã íà � õàðàêòåðèçóåò ìãíîâåííûé îáìåí ñè�ñòåìû è ðåçåðâóàðà, òî äîïîëíèòåëüíûé ñäâèã (13)îáóñëîâëåí çàïàçäûâàíèåì ðåàêöèè ðåçåðâóàðà íàðàñïàä ñèñòåìû. Êàæäûé àêò îáìåíà ðåçåðâóàðà ññèñòåìîé ñîçäàåò ñäâèã �àçû ïàðöèàëüíûõ àìïëè�òóä (ïîìèìî äèíàìè÷åñêîãî �àçîâîãî ìíîæèòåëÿexp(int)). Ïîñêîëüêó â k-îì öèêëå ïðîèñõîäèò k àê�òîâ îáìåíà, ïîëíàÿ �àçà çà öèêë âîçðàñòàåò ïðî�ïîðöèîíàëüíî íîìåðó öèêëà. Â êîíöå k-ãî öèêëà(k < k
, �k = 4k
) àìïëèòóäà n-ãî ñîñòîÿíèÿ ðåçåðâó�àðà ðàâíà ñóììå ãàðìîíè÷åñêèõ ñîñòàâëÿþùèõ (12).Èç ñîîòíîøåíèÿ (A.4) ñëåäóåò592



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009 Äâîéíûå ðåçîíàíñû â äèíàìèêå êâàíòîâûõ ñèñòåì : : :an (2(k + 1)�) � kXk0=0 ~a(k0)n (4(k � k0 + 1)k
) == iC(�1)k+1 (� + in)k(�� in)k+1 ; k < k
: (14)Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (14), â êîíöå öèêëîâ ìîäóëèàìïëèòóä íå çàâèñÿò îò íîìåðà öèêëà, è èõ çàâèñè�ìîñòü îò n îïèñûâàåòñÿ ëîðåíöèàíîì ñ ïîëóøèðè�íîé �: jan(2k�)j2 = ��(�2 + n2) : (15)Ñäâèãè �àçû ïðîïîðöèîíàëüíû íîìåðó öèêëà è íåçàâèñÿùåìó îò k óãëó (13):arg (an(2k�)) = k� + (2k + 1) ar
tg(n=�): (16)Òàêèì îáðàçîì, ãàðìîíè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèåàìïëèòóä îïèñûâàþò äâèæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷�êè ïî îêðóæíîñòè, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåíRn =p�2 + n2 (17)è íå çàâèñèò îò íîìåðà öèêëà, à îòîáðàæåíè�åì êàæäîãî öèêëà ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîò íà óãîë k�nâ k-îì öèêëå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâîðîòîâ íàóãîë, íåñîèçìåðèìûé ñ 2�, a, a + �n, a + 2�n, a++3�n; : : : (mod 2�), ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðèìåðîâ ïå�ðåìåøèâàíèÿ (ïîÿâëåíèÿ ñëó÷àéíîñòè). Ýòî îçíà÷à�åò, ÷òî ïðè k ! 1 çíà÷åíèÿ óãëîâ âñþäó ïëîòíîïîêðûâàþò îêðóæíîñòü [4; 15℄.Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (A.5), ðàñïðåäåëå�íèå êâàäðàòîâ ìîäóëåé ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä âêîíöå öèêëà èìååò âèä���a(k)n (2k�)���2 = 4� �3(�2 + n2)2 : (18)Èç ñðàâíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (15) è (18) âèäíî, ÷òî ìî�äóëü ïàðöèàëüíîé àìïëèòóäû âäâîå áîëüøå ïîëíîé.Ýòî óäâîåíèå îáóñëîâëåíî óêàçàííûì âûøå èçìåíå�íèåì çíàêà ïîëíîé àìïëèòóäû â êàæäîì öèêëå. Áî�ëåå ðåçêîå óìåíüøåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ (18) íà êðû�ëüÿõ ëîðåíöèàíà (15) îçíà÷àåò, ÷òî íàñåëåííîñòè ñî�ñòîÿíèé ñ jnj � � ïî÷òè íå èçìåíÿþòñÿ, à îáìåíðåçåðâóàðà ñ ñèñòåìîé ïðåèìóùåñòâåííî îãðàíè÷åíñîñòîÿíèÿìè ñ jnj � �, íàñåëåííîñòè êîòîðûõ â òå÷å�íèå öèêëà îòêëîíÿþòñÿ îò ¾ðàâíîâåñíîãî¿ ðàñïðåäå�ëåíèÿ (15). Ïîñêîëüêó ñîñòîÿíèÿ ñ jnj � � íå ó÷àñò�âóþò â äèíàìèêå íà÷àëüíûõ öèêëîâ, îòñóòñòâóåòðàñïëûâàíèå ðàñïðåäåëåíèÿ çà ñ÷åò ñïåêòðàëüíîéäè��óçèè, õàðàêòåðíîå äëÿ ìíîãîìåðíûõ ñòîõàñòè�÷åñêèõ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì [16�18℄. Â ìîäåëè Öâàí�öèãà ïîäàâëåíèå ñïåêòðàëüíîé äè��óçèè â ïîñëå�äîâàòåëüíûõ öèêëàõ âîçâðàòà îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî

âêëàä ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà ñ jnj � � â îáìåí óìåíü�øàåòñÿ áûñòðåå, ÷åì n�2. Ñóììà êâàäðàòîâ ìîäóëåéïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä1Xn=�1 ���a(k)n (2k�)���2 = 2 
th(��) + 2��= sh2(��) (19)ïðè ñèëüíîé ñâÿçè âäâîå áîëüøå êâàäðàòà íà÷àëü�íîé àìïëèòóäû ñèñòåìû.3.2. ÒðàåêòîðèèÈç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè çàâèñÿùåé îò âðåìåíèâîëíîâîé �óíêöèè (4) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå ìåæäóàìïëèòóäàìè ñèñòåìû è ðåçåðâóàðà â ëþáîé ìîìåíòâðåìåíè jas(t)j2 +Xn jan(t)j2 = 1: (20)Óñëîâèå (20), ïîäîáíî ïîëíîé ýíåðãèè êëàññè÷åñêîéêîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìû â ïðîñòðàíñòâå êàíîíè÷å�ñêè ñîïðÿæåííûõ êîîðäèíàò, îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü�óíêöèîíàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà (�s; f�ng), â êîòî�ðîé ðàñïîëîæåíû òðàåêòîðèè. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ�åéçåíáåðãà äëÿ àìïëèòóä ðåçåðâóàðà ìîæíî ïåðå�ïèñàòü â âèäå óðàâíåíèÿ âûíóæäåííûõ ãàðìîíè÷å�ñêèõ êîëåáàíèé�an + n2an = �nCas(t)� iC _as(t);an(0) = 0; _an(0) = �iC: (21)Ïîñêîëüêó as(t) è _as(t) � äåéñòâèòåëüíûå �óíêöèè,an(t) ðàçäåëÿåòñÿ íà äåéñòâèòåëüíóþ è ìíèìóþ ÷à�ñòè xn(t) = Re an(t); yn(t) = Im an(t); (22)äëÿ êîòîðûõ âûíóæäàþùèå ñèëû çàâèñÿò ñîîòâåò�ñòâåííî îò àìïëèòóäû ñèñòåìû è åå ïðîèçâîäíîé.Îòñóòñòâèå ÿâíîé çàâèñèìîñòè xn è yn îò àìïëèòóääðóãèõ ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåä�ñòâèåì îðòîíîðìèðîâàííîñòè áàçèñà f�ng, êîãäà ñî�ñòîÿíèÿ ðåçåðâóàðà ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì òîëüêî÷åðåç ñèñòåìó.Äèíàìèêà êâàíòîâûõ ñèñòåì â ïðåäñòàâëåíèè àì�ïëèòóä âîëíîâûõ �óíêöèé îïèñûâàåòñÿ êëàññè÷å�ñêèìè óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ñ ãàìèëüòîíèàíîì ñî�âîêóïíîñòè ëèíåéíî ñâÿçàííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñ�öèëëÿòîðîâ. Ýòà àíàëîãèÿ ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü êêâàíòîâîé äèíàìèêå ïðåäñòàâëåíèÿ êëàññè÷åñêîéìåõàíèêè, â êîòîðîé ïåðåõîä îò ðåãóëÿðíîãî äâèæå�íèÿ ê õàîñó õàðàêòåðèçóåòñÿ ïåðåïóòûâàíèåì òðà�åêòîðèé, íàìàòûâàþùèõñÿ íà äå�îðìèðîâàííûå òî�ðû (ñì., íàïðèìåð, [16℄). Äâà ñëàáî ñâÿçàííûõ ñî�ñòîÿíèÿ (as; an) îáðàçóþò äâóõóðîâíåâóþ ñèñòåìó ñ12 ÆÝÒÔ, âûï. 3 (9) 593
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�èñ. 3. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòè ñîñòîÿ-íèÿ ðåçåðâóàðà n = 1 çà âðåìÿ âñåõ öèêëîâ îò k = 0äî k = 32. Ñïðàâà ïîêàçàíû òðàåêòîðèè â îòäåëü-íûõ öèêëàõ, C2 = 1:5àñèììåòðèåé n, â êîòîðîé as � 
osCt è ñîñòàâëÿþ�ùèå (22) ðàâíûxn(t) � nCn2 � C2 (
osnt� 
osCt);yn(t) � nCn2 � C2 �sinnt+ Cn sinCt� : (23)Ñîîòíîøåíèÿ (23) ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàþò â ïëîñ�êîñòè (xn; yn) îêðóæíîñòü ðàäèóñà C=n, ó êîòîðîéöåíòð ñìåùàåòñÿ ïî îñè xn ìåæäó òî÷êàìè �C=n ñïåðèîäîì 2�=C. Ýòà òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöè�åé äâóìåðíîãî òîðà íà ïëîñêîñòü (xn; yn). Äâèæåíèåïî òîðó ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ñîîòâåòñòâèÿäâóõóðîâíåâîé ñèñòåìû äâóìåðíîìó êðóãîâîìó îñ�öèëëÿòîðó. Äâèæåíèå â ïðîñòðàíñòâå Qs � Qn ÿâ�íî íå ñâÿçàíî ñ äâèæåíèåì â ïðîñòðàíñòâàõ Qn0 ,n0 6= n è ïðîèñõîäèò ïî ïîâåðõíîñòè äâóìåðíîãîòîðà. Ïðîåêöèåé òîðà íà ïëîñêîñòü êàíîíè÷åñêèõïåðåìåííûõ (xn; yn) ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ ñ îòíîøåíè�åì îñåé / n=pn2 + �2, ïåðèîäè÷åñêè ñìåùàþùèéñÿïî îñè xn. Â ïðåäåëå ñëàáîé ñâÿçè ìîäåëü Öâàíöè�ãà ñâîäèòñÿ ê ñîâîêóïíîñòè äâóõóðîâíåâûõ ñèñòåìè äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ñâÿçêå òîðîâ ñ îáùåéïëîñêîñòüþ Qs. Ñ ðîñòîì ñèëû ñâÿçè òðàåêòîðèèïî-ïðåæíåìó íàìàòûâàþòñÿ íà ïîâåðõíîñòè äå�îð�ìèðîâàííûõ òîðîâ è ñèëüíî ïåðåïóòûâàþòñÿ â ïëîñ�êîñòè Qs.Òðàåêòîðèè â ïëîñêîñòÿõ Qn ïðè ñèëüíîé ñâÿçèè n = 1; 3 ïîêàçàíû íà ðèñ. 3 è 4. Â íóëåâîì öè�êëå òðàåêòîðèè ñòàðòóþò èç íà÷àëà êîîðäèíàò, äî�ñòèãàþò îêðóæíîñòè ðàäèóñîì (17) è ñìåùàþòñÿ ïîîêðóæíîñòè íà óãîë (2n + 1)� � �n. Â öèêëå k = 1
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Re a1�èñ. 4. Òå æå çàâèñèìîñòè, ÷òî è íà ðèñ. 3, äëÿñîñòîÿíèÿ ðåçåðâóàðà n = 3, C2 = 1:5ïîñëå ïåðåâîðîòà è äâèæåíèÿ ïî îêðóæíîñòè òðàåê�òîðèÿ ïðèõîäèò â òî÷êó 2(2n + 1)� � 3�n. Â öèêëåk = 2 âîçíèêàåò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì (òðàåêòîðèÿâûõîäèò èç êðóãà) è ïåðåâîðîò çàïàçäûâàåò îòíîñè�òåëüíî íà÷àëà öèêëà. Â êàæäîì èç ïîñëåäóþùèõöèêëîâ ñìåùåíèå ñòàðòà òðàåêòîðèè êîìïåíñèðóåò�ñÿ çàïàçäûâàíèåì, òàê ÷òî ïåðåâîðîò ïðîèñõîäèò ïîäâóì ïðèáëèçèòåëüíî îäèíàêîâûì ïóòÿì: â öèêëàõñ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè íîìåðàìè òðàåêòîðèè ñîñðå�äîòî÷åíû â îêðåñòíîñòè äâóõ ýëëèïñîâ (ñì. ðèñ. 3).Ñ ðîñòîì n ýëëèïñ ïðåâðàùàåòñÿ â îêðóæíîñòü (ñì.ðèñ. 4). Õîòÿ óãîë �n, îïðåäåëÿþùèé âðåìÿ ñòàð�òà òðàåêòîðèè, âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì n, âðåìåíà ïåðå�õîäîâ èç ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà áëèçêè âêàæäîì öèêëå. Îäíîâðåìåííî ñ ðîñòîì �n âîçðàñòà�åò óãëîâàÿ ñêîðîñòü, òàê ÷òî âðåìÿ ðåçîíàíñà ñëàáîçàâèñèò îò n.Â îêðåñòíîñòè äâîéíîãî ðåçîíàíñà òðàåêòîðèÿïðîõîäèò âáëèçè öåíòðà è âîçâðàùàåòñÿ íà îêðóæ�íîñòü, îáðàçóÿ ïåòëþ âíóòðè íåå. Ñ ðîñòîì íîìå�ðà öèêëà ïëîùàäü âíóòðè ýòîé ïåòëè óìåíüøàåòñÿ.Ïîñêîëüêó ïîëîæåíèå êîìïîíåíò çàâèñèò îò íîìå�ðà öèêëà, ïðîèñõîäèò çàïóòûâàíèå òðàåêòîðèé, ïðè�íàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì öèêëàì. Çàïóòûâàíèå òðà�åêòîðèé yn(xn) ñ ðîñòîì ñèëû ñâÿçè, ïîêàçàííîå íàðèñ. 4, ïðîèñõîäèò âíå îáëàñòåé, îãðàíè÷åííûõ ïåò�ëÿìè.Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ â ïëîñêîñòÿõ Qs è Qn ñî�âåðøåííî ðàçëè÷íû. Èç-çà ïåðåìåøèâàíèÿ êîìïî�íåíò ýõà ñîñåäíèõ öèêëîâ òðàåêòîðèè â ïëîñêîñòèQs ìíîãîêðàòíî çàïóòûâàþòñÿ è ¾çàìåòàþò¿ âñþâíóòðåííþþ îáëàñòü ýëëèïñà. Íàïðîòèâ, äâèæåíèåâ ïëîñêîñòÿõ Qn îñòàåòñÿ óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêèì,ïîñòåïåííî çàïîëíÿÿ ïîâåðõíîñòü òîðà. Ýòà óñòîé�594



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009 Äâîéíûå ðåçîíàíñû â äèíàìèêå êâàíòîâûõ ñèñòåì : : :÷èâîñòü òðàåêòîðèé ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óçêèå èèíòåíñèâíûå ëèíèè äâîéíîãî ðåçîíàíñà íàáëþäàþò�ñÿ äàæå òîãäà, êîãäà äâèæåíèå â ïëîñêîñòè Qs ñòàíî�âèòñÿ ñëó÷àéíûì. Ôîðìàëüíî óñòîé÷èâîñòü òðàåêòî�ðèé è äâîéíûõ ðåçîíàíñîâ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî èçñëó÷àéíîãî ñïåêòðà ñèñòåìû îáìåí âûáèðàåò òîëüêîðåçîíàíñíóþ ñîñòàâëÿþùóþ, ïîäàâëÿÿ âêëàäû äðó�ãèõ ñîñòîÿíèé.4. ÄÂÎÉÍÎÉ �ÅÇÎÍÀÍÑ4.1. Ôîðìà ëèíèé äâîéíîãî ðåçîíàíñà âíà÷àëüíûõ öèêëàõ k < k
Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (A.4), ïðè k < k
àìïëèòóäà â k-îì öèêëå ðàâíà ñóììå ïåðèîäè÷åñêèõñîñòàâëÿþùèõ âñåõ ïðåäûäóùèõ öèêëîâ è àïåðèîäè�÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ýòîãî öèêëà:an(�k) = �i(�1)kC� (1 + i2�n)k�1(1� i2�n)k exp(�i�n�k) ++ i C2� �kZ0 exp (��n(�k � x)) a(k)s (x) dx; (24)ãäå �n = n=2�: (25)Ïðè àìïëèòóäíîì äåòåêòèðîâàíèè (èçìåðåíèè ìîäó�ëÿ jan(t)j) ñïåêòð â îáëàñòè äâîéíîãî ðåçîíàíñà îïè�ñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåìInk(�k) = jan(�k)j2 = 4C2�2 ���C2kn(�k) + S2kn(�k) + (�1)k 1� 2�n1 + 4�2n �� (Ckn(�k) 
os k�n + Skn(�k) sin k�n)� ; (26)ãäå ( SknCkn ) = 1Z�k a(k)s (x)( sin�nx
os�nx ) dx: (27)Ôóíêöèÿ (26) õàðàêòåðèçóåò ðàñïðåäåëåíèå íà�ñåëåííîñòè ìåæäó ñèñòåìîé è n-ûì óðîâíåì ðåçåð�âóàðà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè. Âðåìåíà ðåçîíàí�ñîâ (ýêñòðåìóìîâ ìîäóëÿ àìïëèòóäû) îïðåäåëÿþòñÿóðàâíåíèåì12 1Z�k a(k)s (x) 
os (�n(�k � x)) dx == 
os��k + 12��n � �n�k� 
os�12�n� : (28)

Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (28) èìååò âèä��kn � ��k0�n ar
tg�n�� ; (29)ãäå ��k0 � âðåìÿ ðåçîíàíñà â ñîñòîÿíèè n = 0 â k-îìöèêëå. Õîòÿ îòêëîíåíèÿ ��kn=��k0 îò ñîîòíîøåíèÿ (29)óâåëè÷èâàþòñÿ ñ ðîñòîì jnj, ïðè jnj � 3� îíè íå ïðå�âûøàþò 5%. Ñîîòíîøåíèå (29) îïðåäåëÿåò óñëîâèåñèíõðîíèçàöèè.�àçáðîñ ðåçîíàíñíûõ âðåìåí ïðîïîðöèîíàëåí îò�íîøåíèþ (n=2�)2, êîòîðîå ìàëî äëÿ ñîñòîÿíèé, äàþ�ùèõ îñíîâíîé âêëàä â ýõî Ëîøìèäòà. Ñëåäóåò ïîä�÷åðêíóòü ðàçëè÷èå ìåæäó �îðìîé ëèíèé ýõà Ëîø�ìèäòà è äâîéíîãî ðåçîíàíñà. Åñëè øèðèíà ýõà Ëîø�ìèäòà îáóñëîâëåíà ðàñïðåäåëåíèåì âðåìåí äâîéíûõðåçîíàíñîâ è, ñëåäîâàòåëüíî, óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè íà�ðóøåíèè ýêâèäèñòàíòíîñòè ñïåêòðà, òî äâîéíûå ðå�çîíàíñû ñóùåñòâóþò íåçàâèñèìî îò ýòîãî ðàñïðå�äåëåíèÿ è ìîãóò áûòü îáíàðóæåíû â óñëîâèÿõ, êî�ãäà íàáëþäåíèå ýõà Ëîøìèäòà çàòðóäíåíî áîëüøèìíåîäíîðîäíûì óøèðåíèåì.4.2. �åçîíàíñíûé óðîâåíü ðåçåðâóàðà n = 0Àìïëèòóäà ðåçîíàíñíîãî ñîñòîÿíèÿ ðåçåðâóàðàa0(t) âñåãäà îñòàåòñÿ ìíèìîé, êàê è â äâóõóðîâíåâîéñèñòåìå. Äîïîëíèòåëüíàÿ �àçà ðàâíà íóëþ, �0 = 0,è ïåðåõîä â êàæäîì öèêëå ïðîèñõîäèò âäîëü ìíè�ìîé îñè ìåæäó òî÷êàìè �iC��1, ýëëèïñ âûðîæäà�åòñÿ â îòðåçîê ìíèìîé îñè. Ïàðöèàëüíûå àìïëèòó�äû â êàæäîì öèêëå èçìåíÿþòñÿ íà �2iC��1. Âðåìÿäâîéíîãî ðåçîíàíñà ��0k îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì îïó�ñòîøåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðåçåðâóàðà a0(��0k) = 0, ò. å. ïðî�õîæäåíèÿ òðàåêòîðèè ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòèa(k)0 (��0k) = iC2� 1Z��0k a(k)s (x) dx == iC4� 1Z0 a(k)s (x) dx = i(�1)kC��1: (30)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî, êàê è â ìàãíèòíîì ðåçîíàíñå, ãëî�áàëüíûé ìàêñèìóì äâîéíîãî ðåçîíàíñà îáóñëîâëåíîáðàùåíèåì â íóëü íàñåëåííîñòè (â ìàãíèòíîì ðå�çîíàíñå íàìàãíè÷åííîñòè âäîëü ïîñòîÿííîãî ïîëÿ) èíå ñâÿçàí ñ òîíêîé ñòðóêòóðîé ýõà Ëîøìèäòà. Àíà�ëèç óðàâíåíèÿ (30) â Ïðèëîæåíèè ïîêàçûâàåò: âðå�ìÿ äâîéíîãî ðåçîíàíñà âîçðàñòàåò ñ íîìåðîì öèêëà��0k � 4k � 0:74k1=3: (31)595 12*
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t2��èñ. 5. Èçìåíåíèå íàñåëåííîñòè ðåçîíàíñíîãî óðîâ-íÿ ðåçåðâóàðà n = 0 â öèêëàõ âîçâðàòà, C2 = 1:0Ñîîòíîøåíèÿ (29) è (31) îïðåäåëÿþò ñîâîêóïíîñòüðåçîíàíñíûõ âðåìåí. Ìåõàíèçì âîçíèêíîâåíèÿ äâîé�íîãî ðåçîíàíñà â íà÷àëüíûõ öèêëàõ âîçâðàòà èëëþ�ñòðèðóåò ðèñ. 5. Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (31),âðåìÿ ðåçîíàíñà ñìåùàåòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî íîìå�ðó öèêëà è ïðè k = k
 îñíîâíàÿ ëèíèÿ ðàñïîëîæåíàíà ãðàíèöå öèêëà �k = 4k
.Èç ñîîòíîøåíèÿ (A.6) ñëåäóåò, ÷òî èçìåíåíèå àì�ïëèòóäû íåìîíîòîííî. Â ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ öèêëàõàìïëèòóäà èìååò ðàçíûé çíàê, íî åå èçìåíåíèå âîáîèõ ñëó÷àÿõ îòðèöàòåëüíî, òàê ÷òî â íå÷åòíûõöèêëàõ ïîòîê íàïðàâëåí èç ðåçåðâóàðà â ñèñòåìóè íàñåëåííîñòü ðåçîíàíñíîãî ñîñòîÿíèÿ ïàäàåò, à â÷åòíûõ � íàîáîðîò, íàñåëåííîñòü âîçðàñòàåò è ñòà�íîâèòñÿ áîëüøå îïðåäåëÿåìîé ðàñïðåäåëåíèåì (15).�îñò íàñåëåííîñòè îáóñëîâëåí òåì, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ñjnj � � ïåðåäàþò ýíåðãèþ ñèñòåìå áûñòðåå, ÷åì ñî�ñòîÿíèå n = 0. Ïåðåõîäû èç íåðåçîíàíñíûõ ñîñòîÿ�íèé ñîçäàþò ïîòîê èç ñèñòåìû â ðåçîíàíñíîå ñîñòî�ÿíèå ðåçåðâóàðà, ïðèâîäÿ ê åãî ¾ñâåðõðàâíîâåñíîé¿íàñåëåííîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàñïðåäåëåíèåì (15).Òàêèì îáðàçîì, äâîéíûå ïåðåõîäû n! s! n0 ïåðå�ðàñïðåäåëÿþò íàñåëåííîñòè ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ðå�çåðâóàðà. �åçóëüòàòîì äâîéíûõ ïåðåõîäîâ ÿâëÿåòñÿïîÿâëåíèå ñàòåëëèòîâ â ñïåêòðàõ äâîéíîãî ðåçîíàí�ñà. Ïîäñòàíîâêà ñîîòíîøåíèÿ (A.5) â �óíêöèè (27)ïîçâîëÿåò îöåíèòü ïîëóøèðèíó ëèíèè äâîéíîãî ðå�çîíàíñà â öèêëàõ 2 � k < k
:��1=2 � (32k)1=3: (32)

Çàâèñèìîñòü (32) óäîâëåòâîðèòåëüíî ñîãëàñóåòñÿ ñðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ è ïîêàçûâàåò, êàêðåçîíàíñû óøèðÿþòñÿ ñ ðîñòîì íîìåðà öèêëà.4.3. Öèêë k = 1Ïðè ñèëüíîé ñâÿçè çàïîëíåíèå ñîñòîÿíèé ðåçåð�âóàðà â íóëåâîì öèêëå ïðîèñõîäèò ñ îäèíàêîâîé íà�÷àëüíîé ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ìàòðè÷íîìóýëåìåíòó ïåðåõîäà. Êîãäà �t � 1, âñÿ íàñåëåííîñòüïåðåäàíà â ðåçåðâóàð (a(0)s = 0) è åå ðàñïðåäåëå�íèå îïèñûâàåòñÿ ëîðåíöèàíîì (15). Â íà÷àëå ïåðâî�ãî öèêëà ñîñòîÿíèÿ ðåçåðâóàðà, çàïîëíåííûå â íó�ëåâîì öèêëå, âîçâðàùàþò íàñåëåííîñòü îáðàòíî âñèñòåìó ñ íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ, ïðîïîðöèîíàëüíîéC2. Óðàâíåíèå (28) äëÿ âðåìåíè îñíîâíîãî ðåçîíàí�ñà â n-îì ñîñòîÿíèè ðåçåðâóàðà ïðåîáðàçóåòñÿ ê âè�äó2 exp����n12 � == (1�12�2n) 
os(�n��n1)+2�n(3�4�2n) sin(�n��n1)1�4�2n+(1+4�2n)��n1=2 :(33)Èç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (33) ñëåäóåò, ÷òîâðåìåíà ðåçîíàíñà óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì jnj, ò. å.îïóñòîøåíèå ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà ïðî�èñõîäèò â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. �åçåðâóàðâ öåëîì íå îïóñòîøàåòñÿ â òå÷åíèå âñåãî öèêëà, àñèñòåìà íå âîññòàíàâëèâàåò ñâîþ íà÷àëüíóþ àìïëè�òóäó. Â ìàêñèìóìå àìïëèòóäû ñèñòåìû ïðè ��s1 = 2åå íàñåëåííîñòü max(a(1)s ) � 0:46. Ñîñòîÿíèÿ jnj > �îïóñòîøàþòñÿ ïðè ��n1 < ��s1, êîãäà íàñåëåííîñòü ñè�ñòåìû ïðîäîëæàåò ðàñòè, à ñîñòîÿíèÿ jnj < � îïóñòî�øàþòñÿ, êîãäà íàñåëåííîñòü ñèñòåìû óìåíüøàåòñÿ.Â êîíöå öèêëà âñÿ íàñåëåííîñòü ñíîâà ðàñïðåäåëåíàâ ðåçåðâóàðå ïî ñîîòíîøåíèþ (15). Ïåðåðàñïðåäåëå�íèå íàñåëåííîñòè ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ðåçåðâóàðà âòå÷åíèå öèêëà ïîêàçàíî íà ðèñ. 6à.4.4. Íåîäíîðîäíîå óøèðåíèå ýõà Ëîøìèäòàâ öèêëàõ 2 � k < k
Ïîìèìî îñíîâíîé ëèíèè äâîéíîãî ðåçîíàíñà, îáó�ñëîâëåííîé ïåðåâîðîòîì, ïðè k � 2 âîçíèêàþò (k�1)ñëàáûå ëèíèè (ñàòåëëèòû), êîòîðûå îáóñëîâëåíû îñ�öèëëÿöèÿìè a(k)s . ×èñëî, èíòåíñèâíîñòü è øèðèíàñïåêòðà ñàòåëëèòîâ âîçðàñòàþò ñ íîìåðîì öèêëà(ñì. ðèñ. 1, 2). Èçìåíåíèå ñïåêòðà ñàòåëëèòîâ íåâëèÿåò íà îñíîâíóþ ëèíèþ äâîéíîãî ðåçîíàíñà, èí�òåíñèâíîñòü è øèðèíà êîòîðîé ñëàáî çàâèñÿò îò íî�596



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009 Äâîéíûå ðåçîíàíñû â äèíàìèêå êâàíòîâûõ ñèñòåì : : :
k = 1à á0123410 789 65�0:50

0:51:0 00 5 10 15 20
k = 2012345 678 20�2151050�0:4�0:20:20:4

1� janj21� janj2 0:60:81:01:2

�1�èñ. 6. Ýâîëþöèÿ íàñåëåííîñòåé ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà â íà÷àëüíûõ öèêëàõ âîçâðàòà. Çíà÷åíèÿ jnj óêàçàíû íà êðè-âûõ. Ïîêàçàíà �óíêöèÿ jan(0)j2 � jan(�k)j2, õàðàêòåðèçóþùàÿ îòêëîíåíèå íàñåëåííîñòè îò ðàñïðåäåëåíèÿ (15) âöèêëàõ k = 1; 2 (ñîîòâåòñòâåííî à, á ). Æèðíîé ëèíèåé íà ðèñ. 6à ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü jas(�1)j2ìåðà öèêëà. Ñàòåëëèòû õàðàêòåðèçóþò îòêëîíåíèÿíàñåëåííîñòåé îò ñîîòíîøåíèÿ (15). Êàê ïîêàçàíîíà ðèñ. 6á, â íà÷àëå öèêëà óìåíüøàþòñÿ íàñåëåííî�ñòè ñîñòîÿíèé jnj > �, òîãäà êàê íàñåëåííîñòè ñî�ñòîÿíèé jnj < � âîçðàñòàþò âìåñòå ñ íàñåëåííîñòüþñèñòåìû. Êîãäà íàñåëåííîñòü ñèñòåìû áëèçêà ê ìàê�ñèìàëüíîé, îïóñòîøàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ jnj < �, à íà�ñåëåííîñòü ñîñòîÿíèé jnj > � ñòàíîâèòñÿ ¾ñâåðõðàâ�íîâåñíîé¿. Â êîíöå öèêëà ïðîèñõîäèò ïåðåðàñïðåäå�ëåíèå íàñåëåííîñòè è ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè jnj > �.Åñëè äëÿ ñîñòîÿíèé jnj < � ñàòåëëèòû îïåðåæàþòîñíîâíîé ðåçîíàíñ, òî â ñîñòîÿíèÿõ jnj > � ñàòåë�ëèòû ðàñïîëîæåíû ïîñëå íåãî. Â ñîñòîÿíèÿõ n � �âîçíèêàþò è îïåðåæàþùèå è çàïàçäûâàþùèå ñàòåë�ëèòû (ñì. ðèñ. 1, 2).Ñèñòåìà èãðàåò ðîëü ïåðåäàò÷èêà íàñåëåííîñòèìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ðåçåðâóàðà, ïðè÷åì çíàê ïîòî�êà èçìåíÿåòñÿ k ðàç â òå÷åíèå öèêëà, â çàâèñèìîñ-òè íå òîëüêî îò íàñåëåííîñòåé ñîñòîÿíèé, íî è �àç.Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî äèíàìèêà ïåðåðàñïðåäå�ëåíèÿ íàñåëåííîñòåé ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ðåçåðâóà�ðà íå îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè áàëàíñà è íå ñâî�äèòñÿ ê óñëîâèÿì äåòàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ìåæäó íà�÷àëüíûì è êîíå÷íûì ñîñòîÿíèÿìè. Òàêèì îáðàçîì,ïîÿâëåíèå òîíêîé ñòðóêòóðû ýõà Ëîøìèäòà â ýâîëþ�öèè ñèñòåìû îáóñëîâëåíî îòêëîíåíèÿìè íàñåëåííîñ-òåé ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà îò ðàñïðåäåëåíèÿ (15).Óñëîâèå ïåðåìåøèâàíèÿ êîìïîíåíò ýõà Ëîøìèä�òà â öèêëàõ k > k
 ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî èçìåíå�íèå �àç (13) äëÿ âñåõ ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà jnj � 1

ïðåâûøàåò 2�. Èçìåíåíèå äèíàìèêè ñaòåëëèòîâ âñïåêòðå n-ãî ñîñòîÿíèÿ õàðàêòåðèçóåò êðèòè÷åñêèéíîìåð kn � k
, ïðè êîòîðîì ïåðåêðûâàþòñÿ ñïåêòðûñàòåëëèòîâ ñîñåäíèõ öèêëîâ:(2kn + 1) ar
tg(n=�) = 2�: (34)Ñîãëàñíî êðèòåðèþ (34) ñ ðîñòîì íîìåðà ñîñòîÿíèÿïåðåìåøèâàíèå ïðîèñõîäèò ïðè ìåíüøèõ íîìåðàõöèêëîâ, ÷òî âèäíî íà ðèñ. 1 è 2. Êðèòåðèé (34) íåâëèÿåò íà îñíîâíûå ëèíèè äâîéíîãî ðåçîíàíñà, êî�òîðûå ñîõðàíÿþò èíòåíñèâíîñòü è ïðè k > k
.4.5. Ñèëüíîå ïåðåìåøèâàíèåÏðè k � k
 îñíîâíàÿ ëèíèÿ äâîéíîãî ðåçîíàí�ñà (k � 1)-ãî öèêëà íàêëàäûâàåòñÿ íà îïåðåæàþùèåñàòåëëèòû k-ãî öèêëà. Â ñèëó ðàçëè÷èÿ èíòåíñèâ�íîñòåé ýòî ïåðåêðûâàíèå ñëàáî âëèÿåò íà �îðìóîñíîâíîé ëèíèè. Èçìåíåíèå �îðìû îñíîâíîé ëèíèèäâîéíîãî ðåçîíàíñà íà ÷àñòîòå ðåçåðâóàðà n ïðîèñ�õîäèò, êîãäà øèðèíà ýõà Ëîøìèäòà, îïðåäåëÿåìàÿñîîòíîøåíèåì (32), ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìîé ñ ïåðèî�äîì êîëåáàíèÿ 2�=n, ðàâíûì 4��=n = 4k
=n â øêà�ëå � = 2�t, ò. å. ïðè ��1=2 � 2k
=n. Ñîîòâåòñòâóþ�ùèé ýòîìó óñëîâèþ êðèòè÷åñêèé íîìåð öèêëà áû�ñòðî óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì n:Kn � 14 �k
n �3 : (35)597



Â. À. Áåíäåðñêèé, Ë. Í. �àê, Å. È. Êàö ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009Ïðè ��1=2 � 2k
=n îñöèëëÿöèè òðèãîíîìåòðè�÷åñêèõ ñîìíîæèòåëåé â ñîîòíîøåíèè (27) áûñòðîóìåíüøàþò èíòåíñèâíîñòü äâîéíûõ ðåçîíàíñîâ. Êàêâèäíî íà ðèñ. 1 è 2, ïðè k > Kn èõ èíòåíñèâíîñòèñðàâíèâàþòñÿ ñ èíòåíñèâíîñòÿìè ñàòåëëèòîâ. ×èñ�ëåííûå ðàñ÷åòû àìïëèòóä an(t) è _an(t) ïîêàçûâàþò,÷òî ïðè k � Kn èñ÷åçàþò âíóòðåííèå ïåòëè òðàåêòî�ðèé è èõ çàïóòûâàíèå ïðîèñõîäèò âî âñåé äîñòóïíîéîáëàñòè ïëîñêîñòè Qn. Òàêèì îáðàçîì, äâà êðèòå�ðèÿ � ïåðåìåøèâàíèÿ ñàòåëëèòîâ (34) è ïîäàâëåíèÿîñíîâíûõ ðåçîíàíñîâ (27) � âûäåëÿþò ñîñòîÿíèÿ ðå�çåðâóàðà ñ íîìåðàìè jnj < �, êîòîðûå âíîñÿò îñíîâ�íîé âêëàä â ýõî Ëîøìèäòà çà ñ÷åò ñèíõðîíèçàöèèïåðåõîäîâ â ñèñòåìó.5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂÑîïîñòàâëåíèå äèíàìèêè ñèñòåìû è ñîñòîÿíèéðåçåðâóàðà ïîçâîëÿåò áîëåå ãëóáîêî ïîíÿòü ìåõà�íèçì âçàèìîäåéñòâèÿ è ïåðåõîäà îò ðåãóëÿðíîãî äâè�æåíèÿ ê ñòîõàñòè÷åñêîìó. Òî÷íî ðåøàåìàÿ ìîäåëüÖâàíöèãà âûÿâëÿåò ðîëü äå�àçèðîâêè ïåðåõîäîâ,ïåðåêðûâàíèÿ ðåçîíàíñîâ è ïåðåìåøèâàíèÿ öèêëîââîçâðàòà â âîçíèêíîâåíèè õàîñà â êâàíòîâûõ ñèñòå�ìàõ. Ýòè ÿâëåíèÿ íåîäíîêðàòíî ðàññìàòðèâàëèñüêàê ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ õàîñà â íèçêîðàçìåð�íûõ êëàññè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ïðè ïåðèîäè÷åñêîì âîç�äåéñòâèè [5�7; 19℄.Øèðîêî èçâåñòíûé ãàìèëüòîíèàí ãàðìîíè÷åñêî�ãî îñöèëëÿòîðà, ñâÿçàííîãî ñ ðåçåðâóàðîì ãàðìîíè�÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ, ÷àñòî íàçûâàåìûé ãàìèëüòî�íèàíîì Êàëäåéðû�Ëåããåòà (ñì. [22℄ è öèòèðóåìóþòàì ëèòåðàòóðó), ñâîäèòñÿ ê ãàìèëüòîíèàíó ìîäåëèÖâàíöèãà (1) ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèèîá ýêâèäèñòàíòíîñòè ñïåêòðà ðåçåðâóàðà. Åñëè èí�òåðâàë ìåæäó ñîñåäíèìè óðîâíÿìè ðåçåðâóàðà ìåíü�øå îáðàòíîãî âðåìåíè íàáëþäåíèÿ, (âðåìÿ íàáëþ�äåíèÿ ìåíüøå ïåðèîäà öèêëà âîçâðàòà), äèíàìèêàîñöèëëÿòîðà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ëàíæåâåíà, âêîòîðîì êîý��èöèåíò òðåíèÿ ñâÿçàí ñ ïëîòíîñòüþñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà, ñïðîåêòèðîâàííûõ íà ñèñòå�ìó [23℄.Áëàãîäàðÿ ñâÿçè ñ ðåçåðâóàðîì, ëèíåéíàÿ äèíà�ìè÷åñêàÿ ñèñòåìà â íóëåâîì öèêëå âîçâðàòà ñòàíî�âèòñÿ äèññèïàòèâíîé, è äâèæåíèå â ïëîñêîñòè Qs �íåóñòîé÷èâûì. �àññìîòðåíèå äèíàìèêè ýòîé ìîäå�ëè ðàíåå îãðàíè÷èâàëîñü íóëåâûì öèêëîì. ÌîäåëüÖâàíöèãà ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü ïîñëåäóþùèå öèê-ëû, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ÷àñòè÷íîå âîññòàíîâëåíèåíàñåëåííîñòè ñèñòåìû, ïåðåìåøèâàíèå è ïåðåðàñ�ïðåäåëåíèå íàñåëåííîñòè ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ðåçåð�

âóàðà, êîòîðûå äëÿ ãàìèëüòîíèàíà Êàëäåéðû�Ëåã-ãåòà íå ðàññìàòðèâàëèñü, ÷òî íå ïîçâîëèëî óñòàíî�âèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êâàíòîâîé è êëàññè÷åñêîéñèñòåìàìè.Õîòÿ â ìîäåëè Öâàíöèãà ñèñòåìà ñâÿçàíà ñ áåñ�êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà, åå ýâîëþ�öèÿ îáóñëîâëåíà âçàèìîäåéñòâèåì òîëüêî ñ èõ îãðà�íè÷åííûì ÷èñëîì ïîðÿäêà 2�. Â êàæäîì öèêëå âîç�âðàòà ó÷àñòâóåò åùå áîëåå óçêîå ðàñïðåäåëåíèå (17).Äèíàìèêà ìîäåëè Öâàíöèãà ïîëíîñòüþ îòëè÷íà îòïðåäñòàâëåíèé î ïî÷òè ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèèíà÷àëüíîé íàñåëåííîñòè ñèñòåìû ìåæäó áîëüøèì÷èñëîì ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà, áëàãîäàðÿ êîòîðîìóíàñåëåííîñòü êàæäîãî èç íèõ îêàçûâàåòñÿ ìàëîé.Ìîäåëü Öâàíöèãà, íàïðîòèâ, ïîêàçûâàåò, ÷òî íàñå�ëåííîñòè ó÷àñòâóþùèõ â ýâîëþöèè ñîñòîÿíèé îñòà�åòñÿ ïîðÿäêà C=p�2 + n2 â ÷èñëå öèêëîâ, ïðåâûøà�þùåì ��.Èçìåíåíèÿ íàñåëåííîñòåé ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðàèìåþò �îðìó óçêèõ ðåçîíàíñîâ, â êîòîðûõ ïðîèñõî�äèò ñèíõðîííàÿ ïåðåäà÷à íàñåëåííîñòè îò ýòèõ ñî�ñòîÿíèé â ñèñòåìó. Ñèíõðîííîñòü ïåðåõîäîâ îáåñïå�÷èâàåò âûñîêóþ èíòåíñèâíîñòü ýõà Ëîøìèäòà. Êàêïîêàçàíî â ðàáîòå [2℄, ñðåäíÿÿ çà öèêë íàñåëåííîñòüñèñòåìû íå çàâèñèò îò íîìåðà öèêëà è ðàâíà ��1.Ïîñòîÿíñòâî ýòîãî çíà÷åíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçà�íî ñ òåì, ÷òî âñå ñîñòîÿíèÿ ðåçåðâóàðà îäèí ðàç âòå÷åíèå öèêëà îïóñòîøàþòñÿ. Åñëè áû âðåìåíà ðå�çîíàíñîâ òî÷íî ñîâïàäàëè, ìàêñèìàëüíàÿ íàñåëåí�íîñòü ñèñòåìû áûëà áû ðàâíà åäèíèöå â êàæäîìöèêëå. �àçáðîñ âðåìåí ðåçîíàíñà âûçûâàåò íåîäíî�ðîäíîå óøèðåíèå ýõà è óìåíüøàåò ìàêñèìàëüíóþíàñåëåííîñòü ñèñòåìû. Ïîñêîëüêó øèðèíà ýõà âîç�ðàñòàåò ñ íîìåðîì öèêëà, èç ñîîòíîøåíèÿ (32) ñëå�äóåò, ÷òî íå çàâèñÿùåé îò k ÿâëÿåòñÿ âåëè÷èíàk2=3max(a2s). Ýòî óñëîâèå õîðîøî âûïîëíÿåòñÿ ïðèk < k
. Òàêèì îáðàçîì, îáìåí ìåæäó ñèñòåìîé èîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì óðîâíåé ðåçåðâóàðà ïðèâîäèòê ìíîãîêðàòíûì ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèìñÿ èç�ìåíåíèÿì íàñåëåííîñòåé ýòèõ ñîñòîÿíèé.Âòîðûì íåîæèäàííûì ðåçóëüòàòîì àíàëèçà ìî�äåëè Öâàíöèãà ÿâëÿåòñÿ áûñòðûé îáìåí ìåæäó ñî�ñòîÿíèÿìè ðåçåðâóàðà, îáóñëîâëåííûé äâîéíûìè ïå�ðåõîäàìè ÷åðåç ñèñòåìó. �åçóëüòàòîì ýòîãî îáìåíàÿâëÿþòñÿ ¾ñâåðõðàâíîâåñíûå¿ íàñåëåííîñòè ñîñòîÿ�íèé ðåçåðâóàðà (ïðåâûøåíèÿ íàñåëåííîñòåé ïî ñðàâ�íåíèþ ñ ðàñïðåäåëåíèåì (15)) â êàæäîì öèêëå è ïî�ÿâëåíèå ñàòåëëèòîâ â ñïåêòðàõ äâîéíîãî ðåçîíàíñà.Åñëè ñèãíàëû ýõà íà ÷àñòîòå ñèñòåìû ñòàíîâÿòñÿ ïî�õîæèìè íà ñëó÷àéíûå ïðè k > k
, äâîéíûå ðåçîíàí�ñû â ñîñòîÿíèÿõ jnj � � îñòàþòñÿ èíòåíñèâíûìè è âáîëåå äàëåêèõ öèêëàõ.598



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009 Äâîéíûå ðåçîíàíñû â äèíàìèêå êâàíòîâûõ ñèñòåì : : :Ýòè èçìåíåíèÿ ñîïîñòàâèìû ñ èçìåíåíèÿìè íà�ñåëåííîñòè ñèñòåìû â íà÷àëüíîì öèêëå. Ïîñêîëüêó÷óâñòâèòåëüíîñòü àïïàðàòóðû, èñïîëüçóåìîé â ñî�âðåìåííîé �åìòîñåêóíäíîé êîëåáàòåëüíîé ñïåêòðî�ñêîïèè, ïîçâîëÿåò ðåãèñòðèðîâàòü ýòî èçìåíåíèå íà�ñåëåííîñòè, äâîéíûå ðåçîíàíñû òàêæå ìîãóò áûòüîáíàðóæåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî â äîñòàòî÷íî øèðî�êîé îáëàñòè çíà÷åíèé � (íàïðèìåð, ïðè 2 � � � 10èíòåíñèâíîñòü äâîéíûõ ðåçîíàíñîâ áîëüøå 0.1 ñèã�íàëà ýõà â íà÷àëüíîì öèêëå). Âîçìîæíîñòü íàáëþ�äåíèÿ äâîéíûõ ðåçîíàíñîâ â áîëüøåì ÷èñëå öèêëîâ,÷åì ïðè ðåãèñòðàöèè ýõà Ëîøìèäòà, ïîìîãàåò îñó�ùåñòâèòü ýòè èçìåðåíèÿ.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî äâîéíûå ðåçîíàíñû îáóñëîâëå�íû îïóñòîøåíèåì ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà è íå ñâÿ�çàíû ñ ïàðàìåòðàìè ãàìèëüòîíèàíà, òàê ÷òî îíèäîëæíû íàáëþäàòüñÿ è â ìîäåëÿõ áîëåå îáùåãî âè�äà, ÷åì ðàññìîòðåííàÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìîäåëüÖâàíöèãà. Âðåìåíà ðåçîíàíñîâ è èõ îòíîñèòåëüíûåèíòåíñèâíîñòè íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ óñëîâè�ÿìè îáìåíà è ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè. Èíòåí�ñèâíîñòü ðåçîíàíñà îïðåäåëÿåò êîíñòàíòó ñâÿçè, àøèðèíà è ñäâèã ðåçîíàíñà â ïîñëåäîâàòåëüíûõ öè�êëàõ � ñêîðîñòè îáìåíà ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ðåçåð�âóàðà. Ìû ïðåäñêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå äâîéíûõðåçîíàíñîâ â ïëîòíûõ äèñêðåòíûõ ñïåêòðàõ áîëü�øèõ ìîëåêóë è íàíîñèñòåì è ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èõèññëåäîâàíèå ïîçâîëèò ïîëó÷èòü íîâûå äàííûå îìåõàíèçìàõ êîëåáàòåëüíîé ðåëàêñàöèè è �îòîõèìè�÷åñêèõ ïðåâðàùåíèé â ýòèõ îáúåêòàõ.�àáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ïðîãðàììû ÎÕ-01.Àâòîðû ñ÷èòàþò ñâîèì ïðèÿòíûì äîëãîì ïîáëàãîäà�ðèòü Â. Õ. Ìèëëåðà, Ñ. Ï. Íîâèêîâà è ß. �. Ñèíàÿçà ïîëåçíîå îáñóæäåíèå.
Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏàðöèàëüíûå àìïëèòóäû ñîñòîÿíèéðåçåðâóàðàÀìïëèòóäû ñîñòîÿíèé ðåçåðâóàðà ìîæíî ïðåä�ñòàâèòü ñóììàìè ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä öèêëîââîçâðàòà an(t) = [t=2�℄Xk=0 a(k)n ; (A.1)

ãäåan(k) = i C2k� exp(�i�n�k)�� �kZ0 xL1k�1(x) exp(�snx) dx; (A.2)�n = n2� ; sn = 12 �1� in�� : (A.3)Êîãäà öèêëû íå ïåðåêðûâàþòñÿ, âåðõíèé ïðåäåë âèíòåãðàëå (A.2) ìîæíî çàìåíèòü áåñêîíå÷íûì è âû�ðàçèòü ïàðöèàëüíóþ àìïëèòóäó ÷åðåç ïðåîáðàçîâà�íèå Ëàïëàñà îò ïîëèíîìîâ Ëàãåððà [2℄. �åçóëüòàòèìååò âèä a(k)n (1) = i C2� (sn � 1)k�1sk+1n : (A.4)Ñóììà ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä (A.4) âñåõ öèêëîâîò 0 äî k ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ (14). Ïîñêîëü�êó äèíàìè÷åñêàÿ �àçà çà öèêë ðàâíà 2�, àìïëèòóäà(A.1) â k-îì öèêëå ðàâíà ñóììå ïàðöèàëüíûõ àìïëè�òóä ïðåäûäóùèõ öèêëîâ ñ îäèíàêîâûì ìíîæèòåëåìexp(�i��k) è ïàðöèàëüíîé àìïëèòóäû (A.2), îòêóäàñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (24).Äëÿ ðàñ÷åòà èíòåãðàëà (A.2) â îáëàñòè äâîéíîãîðåçîíàíñà óäîáíî çàìåíèòü ïîëèíîì Ëàãåððà ñ áîëü�øèì èíäåêñîì (k � 1) åãî àñèìïòîòè÷åñêèì ïðåä�ñòàâëåíèåì ñ ïîìîùüþ �óíêöèé Ýéðè [2℄:a(k)s (�k) � (�1)k �4k�1=3 ���1 + (2k)�2=3u�Ai(�u);u = (16k)�1=3(�k � 4k): (A.5)�ëîáàëüíûé ýêñòðåìóì àìïëèòóäû ñèñòåìû ðàñïî�ëîæåí ïðè âðåìåíè��sk � 4k � 2k1=3; (A.6)ãäå ���a(k)s (��sk)��� � (2k)�1=3: (A.7)Êàê ïîêàçàíî â ï. 3.1, â èíòåðâàëå ìåæäó ��sk è âðåìå�íåì äâîéíîãî ðåçîíàíñà ��0k ïàðöèàëüíàÿ àìïëèòóäàa(k)0 èçìåíÿåòñÿ îò 0 äî �iC��1. Ïîñêîëüêó àìïëè�òóäà ñèñòåìû â ýòîì èíòåðâàëå ïî÷òè ïîñòîÿííà,��0k � ��sk � ���a(k)s (��sk)�1��� : (A.8)Èç îöåíêè (A.8) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (31). ×èñëåí�íàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî òî÷íîñòü ñîîòíîøåíèÿ(31) ïðè k � 3 ëó÷øå 3%.599



Â. À. Áåíäåðñêèé, Ë. Í. �àê, Å. È. Êàö ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 3 (9), 2009ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Â. À. Áåíäåðñêèé, Ë. À. Ôàëüêîâñêèé, Å. È. Êàö,Ïèñüìà â ÆÝÒÔ 86, 221 (2007).2. Â. À. Áåíäåðñêèé, Ë. Í. �àê, Å. È. Êàö,ÆÝÒÔ 135,176 (2009).3. R. Zwanzig, Le
ture in Theoret. Phys. 3, 106 (1960).4. S. Luzzatto, arXiv:math.DS/0409085. v1.5. M. C. Gutzwiller, Chaos in Classi
al and QuantumMe
hani
s, Springer, New York (1990).6. F. Haake, Quantum Signature of Chaos, Springer,Berlin (1991).7. K. Nakamura, Quantum Versus Chaos: QuestionsEmerging from Mesos
opi
 Cosmos, Kluwer A
ad.Publ. Dordre
ht (1997).8. T. User and W. H. Miller, Phys. Rep. 199, 73 (1991).9. Time-resolved Vibrational Spe
tros
opy, ed. by S. Ta-kahashi, Springer, Berlin (1992).10. V. A. Benderskii, P. A. Stunzhas, E. A. Sokolov, andL. A. Blumenfeld, Nature 220, 365 (1968).11. À. Ä. Ìèëîâ, Ì. Ä. Ùèðîâ, Â. Å. Õìåëèíñêèé,Þ. Ä. Öâåòêîâ, ÄÀÍ ÑÑÑ� 318, 878 (1974).

12. Ê. Ì. Ñàëèõîâ, À. �. Ñåìåíîâ, Þ. Ä. Öâåòêîâ, Ýëåê�òðîííîå ñïèíîâîå ýõî è åãî ïðèìåíåíèå, Íàóêà, Íî�âîñèáèðñê (1976).13. Ya. B. Zeldovi
h, JETP 12, 542 (1961).14. V. A. Benderskii and E. I. Kats, Phys. Rev. E 65,036217 (2002).15. Â. È. Àðíîëüä, Îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ, Íàóêà, Ìîñêâà (1984).16. �. Ì. Çàñëàâñêèé, Ñòîõàñòè÷íîñòü äèíàìè÷åñêèõñèñòåì, Íàóêà, Ìîñêâà (1984); G. M. Zaslavsky,Chaos in Dynami
al Systems, Harwood, New York(1985).17. V. Ya. Demikhovskii, F. M. Izrailev, and A. I. Maly-shev, Phys. Rev. E 66, 036211 (2002).18. F. M. Izrailev, Phys. Rep. 196, 299 (1990).19. M. E. Flatte and M. Holthaus, Ann. Phys. 245, 299(1996).20. A. J. Li
htenberg and M. A. Lieberman, Regular andSto
hasti
 Motion, Springer, New York (1983).21. G. M. Zaslavsky, Phys. Rep. 80, 159 (1981).22. U. Weiss, Quantum Dissipative Systems, WorldS
ientifi
, Singapore (1999).23. L. H. Yu and C.-P. Sun, Phys. Rev. A 49, 592 (1994).

600


