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Î ÄÈÔÔÓÇÈÈ È ÊËÀÑÒÅ�ÈÇÀÖÈÈ ÌÀ�ÍÈÒÍÎ�Î ÏÎËßÂ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÎËßÕ ÑÊÎ�ÎÑÒÅÉÂ. È. Êëÿöêèí a*, Î. �. ×õåòèàíè a;b**aÈíñòèòóò �èçèêè àòìîñ�åðû èì. À. Ì. Îáóõîâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê109017, Ìîñêâà, �îññèÿbÈíñòèòóò êîñìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117810, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10 ìàðòà 2009 ã.Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñëó÷àéíîì ãàóññîâîì, äåëüòà-êîððåëèðîâàííîì âî âðåìåíè, äèâåðãåíòíîì ïîëå ñêîðîñòåé â îòñóòñòâèå ý��åêòà ìîëåêóëÿðíîé äè�-�óçèè. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî óðàâíåíèÿ âû÷èñëåíû îñíîâíûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýíåðãèè. Íàîñíîâå èäåé ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè èçó÷åíû ïðîöåññû óñèëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâå è,â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ êëàñòåðíîé ñòðóêòóðû. Ýòè ÿâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîãåðåíòíûìè, îñóùå-ñòâëÿþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîÿâëÿþòñÿ ïî÷òè âî âñåõ îòäåëüíûõ ðåàëèçàöèÿõïðîöåññà. Ý��åêò êëàñòåðèçàöèè ïðîäåìîíñòðèðîâàí íà òî÷íîì ðåøåíèè äëÿ äèíàìèêè ìàãíèòíîãî ïîëÿäëÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëè ñëó÷àéíîãî äèâåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé.PACS: 05.40.-a, 05.45.-a, 46.65.+g, 47.27.-i1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄè��óçèÿ òàêèõ ïàññèâíûõ ïîëåé, êàê ïîëåïëîòíîñòè ïðèìåñè (êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö) è ìàãíèò�íîãî ïîëÿ, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì òå�îðèè òóðáóëåíòíîñòè â ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå.Èñõîäíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè äëÿ ïîëÿïëîòíîñòè ïðèìåñè �(r; t) è ìàãíèòíîãî ïîëÿ H(r; t)ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè� ��t + ��ru(r; t)� �(r; t) = ����(r; t);�(r; 0) = �0(r) (1)è óðàâíåíèå èíäóêöèè [1℄��tH(r; t) =r� [u(r; t)�H(r; t)℄ +�H�H(r; t);H(r; 0) = H0(r); (2)ãäå �� è �H � ìîëåêóëÿðíûå êîý��èöèåíòû äè���óçèè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïëîòíîñòè è ìàãíèòíîãîïîëÿ. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå*E-mail: klyatskin�yandex.ru**E-mail: ohkheti�rssi.ru

� ��t + ��ru(r; t)�H(r; t) == �H(r; t) � ��r�u(r; t) + �H�H(r; t): (3)Çäåñü u(r; t) � ïîëå òóðáóëåíòíûõ ñêîðîñòåé, êîòî�ðîå ìû ñ÷èòàåì îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì â ïðî�ñòðàíñòâå è ñòàöèîíàðíûì âî âðåìåíè, ñ çàäàííûìèñòàòèñòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Ïîëå H(r; t) ïðè ýòîìáåçäèâåðãåíòíî, ò. å. divH(r; t) = 0.Íàñ èíòåðåñóåò ýâîëþöèÿ ïîëåé â ïðîñòðàíñòâåè âî âðåìåíè èç çàäàííûõ ãëàäêèõ íà÷àëüíûõ ðàñ�ïðåäåëåíèé è, â ÷àñòíîñòè, ïðîñòî îäíîðîäíûõ ��0(r) = �0 è H0(r) = H0. ßñíî, ÷òî íà íà÷àëüíûõýòàïàõ ðàçâèòèÿ ïðîöåññà ý��åêòû äåéñòâèÿ ìîëå�êóëÿðíîé äè��óçèè íå ñóùåñòâåííû è ñîîòâåòñòâó�þùèå ÷ëåíû â óðàâíåíèÿõ (1) è (2) ìîãóò áûòü îïó�ùåíû. Òàêèì îáðàçîì ìû ïåðåõîäèì ê ñòîõàñòè÷å�ñêèì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãîïîðÿäêà:� ��t + ��ru(r; t)� �(r; t) = 0; �(r; 0) = �0(r); (4)400



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 2 (8), 2009 Î äè��óçèè è êëàñòåðèçàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ : : :� ��t + ��ru(r; t)�H(r; t) == �H(r; t) � ��r�u(r; t); H(r; 0) = H0(r): (5)Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (4) è (5) êîíñåðâàòèâíûè â ïðîöåññå ýâîëþöèè ñîõðàíÿþòñÿ êàê îáùàÿ ìàñ�ñà ïðèìåñè M = R dr �(r; t), òàê è ïîòîê ìàãíèòíîãîïîëÿ R drH(r; t): Äëÿ îäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëî�âèé ñëåäñòâèåì êîíñåðâàòèâíîñòè äèíàìè÷åñêèõ ñè�ñòåì (4) è (5) ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàh�(r; t)i = �0; hH(r; t)i = H0;ãäå ÷åðåç h� � � i îáîçíà÷åíî óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ fu(r; t)g. Â íèõ ïðîèñ�õîäÿò òàêèå íåñòàöèîíàðíûå è ñòîõàñòè÷åñêèå ÿâëå�íèÿ, êàê ïåðåìåøèâàíèå è êëàñòåðèçàöèÿ â �àçîâîìè �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâàõ. Êëàñòåðèçàöèÿ êàêî�ãî-ëèáî ïîëÿ (ïëîòíîñòè, ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïî�ëÿ è ò. ï.) åñòü âîçíèêíîâåíèå êîìïàêòíûõ îáëàñòåéïîâûøåííîãî ñîäåðæàíèÿ ýòîãî ïîëÿ, îêðóæåííûõîáëàñòÿìè ñ îòíîñèòåëüíî ïîíèæåííûì ñîäåðæàíè�åì ýòèõ ïîëåé. Âðåìÿ æèçíè êëàñòåðîâ îãðàíè÷åíî.Ïðîñòðàíñòâåííûé óçîð èõ ïîñòîÿííî ìåíÿåòñÿ. Ïî�ýòîìó ÿñíî, ÷òî ìíîãî÷èñëåííûå ïîïûòêè îïèñàòüñëîæíûå äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû â îòäåëüíûõ ðåà�ëèçàöèÿõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé �(r; t) è H(r; t) òèïà êëà�ñòåðèçàöèè â ðàìêàõ âû÷èñëåíèÿ ¾òóðáóëåíòíûõ¿êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè â r-ïðîñòðàíñòâå ñ ïîìî�ùüþ óðàâíåíèé êàê äëÿ ñðåäíèõ ïîëåé, òàê è äëÿäðóãèõ ìîìåíòíûõ è êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé, íåâïîëíå ñîñòîÿòåëüíû. Ïðè ýòîì ðîñò âî âðåìåíè òà�êèõ, íàïðèìåð, ñðåäíèõ êàê 
�2(r; t)� è ñðåäíåé ýíåð�ãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ hE(r; t)i = 
H2(r; t)� ê êëàñòå�ðèçàöèè ýòèõ ïîëåé íèêàêîãî îòíîøåíèÿ íå èìåþò.Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (5) èíòåíñèâíî èçó÷àåòñÿâ ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé ìåëêîìàñøòàáíîãî äèíàìî ìàã�íèòíîãî ïîëÿ � óñèëåíèÿ �ëóêòóàöèé ïîñëåäíåãîñëó÷àéíûìè äâèæåíèÿìè ñðåäû ñ çàäàííûìè êîððå�ëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè [2℄. Çäåñü ñëåäóåò îòìåòèòüðàáîòû [3�5℄, â êîòîðûõ â ðàìêàõ òàêîé êèíåìàòè÷å�ñêîé ïîñòàíîâêè ðàññìàòðèâàåòñÿ ýâîëþöèÿ äâóõòî�÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè �ëóêòóàöèé ìàã�íèòíîãî ïîëÿ. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðåøåíèå ïîëíîéñèñòåìû óðàâíåíèé ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè ñ ó÷å�òîì äåéñòâèÿ îáðàòíîãî âëèÿíèÿ ïîëÿ íà äâèæå�íèå [5℄ äåìîíñòðèðóåò ïðèìåíèìîñòü ðåçóëüòàòîâ êè�íåìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà äî îáëàñòè, ïëîòíî ïðèìûêà�þùåé ê îáëàñòè ðåæèìà íåëèíåéíîãî íàñûùåíèÿ.Îòìåòèì, ÷òî ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (1) è (2)èçó÷àëèñü òàêæå â ðàáîòàõ [6, 7℄. Ïðîäåìîíñòðèðî�âàííûé ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò âî âðåìåíè ñðåäíèõ

çíà÷åíèé êâàäðàòà ïëîòíîñòè 
�2(r; t)� è ìàãíèòíîéýíåðãèè 
H2(r; t)� äëÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííûõ âîâðåìåíè �ëóêòóàöèé ïîëÿ u(r; t) â îòñóòñòâèå ý���åêòîâ ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè îòîæäåñòâëÿëñÿ âðàáîòàõ [6, 7℄ ñî ñâîéñòâîì êëàñòåðèçàöèè. Íà ñàìîìäåëå âñå ýòè óïîìÿíóòûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðè�ñòèêè íå ñîäåðæàò íèêàêîé èí�îðìàöèè î êëàñòåðè�çàöèè, òàê êàê â îäíèõ ðåàëèçàöèÿõ ñëó÷àéíûõ ïî�ëåé, åñëè êëàñòåðèçàöèÿ, êîíå÷íî, îñóùåñòâëÿåòñÿ,îíà ïðîèñõîäèò â êàêîé-òî îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà; âäðóãèõ ðåàëèçàöèÿõ � â äðóãîé îáëàñòè ïðîñòðàí�ñòâà è ò. ä., à â ñðåäíåì íèêàêîãî ý��åêòà íå âîçíè�êàåò. �îñò ìîìåíòíûõ �óíêöèé âî âðåìåíè îáóñëîâ�ëåí ñîâñåì äðóãèìè ïðè÷èíàìè. Ìîìåíòíûå �óíê�öèè ìîãóò ðàñòè âî âðåìåíè âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàí�ñòâà, íî êëàñòåðèçàöèè ïðè ýòîì ìîæåò è íå áûòü.�àññìîòðèì ý��åêòû êëàñòåðèçàöèè äëÿ ïîëÿïëîòíîñòè. Òàê, äëÿ óðàâíåíèÿ (4) ìîæíî ïîñòðîèòüïðîñòåéøóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü äèâåðãåíòíîãîïîëÿ ñêîðîñòåéu(r; t) = v(t) sin(2k � r); (6)ãäå v(t) � ãàóññîâ ñëó÷àéíûé ñòàöèîíàðíûé âåêòîð�íûé ïðîöåññ ñ êîððåëÿöèîííûì òåíçîðîìhvi(t)vj(t0)i = 2�2Æij�0Æ(t� t0);�2 � äèñïåðñèÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñêîðîñòè, �0 �åå âðåìåííîé ðàäèóñ êîððåëÿöèè. Ýòà ìîäåëü äîïóñ�êàåò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (ñì., íàïðèìåð, ðàáî�òû [8, 9℄ è ìîíîãðà�èè [10�13℄). Îòìåòèì, ÷òî òàêîéâèä ïîëÿ u(r; t) ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ÷ëåíó ðàçëî�æåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé ïî ãàð�ìîíè÷åñêèì ñîñòàâëÿþùèì, îáû÷íî èñïîëüçóåìîìóïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè çàäà÷è. Âûáèðàÿ îñüx â íàïðàâëåíèè âåêòîðà k, âèäèì, ÷òî ýòà ìîäåëüñîîòâåòñòâóåò çàâèñèìîñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé òîëüêî îòîäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è, ñëåäîâàòåëü�íî, ïîëå ñêîðîñòåé ÿâëÿåòñÿ äèâåðãåíòíûì. Äëÿ îä�íîðîäíîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ �(r; 0) = �0 ïîëå ïëîò�íîñòè çàâèñèò òîëüêî îò x è äëÿ ýòîé ìîäåëè îïèñû�âàåòñÿ �îðìóëîé�(x; t)�0 = neT (t) os2(kx) + e�T (t) sin2(kx)o�1 ; (7)ãäå T (t) = 2k tZ0 d� vx(�) (8)� âèíåðîâñêèé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ.Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí êóñîê ðåàëèçàöèè ñëó÷àé�íîãî ïðîöåññà T (t), ïîëó÷åííûé ïóòåì ÷èñëåííîãî13 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 401
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�èñ. 1. Êóñîê ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ-ñà T (t)èíòåãðèðîâàíèÿ ðàâåíñòâà (8) äëÿ îäíîé ðåàëèçàöèèñëó÷àéíîãî ïðîöåññà vx(t), ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ðàñ�ñ÷èòûâàëîñü ïîëå �(x; t) ïî �îðìóëå (7).�åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîéýâîëþöèè ðåàëèçàöèè ýéëåðîâà ïîëÿ ïëîòíîñòè1 + �(x; t)=�0 â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõt! k2�2�0t; x! kx;hvi(t)vj(t0)i ! 2ÆijÆ(t� t0) (9)ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2 (åäèíèöà äîáàâëåíà, ÷òîáûíå èìåòü ïðîáëåì ñ áëèçêèìè ê íóëþ çíà÷åíèÿìèïëîòíîñòè â ëîãàðè�ìè÷åñêîì ìàñøòàáå). Èç ýòèõðèñóíêîâ íàãëÿäíî âèäíî ïîñëåäîâàòåëüíîå ïåðåòå�êàíèå ïîëÿ ïëîòíîñòè ê óçêèì îêðåñòíîñòÿì òî÷åêx � 0 è x � �=2, ò. å. îáðàçîâàíèå êëàñòåðîâ, ãäåîòíîñèòåëüíîå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè äîñòèãàåò çíà÷å�íèé ïîðÿäêà 103�104, à âî âñåì îñòàëüíîì ïðîñòðàí�ñòâå èìååò ïðàêòè÷åñêè íóëåâûå çíà÷åíèÿ. Îòìå�òèì, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè t, â êîòîðûå T (t) = 0,ðåàëèçàöèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëü�íîå îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå. Ïðè ýòîì ðàçóìååòñÿ, ÷òîh�(x; t)i = �0, à âûñøèå ìîìåíòíûå �óíêöèè ýêñïî�íåíöèàëüíî ðàñòóò âî âðåìåíè. Ìîìåíòíûå æå �óíê�öèè ïîëÿ ��1(x; t) òàêæå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò âîâðåìåíè â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà, íî íèêàêîéêëàñòåðèçàöèè äëÿ ýòîãî ïîëÿ íå îñóùåñòâëÿåòñÿ.Ïðîÿâëåíèÿ ý��åêòîâ êëàñòåðèçàöèè ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ õîðîøî èçâåñòíû. Òàê, âåñü îáúåì ïëàçìåí�íîãî øíóðà â ñòåëëàðàòîðå çàïîëíåí ñòîõàñòè÷åñêè�ìè ïëàçìåííûìè ñòðóêòóðàìè ñ áîëüøèìè çíà÷å�

íèÿìè ïîëåé ñ íåãàóññîâûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè [14℄.Àíàëîãè÷íàÿ êàðòèíà íàáëþäàåòñÿ è â ïëàçìå òîêà�ìàêà [15℄. �ðàíóëÿöèÿ â ñîëíå÷íîé �îòîñ�åðå ñ ëî�êàëüíûìè áîëüøèìè çíà÷åíèÿìè ìàãíèòíûõ ïîëåé,ñâÿçûâàåìàÿ ñ äåéñòâèåì òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé,ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, âîçìîæíî, äðóãîé ïðèìåð ÿâëå�íèÿ êëàñòåðèçàöèè [16, 17℄.Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ÷àñòèö è ïîëÿ ïëîò�íîñòè â ðàìêàõ äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4) â îá�ùåì ñëó÷àå õîðîøî èçó÷åíû [12℄. Ïðèíöèïèàëüíîéîñîáåííîñòüþ òàêîé äè��óçèè â äèâåðãåíòíûõ ãèä�ðîäèíàìè÷åñêèõ ïîòîêàõ ÿâëÿåòñÿ êëàñòåðèçàöèÿïîëÿ ïëîòíîñòè (â ýéëåðîâîì îïèñàíèè) è â ðÿäå ñëó�÷àåâ ñàìèõ ÷àñòèö (â ëàãðàíæåâîì îïèñàíèè). Ýòîÿâëåíèå ÿâëÿåòñÿ êîãåðåíòíûì, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ âå�ðîÿòíîñòüþ åäèíèöà è äîëæíî èìåòü ìåñòî ïî÷òèâî âñåõ ðåàëèçàöèÿõ äèíàìèêè ïðîöåññà. Îïèñàòüýòî ÿâëåíèå óäàåòñÿ òîëüêî â �-ïðîñòðàíñòâå, ò. å.íà îñíîâå îäíîòî÷å÷íîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîëÿ�(r; t), èçó÷àÿ íå ìîìåíòíûå �óíêöèè, à äðóãèå ñòà�òèñòè÷åñêèå âåëè÷èíû, ñâÿçàííûå ñ �óíêöèîíàëàìèðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Äëÿ ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ H(r; t) ïîäîáíûõ èññëåäîâàíèé íå ïðîâîäè�ëîñü. Â äàííîé ðàáîòå ìû âîñïîëíÿåì ýòîò ïðîáåë.2. Ï�ÎÑÒÅÉØÀß ÌÎÄÅËÜ ÌÀ�ÍÈÒÍÎ�ÎÄÈÍÀÌÎÏðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìîäåëè ïîëÿ ñêî�ðîñòåé âèäà (6) òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå âû�ðàæåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþïëîòíîñòè ïðèìåñè. Äëÿ ýòîé ìîäåëè óðàâíåíèå èí�äóêöèè äëÿ îäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (5) ïðè�íèìàåò âèä� ��t + vx(t) sin(2kx) ��x�H(x; t) == 2k os(2kx) [v(t)Hx(x; t) � vx(t)H(x; t)℄ ;H(x; 0) = H0;îòêóäà âèäíî, ÷òî x-êîìïîíåíòà ìàãíèòíîãî ïîëÿñîõðàíÿåòñÿ (ò. å. Hx(x; t) = Hx0), à â ïîïåðå÷�íîé (yz) ïëîñêîñòè ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé èñ�òî÷íèê (ãåíåðàöèÿ) ìàãíèòíîãî ïîëÿ èç-çà íàëè÷èÿHx0: � ��t + vx(t) sin(2kx) ��x�H?(r; t) == 2k os(2kx) [v?(t)Hx0 � vx(t)H?(x; t)℄ ;H?(x; 0) = H?0: (10)402
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�èñ. 2. Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ ýéëåðîâîãî ïîëÿ ïëîòíîñòèÓðàâíåíèå (10) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ è åãî ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì õàðàêòå�ðèñòèê (ëàãðàíæåâî îïèñàíèå). Óðàâíåíèÿ äëÿ õà�ðàêòåðèñòèê èìåþò âèäddtx(tjx0) = vx(t) sin(2kx(tjx0));x(0jx0) = x0;ddtH?(tjx0) == 2k os(2kxjx0) [v?(t)Hx0 � vx(t)H?(tjx0)℄ ;H?(0jx0) = H?0; (11)ãäå âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé óêàçàíà çàâèñèìîñòü îò õà�ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà x0.Ïåðâîå óðàâíåíèå â (11) îïèñûâàåò äè��óçèþ÷àñòèö è åãî ðåøåíèå èìååò âèäx(tjx0) = 1k artg heT (t)tg(kx0)i ;

ãäå �óíêöèÿ T (t) îïèñûâàåòñÿ �îðìóëîé (8). �åøå�íèå óðàâíåíèÿ äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ èìååò âèäH?(tjx0) = he�T (t)os2(kx0)+eT (t)sin2(kx0)iH?0++ 2k he�T (t)os2(kx0) + eT (t)sin2(kx0)i�� tZ0 d� �e�T (�)os2(kx0)� eT (�)sin2(kx0)��e�T (�)os2(kx0) + eT (�)sin2(kx0)�2 �� vx(�)v?(�)Hx0:Èñêëþ÷àÿ òåïåðü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïàðàìåòð x0ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâsin2 (kx0) = e�T (t) sin2(kx(t))eT (t) os2(kx(t)) + e�T (t) sin2(kx(t)) ;os2 (kx0) = eT (t) os2(kx(t))eT (t) os2(kx(t)) + e�T (t) sin2(kx(t)) ;403 13*



Â. È. Êëÿöêèí, Î. �. ×õåòèàíè ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 2 (8), 2009ïåðåõîäèì ê ýéëåðîâó îïèñàíèþ (ñì., íàïðè�ìåð, [10�12℄):H?(x; t) = �(x; t)�0 H?0 + 2kHx0 �� tZ0 d� eT (t)�T (�)os2(kx)� e�T (t)+T (�)sin2(kx)heT (t)�T (�)os2(kx) + e�T (t)+T (�)sin2(kx)i2 �� vx(�)v?(�); (12)ãäå ïëîòíîñòü ïàññèâíîé ïðèìåñè �(x; t) îïèñû�âàåòñÿ ðàâåíñòâîì (7). Âûïîëíÿÿ òåïåðü â âû�ðàæåíèè (12) çàìåíó ïåðåìåííûõ èíòåãðèðîâàíèÿt� � = �, ìîæíî ïåðåïèñàòü åãî â âèäåH?(x; t) = �(x; t)�0 H?0 + 2kHx0 �� tZ0 d� eT (t)�T (�)os2(kx)� e�T (t)+T (�)sin2(kx)heT (t)�T (�)os2(kx) + e�T (t)+T (�)sin2(kx)i2 �� vx(t� �)v?(t� �);ãäåT (t)� T (�) = tZ� d� vx(�) = t��Z0 d� vx(t� �) == �Z0 d� vx(t� �):Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îäíîâðåìåííûõ ñòàòèñòè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèê ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñèëó ñòàöèîíàðíî�ñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé ìîæíî çàìåíèòüvx(t� �)! vx(�);ò. å. ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå (12) â ñòàòèñòè÷åñêè ýê�âèâàëåíòíîì âèäå:H?(x; t) = �(x; t)�0 H?0 + 2kHx0 �� tZ0 d� eT (�)os2(kx)� e�T (�)sin2(kx)heT (�)os2(kx) + e�T (�)sin2(kx)i2 �� vx(�)v?(�): (13)Ïåðâîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåò êëàñòåðèçàöèþ ìàã�íèòíîãî ïîëÿ ïî òèïó êëàñòåðèçàöèè ïîëÿ ïëîòíî�ñòè, åñëè âåëè÷èíà H?0 6= 0. Âòîðîå ñëàãàåìîå îïè�ñûâàåò ãåíåðàöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïîïåðå÷íîé(yz) ïëîñêîñòè èç-çà íàëè÷èÿ íà÷àëüíîãî ïîëÿ Hx0.
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�èñ. 3. Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ïîëíîé ýíåðãèè ìàã-íèòíîãî ïîëÿ íà îòðåçêå [0; �=2℄
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�èñ. 4. Ñòðóêòóðà êëàñòåðîâ íà ïëîñêîñòè xtÏðè H?0 = 0 ýòî ñëàãàåìîå, ïðîïîðöèîíàëüíîå êâà�äðàòó ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè, îïðåäåëÿåò ñèòóà�öèþ. Ñòðóêòóðà ýòîãî ïîëÿ ïîäîáíî ïîëþ ïëîòíîñòèòàêæå êëàñòåðèçóåòñÿ.Íà ðèñ. 3�5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòàïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé ýâîëþöèè ðåàëèçàöèèýíåðãèè ãåíåðèðóåìîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ïîïåðå÷�íîé ïëîñêîñòè E(x; t) = H2?(x; t) â áåçðàçìåðíûõ ïå�ðåìåííûõ (9) ïðè H?0 = 0 äëÿ òîé æå ðåàëèçàöèèñëó÷àéíîãî ïðîöåññà T (t) ÷òî è ðàíåå, ïðåäñòàâëåí�íîé íà ðèñ. 1.Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ãå�íåðèðóåìîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîñðåäîòî÷åííàÿ íàîòðåçêå [0; �=2℄, áûñòðî ðàñòåò âî âðåìåíè (ðèñ. 3).Îáùàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ ñòðóêòóðàêëàñòåðèçàöèè ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèâåäåíàíà ðèñ. 4. Ýòà ñòðóêòóðà ðàññ÷èòûâàëàñü ñëåäóþ�404
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�èñ. 5. Äèíàìèêà èñ÷åçíîâåíèÿ êëàñòåðà â òî÷êå 0 è âîçíèêíîâåíèÿ êëàñòåðà â òî÷êå �=2. Ñèìâîëàìè îáîçíà÷åíûìîìåíòû âðåìåíè t = 10:4 (Æ), 10:8 (4), 11:8 (�)ùèì îáðàçîì. Ïî îñè x îòëîæåíû êîîðäèíàòû òî÷åêxi, à ïî îñè t îòëîæåíî âðåìÿ (ñ øàãîì 0.1). Òî÷êèïîìå÷åíû áåëûì ìàðêåðîì (íå âèäíû), åñëè ñîäåð�æàò ìåíåå 1% ýíåðãèè, èìåþùåéñÿ âî âñåì ñëîå ïðèòåêóùåì çíà÷åíèè t, è ÷åðíûì êâàäðàòèêîì, åñëèñîäåðæàò áîëåå 1% ýíåðãèè, èìåþùåéñÿ â äàííûéìîìåíò âðåìåíè âî âñåì ñëîå. Âñåãî æå èìååòñÿ40000 òî÷åê (100 øàãîâ ïî x è 400 ïî âðåìåíè).Áîëåå äåòàëüíàÿ êàðòèíà ýâîëþöèè êëàñòåðîâ âîâðåìåíè ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5. Íà ðèñ. 5à â ïðî�öåíòíîì îòíîøåíèè ïðèâåäåíà äîëÿ ýíåðãèè ãåíåðè�ðóåìîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîäåðæàùàÿñÿ â êëàñòåðå,êî âñåé ýíåðãèè â ñëîå íà ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíòâðåìåíè, íà ðèñ. 5á âèäíà äèíàìèêà ïåðåòåêàíèÿ âîç�ìóùåíèé ìàãíèòíîé ýíåðãèè îò îäíîé ãðàíèöû îáëà�ñòè ê äðóãîé.Òàêèì îáðàçîì, íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåé ìîäåëèñëó÷àéíîãî ïîëÿ, äîïóñêàþùåé ïîëíûé àíàëèç, ìûÿñíî âèäèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ãåíåðàöèÿ ýíåðãèè ìàã�íèòíîãî ïîëÿ (ìàãíèòíîå äèíàìî), êîòîðàÿ äëÿ äè�âåðãåíòíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè ñîáèðàåòñÿ â óçêèõ ïðî�ñòðàíñòâåííûõ îáðàçîâàíèÿõ, ò. å. ïðîèñõîäèò êëà�ñòåðèçàöèÿ.Â îáùåì æå ñëó÷àå, ñëåäóÿ èäåÿì ñòàòèñòè÷å�ñêîé òîïîãðà�èè, íåîáõîäèìî âûäåëèòü òå îáëàñòèïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ êëàñòåðè�çàöèÿ ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Îáúåì îáëàñòè, ãäåE(r; t) > E � çàäàííûé ïàðàìåòð, îïèñûâàåòñÿ ðà�âåíñòâîì

V (t; E) = Z dr � (E(r; t)�E) == Z dr 1ZE d eE Æ �E(r; t)� eE� ; (14)ãäå � (z) � òåòà-�óíêöèÿ Õåâèñàéäà, ðàâíàÿ 1 ïðèz > 1 è 0 ïðè z < 1, à Æ (z) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äè�ðàêà. Ïðè ýòîì îáùàÿ ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, çà�êëþ÷åííàÿ â ýòîé îáëàñòè, îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîìE(t; E) = Z drE(r; t)� (E(r; t)�E) == Z dr 1ZE eE d eE Æ �E(r; t) � eE� : (15)Ôóíêöèÿ '(r; t;E) = Æ (E(r; t)�E), �èãóðèðóþùàÿâ ýòèõ ðàâåíñòâàõ, íàçûâàåòñÿ èíäèêàòîðíîé �óíê�öèåé ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, è ïðè ýòîì îäíîòî�÷å÷íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ýíåðãèè ìàãíèòíîãîïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàêP (r; t;E) = h'(r; t;E)i = hÆ (E(r; t)�E)i :Åñëè �óíêöèÿ E0(r) èìååò ìàêñèìàëüíîå çíà÷å�íèå Emax, òî ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà E > Emax âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èìååìV (0; E) = 0; E(0; E) = 0:Äàëåå â ïðîöåññå âðåìåííîé ýâîëþöèè âîçíèêàþòâîçìóùåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ èõ405



Â. È. Êëÿöêèí, Î. �. ×õåòèàíè ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 2 (8), 2009ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåéîïðåäåëÿþò óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ êëàñòåðèçàöèèèëè åå îòñóòñòâèå.3. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ËÈÓÂÈËËßÂâåäåì èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ ïîëÿ H(r; t) ��'(r; t;H) = Æ(H(r; t)�H). Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþïðîöåäóðó äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõïåðâîãî ïîðÿäêà [10�13℄, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèåËèóâèëëÿ, ýêâèâàëåíòíîå èñõîäíîé çàäà÷å.Äè��åðåíöèðóÿ èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ ïî âðå�ìåíè ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (5) è âûêàëûâàþùåãî ñâîé�ñòâà äåëüòà-�óíêöèè, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ��t'(r; t;H) = ��Hi(r; t)�t ��Hi Æ(H(r; t)�H) == � �H(r; t)�ui(r; t)�r �Hi(r; t)�u(r; t)�r ��� ��Hi Æ(H(r; t)�H) ++ u(r; t)�Hi(r; t)�r ��Hi Æ(H(r; t)�H) == � ��Hi �H�ui(r; t)�r �Hi �u(r; t)�r �'(r; t;H) ++ u(r; t)�Hi(r; t)�r ��Hi'(r; t;H); (16)êîòîðîå íå çàìêíóòî èç-çà ïîñëåäíåãî ÷ëåíà. Íî ó÷è�òûâàÿ, ÷òî��r'(r; t;H) = ��Hi(r; t)�r ��Hi Æ(H(r; t)�H)è, ñëåäîâàòåëüíî,� u(r; t) ��r'(r; t;H) == u(r; t)�Hi(r; t)�r ��Hi Æ(H(r; t)�H);ïîëó÷àåì èñêîìîå çàìêíóòîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ:� ��t + u(r; t) ��r�'(r; t;H) == � ��Hi �H�ui(r; t)�r �Hi �u(r; t)�r �'(r; t;H) (17)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì'(r; 0;H) = Æ(H0(r) �H):�åøåíèå óðàâíåíèÿ (17) ÿâëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîìïîëÿ ñêîðîñòåé u(r; t), ò. å.'(r; t;H) = '[r; t;H;u(er; �)℄;

ãäå 0 � � � t: Äëÿ íåãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå äèíà�ìè÷åñêîé ïðè÷èííîñòèÆ'[r; t;H;u(er; �)℄Æuj(r0; t0) = 0 ïðè t0 < 0 è t0 > t:Ïðè ýòîì äëÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé ïðè t0 == t� 0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâîÆ'(r; t;H)Æuj(r0; t� 0) = Lj(r; r0; t;H)'(r; t;H); (18)ãäå îïåðàòîðLj(r; r0; t;H) = �Æ(r�r0) ��rj��Æ(r� r0)�rl ��HjHl++ �Æ(r� r0)�rj ��HlHl: (19)4. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄËß ÏËÎÒÍÎÑÒÅÉÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÅÉ ÌÀ�ÍÈÒÍÎ�Î ÏÎËß ÈÅ�Î ÝÍÅ��ÈÈÑëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé u(r; t)ïðåäïîëàãàåòñÿ â îáùåì ñëó÷àå äèâåðãåíòíûì(divu(r; t) 6= 0) ñëó÷àéíûì ãàóññîâûì ïîëåìñ êîððåëÿöèîííûì è ñïåêòðàëüíûì òåíçîðàìè(hu(r; t)i = 0)Bij(r� r0; t� t0) = hui(r; t)uj(r0; t0)i == Z dkEij(k; t� t0)eik�(r�r0);Eij(k; t) = 1(2�)d Z drBij(r; t)e�ik�r;Eij(k; t) = Esij(k; t) +Epij(k; t); (20)ãäå d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, à ñïåêòðàëüíûåñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà ïîëÿ ñêîðîñòåé èìåþò ñòðóê�òóðó Esij(k; t) = Es(k; t)�Æij � kikjk2 � ;Epij(k; t) = Ep(k; t)kikjk2 : (21)Çäåñü ÷åðåç Es(k; t) è Ep(k; t) îáîçíà÷åíû ñîîò�âåòñòâåííî ñîëåíîèäàëüíàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ êîì�ïîíåíòû ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé.Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ñ÷èòàòü ïîëå u(r; t) äåëü�òà-êîððåëèðîâàííûì âî âðåìåíè ñëó÷àéíûì ïîëåì.Óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿ�åòñÿ ñëåäóþùåå:�2u�20 =l20 � 1; �0 � t;406
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u2(r; t)� � äèñïåðñèÿ ïîëÿ ñêîðîñòåé, à �0è l0 � åãî âðåìåííîé è ïðîñòðàíñòâåííûé ðàäèóñûêîððåëÿöèè. ßñíî, ÷òî îñíîâíûå (ïðèíöèïèàëüíûå)îñîáåííîñòè äè��óçèè íå çàâèñÿò îò âûáîðà ìîäå�ëè ñðåäû. Ýòî ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò àïïðîê�ñèìàöèè êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîëÿ ñêîðîñòåéâûðàæåíèåì Bij(r; �) = 2Beffij (r)Æ(�); ãäåBeffij (r) = 12 1Z�1 d� Bij(r; �) = 1Z0 d� Bij(r; �):Îäíîòî÷å÷íàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîìP (r; t;H) = h'(r; t;H)iu :Óñðåäíèì óðàâíåíèå (17) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçà�öèé ïîëÿ fu(r; t)g. Äëÿ ðàñùåïëåíèÿ âîçíèêàþ�ùèõ êîððåëÿöèé âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé Ôóðóò�öó �Íîâèêîâà, êîòîðàÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó�÷àÿ èìååò âèähui(r; t)'[r; t;H;u(er; �)℄i == Z dr0Beffik (r� r0)�Æ'[r; t;H;u(er; �)℄Æuk(r0; t� 0) � : (22)Ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì ðàâåíñòâà (18) è (19), à òàêæåâûðàæåíèÿBeffij (0) = D0Æij ; ��rkBeffij (0) = 0;� �2Beffij (0)�rk�rl == Dsd(d+ 2) [(d+ 1)ÆklÆij � ÆkiÆlj � ÆkjÆli℄ ++ Dpd(d+ 2) �ÆklÆij + ÆkiÆlj + ÆkjÆli� ;ãäå ïàðàìåòðûD0 = 1d 1Z0 d� hu(r; t+ �)u(r; t)i ;
Ds = 1Z0 d� Z dk k2Es(k; �) == 1d� 1 1Z0 d� h!(r; t+ �)!(r; t)i;

Dp = 1Z0 d� Z dk k2Ep(k; �) == 1Z0 d� ��u(r; t+ �)�r �u(r; t)�r � ;à !(r; t) = r� u(r; t) � âèõðü ïîëÿ ñêîðîñòè, ïîëó�÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèå� ��t �D0 �2�r2�P (r; t;H) == (�d2 � 2�Dp � 2Dsd(d+ 2) ��Hl ��HkHlHk ++ (d+ 1)Ds +Dpd(d+ 2) ��Hl ��HlH2k)P (r; t;H): (23)Ââåäåì òåïåðü èíäèêàòîðíóþ �óíêöèþ ýíåðãèèìàãíèòíîãî ïîëÿ E(r; t) = H2(r; t):'(r; t;E) = Æ(E(r; t)�E);÷åðåç êîòîðóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (r; t;E)îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîìP (r; t;E) = hÆ(E(r; t) �E)iu = 
Æ(H2(r; t) �E)�H :Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ýòîé �óíêöèè ñëåäó�åò äîìíîæèòü óðàâíåíèå (23) íà �óíêöèþ Æ(H2�E)è ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî H. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåìóðàâíåíèå� ��t �D0 �2�r2�P (r; t;E) == �� ��EE +D ��EE ��EE�P (r; t;E);P (r; 0;E) = Æ (E �E0(r)) ; (24)ãäå êîý��èöèåíòû äè��óçèè� = 2d�1d+2 (Dp�Ds) ; D = 4(d�1)(d+1)Dp+Dsd(d+2) :Ïðè ýòîì ïàðàìåòð � ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëü�íûì, òàê è îòðèöàòåëüíûì. Èçìåíåíèÿ çíàêà � äëÿîäíîòî÷å÷íûõ õàðàêòåðèñòèê îçíà÷àåò ïåðåõîä îò Eê 1=E.�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèäP (r; t;E) = exp�D0t �2�r2� eP (r; t;E);ãäå �óíêöèÿ eP (r; t;E) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì��t eP (r; t;E) = �� ��EE +D ��EE ��EE� eP (r; t;E);407



Â. È. Êëÿöêèí, Î. �. ×õåòèàíè ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 2 (8), 2009eP (r; 0;E) = Æ (E �E0(r)) :Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòü �óíêöèè eP (r; t;E) îò ïàðà�ìåòðà r ïðîÿâëÿåòñÿ òîëüêî ÷åðåç íà÷àëüíîå çíà÷å�íèå E0(r), ò. å.eP (r; t;E) � eP (t;EjE0(r))è, ñëåäîâàòåëüíî, �óíêöèÿ eP (t;EjE0(r)) ÿâëÿåòñÿëîãíîðìàëüíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíî�ãî ïðîöåññàE(t; jE0(r)), ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñÿùåãîîò r,eP (t;EjE0(r)) = 12Ep�Dt exp ln2 [Ee�t=E0(r)℄4Dt : (25)Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (24) èìååòâèäP (r; t;E) = 12Ep�Dt exp�D0t �2�r2��� exp ln2 [Ee�t=E0(r)℄4Dt : (26)Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîãî íà÷àëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè E0(r) = E0 ïëîòíîñòüâåðîÿòíîñòè (26) íå çàâèñèò îò r è îïèñûâàåòñÿ�îðìóëîéP (t;E) = 12Ep�Dt exp ln2 [Ee�t=E0℄4Dt : (27)Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå îäíîòî÷å÷íûå ñòà�òèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïî�ëÿ E(r; t) ñòàòèñòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû ñòàòèñòè÷å�ñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàE(t;�) = exp8<:��t+ tZ0 d� �(�)9=; ;ãäå �(t) � ãàóññîâ ïðîöåññ áåëîãî øóìà ñ ïàðàìåòðà�ìè h�(t)i = 0; h�(t)�(t0)i = 2DÆ(t� t0):Îí îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèåìddtE(t;�) = f��+ �(t)gE(t;�); E(0;�) = E0;è åãî îäíîâðåìåííàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòèP (t;E;�) îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîêêåðà �Ïëàí-êà: ��tP (t;E) == �� ��EE +D ��EE ��EE�P (t;E);P (0;E) = Æ(E �E0); (28)

ðåøåíèå êîòîðîãî äàåòñÿ �îðìóëîé (27).Õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ (27)ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå äëèííîãî ïîëîãîãî õâîñòà ïðèDt� 1, îçíà÷àþùåãî óñèëåíèå ðîëè áîëüøèõ âûáðî�ñîâ ïðîöåññàE(t;�) â �îðìèðîâàíèè îäíîâðåìåííîéñòàòèñòèêè. Äëÿ ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âñå ìîìåíòûýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóò ñîâðåìåíåì:hEn(t)i = En0 exp��2nd� 1d+ 2 (Dp �Ds) t ++ 4n2(d� 1)(d+ 1)Dp +Dsd(d+ 2) t� ;è, â ÷àñòíîñòè, ïðè n = 1hE(t)i = E0et;  = D � � = 2 (d� 1)d (Dp +Ds) ;à âåëè÷èíà�ln E(t)E0 � = ��t = �2d� 1d+ 2 (Dp �Ds) tè, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòð f��g, ÿâëÿåòñÿ ëÿïó�íîâñêèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ïîêàçàòåëåì [18℄. Ïðèýòîì êðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè (ÊÒ�) (ñì. Ïðè�ëîæåíèå) äëÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà E(t), îïðåäåëÿ�þùàÿ ïîâåäåíèå ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â êîí�êðåòíûõ ðåàëèçàöèÿõ, â ëþáîé �èêñèðîâàííîé òî÷�êå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé âåëè÷è�íîéE�(t) = E0e��t = E0 exp��2d� 1d+ 2 (Dp �Ds) t� ;ðàñòóùåé èëè çàòóõàþùåé âî âðåìåíè. Òàê, ïðè� < 0 (Dp < Ds) ÊÒ� ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò âîâðåìåíè, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò îá îáùåì ðîñòå ìàã�íèòíîé ýíåðãèè â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Â äðó�ãîì ñëó÷àå ïðè � > 0 (Dp > Ds) ÊÒ� ýêñïîíåíöè�àëüíî óìåíüøàåòñÿ â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà,÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î êëàñòåðíîé ñòðóêòóðå ìàãíèò�íîãî ïîëÿ, è ðîñò ìîìåíòîâ ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿâ ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ðåäêèìè, íî áîëüøèìèâûáðîñàìè ýíåðãèè îòíîñèòåëüíî ÊÒ�, õàðàêòåðíû�ìè äëÿ ëîãíîðìàëüíûõ ïðîöåññîâ. Íà ðèñ. 6 ñõåìàòè�÷åñêè èçîáðàæåíû ðåàëèçàöèè ýíåðãèè ìàãíèòíîãîïîëÿ â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé äëÿ ðàçíûõ çíàêîâïàðàìåòðà �.5. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÒÎÏÎ��ÀÔÈßÝÍÅ��ÈÈ ÌÀ�ÍÈÒÍÎ�Î ÏÎËßÈíäèêàòîðíàÿ �óíêöèÿ ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïî�ëÿ, êàê óêàçûâàëîñü â ðàçä. 2, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü408
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�èñ. 6. Ñõåìàòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ðåàëèçàöèè ýíåð-ãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåéäëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà �è îáùóþ èí�îðìàöèþ î ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòó�ðå ïîëÿ ýíåðãèè. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå �óíêöèîíàëûýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, êàê îáùàÿ âåëè÷èíà îáú�åìà (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå) èëè ïëîùàäè (â äâóìåð�íîì ñëó÷àå) îáëàñòè, ãäå E(r; t) > E,V (t; E) = Z dr � (E(r; t)�E) == Z dr 1ZE d eE Æ �E(r; t)� eE�è îáùàÿ ýíåðãèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ, çàêëþ÷åííàÿâ ýòîé îáëàñòè,E(t; E) = Z drE(r; t)� (E(r; t)�E) == Z dr 1ZE eEd eE Æ �E(r; t)� eE� ;ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ îäíîòî÷å÷�íîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè (26), îïèñûâàþòñÿ â îá�ùåì ñëó÷àå ðàâåíñòâàìèhV (t; E)i = 1ZE d eE Z drP (r; t; eE);hE(t; E)i = 1ZE eEd eE Z drP (r; t; eE):

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ýòèõ �óíêöèîíàëîâ íå çàâè�ñÿò îò äè��óçèè â r-ïðîñòðàíñòâå (îò êîý��èöèåí�òà D0) è äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (26) ïîëó�÷àåì âûðàæåíèÿhV (t; E)i = 12p�Dt Z dr 1ZE d eEeE exp ln2 h eEe�t=E0(r)i4Dt ;hE(t; E)i = 12p�Dt Z dr 1ZE d eE exp ln2 h eEe�t=E0(r)i4Dt :Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ ýòè âûðàæåíèÿ ìîæíî ïå�ðåïèñàòü â âèäåhV (t; E)i = Z drQ� 1p2Dt ln� EE0(r)e�t�� ;hE(t; E)i == et Z dr E0(r)Q� 1p2Dt ln� EE0(r)e(��2D)t�� ;ãäå �óíêöèÿQ(z) = 8>>>>>><>>>>>>: 1p2� 1Zz dy exp��y22 � ïðè z > 0;1� 1p2� 1Zjzj dy exp��y22 � ïðè z < 0:Ó÷èòûâàÿ òåïåðü àñèìïòîòèêè �óíêöèè Q(z)ïðè z !1 è z ! �1Q(z)z!1 � 1zp2� exp��z22 � ;Q(z)z!�1 � 1� 1jzjp2� exp��z22 � ;ìîæíî èçó÷èòü ýâîëþöèþ âî âðåìåíè ýòèõ �óíêöèî�íàëîâ. À èìåííî, äëÿ àñèìïòîòèêè ñðåäíåãî îáúåìàïðè t!1 (ïðè � > 0)hV (t; E)i � 1�r D�E�=Dt exp���2t4D�Z drqE�=D0 (r):Â ñëó÷àå � < 0 ñðåäíèé îáúåì ïðè t! 1 çàíèìàåòâñå ïðîñòðàíñòâî.409



Â. È. Êëÿöêèí, Î. �. ×õåòèàíè ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 2 (8), 2009Äëÿ ïîëíîé ýíåðãèè ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêó ïðèt!1 (òàê êàê � < 2D)hE(t; E)i � et Z drE0(r)�� "1� 12D � �rD�t � EE0(r)�(2D��)=2D �� exp(� (2D � �)2 t4 )# :Ñîîòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ îäíîðîäíûõíà÷àëüíûõ óñëîâèé áåç èíòåãðèðîâàíèÿ ïî r îïèñû�âàþò óäåëüíûå çíà÷åíèÿ îáúåìà áîëüøèõ âûáðîñîâè èõ îáùåé ýíåðãèè, ïðèõîäÿùèåñÿ íà åäèíèöó îáú�åìà, ò. å.hV(t; E)i = Q� 1p2Dt ln� EE0 e�t�� ;hE(t; E)i = E0etQ� 1p2Dt ln� EE0 e(��2D)t�� :Åñëè âûáðàòü óðîâåíü ñå÷åíèÿ E > E0, òî â íà�÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âåëè÷èíû hV(0; E)i = 0è hE(0; E)i = 0: Äàëåå âîçíèêàþò ïðîñòðàíñòâåííûåâîçìóùåíèÿ ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ïðè t ! 1äëÿ ýòèõ âåëè÷èí ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêèå âûðà�æåíèÿhV(t; E)i �
�8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

1�sD�t �E0E ��=D exp���2t4D� ;� > 0;1� 1j�jsD�t � EE0�j�j=D exp��j�j2t=4D	 ;� < 0;è, òàê êàê 2D � � > 0; òîhE(t; E)i � E0et �� 241� 1(2D � �)sD�t � EE0�(2D��)=D �� exp�� (2D� �)2t4D �35 :Òàêèì îáðàçîì, ïðè � > 0 (Dp > Ds) óäåëü�íûé îáùèé îáúåì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à óäåëüíàÿ îá�ùàÿ ýíåðãèÿ ðàñòåò ñî âðåìåíåì òàê æå, êàê ñðåä�íÿÿ ýíåðãèÿ, è ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î êëàñòåðèçàöèè

ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Çàìåòèì, ÷òî â ñïåöèàëüíî ðàçî�áðàííîì ñëó÷àå àêóñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè [4, 7℄ïðè îïðåäåëåííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ áûë ïðîäåìîí�ñòðèðîâàí ëèøü ðîñò äâóõòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé�óíêöèè, ñâÿçûâàåìûé àâòîðàìè ñ ÿâëåíèÿìè ìåë�êîìàñøòàáíîãî äèíàìî.Â ñëó÷àå, êîãäà � < 0 (Dp < Ds) êëàñòåðèçàöèèíåò è óäåëüíûé îáúåì çàíèìàåò âñå ïðîñòðàíñòâî,â êîòîðîì óäåëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàñòåò âî âðåìåíè òàêæå, êàê è ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ. Çäåñü ìû ïîïàäàåì âóæå óïîìÿíóòóþ îáëàñòü äåéñòâèÿ ìåõàíèçìîâ ãåíå�ðàöèè ìåëêîìàñøòàáíûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé [2, 3, 5℄.Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè, îïèñûâàåìîãîóðàâíåíèåì (4), óðàâíåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíî�ñòè P (r; t; �) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (24) äëÿ çíà÷å�íèé ïàðàìåòðîâ � = D = Dp; ò. å. èìååò âèä� ��t �D0 �2�r2�P (r; t; �) = Dp �2��2 �2P (r; t; �)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåìP (r; 0; �) = Æ (�0(r)� �) :Â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà îñóùåñòâëÿåòñÿ êëàñòåðèçàöèÿïðè Dp 6= 0, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïðè � = Dpt� 1ñðåäíèé îáúåì (ïëîùàäü) îáëàñòåé, ãäå ïëîòíîñòüâûøå çàäàííîãî óðîâíÿ �, óáûâàåò ñî âðåìåíåì ïîçàêîíó hV (t; �)i � 1p���e��=4 Z drp�0(r);â òî âðåìÿ êàê çàêëþ÷åííàÿ â ýòèõ îáëàñòÿõ ñðåäíÿÿìàññà ïðèìåñèhM(t; �)i �M �r ��� e��=4 Z drp�0(r) (29)ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê ïîëíîé åå ìàññå M == R dr �0(r).Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ îäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëî�âèé èìååì àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ óäåëü�íûõ çíà÷åíèé:hV(t; �)i �r �0���e��=4;hM(t; �)i =�0 � 1�r ����0 e��=4:6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÌû ðàññìîòðåëè îáùèå òåíäåíöèè ýâîëþöèè âîâðåìåíè ñòðóêòóðû ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ � ðîñò410



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 2 (8), 2009 Î äè��óçèè è êëàñòåðèçàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ : : :ýíåðãèè âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ïðè ïðåâàëèðîâàíèèñîëåíîèäàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé â ïîëå òóðáóëåíòíûõïóëüñàöèé ñêîðîñòè � < 0 (Dp < Ds) è êëàñòåðè�çàöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðè ïðåâàëèðîâàíèè ïîòåí�öèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé â ïîëå òóðáóëåíòíûõ ïóëü�ñàöèé ñêîðîñòè � > 0 (Dp > Ds) â ñëó÷àå ïðîèç�âîëüíîé ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà è, â ÷àñòíîñòè,äëÿ òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå ïàðàìåòð d = 3.Íàïðèìåð, êëàñòåðèçàöèÿ áóäåò âñåãäà ïðîèñõîäèòüâ ïîëå àêóñòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè. Çàìåòèì, ÷òîêëàñòåðèçàöèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè â ñëó÷àéíûõ âîëíî�âûõ ïîëÿõ ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [19℄ (ñì. òàê�æå [12, 13℄). Âàæíî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî äèíàìè�÷åñêîå ÿâëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ñòðóêòóðîîáðàçîâà�íèÿ ïðîèñõîäèò óæå íà êèíåìàòè÷åñêîé ëèíåéíîéñòàäèè.Äëÿ ñëó÷àÿ äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R(r = fR; zg) (u(r; t) � u(R; t)), êàê õîðîøî èçâåñò�íî, ñîñòàâëÿþùàÿ Hk(R; t) ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî îñèz îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì, òîæäåñòâåííûì óðàâ�íåíèþ äëÿ ïàññèâíîãî ñêàëÿðà (1). Ñëåäîâàòåëüíî,äëÿ íåãî âñåãäà îñóùåñòâëÿåòñÿ êëàñòåðèçàöèÿ ïðèDp 6= 0. Äîïîëíèòåëüíî îòìåòèì, ÷òî ý��åêòèâíàÿïîòåíöèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âñåãäà ïðèñóòñòâó�åò äëÿ äâèæåíèé ãåîñòðî�è÷åñêîãî ìàñøòàáà, â÷àñòíîñòè, èíåðöèîííûõ âîëí è âîëí �îññáè. Äëÿìàãíèòíîãî æå ïîëÿ â ïëîñêîñòè R�H?(R; t) âñåïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ â ñèëå ñ ó÷åòîìòîãî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòð d = 2.Îòäåëüíî îòìåòèì, ÷òî ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîìðîñòå ìàãíèòíîé ýíåðãèè E âî âñåì ïðîñòðàíñòâå(ìåëêîìàñøòàáíîì äèíàìî) ïðîèñõîäèò êëàñòåðè�çàöèÿ îáðàòíîé âåëè÷èíû 1=E, ò. å. ïîÿâëÿþòñÿêëàñòåðû êîìïàêòíûõ îáëàñòåé ñ âûòåñíåííûììàãíèòíûì ïîëåì (ìàãíèòíûõ íóëåé).Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû Ê. Â. Êîøåëþ, âûïîëíèâ�øåìó ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ãåíåðèðóåìîé ýíåð�ãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ íà îñíîâå ìîäåëè (13).�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíòû ��07-05-0006, 08-02-00201,07-05-92210-ÍÖÍÈË) è Ïðîãðàììû �Ê�3/�Ô/Í-08. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÊðèâàÿ òèïè÷íîé ðåàëèçàöèèÑòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ïðî�öåññà z(t) â �èêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t îïè�ñûâàþòñÿ åå ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè

t1 t�t1 �t2 �t3
z�(t) z(t)

t2�èñ. 7. Ê îïðåäåëåíèþ êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçà-öèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåññàP (t; z) = hÆ (z(t)� z)i ;ïàðàìåòðè÷åñêè çàâèñÿùåé îò âðåìåíè t, è èíòå�ãðàëüíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿF (t; z) = Prob (z(t) < z) = h� (z(t)� z)i == zZ�1 dz0P (t; z0);ãäå Æ (z) � äåëüòà-�óíêöèÿ Äèðàêà, � (z) � �óíê�öèÿ Õåâèñàéäà, ðàâíàÿ 1 ïðè z > 0 è 0 ïðè z < 0, à÷åðåç h� � � i îáîçíà÷åíî óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ ðåà�ëèçàöèé ïðîöåññà z(t).Êðèâîé òèïè÷íîé ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíîãî ïðîöåñ�ñà z(t) íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííàÿ êðèâàÿ z�(t),êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé èíòåãðàëüíîé �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåøåíèå àëãåáðà�è÷åñêîãî óðàâíåíèÿF (t; z�(t)) = 1=2:Îñíîâàíèåì äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ìåäèàíû,çàêëþ÷àþùååñÿ â òîì, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëàâðåìåíè (t1; t2) ñëó÷àéíûé ïðîöåññ z(t) êàê áû ¾îá�âèâàåò¿ êðèâóþ z�(t) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñðåäíååâðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîz(t) > z�(t), ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì âðåìåíåì, â òå�÷åíèå êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå íåðàâåíñòâîz(t) < z�(t) (ðèñ. 7), ò. å.
Tz(t)>z�(t)� = 
Tz(t)<z�(t)� = 12 (t2 � t1) :ÊÒ�, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ îäíîâðåìåííîéïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, îïðåäåëåíà, òåì íå ìåíåå,íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè t 2 (0;1).411
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