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ÈÍÒÅ��ÀËÜÍÛÅ ÎÄÍÎÒÎ×Å×ÍÛÅ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ ÂÅÊÒÎ�ÍÛÕ ÏÎËÅÉ ÂÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÌÀ�ÍÈÒÎ-�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕÏÎÒÎÊÀÕÂ. È. Êëÿöêèí *Èíñòèòóò �èçèêè àòìîñ�åðû èì. À. Ì. Îáóõîâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê109017, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 27 ìàÿ 2009 ã.Èçó÷àþòñÿ èíòåãðàëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âåêòîðíîé ïàññèâíîé ïðèìåñè (îäíîðîäíîé âíà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè) â ïîëå ñêîðîñòåé, êîòîðîå ïðåäïîëàãàåòñÿ ãàóññîâûì îäíîðîäíûì â ïðî-ñòðàíñòâå è äåëüòà-êîððåëèðîâàííûì âî âðåìåíè ñëó÷àéíûì ïîëåì. Òàêèå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-êè îïèñûâàþò äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó â öåëîì íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, âûäåëÿÿ ïðîöåññû ãåíåðàöèè ïîëåé,÷òî ïîçâîëÿåò íå îòâëåêàòüñÿ íà äåòàëè äèíàìèêè, ñâÿçàííîé ñ àäâåêöèåé ýòèõ âåëè÷èí. Òàêîé ïðèìåñüþÿâëÿþòñÿ ãðàäèåíò ïîëÿ ïëîòíîñòè (â îáùåì ñëó÷àå ñæèìàåìîé æèäêîñòè), âåêòîð ìàãíèòíîãî ïîëÿ èåãî ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå (â íåñæèìàåìîé æèäêîñòè). Èçó÷àþòñÿ âîïðîñû èçîòðîïèçàöèè âîâðåìåíè, ñïèðàëüíîñòè è äèññèïàöèè ýòèõ ïîëåé â îòñóòñòâèå ý��åêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ìîëåêóëÿðíîé äè�-�óçèåé. Ñ�îðìóëèðîâàí ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ äèñïåðñèè ïîëÿ ïëîòíîñòè è ñðåäíåéýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîçâîëÿþùèé â ïåðâîì ïîðÿäêå ïî êîý��èöèåíòàì ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèèïîëó÷èòü ðåøåíèÿ, ñïðàâåäëèâûå íà âñåì èíòåðâàëå âðåìåíè.PACS: 05.40.-a, 05.45.-a, 46.65.+g, 47.27.-i1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÄè��óçèÿ òàêèõ ïàññèâíûõ ïîëåé, êàê ïîëåïëîòíîñòè ïðèìåñè (êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö) è ìàãíèò�íîãî ïîëÿ, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì òå�îðèè òóðáóëåíòíîñòè â ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêå.Èñõîäíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè äëÿ ïîëÿïëîòíîñòè ïðèìåñè �(r; t) è ìàãíèòíîãî ïîëÿ H(r; t)ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè� ��t + ��ru(r; t)� �(r; t) = ����(r; t);�(r; 0) = �0(r) (1)è óðàâíåíèå èíäóêöèè [1℄��tH(r; t) = rot [u(r; t) �H(r; t)℄ + �H�H(r; t);H(r; 0) = H0(r);*E-mail: klyatskin�yandex.ru

ãäå �� è �H � ìîëåêóëÿðíûå êîý��èöèåíòû äè���óçèè ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïëîòíîñòè è ìàãíèòíîãîïîëÿ. Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå� ��t + ��ru(r; t)�H(r; t) == �H(r; t) � ��r�u(r; t) + �H�H(r; t): (2)Çäåñü u(r; t) � ïîëå òóðáóëåíòíûõ ñêîðîñòåé, êîòî�ðîå ìû ñ÷èòàåì îäíîðîäíûì â ïðîñòðàíñòâå è ñòàöè�îíàðíûì âî âðåìåíè, ñ çàäàííûìè ñòàòèñòè÷åñêèìèñâîéñòâàìè. Ïîëå H(r; t) ïðè ýòîì áåçäèâåðãåíòíî,ò. å. divH(r; t) = 0.Íàñ èíòåðåñóåò ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè èç çàäàí�íûõ îäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé �0(r) == �0 è H0(r) = H0 ðàçëè÷íûõ îäíîòî÷å÷íûõ ñòàòè�ñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ãðàäèåíòà ïîëÿ ïëîòíîñ-òè p(r; t) = r�(r; t) è ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òàêèìèõàðàêòåðèñòèêàìè, íàïðèìåð, ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïèçà�öèÿ ýòèõ ïîëåé, èõ ñïèðàëüíîñòü è äèññèïàöèÿ.Äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (1) è (2) êîíñåðâàòèâíû1194



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009 Èíòåãðàëüíûå îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè : : :è â ïðîöåññå ýâîëþöèè â îáùåì ñëó÷àå ñîõðàíÿþò�ñÿ êàê îáùàÿ ìàññà ïðèìåñè M = R dr �(r; t), òàêè ïîòîê ìàãíèòíîãî ïîëÿ R drH(r; t). Äëÿ îäíîðîä�íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñëåäñòâèåì êîíñåðâàòèâíî�ñòè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (1) è (2) ÿâëÿþòñÿ ðàâåí�ñòâà h�(r; t)i = �0; hH(r; t)i = H0;ãäå ÷åðåç h: : : i îáîçíà÷åíî óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ fu(r; t)g.Â îáùåì ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå, íàïðè�ìåð, äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ R dr hf(H(r; t))i äëÿ îäíî�ðîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïåðåõîäèò â âûðàæåíèåhf(H(r; t))i, ò. å.Z dr hf(H(r; t))i , hf(H(r; t))i ;ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà hf(H(r; t))i ÿâëÿåòñÿóäåëüíîé, ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäèíèöó îáúåìà è,òàêèì îáðàçîì, èíòåãðàëüíîé âåëè÷èíîé. Òàê,íàïðèìåð, äëÿ îäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèéâåëè÷èíà 
H2(r; t)� ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ýíåðãèåé,ïðèõîäÿùåéñÿ íà åäèíèöó îáúåìà, â òî âðåìÿ êàêäëÿ íåîäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ýòà âåëè÷èíàÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ïëîòíîñòüþ ýíåðãèè.Ý��åêòû ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè ðàññìàòðèâà�åìûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íå ñóùåñòâåííû íà íà�÷àëüíûõ ýòàïàõ ðàçâèòèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷ëåíûâ óðàâíåíèÿõ (1) è (2) ìîãóò áûòü îïóùåíû. Òîãäàâ ýòèõ ñèñòåìàõ ïðîèñõîäÿò òàêèå íåñòàöèîíàðíûåè ñòîõàñòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, êàê ïåðåìåøèâàíèå, áû�ñòðûé ðîñò âî âðåìåíè è â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êëà�ñòåðèçàöèÿ â �àçîâîì è �èçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâàõ.Êëàñòåðèçàöèÿ êàêîãî-ëèáî ïîëÿ (ïëîòíîñòè ïðèìå�ñè, ýíåðãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è ò. ï.) åñòü âîçíèêíîâå�íèå êîìïàêòíûõ îáëàñòåé ïîâûøåííîãî ñîäåðæàíèÿýòîãî ïîëÿ, îêðóæåííîãî îáëàñòÿìè ñ îòíîñèòåëüíîïîíèæåííûì ñîäåðæàíèåì òàêèõ ïîëåé.Ïðè îäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ïîëå ïëîò�íîñòè îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì âî âðåìåíè äëÿ íåñæè�ìàåìîé æèäêîñòè (áåçäèâåðãåíòíîå ïîëå ñêîðîñòåé)è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî ãðàäèåíò òîæäåñòâåííî ðàâåííóëþ â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Íî â ñæèìàåìûõïîòîêàõ (äèâåðãåíòíîå ïîëå ñêîðîñòåé) âñåãäà îñó�ùåñòâëÿåòñÿ êëàñòåðèçàöèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè (ñì., íà�ïðèìåð, ìîíîãðà�èè [2�5℄ è îáçîðíûå ðàáîòû [6�9℄).Ïîýòîìó, åñòåñòâåííî, âîçíèêàþò áîëüøèå ãðàäèåí�òû ïîëÿ ïëîòíîñòè. Õàðàêòåðíîå âðåìÿ îáðàçîâàíèÿêëàñòåðíîé ñòðóêòóðû ïîëÿ ïëîòíîñòè îïðåäåëÿåò�ñÿ ðàâåíñòâîì Dpt � 1, ãäå âåëè÷èíà Dp ñâÿçàíà ñïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî�ñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé.

Äëÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ òàêæå ïðè îïðåäåëåííûõóñëîâèÿõ ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ êëàñòåðèçàöèÿ åãîýíåðãèè ïðè îäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (ñì.ðàáîòó [10℄), íàïðèìåð, êëàñòåðèçàöèÿ âñåãäà îñó�ùåñòâëÿåòñÿ â ñëó÷àéíîì àêóñòè÷åñêîì ïîëå (ò. å.â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå ñêîðîñòåé). Îäíàêî, äàæå âíåñæèìàåìîì ïîòîêå æèäêîñòè ïðîèñõîäèò îáùàÿãåíåðàöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñòîõàñòè÷åñêîå ìàã�íèòíîå äèíàìî), ïîÿâëÿåòñÿ ñèëüíàÿ èçìåí÷èâîñòüñòðóêòóðû ïîëÿ è ðàçëè÷íûå ìîìåíòíûå �óíêöèèêàê ñàìîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, òàê è åãî ïðîñòðàí�ñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ðàñ�òóò âî âðåìåíè. Ïîýòîìó â íåêîòîðûé ìîìåíò âðå�ìåíè äèññèïàöèÿ ïîëåé, ñâÿçàííàÿ ñ ïðîèçâîäíûìèáîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, áûñòðî óñèëèâàåòñÿ è âëè�ÿíèå êîý��èöèåíòîâ ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè ñòà�íîâèòñÿ îïðåäåëÿþùèì. Èçó÷åíèþ ýòèõ âîïðîñîâ èïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.Îòìåòèì, ÷òî â óïîìÿíóòûõ âûøå ìîíîãðà�èÿõè ðàáîòàõ äëÿ îäíîòî÷å÷íûõ õàðàêòåðèñòèê ñàìèõïîëåé â îòñóòñòâèå ý��åêòîâ ìîëåêóëÿðíîé äè��ó�çèè áûëè ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ ïëîòíîñòåé âåðî�ÿòíîñòåé ýòèõ ïîëåé. Ýòî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óñëî�âèÿ âîçìîæíîñòè îáðàçîâàíèÿ êëàñòåðíûõ ñòðóêòóðíà îñíîâå èäåé ñòàòèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè. Îäíàêî,ê ñîæàëåíèþ, ðàññìîòðåíèå ïðîèçâîäíûõ ýòèõ ïî�ëåé òðåáóåò êàê ìèíèìóì äâóõòî÷å÷íûõ ïëîòíîñòåéâåðîÿòíîñòåé. Â ïðèíöèïå, òàêèå óðàâíåíèÿ ìîæíîïîëó÷èòü ñòàíäàðòíûì ïóòåì, èñïîëüçóÿ îáùóþ ìå�òîäèêó äëÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç�âîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îäíàêî âûâîä òàêèõ óðàâ�íåíèé òðåáóåò î÷åíü ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé è ðàçî�áðàòüñÿ â ñëåäñòâèÿõ òàêîãî îïèñàíèÿ î÷åíü ñëîæíî.Êðîìå òîãî, òàêîå âåðîÿòíîñòíîå îïèñàíèå íå äîïóñ�êàåò âêëþ÷åíèÿ â àíàëèç ý��åêòîâ ìîëåêóëÿðíîéäè��óçèè.Ïîýòîìó äëÿ àíàëèçà ñ�îðìóëèðîâàííûõ ïðî�áëåì îñòàåòñÿ åäèíñòâåííûé ïóòü, ñîñòîÿùèé â èçó�÷åíèè äâóõòî÷å÷íûõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé ïî�ëÿ ïëîòíîñòèR(r; r1; t) = h�(r; t)�(r1; t)iè ìàãíèòíîãî ïîëÿWij(r; r1; t) = hHi(r; t)Hj(r1; t)i ;çàâèñÿùèõ äëÿ îäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé îòðàçíîñòè r � r1. �àçëè÷íûå êîððåëÿöèè ïðîñòðàí�ñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ ðàññìàòðèâàåìûõ ïîëåéìîæíî ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíûì äè��åðåí�öèðîâàíèåì ýòèõ �óíêöèé ïî ïðîñòðàíñòâåííûìïåðåìåííûì. Èñõîäíûå óðàâíåíèÿ ïðè ýòîì äîëæíûñîäåðæàòü äèññèïàòèâíûå ÷ëåíû.1195



Â. È. Êëÿöêèí ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009Îäíàêî, ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê âûïîëíåíèþïîñòàâëåííîé ïðîãðàììû, ðàññìîòðèì îñíîâíûå õà�ðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé, êîòîðûåè áóäóò îïðåäåëÿòü ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ðå�øåíèÿ çàäà÷è.1.1. Î ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé�àññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå ïðîñòðàíñòâåí-íî-âðåìåííûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêèãàóññîâà âåêòîðíîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåéu(r; t) ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì è êîððåëÿöè�îííûì òåíçîðîìBij(r; t; r1; t1) = hui(r; t)uj(r1; t1)i :Ñëó÷àéíîå ïîëå u(r; t) ïðåäïîëàãàåòñÿ â îáùåìñëó÷àå äèâåðãåíòíûì (divu(r; t) 6= 0) ãàóññîâûì ïî�ëåì, ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíûì, îáëàäàþùèì ñ�å�ðè÷åñêîé ñèììåòðèåé, íî íå èìåþùèì îòðàæàòåëü�íîé ñèììåòðèè â ïðîñòðàíñòâå, è ñòàöèîíàðíûì âîâðåìåíè ñ êîððåëÿöèîííûì è ñïåêòðàëüíûì òåíçî�ðàìè (� = t� t1)Bij(r� r1; �) = hui(r; t)uj(r1; t1)i == Z dkEij(k; �)eik�(r�r1);Eij(k; �) = 1(2�)d Z drBij(r; �)e�ik�r;ãäå ïàðàìåòð d � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Â ñè�ëó ïðåäïîëàãàåìûõ óñëîâèé ñèììåòðèè êîððåëÿöè�îííûé òåíçîð Bij(r � r1; �) èìååò âåêòîðíóþ ñòðóê�òóðó [11℄ (r� r1 ! r)Bij(r; �) = Bisoij (r; �) + C(r; �)"ijkrk ; (3)ãäå èçîòðîïíàÿ ÷àñòü êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðàBisoij (r; �) = A(r; �)rirj +B(r; �)Æij ;à "ijk � ïñåâäîòåíçîð, èìåþùèé çíà÷åíèå "ijk = 0;åñëè èíäåêñû i, j, k íå âñå ðàçëè÷íû, è "ijk = 1èëè "ijk = �1, åñëè èíäåêñû _i, _j, k âñå ðàçëè÷íû èðàñïîëîæåíû â öèêëè÷åñêîì èëè àíòèöèêëè÷åñêîìïîðÿäêå (ñì., íàïðèìåð, [11℄).Èçîòðîïíîé ÷àñòè êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà ñî�îòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâåííûé ñïåêòðàëüíûé òåí�çîð âèäà Eij(k; �) = Esij(k; �) +Epij(k; �);

ãäå ñïåêòðàëüíûå ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà ïîëÿ ñêî�ðîñòåé èìåþò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:Esij(k; �) = Es(k; �)�Æij � kikjk2 � ;Epij(k; �) = Ep(k; �)kikjk2 :Çäåñü ÷åðåç Es(k; �) è Ep(k; �) îáîçíà÷åíû ñîîòâåò�ñòâåííî ñîëåíîèäàëüíàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ êîìïîíåí�òû ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé.Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïñåâäîòåíçîðîâ " óæå ÿâëÿåò�ñÿ òåíçîðîì è â ýòîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóì�ìèðîâàíèå)"ilm"mpq = (d� 2) (ÆipÆlq � ÆiqÆlp) : (4)Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñâåðòêà (4) îáðàùàåòñÿ â íóëü.×åðåç ýòîò òåíçîð îïðåäåëÿåòñÿ ïîëå âèõðÿ ñêîðîñòè!(r; t) = rotu(r; t) =r� u(r; t);à äëÿ åãî êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà è ñïåêòðà ìîæíîïîëó÷èòü âûðàæåíèÿ [11℄h!i(r; t)!i(r; t1)i = ��rBll(0; �) == �hu(r; t)�ru(r; t1)i ;
ii(k; �) = k2Eii(k; �): (5)Äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ (ïëîñêîïàðàëëåëüíûéïîòîê æèäêîñòè) âåêòîð !i(r; t) èìååò âñåãî îä�íó êîìïîíåíòó, îðòîãîíàëüíóþ âåêòîðó ñêîðîñòèu(r; t).Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îòðàæàòåëüíîé ñèììåòðèèàíàëîãè÷íî âû÷èñëåíèþ äèñïåðñèè è ñïåêòðà ïîëÿâèõðÿ ìîæíî ïîëó÷èòü è ñðåäíåå çíà÷åíèå ñïèðàëü�íîñòè ïîëÿ ñêîðîñòè:h�(r; t)i = hu(r; t)!(r; t)i = 6C(0; 0):Äëÿ ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïîòîêà æèäêîñòè (äâó�ìåðíûé ñëó÷àé) î÷åâèäíî, ÷òî ñïèðàëüíîñòü ðàâíàíóëþ.Ôîðìóëà (5) ñïðàâåäëèâà íå òîëüêî äëÿ ñòàöè�îíàðíîãî âî âðåìåíè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòè, íîè äëÿ äèññèïàöèè íåñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ìàã�íèòíîãî ïîëÿ, îïðåäåëÿåìîé ðàâåíñòâîìD(t) = D[rotH(r; t)℄2E == � �2�r2 hH(r; t)H(r1; t)ir1=r == � �2�r2 hWii(r� r1; t)ir1=r = �hWii;jj (0; t)i ; (6)1196



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009 Èíòåãðàëüíûå îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè : : :ãäå �óíêöèÿ Wik(r; r1; t) = Hi(r; t)Hk(r1; t); à ïðîèç�âîäíûå ýòîé �óíêöèè îáîçíà÷àþòñÿ äîïîëíèòåëüíû�ìè èíäåêñàìè ïîñëå çíàêà ¾;¿.Îïðåäåëèì òåïåðü �óíêöèþ Bij(r) êàê èíòåãðàëïî âðåìåíè îò êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè (3), ò. å.Bij(r) = 1Z0 d�Bij(r; �) = Bisoij (r) + C(r)"ijkrk; (7)òîãäà âåëè÷èíà D0Æij=d = Bij(0) è, ñëåäîâàòåëüíî,âåëè÷èíàD0 = Bii(0) = �0�2u = Z dk [(d� 1)Es(k) +Ep(k)℄îïðåäåëÿåò âðåìåííîé ðàäèóñ êîððåëÿöèè ïîëÿ ñêî�ðîñòåé � �0, ãäå �2u = Bii(0; 0) = 
u2(r; t)� � åãîäèñïåðñèÿ èEs(k) = 1Z0 d� Es(k; �); Ep(k) = 1Z0 d� Ep(k; �): (8)Äîïîëíèòåëüíî áóäåì ñ÷èòàòü ïîëå u(r; t) äåëü�òà-êîððåëèðîâàííûì âî âðåìåíè ñëó÷àéíûì ïîëåì.Óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ èìååòâèä �2u�20 =l20 � 1; �0 � t; (9)ãäå l0 � ïðîñòðàíñòâåííûé ðàäèóñ êîððåëÿöèè ïîëÿñêîðîñòåé. ßñíî, ÷òî îñíîâíûå (ïðèíöèïèàëüíûå)îñîáåííîñòè äè��óçèè íå çàâèñÿò îò âûáîðà ìîäå�ëè ñðåäû. Ýòî ïðèáëèæåíèå ñîîòâåòñòâóåò àïïðîê�ñèìàöèè êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïîëÿ ñêîðîñòåéâûðàæåíèåì Bij(r; �) = 2Bij(r)Æ(�): (10)Âû÷èñëåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòðàíñòâåííûìèïðîèçâîäíûìè ïîëÿ ñêîðîñòåé, äëÿ êîððåëÿöèîííîé�óíêöèè (7) ñóùåñòâåííî óïðîùàþòñÿ. Òàê, â ýòîìñëó÷àå �Bij(0)�rk = C(0)"ijk ; (11)� �2Bij(0)�rk�rl == Dsd(d+ 2) [(d+ 1)ÆklÆij � ÆkiÆlj � ÆkjÆli℄ ++ Dpd(d+ 2) �ÆklÆij + ÆkiÆlj + ÆkjÆli� ; (12)

�3Bkp(0)�rn�rm�rj == �2� ("kpjÆnm + "kpmÆnj + "kpnÆmj) (13)è, ñëåäîâàòåëüíî,�3Bkp(0)�r2�rj = �2�(d+ 2)"kpj ;ãäå Ds = Z dk k2Es(k) == 1d� 1 1Z0 d� h!(r; t+ �)!(r; t)i;Dp = Z dk k2Ep(k) == 1Z0 d� ��u(r; t+ �)�r �u(r; t)�r � ;C(r) = C(0)� �r2;
(14)

à !(r; t) � âèõðü ïîëÿ ñêîðîñòè.Îòìåòèì, ÷òî ñëó÷àé íåñæèìàåìîé ñðåäû ñîîò�âåòñòâóåò óñëîâèþ Dp = 0, à ñëó÷àé ñëàáîñæèìàå�ìîé ñðåäû � óñëîâèþ Dp � Ds.Ïðè óñðåäíåíèè ðàçëè÷íîãî ðîäà äèíàìè÷åñêèõñèñòåì ïðèõîäèòñÿ ðàñùåïëÿòü êîððåëÿöèè ãàóññî�âà ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé u(r; t) ñ �óíêöèîíà�ëàìè îò íåãî. Òàêèìè �óíêöèîíàëàìè ÿâëÿþòñÿ, íà�ïðèìåð, ñàìè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ äèíàìè÷å�ñêèõ ñèñòåì. Äëÿ äåëüòà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðå�ìåíè ñëó÷àéíîãî ãàóññîâà ïîëÿ ñ êîððåëÿöèîííîé�óíêöèåé (10) äëÿ ðàñùåïëåíèÿ êîððåëÿöèè áóäåìèñïîëüçîâàòü �îðìóëó Ôóðóòöó �Íîâèêîâà (ñì., íà�ïðèìåð, ìîíîãðà�èè [2�5℄), êîòîðàÿ èìååò âèähui(r; t)F [u; r; t℄i == Z dR Biq(r�R)� ÆF [u; r; t℄Æuq(R; t� 0)� : (15)2. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ��ÀÄÈÅÍÒÀ ÏÎËß ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÂÑËÓ×ÀÉÍÎÌ ÏÎÒÎÊÅ2.1. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ�óíêöèÿ ïîëÿ ïëîòíîñòèÈñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (1), ïðåæäå âñåãî âûïèøåìñòîõàñòè÷åñêîå äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ �óíê�öèè R(r; r1; t) = �(r; t)�(r1; t):1197



Â. È. Êëÿöêèí ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009��tR(r; r1; t) == �� ��riui(r; t) + ��r1k uk(r1; t)�R(r; r1; t) ++ ��� �2�r2 + �2�r21�R(r; r1; t): (16)Óñðåäíèì óðàâíåíèå (16) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçà�öèé ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé. Äëÿ ïðîñòðàíñòâåí�íîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèèhR(r� r1; t)i = hR(r; r1; t)i = h�(r; t)�(r1; t)iñ ó÷åòîì �îðìóëû Ôóðóòöó �Íîâèêîâà (15) ïîëó÷à�åì ðàâåíñòâî��t hR(r� r1; t)i == � Z dR� ��riBij(r�R) + ��r1kBkj(r1 �R)���� ÆR(r; r1; t)Æuj(R; t� 0)�+ 2�� hRkk(r� r1; t)i ; (17)ãäå hRkk(r � r1; t)i = �2�r2 hR(r� r1; t)i ;ò. å. èíäåêñàìè ó �óíêöèè hR(r; t)i îáîçíà÷åíû ïðî�ñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå. Ïðè ýòîì î÷åâèäíî,÷òî âåëè÷èíà hRkk(0; t)i < 0.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé ïå�ðåïèøåì óðàâíåíèå (16), îïóñêàÿ ÷ëåí ñ ìîëåêóëÿð�íîé äè��óçèåé, êîòîðûé íå çàâèñèò ÿâíûì îáðàçîìîò ïîëÿ ñêîðîñòåé:��tR(r; r1; t) == ��ui(r; t) ��ri + uk(r1; t) ��r1k�R(r; r1; t)����ui(r; t)�ri + �uk(r1; t)�r1k �R(r; r1; t);îòêóäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî� ÆR(r; r1; t)Æuj(R; t� 0)� == ��Æ(r�R) ��rj + Æ(r1 �R) ��r1j� hR(r� r1; t)i����Æ(r�R)�rj + �Æ(r1 �R)�r1j � hR(r� r1; t)i : (18)Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü âûðàæåíèå (18) â �îðìóëó (17)è èíòåãðèðóÿ ïî R, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå â ÷àñò�íûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ïî�ëÿ ïëîòíîñòè, êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå(r� r1 ! r)

��t hR(r; t)i = ���2Bij(r)�rj�ri +�2Bji(r)�rj�ri � hR(r; t)i ����Bij(r)�ri + �Bji(r)�ri � hRj(r; t)i ����Bij(r)�rj + �Bji(r)�rj � hRi(r; t)i ++ [2Bij(0)�Bij(r)�Bji(r)℄ hRji(r; t)i ++ 2�� hRkk(r; t)i : (19)Îòìåòèì, ÷òî ýòî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü ñòàöè�îíàðíîå ðåøåíèå hR(r)i = hR(r;1)i ñ êðàåâûì óñëî�âèåì hR(1)i = �20 âèäà [12; 13℄hR(r)i = �20 exp8<: 1Zr dr0 �Dii(r0)=�r02�+ r0ir0jDij(r0)=r029=; ;ãäå Dij(r) = 2 [Bij(0)�Bij(r)℄� ñòðóêòóðíàÿ ìàòðèöà âåêòîðíîãî ïîëÿ u(r; t).Ïîëàãàÿ òåïåðü r = 0 â óðàâíåíèè (19), ñ ó÷åòîì�îðìóëû (12) ïðèõîäèì ê íåçàìêíóòîìó óðàâíåíèþ� ��t � 2Dp� hR(0; t)i = 2�� hRkk(0; t)i ;hR(0; 0)i = �20;êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå��t ln hR(0; t)i�20 = 2Dp + 2��hR(0; t)i hRkk(0; t)i (20)ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì óñëîâèè.Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíå�íèÿ (20) ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèáëèæåííóþ ïðîöåäó�ðó ðàçëîæåíèÿ åãî ïðàâîé ÷àñòè â ðÿä ïî ìàëîìó ïà�ðàìåòðó ��. Äëÿ ýòîãî ïîìåòèì âåëè÷èíû hR(0; t)iè hRkk(0; t)i èíäåêñîì ¾�¿, ò. å. ïåðåïèøåì óðàâíå�íèå (20) â âèäå��t ln hR(0; t)i��20 = 2Dp + 2��hR(0; t)i� hRkk(0; t)i� :Äàëåå áóäåì èñêàòü ïðàâóþ ÷àñòü â âèäå ðÿäà ïî ïà�ðàìåòðó �. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè, ñîîòâåòñòâåííî,èìååì óðàâíåíèå��t ln hR(0; t)i1�20 == 2Dp + 2��hR(0; t)i0 hRkk(0; t)i0 ; (21)1198



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009 Èíòåãðàëüíûå îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè : : :ãäå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì èíäåêñîì ñîîòâåòñòâóþòðåøåíèþ çàäà÷è áåç ó÷åòà ý��åêòà ìîëåêóëÿðíîéäè��óçèè. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è èìååòñòðóêòóðóhR(0; t)i1 = �20 �� exp8<:2Dpt+ tZ0 d� 2��hR(0; �)i0 hRkk(0; �)i09=; : (22)Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ïîäõîä â èäåé�íîì ïëàíå áëèçîê ê ìåòîäó ïëàâíûõ âîçìóùåíèéÑ. Ì. �ûòîâà â ñòàòèñòè÷åñêîé ðàäèî�èçèêå è ââå�äåíèþ ýéêîíàëà â �èçè÷åñêîé îïòèêå.Çàáåãàÿ âïåðåä, îòìåòèì, ÷òî èç-çà ýêñïîíåíöè�àëüíîãî óâåëè÷åíèÿ ñî âðåìåíåì âñåõ ìîìåíòíûõ�óíêöèé äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ðåøåíèå (22)äëÿ ìàëûõ âðåìåí áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòè, çà�òåì äîñòèãíåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ìîìåíòâðåìåíè tmax, ñîîòâåòñòâóþùèé íóëþ ïðàâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ (21), à çàòåì áûñòðî óñòðåìèòñÿ ê íóëþïðè t ! 1 â ñîîòâåòñòâèè ñ �èçè÷åñêèì ñìûñëîìðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå íà íà÷àëüíîì ýòàïå, êî�ãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äèññèïàöèåé, èìååò âèähR(0; t)i0 = 
�2(r; t)�0 = �20e2Dpt (23)è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþ�ùåé ñïåêòðàëüíîé �óíêöèè ïîëÿ ñêîðîñòåé.Îòìåòèì, ÷òî ýòî æå ðåøåíèå, åñòåñòâåííî, ñëå�äóåò èç óðàâíåíèÿ äëÿ îäíîòî÷å÷íîé ïëîòíîñòè âå�ðîÿòíîñòåé P (r; t; �) = hÆ (�(r; t)� �)iñ îäíîðîäíûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì P (r; 0; �) == Æ (�� �0), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëîãíîðìàëüíîé, íå çà�âèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû r è îïèñûâà�åòñÿ óðàâíåíèåì (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà�èè [2�5℄)��tP (t; �) = Dp �2��2 �2P (t; �):Àíàëèç èìåííî ýòîãî óðàâíåíèÿ íà îñíîâå èäåé ñòà�òèñòè÷åñêîé òîïîãðà�èè ïîêàçàë, ÷òî ïîëå ïëîòíî�ñòè â ñëó÷àéíîì äèâåðãåíòíîì ïîëå ñêîðîñòåé êëà�ñòåðèçóåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà.Èç ñòðóêòóðû óðàâíåíèÿ (19) ñëåäóåò, ÷òî ñïè�ðàëüíîñòü ïîëÿ ñêîðîñòåé íå ñêàçûâàåòñÿ íà ñòàòè�ñòèêå ãðàäèåíòà ïîëÿ ïëîòíîñòè, òàê êàê âî âñå êî�ý��èöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ âõîäèò òîëüêî ñèììåò�ðè÷íàÿ ìàòðèöà [Bij(r) +Bji(r)℄. Äëÿ òàêîé ìàòðè�öû âñå íå÷åòíûå ïðîèçâîäíûå ïî r îáðàùàþòñÿ â

íóëü ïðè r = 0 (ñì. ðàâåíñòâî (13)). Íå÷åòíûå ïðî�èçâîäíûå ïî r �óíêöèè hR(r; t)i ïðè r = 0 òàêæåîáðàùàþòñÿ â íóëü. Ó÷èòûâàÿ ýòè îáñòîÿòåëüñòâàñðàçó æå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ñïèðàëüíîñòü ãðàäèåí�òà ïëîòíîñòè ïðèìåñè ðàâíà íóëþ, òàê êàê îíà ñâÿ�çàíà ñ âåëè÷èíîé���(r; t)�ri �2�(r; t)�rj�rk � = hRijk(0; t)i :2.2. Ïðîñòðàíñòâåííûé êîððåëÿöèîííûéòåíçîð ãðàäèåíòà ïîëÿ ïëîòíîñòè è eeäèññèïàöèÿÂâåäåì âåêòîð ãðàäèåíòà ïîëÿ ïëîòíîñòèpk(r; t) = ��(r; t)�rk ;òîãäà ïðîñòðàíñòâåííûé êîððåëÿöèîííûé òåíçîðãðàäèåíòà ïîëÿ ïëîòíîñòèPkl(r�r1; t) = ���(r; t)�rk ��(r1; t)�r1l � � �hRkl(r�r1; t)iè äèñïåðñèÿ ãðàäèåíòà ïîëÿ ïëîòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿðàâåíñòâîì�2p(t) = *���(r; t)�r �2+ � �hRkk(0; t)i : (24)Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýâîëþöèè âî âðåìåíè ïðîñòðàí�ñòâåííîãî êîððåëÿöèîííîãî òåíçîðà ãðàäèåíòà ïîëÿïëîòíîñòè ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå (19) ïîrk. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (r� r1 ! r)��t hRk(r; t)i0 == �� �3Bij(r)�ri�rj�rk + �3Bji(r)�ri�rj�rk� hR(r; t)i0 ����2Bij(r)�ri�rk + �2Bji(r)�ri�rk � hRj(r; t)i0 ����2Bij(r)�rj�rk + �2Bji(r)�rj�rk � hRi(r; t)i0 ����2Bij(r)�ri�rj + �2Bji(r)�ri�rj � hRk(r; t)i0 ����Bij(r)�rk + �Bji(r)�rk � hRji(r; t)i0 ����Bij(r)�ri + �Bji(r)�ri � hRjk(r; t)i0 ����Bij(r)�rj + �Bji(r)�rj � hRik(r; t)i0 �� [2Bij(0)�Bij(r)�Bji(r)℄ hRjik(r; t)i0 :1199



Â. È. Êëÿöêèí ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009Âåêòîð hRk(r; t)i0 îïèñûâàåò ïðîñòðàíñòâåííóþ êîð�ðåëÿöèþ ïîëÿ ïëîòíîñòè è åãî ãðàäèåíòà è ïðè r = 0âñå ÷ëåíû ýòîãî óðàâíåíèÿ òîæäåñòâåííî îáðàùàþò�ñÿ â íóëü.Ïðîäè��åðåíöèðóåì òåïåðü ýòî óðàâíåíèå ïî rlè ïîëîæèì r = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå��t hRkl(0; t)i0 = �2 �4Bij(0)�ri�rj�rk�rl hR(0; t)i0 �� 2�2Bij(0)�ri�rk hRjl(0; t)i0 � 2�2Bij(0)�ri�rl hRjk(0; t)i0 �� 2�2Bij(0)�rk�rl hRji(0; t)i0 � 2�2Bij(0)�ri�rj hRkl(0; t)i0 �� 2�2Bij(r)�rj�rk hRil(0; t)i0 � 2�2Bij(0)�rj�rl hRik(0; t)i0 ;êîòîðîå ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (12) ìîæíî çàïèñàòü ââèäå��t hRkl(0; t)i0 = �2 �4Bij(0)�ri�rj�rk�rl hR(0; t)i0 ++ 2(4 + d)Dpd hRkl(0; t)i0 ++ 2 Dsd(d+ 2) [(d+ 1)Ækl hRii(0; t)i0 � 2 hRkl(0; t)i0℄ ++ 2 Dpd(d+ 2) [Ækl hRii(0; t)i0 + 2 hRkl(0; t)i0℄ :Ó÷òåì, ÷òî èñòî÷íèê ãåíåðàöèè ïîëÿ ãðàäèåíòà2 �4Bij(0)�ri�rj�rk�rl == �2d 1Z0 d� ��u(r; t)�r ��u(r; t� �)�r � Ækl == 1dD(4)� Ækl; D(4)� > 0;ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì, òîãäà òåíçîð hRkl(0; t)i òàêæåèçîòðîïåí, ò. å.hRkl(0; t)i0 = 1d hRii(0; t)i0 Ækl:Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåëè÷èíû äèñïåðñèè ãðàäèåíòàïîëÿ ïëîòíîñòè (24) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå��t hRkk(0; t)i0 = �D(4)� hR(0; t)i0 ++ 2Ds(d� 1) + (d+ 5)Dpd hRkk(0; t)i0 ; (25)ãäå âòîðîé ìîìåíò ïîëÿ ïëîòíîñòè hR(0; t)i0 îïèñû�âàåòñÿ ðàâåíñòâîì (23).

�åøåíèå óðàâíåíèÿ (25) èìååò âèä�2p(t) = D(4)� hR(0; t)i0A �eAt � 1� ; (26)ãäå ïàðàìåòð A = 2Ds(d� 1) + 5Dpd :Îòìåòèì, ÷òî õîòÿ ýòî ðåøåíèå è ãåíåðèðóåòñÿïîòåíöèàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíî�ñòè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé, â ñëó÷àå ñëàáîé ñæè�ìàåìîñòè (Dp � Ds) èíêðåìåíò íàðàñòàíèÿ ýêñïî�íåíöèàëüíîãî ðîñòà ðåøåíèÿ âî âðåìåíè ñîâïàäàåò ñèíêðåìåíòîì äèñïåðñèè ãðàäèåíòà ïîëÿ ïëîòíîñòè âíåñæèìàåìîì ïîòîêå æèäêîñòè ñ íåîäíîðîäíûì íà�÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïëîòíîñòè, òàê êàê â ýòîìñëó÷àå ïàðàìåòð A = 2Ds(d� 1)d(ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà�èè [2�5℄).Âåðíåìñÿ òåïåðü ê âûðàæåíèþ (22), êîòîðîå ñïîìîùüþ �îðìóëû (26) ìîæíî ïåðåïèñàòü â îêîí�÷àòåëüíîì âèäå êàê
�2(t)�1 == �20 exp(2Dpt� 2��D(4)�A2 �eAt � 1�At�) : (27)Ýòî ðåøåíèå èìååò ìàêñèìóì ïðèAtmax � ln ADp��D(4)� ;ïðè ýòîì âåëè÷èíà hR(0; t)i1 äîñòèãàåò çíà÷åíèÿhR(0; t)i1max � �20 ADp��D(4)� !2Dp=A exp��2DpA � ;à óñëîâèåì âîçìîæíîñòè ïðåíåáðåæåíèÿ ý��åêòîìäåéñòâèÿ ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåt� tmax:Ïðè t ! 1 �óíêöèÿ hR(0; t)i1 î÷åíü áûñòðî ñòðå�ìèòñÿ ê íóëþ.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ïîêàæåì, ÷òî ïðåä�ëîæåííûé ìåòîä îïèñàíèÿ äèíàìèêè ñòàòèñòè÷å�ñêèõ õàðàêòåðèñòèê âî âðåìåíè ñ ó÷åòîì ìîëåêóëÿð�íîé äè��óçèè ñïðàâåäëèâ è â áîëåå îáùèõ ñëó÷àÿõ,íàïðèìåð, äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè äèñïåðñèè ãðàäè�åíòà ïëîòíîñòè (24). ×òîáû îïèñàòü ýòó äèíàìèêó,1200



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009 Èíòåãðàëüíûå îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè : : :íåîáõîäèìî äîïîëíèòü óðàâíåíèå (25) ÷ëåíîì ñ ìîëå�êóëÿðíîé äè��óçèåé è âìåñòî èíäåêñà ¾0¿ íàïèñàòüèíäåêñ ¾�¿. Â ðåçóëüòàòå ìû ïåðåõîäèì ê óðàâíåíèþ��t hRkk(0; t)i� = �D(4)� hR(0; t)i� ++B hRkk(0; t)i� + 2�� hRkkll(0; t)i� ;ãäå êîý��èöèåíòB = 2Ds(d� 1) + (d+ 5)Dpd :Ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå��t hRkk(0; t)i� = �D(4)� hR(0; t)i� ++ "B + 2�� hRkkll(0; t)i�hRkk(0; t)i� # hRkk(0; t)i� :Òîãäà åãî ðåøåíèå èìååò âèähRkk(0; t)i� = �D(4)� tZ0 dt2 hR(0; t2)i� �� exp8<: tZt2 dt1 "B + 2�� hRkkll(0; t1)i�hRkk(0; t1i� #9=;è â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî êîý��èöèåíòó ìîëåêó�ëÿðíîé äè��óçèè ïîëó÷àåì âûðàæåíèåhRkk(0; t)i1 = �D(4)� tZ0 dt2 hR(0; t2)i1 �� exp8<: tZt2 dt1 �B + 2�� hRkkll(0; t1)i0hRkk(0; t1i0 �9=; ;ãäå âåëè÷èíà hR(0; t)i1 îïèñûâàåòñÿ ðàâåíñòâîì(27), à äëÿ âåëè÷èíû hRkkll(0; t)i0 ñëåäóåò ñòàí�äàðòíûì îáðàçîì íàïèñàòü óðàâíåíèå áåç ó÷åòàìîëåêóëÿðíîé äè��óçèè.3. ÎÄÍÎÒÎ×Å×ÍÛÅ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ ÌÀ�ÍÈÒÍÎ�ÎÏÎËß Â ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÏÎËßÕÑÊÎ�ÎÑÒÅÉÂ îáùåì ñëó÷àå äèâåðãåíòíîãî ñëó÷àéíîãî ïî�ëÿ ñêîðîñòåé, êàê óïîìèíàëîñü âûøå, ìîæíî âû÷èñ�ëèòü òàêèå îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðè�ñòèêè ìàãíèòíîãî ïîëÿ è åãî ýíåðãèè, êàê ïëîòíîñòè

âåðîÿòíîñòåé [10℄. Â ïðèíöèïå, ýòó ìåòîäèêó ìîæ�íî èñïîëüçîâàòü è äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ âåëè�÷èí, ñâÿçàííûõ ñ ïðîñòðàíñòâåííûìè ïðîèçâîäíû�ìè ìàãíèòíîãî ïîëÿ áåç ó÷åòà ìîëåêóëÿðíîé äè���óçèè. Îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùèå óðàâíåíèÿ áóäóòî÷åíü ãðîìîçäêèìè è èç íèõ íåâîçìîæíî áóäåò ïî�ëó÷èòü êàêèå-ëèáî ñëåäñòâèÿ.Ïðè àíàëèçå ðàçëè÷íûõ ìîìåíòíûõ �óíêöèéìû óæå ìîæåì ó÷èòûâàòü êîý��èöèåíò ìîëåêóëÿð�íîé äè��óçèè. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå äèâåðãåíò�íîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé âñå óðàâíåíèÿ áóäóò ÷ðåçâû�÷àéíî ãðîìîçäêèìè. Ïîýòîìó ïðè äàëüíåéøåì àíà�ëèçå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïðîñòðàíñòâåí�íûõ ïðîèçâîäíûõ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ìû îãðàíè÷èìñÿáåçäèâåðãåíòíûì ïîëåì ñêîðîñòåé (divu(r; t) = 0),ò. å. òóðáóëåíòíûé ïîòîê æèäêîñòè áóäåò ñ÷èòàòüñÿíåñæèìàåìûì. Ó÷åò ñæèìàåìîñòè ëèøü ìåíÿåò êî�ý��èöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ, íî íå îñíîâíóþ òåí�äåíöèþ ïîâåäåíèÿ ìîìåíòíûõ �óíêöèé.3.1. Óðàâíåíèå äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîéêîððåëÿöèîííîé �óíêöèèÏåðåïèøåì âåêòîðíîå óðàâíåíèå (2) â êîîðäèíàò�íîì âèäå:��tHi(r; t) = � ��rk uk(r; t)Hi(r; t) ++ �ui(r; t)�rk Hk(r; t) + �H �2�r2Hi(r; t);è ââåäåì �óíêöèþWij(r; r1; t) = Hi(r; t)Hj(r1; t);äëÿ êîòîðîé ïîëó÷èì óðàâíåíèå��tWij(r; r1; t) == ��� ��rk uk(r; t) + ��r1k uk(r1; t)� ÆinÆjm ++ �ui(r; t)�rn Æjm + �uj(r1; t)�r1m Æin�Wnm(r; r1; t) ++ �H � �2�r2 + �2�r21 �Wij(r; r1; t): (28)Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â ñèëó ñîëåíîè�äàëüíîñòè ïîëÿ ñêîðîñòåé â âèäå11 ÆÝÒÔ, âûï. 6 (12) 1201



Â. È. Êëÿöêèí ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009��tWnm(r; r1; t) == ���uk(r; t) ��rk + uk(r1; t) ��r1k� ÆnsÆmt ++ �un(r; t)�rs Æmt + �um(r1; t)�r1t Æns�Wst(r; r1; t) ++ �H � �2�r2 + �2�r21 �Wij(r; r1; t): (29)Óðàâíåíèå (28) óäîáíî äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãîóñðåäíåíèÿ, à óðàâíåíèå (29) � äëÿ âû÷èñëåíèÿ âà�ðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé.Ñ÷èòàåì äàëåå, êàê è ðàíåå, ïîëå u(r; t) ãàóññî�âûì îäíîðîäíûì (íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå èçîòðîï�íûì) è ñòàöèîíàðíûì äåëüòà-êîððåëèðîâàííûì ïî�ëåì âî âðåìåíè ñ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèåé (10) èäëÿ ðàñùåïëåíèÿ êîððåëÿöèè âîñïîëüçóåìñÿ �îðìó�ëîé Ôóðóòöó �Íîâèêîâà (15). Òîãäà, óñðåäíÿÿ óðàâ�íåíèå (28) ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïî�ëÿ u(r; t) è èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ âàðèàöèîííîéïðîèçâîäíîé�ÆWnm(r; r1; t)Æuq(R; t� 0) � == ���Æ(r�R) ��rq + Æ(r1 �R) ��r1q� ÆnsÆmt ++ �Æ(r�R)�rs ÆnqÆmt + �Æ(r1 �R)�r1t ÆmqÆns��� hWst(r; r1; t)i ;âûòåêàþùåå èç óðàâíåíèÿ (29), ïîëó÷àåì óðàâíåíèåâ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (r� r1 ! r)��t hWij(r; t)i = �2�2Bij(r)�rk�rm hWkm(r; t)i �� 2 ��Bik(0)�rs � �Bik(r)�rs � ��rk hWsj(r; t)i �� 2 ��Bkj(0)�rs � �Bkj(r)�rs � ��rk hWis(r; t)i++ [2Bkq(0)�Bkq(r)�Bqk(r)℄ �� �2�rq�rk hWij(r; t)i+ 2�H hWij;ss(r; t)i ; (30)ãäå ÷åðåç hWij;ss(r; t)i îáîçíà÷åí äèññèïàòèâíûé òåí�çîð: hWij;ss(r; t)i = �2�r2 hWij(r; t)i :

3.1.1. Îäíîòî÷å÷íàÿ êîððåëÿöèÿ ìàãíèòíîãîïîëÿ è åãî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿÏîëó÷èì òåïåðü óðàâíåíèå äëÿ îäíîòî÷å÷íîéêîððåëÿöèè, ïîëàãàÿ â óðàâíåíèè (30) r = 0. Â ðå�çóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå��t hWij(t)i = �2�2Bij(0)�rk�rm hWkm(t)i ++ 2�H hWij;ss(0; t)i :Ó÷èòûâàÿ òåïåðü ñîëåíîèäàëüíóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà(12) (Dp = 0), ïðèõîäèì ê íåçàìêíóòîìó óðàâíåíèþäëÿ êîððåëÿöèè âèäà��t hWij(t)i = 2(d+ 1)Dsd(d+ 2) Æij hE(t)i �� 4Dsd(d+ 2) hWij(t)i+ 2�H hWij;ss(0; t)i ; (31)ãäå hE(t)i = 
H2(r; t)� � ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ. Ïîëàãàÿ â óðàâíåíèè (31) i = j, ïîëó÷àåìóðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé ýíåðãèè:��t hE(t)i = 2(d� 1)Dsd hE(t)i � 2�HD(t);ãäå âåëè÷èíà D(t); îïðåäåëÿåìàÿ ïî �îðìóëå (6),îïèñûâàåò äèññèïàöèþ ñðåäíåé ýíåðãèè. Òàê æå, êàêè â ñëó÷àå àíàëèçà ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêïîëÿ ïëîòíîñòè, ïîìåòèì âñå âåëè÷èíû ñèìâîëîì �è ïåðåïèøåì ýòî óðàâíåíèå â âèäå��t ln hE(t)i�E0 = 2(d� 1)Dsd � 2�HhE(t)i�D�(t):Äàëåå áóäåì èñêàòü ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíå�íèÿ â âèäå ðÿäà ïî ïàðàìåòðó �. Â ïåðâîì ïðèáëè�æåíèè èìååì óðàâíåíèå��t ln hE(t)i1E0 = 2(d� 1)Dsd � 2�HhE(t)i0D0(t);ãäå âåëè÷èíû ñ íóëåâûì èíäåêñîì ñîîòâåòñòâóþò ðå�øåíèþ çàäà÷è áåç ý��åêòà ìîëåêóëÿðíîé äè��ó�çèè. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è â ïåðâîì ïðè�áëèæåíèè èìååò ñòðóêòóðóhE(t)i1 = E0 �� exp8<:2(d� 1)Dstd � tZ0 d� 2�HhE(�)i0D0(�)9=; : (32)�åøåíèå çàäà÷è íà íà÷àëüíîì ýòàïå ýâîëþöèè,êîãäà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äèññèïàöèåé, ýêñïîíåíöè�àëüíî âîçðàñòàåò:hE(t)i0 = E0 exp�2(d� 1)d Dst� ; (33)1202



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009 Èíòåãðàëüíûå îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè : : :à óðàâíåíèå äëÿ êîððåëÿöèè (31) â îòñóòñòâèå ìîëå�êóëÿðíîé äè��óçèè ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå ñ çàäàí�íûì èñòî÷íèêîì, ðåøåíèå êîòîðîãî èìååò âèähWij(t)i0hE(t)i0 = 1dÆij +�Wij(0)E0 � 1dÆij��� exp��2�d+ 1d+ 2�Dst� ; (34)ò. å. ïðîèñõîäèò áûñòðàÿ èçîòðîïèçàöèÿ ìàãíèòíîãîïîëÿ â íåñæèìàåìîì òóðáóëåíòíîì ïîòîêå æèäêî�ñòè.Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [10℄ áûëî ïîëó÷åíî óðàâíå�íèå äëÿ îäíîòî÷å÷íîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ìàã�íèòíîãî ïîëÿ â îáùåì ñëó÷àå ñæèìàåìîãî ñëó÷àéíî�ãî ïîòîêà:��tP (r; t;H) = �D1 ��Hl ��HkHlHk ++ D2 ��Hl ��HlH2k�P (r; t;H); (35)ãäå êîý��èöèåíòû äè��óçèèD1 = �d2 � 2�Dp � 2Dsd(d+ 2) ; D2 = (d+ 1)Ds +Dpd(d+ 2) :Ïîëó÷èì òåïåðü îäíîòî÷å÷íóþ êîððåëÿöèþ âýòîì ñëó÷àå. Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (35) íà Hi è Hj ,è èíòåãðèðóÿ ïî H, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå��t hWij(t)i0 = 2D1 hWij(t)i0 + 2D2Æij hE(t)i0 ;îòêóäà ñëåäóåò óðàâíåíèå äëÿ ñðåäíåé ýíåðãèè:��t hE(t)i0 = 2d� 1d (Ds +Dp) hE(t)i0 ;ò. å. âûðàæåíèåhE(t)i0 = E0 exp�2d� 1d (Ds +Dp) t� : (36)Òîãäà ðåøåíèå äëÿ �óíêöèè êîððåëÿöèè ëåãêî íà�õîäèòñÿ è ïðèíèìàåò âèähWij(t)i0hE(t)i0 = 1dÆij +�Wij(0)E0 � 1dÆij��� exp��2(d+ 1)Ds +Dpd+ 2 t� :Òàêèì îáðàçîì, íàëè÷èå ñæèìàåìîñòè ñëó÷àéíî�ãî ïîòîêà íå òîëüêî óâåëè÷èâàåò ðîñò ñðåäíåé ýíåð�ãèè, íî è óñêîðÿåò èçîòðîïèçàöèþ ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

3.2. Î ñïèðàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿÄàëåå ìû ïðåíåáðåãàåì ìîëåêóëÿðíîé äè��óçè�åé è íå áóäåì ïèñàòü íóëåâîé èíäåêñ. Ïîëó÷èì òå�ïåðü óðàâíåíèå äëÿ âåëè÷èíûhWkp;j(r; t)i = ��rj hWkp(r; t)i == ��Hk(r; t)�rj Hp(r1; t)� ;äëÿ òîãî ÷òîáû âû÷èñëèòü ñïèðàëüíîñòü ìàãíèòíîãîïîëÿ H(t) = "ijk hWki;j (0; t)i = hH � rotHi :Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (30) â âèäå��t hWkp(r; t)i = �2�2Bkp(r)�rn�rm hWnm(r; t)i �� 2 ��Bkn(0)�rs � �Bkn(r)�rs � ��rn hWsp(r; t)i �� 2 ��Bnp(0)�rs � �Bnp(r)�rs � ��rn hWks(r; t)i �+ [2Bnq(0)�Bnq(r) �Bqn(r)℄ �2�rq�rn hWkp(r; t)i :Äè��åðåíöèðóÿ åãî ïî rj ; ïîëó÷àåì óðàâíåíèå��t hWkp;j(r; t)i = �2 �3Bkp(r)�rn�rm�rj hWnm(r; t)i �� 2�2Bkp(r)�rn�rm hWnm;j(r; t)i++ 2�2Bkn(r)�rm�rj hWmp;n(r; t)i �� 2 ��Bkn(0)�rm � �Bkn(r)�rm � ��rn hWmp;j(r; t)i ++ 2�2Bnp(r)�rm�rj hWkm;n(r; t)i �� 2 ��Bnp(0)�rm � �Bnp(r)�rm � ��rn hWkm;j(r; t)i �� ��Bnq(r)�rj + �Bqn(r)�rj � �2�rq�rn hWkp(r; t)i ++ [2Bnq(0)�Bnq(r)�Bqn(r)℄ �2�rq�rn �� hWkp;j(r; t)i : (37)Ïîëàãàÿ òåïåðü r = 0, ïåðåõîäèì ê óðàâíåíèþ äëÿîäíîòî÷å÷íîé êîððåëÿöèè:1203 11*



Â. È. Êëÿöêèí ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009��t hWkp;j(0; t)i = �2 �3Bkp(0)�rn�rm�rj hWnm(0; t)i ��2�2Bkp(0)�rn�rm hWnm;j(0; t)i+2�2Bkn(0)�rm�rj hWmp;n(0; t)i++ 2�2Bnp(0)�rm�rj hWkm;n(0; t)i :Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (12) äëÿ ñîëåíîèäàëüíîé÷àñòè êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè, ïîëó÷àåì óðàâíå�íèå��t hWkp;j(0; t)i = �2 �3Bkp(0)�rn�rm�rj hWnm(0; t)i++ 4 Dsd(d+ 2) hWkp;j(0; t)i � 2(d+ 1)Dsd(d+ 2) �� [hWjp;k(0; t)i+ hWkj;p(0; t)i℄ :Òåïåðü íàäî íàïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèèhWjp;k(0; t)i+ hWkj;p(0; t)i, êîòîðîå èìååò âèä��t [hWjp;k(0; t)i+ hWkj;p(0; t)i℄ == �2 � �3Bjp(0)�rn�rm�rk + �3Bkj(0)�rn�rm�rp � hWnm(0; t)i++ 2(d+ 3)Dsd(d+ 2) [hWjp;k(0; t)i+ hWkj;p(0; t)i℄�� 4(d+ 1)Dsd(d+ 2) hWkp;j(0; t)i :Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ñèñòåìå óðàâ�íåíèé äëÿ �óíêöèé hWkp;j(0; t)i è [hWjp;k(0; t)i ++ hWkj;p(0; t)i℄ ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìèèëè ê óðàâíåíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà� �2�t2 � 2(d+ 5)Dsd(d+ 2) ��t � 8 (d� 1)d2(d+ 2) [Ds℄2��� hWkp;j(0; t)i = �2 �3Bkp(0)�rn�rm�rj ��� ��t � 2(d+ 3)Dsd(d + 2) � hWnm(0; t)i++ 4(d+ 1)Dsd(d + 2) � �3Bjp(0)�rn�rm�rk + �3Bkj(0)�rn�rm�rp��� hWnm(0; t)i (38)ñ èñòî÷íèêîì â ïðàâîé ÷àñòè, ñâÿçàííûì ñ îòñóò�ñòâèåì îòðàæàòåëüíîé ñèììåòðèè.Ââåäåì ðàçëîæåíèå �óíêöèè C(r) â êîððåëÿöè�îííîé �óíêöèè ïîëÿ ñêîðîñòåé (14): C(r) = C(0) ���r2+: : : , è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì (13). �åøàòüóðàâíåíèå (38) áóäåì, ó÷èòûâàÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé

ðîñò îäíîòî÷å÷íîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè ìàã�íèòíîãî ïîëÿ (33) è (34)hWnm(0; t)i = 1dÆnm hE(t)i0 :Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (38) óïðîùàåòñÿ è ïðèíè�ìàåò âèä� �2�t2 � 2(d+ 5)Dsd(d+ 2) ��t � 8 (d� 1)d2(d+ 2) [Ds℄2��� hWkp;j(0; t)i = 8�Ds (d+ 3) (d� 1)d "kpj hE(t)i0 :Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê� ��t � 4Dsd �� ��t + 2(d� 1)Dsd(d+ 2) � hWkp;j(0; t)i == 8�Ds (d+ 3) (d� 1)d "kpj hE(t)i0 : (39)Óðàâíåíèå (39) èìååò äâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõïîêàçàòåëÿ � ïîëîæèòåëüíûé, ñîîòâåòñòâóþùèé ðàñ�òóùåé ýêñïîíåíòå, è îòðèöàòåëüíûé, ñîîòâåòñòâóþ�ùèé çàòóõàþùåìó ðåøåíèþ. �àñòóùåå âî âðåìåíèðåøåíèå óðàâíåíèÿ (39) èùåì â âèäåhWkp;j(0; t)i = U(t) exp�4Dsd t� :Òîãäà óðàâíåíèå äëÿ U(t) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåòâèä ¾óêîðî÷åííîãî¿ óðàâíåíèÿ�U(t)�t = 4�"kpj (d+ 2)(d� 1)(d+ 3)3 (d+ 1) ��E0 exp�2(d� 3)Dsd t� :Çíàÿ, ÷òî â äâóìåðíîì ñëó÷àå ñïèðàëüíîñòü ðàâíàíóëþ, â òðåõìåðíîì ñëó÷àå èìååìU(t) = 20�"kpjE0t:Ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâíîå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùååðåøåíèå ïðèíèìàåò âèähWkp;j(0; t)i = U(t) exp�4Ds3 t� == 20�"kpj hE(t)i0 t: (40)Â ñèëó ðàâåíñòâà (4) (â òðåõìåðíîì ñëó÷àå"ijk"kij = 6) äëÿ ñïèðàëüíîñòè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî�ëó÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèåH0(t) = 120� hE(t)i0 t: (41)1204



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009 Èíòåãðàëüíûå îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè : : :3.3. Î äèññèïàöèè ìàãíèòíîãî ïîëÿÄèññèïàöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðà�æåíèåì (6) è äëÿ åå ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìî âûâåñòèóðàâíåíèå äëÿ âåëè÷èíûhWkp;js(0; t)i = ��rs hWkp;j(0; t)i == ��Hk(r; t)�rs�rj Hp(r1; t)�r=r1 :Äè��åðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (37) ïî rs è ïîëàãàÿr = 0, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îäíîòî÷å÷íîé êîððå�ëÿöèè��t hWkp;js(0; t)i = �2 �4Bkp(0)�rn�rm�rj�rs hWnm(0; t)i �� 2 �3Bkp(0)�rn�rm�rj hWnm;s(0; t)i �� 2 �3Bkp(0)�rn�rm�rs hWnm;j(0; t)i++ 2 �3Bkn(0)�rm�rj�rs hWmp;n(0; t)i++ 2 �3Bnp(0)�rm�rj�rs hWkm;n(0; t)i �� 2�2Bkp(0)�rn�rm hWnm;js(0; t)i++ 2�2Bkn(0)�rm�rj hWmp;ns(0; t)i++ 2�2Bkn(0)�rm�rs hWmp;jn(0; t)i++ 2�2Bnp(0)�rm�rj hWkm;ns(0; t)i++ 2�2Bnp(0)�rm�rs hWkm;jn(0; t)i �� 2�2Bqn(0)�rj�rs hWkp;qn(0; t)i :Ñâåðíåì âñå �óíêöèè ïî èíäåêñàì k = p è j = s èó÷òåì �îðìóëó (12) äëÿ íåñæèìàåìîãî ïîòîêà æèä�êîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ âèäà

��t hWkk;ss(0; t)i == �2 �4Bkk(0)�rn�rm�rs�rs hWnm(0; t)i �� 4 �3Bkk(0)�rn�rm�rs hWnm;s(0; t)i++ 2 �3Bkn(0)�rm�rs�rs hWmk;n(0; t)i++ 2 �3Bnk(0)�rm�rs�rs hWkm;n(0; t)i++ 4 (d+ 1)Dsd+ 2 hWmm;ss(0; t)i :Òåïåðü îãðàíè÷èìñÿ èñòî÷íèêàìè âîçáóæäåíèÿ,ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùèìè âî âðåìåíè,� 2 �4Bkk(0)�rn�rm�rs�rs hWnm(0; t)i0 == �2 �4Bkk(0)�rn�rn�rs�rs hE(t)i0 == �2 1Z0 d� h[�u(r; t+ �)℄ [�u(r; t)℄i hE(t)i0 == �2D(4)H hE(t)i0 ;ãäå D(4)H = R dkk4Es(k).�àññìîòðèì òåïåðü ÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñî ñïèðàëü�íîñòüþ, îòëè÷íûå îò íóëÿ òîëüêî â òðåõìåðíîì ñëó�÷àå. Ó÷èòûâàÿ �îðìóëû (40) è (4), ïîëó÷àåì óðàâ�íåíèå� ��t � 4 (d+ 1)Dsd+ 2 � hWkk;ss(0; t)i == �2D(4)H hE(t)i0 � 4800(d� 2)�2 hE(t)i0 t;êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü, ñîãëàñíî �îðìóëå (6),äëÿ äèññèïàöèè D0(t) â âèäå� ��t �A�D0(t) == �2D(4)H + 4800(d� 2)�2 ��g�E0egt: (42)Çäåñü ïàðàìåòðûA = 4 (d+ 1)Dsd+ 2 ; g = 2(d� 1)d Dsè ìû âêëþ÷èëè â óðàâíåíèå êîý��èöèåíò d�2, ïîä�÷åðêèâàþùèé, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèé ÷ëåí â óðàâíå�íèè èñ÷åçàåò â äâóìåðíîì ñëó÷àå.1205



Â. È. Êëÿöêèí ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (42), ïîëó÷àåì âûðàæå�íèå äëÿ äèññèïàöèè:D0(t) = 2D(4)H hE(t)i0 1A� g he(A�g)t � 1i++ 4800(d� 2)�2 hE(t)i0 1(A� g)2 �� he(A�g)t � 1� (A� g) ti ;ãäå ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòðA� g = 2 �d2 + d+ 2�Dsd(d + 2) :Îñòàâëÿÿ òåïåðü òîëüêî ðàñòóùèå ýêñïîíåíòû, ïîëó�÷àåì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ýâîëþöèè äèññè�ïàöèè âî âðåìåíè:D0(t) � �2D(4)H + 4800(d� 2)�2A� g ��� hE(t)i0A� g e(A�g)t: (43)Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå d = 3 è, ñëåäîâàòåëüíî,D(3)0 (t) � �2D(4)H + 2571 �2Ds � 15 hE(t)i028Ds �� exp�2815Dst� : (44)Èç ñòðóêòóðû òðåõìåðíîãî ðåøåíèÿ âèäíî, ÷òîäèññèïàöèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ áîëüøèõ âðåìåíîïðåäåëÿåòñÿ ñïèðàëüíîñòüþ ïîëÿ ñêîðîñòåé, à ïðèåå îòñóòñòâèè � ñðåäíåé ýíåðãèåé ìàãíèòíîãî ïî�ëÿ (33).Â äâóìåðíîì æå ñëó÷àå d = 2 è ñïèðàëüíîñòüîòñóòñòâóåò, ñëåäîâàòåëüíîD(2)0 (t) � D(4)HDs hE(t)i0 eDst: (45)Â ýòîì ñëó÷àå äèññèïàöèÿ ýíåðãèè îïðåäåëÿåòñÿòîëüêî ñàìîé ýíåðãèåé ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Èç �îðìóë (44) è (45) âèäíî, ÷òî äèññèïàöèÿ ðàñ�òåò âî âðåìåíè çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åì ñðåäíÿÿýíåðãèÿ.Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷å î ðàñ�÷åòå äèíàìèêè ñðåäíåé ýíåðãèè ñ ó÷åòîì åå äèññè�ïàöèè. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (43) â �îðìóëó (32)è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåìðåøåíèå çàäà÷è â âèäå

hE(t)i1 = E0 exp(2(d� 1)Dsd t �� 4�H �D(4)H + 2400(d� 2)�2A� g � �� 1(A� g)2 he(A�g)t � 1i) ;îòêóäà âèäíî, ÷òî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ çàòóõàåò î÷åíüáûñòðî ïðè t ! 1. Ïðè ýòîì ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ äî�ñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíèDstmax � 1A� g �� ln (d� 1) (A� g)2Ds2d�H hD(4)H (A� g) + 2400(d� 2)�2i :Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå èìååìDstmax = �1528 ln�H "1:6D(4)H[Ds℄2 + 2066a2[Ds℄3 # �� 8>>><>>>: 12 ln �2�0�H � 3:8 ïðè íàëè÷èè ñïèðàëüíîñòè,12 ln �2�02�H ïðè îòñóòñòâèè ñïèðàëüíîñòè,ò. å. ïðè íàëè÷èè ñïèðàëüíîñòè ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ äî�ñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìóìà çíà÷èòåëüíî áûñòðåå, ÷åìâ ñëó÷àå åå îòñóòñòâèÿ.Â äâóìåðíîì æå ñëó÷àå ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ïî�òîêà æèäêîñòè èìååìDstmax = 12 ln [Ds℄22�HD(4)H � 12 ln �2�02�H :Óñëîâèåì âîçìîæíîñòè ïðåíåáðåæåíèÿ ý��åê�òîì, âûçâàííûì ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèåé, ÿâëÿåò�ñÿ, î÷åâèäíî, óñëîâèåt� tmax:Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî âî âñåõ ðàñ÷åòàõ ìû ïîëü�çîâàëèñü ïðèáëèæåíèåì äåëüòà-êîððåëèðîâàííîñòèâî âðåìåíè ñëó÷àéíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé, óñëîâèåìïðèìåíèìîñòè êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå (9).4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÌû ðàññìîòðåëè ðåøåíèå ðÿäà çàäà÷ î äèíàìè�êå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïàññèâíûõ âåêòîð�íûõ ïîëåé â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé, òàêèõ êàê1206



ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009 Èíòåãðàëüíûå îäíîòî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè : : :ïîëå ãðàäèåíòà ïëîòíîñòè è ìàãíèòíîãî ïîëÿ, â ïðî�ñòåéøåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è (ñ îäíîðîäíûìè íà÷àëü�íûìè óñëîâèÿìè), ñ ìèíèìóìîì îïðåäåëÿþùèõ ïà�ðàìåòðîâ, ñâÿçàííûõ òîëüêî ñî ñòàòèñòè÷åñêèìè õà�ðàêòåðèñòèêàìè îäíîðîäíîãî ïîëÿ ñêîðîñòåé, äåëü�òà-êîððåëèðîâàííîãî âî âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå âñåèçó÷àåìûå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ òàêæå îäíîðîäíûìè âïðîñòðàíñòâå, íî íåñòàöèîíàðíûìè âî âðåìåíè ñëó�÷àéíûìè ïîëÿìè. Ïðè ýòîì ñòàòèñòè÷åñêèå ñðåäíèåòèïà Fij(r; r1; t) = hfi(r; t)fj(r1; t)içàâèñÿò ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì òîëüêîîò ðàçíîñòè r� r1 è, ñëåäîâàòåëüíî,��r1Fij(r; r1; t) = � ��rFij(r; r1; t);ò. å. ïðè r = r1 äëÿ íåçàâèñÿùåé îò r âåëè÷èíû�fi(r; t)�fj(r; t)�r �èìååì òîæäåñòâî�fi(r; t)�fj(r; t)�r � = ��fj(r; t)�fi(r; t)�r � ; (46)êîòîðûì ìû øèðîêî ïîëüçîâàëèñü â ðàáîòå ïðè âû�âîäå âñåõ óðàâíåíèé. Ýòî ñóùåñòâåííî óïðîñòèëîàíàëèç êàê ñàìîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, òàê è ïîëó�÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîòîìó ÷òî ñóùåñòâåííîå áîëü�øèíñòâî ÷ëåíîâ ïðè r = r1 ðàâíî íóëþ, ÷òî îçíà÷àåòîòñóòñòâèå àäâåêöèè ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêâ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ. Èìåííî ýòî è ïîçâîëè�ëî ðåøèòü ðàññìîòðåííûå çàäà÷è ñ áîëüøîé ïîëíî�òîé è áåç ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé.Ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèéðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷ óæå íå îáëàäàþò ñâîéñòâîìïðîñòðàíñòâåííîé îäíîðîäíîñòè è óðàâíåíèÿ èìåþòî÷åíü ãðîìîçäêèé âèä. Ïîëó÷åííûå âûøå ðåøåíèÿ,îäíàêî, íåñóò îïðåäåëåííóþ èí�îðìàöèþ è äëÿ ýòî�ãî ñëó÷àÿ. Â ñàìîì äåëå, ñâîéñòâîì (46) îáëàäàåòòàêæå è èíòåãðàë (èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì)Z dr fi(r; t)�fj(r; t)�r = � Z dr fj(r; t)�fi(r; t)�r :Ïîýòîìó ÿñíî, ÷òî äëÿ ïîëÿ ïëîòíîñòè â ñëó÷àå íåîä�íîðîäíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðè îòñóòñòâèè ìîëå�êóëÿðíîé äè��óçèè âìåñòî (23) áóäåì èìåòü ðåøå�íèå âèäàZ dr 
�2(r; t)�0 = Z dr �20(r)e2Dpt; (47)à âìåñòî �îðìóëû (26) ïîëó÷èì âûðàæåíèå

Z dr D(r�(r; t))2E0 = Z dr (r�0(r))2 eBt ++ D(4)�A Z dr 
�2(r; t)�0 �eAt � 1� ; (48)ãäå ïàðàìåòðB = 2Ds(d� 1) + (d+ 5Dp)d :Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ ñðåäíåé ýíåðãèè ìàã�íèòíîãî ïîëÿ â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ íà÷àëüíûõóñëîâèé ïðè îòñóòñòâèè ìîëåêóëÿðíîé äè��óçèèïîëó÷èì âûðàæåíèåZ dr hE(r; t)i0 == Z drE0(r) exp�2d� 1d (Ds +Dp) t�âìåñòî �îðìóëû (36).Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïîëó÷åí�íûå â ðàáîòå ñîîòíîøåíèÿ è ñâÿçè ìåæäó ðàçëè÷�íûìè âåëè÷èíàìè ñ òî÷êè çðåíèÿ íåîäíîðîäíûõ çà�äà÷ ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè è ñëóæàò, îáðàçíî ãî�âîðÿ, òåì ¾ñêåëåòîì¿, íà �îíå êîòîðîãî ïðîèñõîäèòäèíàìèêà ñëîæíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ äâèæåíèé. Ïðèýòîì âñå ÷ëåíû, êîòîðûå îêàçàëèñü ðàâíûìè íóëþ âíàøåì ðàññìîòðåíèè, â ñëó÷àå íåîäíîðîäíûõ çàäà÷èìåþò äèâåðãåíòíûé (¾ïîòîêîâûé¿) âèä.Òàêæå ëåãêî íàïèñàòü è àíàëîãè âûðàæåíèé (22)è (32) äëÿ äèñïåðñèè ïîëÿ ïëîòíîñòè è ñðåäíåé ýíåð�ãèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ ó÷åòîì èõ äèññèïàöèè â ñëó�÷àå íåîäíîðîäíûõ çàäà÷. Òàê, íàïðèìåð, ìîæíî ïî�ëó÷èòü âìåñòî ðåøåíèÿ (22) âûðàæåíèå íà âñåì èí�òåðâàëå âðåìåíè:Z dr 
�2(r; t)�1 = Z dr �20(r)�� exp8>><>>:2Dpt� 2�� tZ0 d� Z drD(r�(r; �))2E0Z dr 
�2(r; �)�0 9>>=>>; ;ãäå �óíêöèè, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãîðàâåíñòâà, îïèñûâàþòñÿ �îðìóëàìè (47) è (48).�àáîòà âûïîëíåíà â 27-îì ðåéñå ÍÈÑ ¾ÀêàäåìèêÈî��å¿ è àâòîð ïðèçíàòåëåí Å. �. Ìîðîçîâó è âñåìó÷àñòíèêàì íàó÷íîé ýêñïåäèöèè çà ñîçäàíèå áëàãî�ïðèÿòíûõ óñëîâèé äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé ðàáîòû. Âû�ðàæàþ ïðèçíàòåëüíîñòü òàêæå Î. �. ×õåòèàíè çà ïî�ëåçíûå îáñóæäåíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàí�òû ��07-05-0006, 07-05-92210-ÍÖÍÈË) è Ïðîãðàì�ìû �Ê �3/�Ô/Í-08.1207



Â. È. Êëÿöêèí ÆÝÒÔ, òîì 136, âûï. 6 (12), 2009ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, Ýëåêòðîäèíàìèêàñïëîøíûõ ñðåä. Òåîðåòè÷åñêàÿ �èçèêà, ò. VIII, Íàó-êà, Ìîñêâà (1982).2. Â. È. Êëÿöêèí, Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ãëà�çàìè �èçèêà. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, òî÷íûå ðå�çóëüòàòû è àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ, Ôèç�ìàòëèò, Ìîñêâà (2001) [V. I. Klyatskin, StohastiEquations through the Eye of the Physiist: Basi Con-epts, Exat Results and Asymptoti Approximations,Elsevier, Amsterdam (2005)℄.3. Â. È. Êëÿöêèí,Äèíàìèêà ñòîõàñòè÷åñêèõ ñèñòåì,Ôèçìàòëèò, Ìîñêâà (2002) [V. I. Klyatskin, Dynamisof Stohasti Systems, Elsevier, Amsterdam (2005)℄.4. Â. È. Êëÿöêèí, Äè��óçèÿ è êëàñòåðèçàöèÿ ïàññèâ�íîé ïðèìåñè â ñëó÷àéíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîòî�êàõ, Ôèçìàòëèò, Ìîñêâà (2005).

5. Â. È. Êëÿöêèí, Ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Òåîðèÿè åå ïðèëîæåíèÿ ê àêóñòèêå, ãèäðîäèíàìèêå è ðà�äèî�èçèêå, Ôèçìàòëèò, Ìîñêâà (2008).6. Â. È. Êëÿöêèí, Ê. Â. Êîøåëü, ÓÔÍ 170, 771 (2000).7. Â. È. Êëÿöêèí, ÓÔÍ 173, 689 (2003).8. Â. È. Êëÿöêèí, ÓÔÍ 178, 419 (2008).9. Â. È. Êëÿöêèí, ÓÔÍ 179, 547 (2009).10. Â. È. Êëÿöêèí, Î. �. ×õåòèàíè, ÆÝÒÔ 136, 400(2009).11. Äæ. Áýò÷åëîð, Òåîðèÿ îäíîðîäíîé òóðáóëåíò�íîñòè, Èçä-âî èíîñòð. ëèò., Ìîñêâà (1955)[G. K. Bathelor, Theory of Homogeneous Turbulene,Cambridge Univ. Press, London (1953)℄.12. E. Balkovsky, G. Falkovih, and A. Fouxon,http://arxiv.org/abs/hao-dyn/9912027.13. E. Balkovsky, G. Falkovih, and A. Fouxon, Phys.Rev. Lett. 86, 2790 (2001).

1208


