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ÇÀÄÀ×À ÑÒÅÔÀÍÀ ÇÀÒÂÅ�ÄÅÂÀÍÈß Ò�ÅÕÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÛÕÑÈÑÒÅÌ Ï�È ÍÀËÈ×ÈÈ ÄÂÈÆÓÙÈÕÑß ÎÁËÀÑÒÅÉÔÀÇÎÂÎ�Î ÏÅ�ÅÕÎÄÀÄ. Â. Àëåêñàíäðîâ *, À. À. ÈâàíîâÓðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. À. Ì. �îðüêîãî620083, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 îêòÿáðÿ 2008 ã.Òåîðåòè÷åñêè èññëåäîâàí ïðîöåññ çàòâåðäåâàíèÿ òðåõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè äâèæóùèõñÿîáëàñòåé �àçîâîãî ïåðåõîäà è íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ëèêâèäóñ. �àçâèòà ìàòåìàòè÷åñêàÿìîäåëü è ïîñòðîåíî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è Ñòå�àíà ïðè ëèíåéíîì òåìïåðàòóð-íîì ïðî�èëå â äâóõ�àçíûõ çîíàõ. Îïðåäåëåíû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðàöèé ïðèìåñè,íàéäåíû äîëè òâåðäîé �àçû â îáëàñòÿõ �àçîâîãî ïåðåõîäà è çàêîíû äâèæåíèÿ èõ ãðàíèö. Ïîêàçàíî,÷òî âñå ãðàíèöû äâèãàþòñÿ ïî çàêîíàì ïðÿìîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè êâàäðàòíîìó êîðíþ èç âðåìåíè, ÷òîÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì àâòîìîäåëüíûõ ïðîöåññîâ. Îáîñíîâàíî, ÷òî êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè âåùåñòâà,ïðåòåðïåâàþùåãî �àçîâûé ïåðåõîä òîëüêî â çîíå êîòåêòèêè, âîçðàñòàåò â ýòîé çîíå è óáûâàåò â îñíîâ-íîé äâóõ�àçíîé çîíå, ãäå �àçîâûé ïåðåõîä ïðåòåðïåâàåò äðóãàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ. Ïðè ýòîì ìàêñèìóìêîíöåíòðàöèè äîñòèãàåòñÿ íà ìåæ�àçíîé ãðàíèöå ìåæäó îñíîâíîé äâóõ�àçíîé çîíîé è äâóõ�àçíîé çî-íîé êîòåêòèêè. Íàéäåííûå çàêîíû äâèæåíèÿ âíåøíèõ ãðàíèö âñåé îáëàñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà íå çàâèñÿòîò êîëè÷åñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ êîìïîíåíòîâ è ñïðàâåäëèâû äëÿ êðèñòàëëèçàöèè ìíîãîêîìïîíåíòíîéñèñòåìû.PACS: 64.70.D-, 81.30.Fb1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ�àçëè÷íûå ïîëÿðíûå ýêñïåäèöèè XIX âåêà ïî�ñòàâèëè âîïðîñ îá àäåêâàòíîì ìàòåìàòè÷åñêîì îïè�ñàíèè ïðîöåññà êðèñòàëëèçàöèè ëüäà. Çàäà÷à î �à�çîâîì ïåðåõîäå æèäêîñòü�òâåðäîå òåëî ïðè îïèñà�íèè çàìåðçàíèÿ âîäû âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà â1889 ã. â ïèîíåðñêèõ ðàáîòàõ Ñòå�àíà [1, 2℄. Â ýòèõðàáîòàõ áûëà ñ�îðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî�äåëü ïðîöåññà òåïëîïåðåíîñà ñ ãðàíè÷íûì óñëîâè�åì ÷åòâåðòîãî ðîäà áàëàíñà òåïëà íà äâèæóùåìñÿ�ðîíòå çàòâåðäåâàíèÿ (÷àñòî èìåíóåìûì óñëîâèåìÑòå�àíà) äëÿ îïèñàíèÿ ïîëåâûõ èçìåðåíèé òåìïå�ðàòóðû è òîëùèíû ëüäà çà áîëåå ÷åì ïîëóâåêîâóþèñòîðèþ íàáëþäåíèé. Îäíèì èç íåäîñòàòêîâ òàêîãîîïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíî íå ó÷èòûâàåò çàâèñè�ìîñòü òåìïåðàòóðû �àçîâîãî ïåðåõîäà Tp îò ðàñòâî�ðåííûõ â æèäêîñòè ïðèìåñåé. Äëÿ ñîëåíîé âîäû ñêîíöåíòðàöèåé C, íàïðèìåð, ÷àñòî èñïîëüçóþò ëè�*E-mail: Dmitri.Alexandrov�usu.ru

íåéíóþ àïïðîêñèìàöèþ òàêîé çàâèñèìîñòè ñ ïîìî�ùüþ óðàâíåíèÿ ëèêâèäóñ ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî óâåëè�÷åíèå êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè ïîíèæàåò òåìïåðàòó�ðó �àçîâîãî ïåðåõîäà, T = TM + mC (çäåñü TM �òåìïåðàòóðà �àçîâîãî ïåðåõîäà ÷èñòîãî âåùåñòâà, àm < 0 � íàêëîí ëèíèè ëèêâèäóñ, îïðåäåëÿåìûé èç�àçîâîé äèàãðàììû). Âïîñëåäñòâèè ïîäõîä Ñòå�à�íà ñòàë èñïîëüçîâàòüñÿ â ìåòàëëóðãèè äëÿ ìîäåëè�ðîâàíèÿ ïðîöåññîâ êðèñòàëëèçàöèè ðàñïëàâîâ (ñì.,íàïðèìåð, [3�5℄). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ñõîæåñòüþ �èçè�÷åñêîé êàðòèíû çàòâåðäåâàíèÿ ðàñïëàâîâ è çàìåð�çàíèÿ âîäû. Ïðåäïîëîæåíèå Ñòå�àíà î ñóùåñòâî�âàíèè ÷åòêî âûðàæåííîé ãðàíèöû �àçîâîãî ïåðåõî�äà � �ðîíòà êðèñòàëëèçàöèè � âûïîëíÿåòñÿ äàëå�êî íå âñåãäà. Òàê, íàêîïëåíèå ïðèìåñåé ïåðåä ãðà�íèöåé ìåæäó òâåðäîé �àçîé è æèäêîñòüþ, ñâÿçàí�íîå ñ âûòåñíåíèåì ðàñòâîðåííûõ âåùåñòâ çàìåðçàþ�ùåé �àçîé â æèäêóþ ìàòðèöó ðàñïëàâà, ïðèâîäèòê âîçíèêíîâåíèþ êîíöåíòðàöèîííîãî ïåðåîõëàæäå�íèÿ (âïåðâûå ýòî ÿâëåíèå áûëî îáíàðóæåíî â ðàáîòåÈâàíöîâà [6℄). Ïî ìåðå äâèæåíèÿ ãðàíèöû �àçîâî�942



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 5, 2009 Çàäà÷à Ñòå�àíà çàòâåðäåâàíèÿ òðåõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì : : :ãî ïåðåõîäà â ãëóáü ðàñïëàâà ïðîèñõîäèò óâåëè÷å�íèå ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè ïåðåä �ðîí�òîì z = h(t) è â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t íà�÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî �T=�z = m�C=�z âòî÷êå z = h(t). Â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìåíèëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå ïðàâîé,òîãäà �ðîíòàëüíîå îïèñàíèå ïðîöåññà, âîîáùå ãîâî�ðÿ, áóäåò óæå íåïðèìåíèìî. Ýòî âûçâàíî òåì îáñòî�ÿòåëüñòâîì, ÷òî ïîÿâëåíèå ïåðåîõëàæäåííîé îáëà�ñòè ïåðåä ïëîñêèì �ðîíòîì çàòâåðäåâàíèÿ ïðèâî�äèò êàê ê âîçíèêíîâåíèþ íåóñòîé÷èâîñòè ïîñëåäíå�ãî [7�9℄ è �îðìèðîâàíèþ äåíäðèòíûõ ñòðóêòóð [10℄,òàê è ê ïîÿâëåíèþ çàðîäûøåé òâåðäîé �àçû, ïðå�òåðïåâàþùèõ ðîñò íà âñåâîçìîæíûõ ñòàäèÿõ: íóêëå�àöèÿ, êîàãóëÿöèÿ, óêðóïíåíèå, îáðàçîâàíèå êëàñòåð�íûõ ñòðóêòóð [11�14℄. Åñëè êîíöåíòðàöèîííîå ïåðå�îõëàæäåíèå (ïîäðîáíî ìåõàíèçì åãî ïîÿâëåíèÿ èç�ëàãàåòñÿ â ìîíîãðà�èè [12℄) êîìïåíñèðóåòñÿ çà ñ÷åòèíòåíñèâíîãî âûäåëåíèÿ ñêðûòîé òåïëîòû êðèñòàë�ëèçàöèè ðàñòóùèìè ýëåìåíòàìè òâåðäîé �àçû, òîòàêàÿ îáëàñòü äâóõ�àçíîãî ñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà �äâóõ�àçíàÿ çîíà � ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ áåç ó÷å�òà ìåõàíèçìîâ íóêëåàöèè è ðîñòà ÷àñòèö. Âïåðâûåìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ òàêóþ ñèòó�àöèþ äëÿ áèíàðíûõ ñèñòåì, áûëà ïðåäëîæåíà â ðà�áîòàõ Áîðèñîâà [15�17℄ (ñì. òàêæå [18, 19℄), à â ðà�áîòàõ [20�24℄ áûëè ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøå�íèÿ ýòîé ìîäåëè, îïèñûâàþùèå ðåàëüíûå ïðîöåññûçàòâåðäåâàíèÿ ñëèòêîâ è çàñòûâàíèÿ ìîðñêîé âîäû.Îäíàêî îïèñàíèå ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ áèíàðíîé ìî�äåëè, êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè â êîòîðîé ìîäåëèðóåòâñå ðàñòâîðåííûå êîìïîíåíòû, ÿâëÿåòñÿ íå âñåãäàïðèãîäíûì. ×àñòî ïðè êðèñòàëëèçàöèè ìíîãîêîìïî�íåíòíûõ ñèñòåì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âëèÿíèå íåòîëüêî îñíîâíîãî êîìïîíåíòà ðàñòâîðåííûõ ïðèìå�ñåé, íî è âñåõ îñòàëüíûõ (îñîáåííî, åñëè ñðåäè íèõìîæíî âûäåëèòü äîìèíèðóþùèé êîìïîíåíò). Òàêàÿñèòóàöèÿ õàðàêòåðíà äëÿ îãðîìíîãî ÷èñëà ïðîöåñ�ñîâ, ïðîòåêàþùèõ êàê â ëàáîðàòîðíûõ, òàê è â åñòå�ñòâåííûõ óñëîâèÿõ. Ê èõ ÷èñëó, íàïðèìåð, îòíîñÿòñÿïðîöåññû ðîñòà êðèñòàëëîâ [25℄, ëèòüÿ ìåòàëëîâ [26℄,çàòâåðäåâàíèÿ ìàãìû [27�29℄. Ïðîñòåéøèì ïðèìå�ðîì òàêèõ ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ êðèñòàëëèçàöèÿ õè�ìè÷åñêè ðàçëè÷èìûõ òðåõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì, âêîòîðûõ îäèí êîìïîíåíò ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ âêà÷åñòâå ïðèìåñè ê áèíàðíîé ñèñòåìå. Â íåäàâíîïðîâåäåííûõ ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðèìåíòàõ [30℄ ïîêðèñòàëëèçàöèè äâóõ ñîëåé, ðàñòâîðåííûõ â âîäå,áûëà âûÿâëåíà ðîëü ïðèñóòñòâèÿ â ñèñòåìå ìàëîãîêîëè÷åñòâà îäíîé èç ñîëåé (äëÿ óñòðàíåíèÿ êîíâåê�öèè â ñèñòåìå åå îõëàæäåíèå ïðîâîäèëîñü ñî ñòîðî�íû íèæíåé ãðàíèöû). Íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ

äàííûõ ýòîé ðàáîòû, ãäå íàáëþäàëàñü êðèñòàëëèçà�öèÿ ñ äâóìÿ îáëàñòÿìè �àçîâîãî ïåðåõîäà (äâóõ�àç�íûìè çîíàìè), ðàçâèòà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òà�êèõ ïðîöåññîâ ïðè íàëè÷èè ïðîèçâîëüíîé çàâèñèìî�ñòè òåìïåðàòóðû �àçîâîãî ïåðåõîäà îò êîíöåíòðà�öèé ðàñòâîðåííûõ êîìïîíåíòîâ è ïîñòðîåíî åå àíà�ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå.2. ÔÀÇÎÂÀß ÄÈÀ��ÀÌÌÀ Ï�ÎÖÅÑÑÀÍà ðèñ. 1 ïîêàçàí âèä �àçîâîé äèàãðàììû ïîäàííûì ðàáîòû [31℄ (äëÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñè�ñòåì �àçîâàÿ äèàãðàììà ìîæåò èìåòü è áîëåå ñëîæ�íûé âèä [32, 33℄, âêëþ÷àÿ, íàïðèìåð, èíòåðìåòàëëè�÷åñêèå �àçû, òî÷êè ïåðèòåêòèêè è ýâòåêòèêè). Îáî�çíà÷èì ÷åðåç B è C êîíöåíòðàöèè âåùåñòâ, ðàñòâî�ðåííûõ â ðàñòâîðèòåëå A (A +B + C = 1). Êàæäàÿâåðòèêàëüíàÿ ñòîðîíà �àçîâîé äèàãðàììû òðåõêîì�ïîíåíòíîé ñèñòåìû îïèñûâàåò �àçîâóþ äèàãðàììóáèíàðíîé ñìåñè (TM � òåìïåðàòóðà �àçîâîãî ïå�ðåõîäà ÷èñòîãî âåùåñòâà A, òî÷êà ýâòåêòèêè EABáèíàðíîé ñèñòåìû èìååò òåìïåðàòóðó TABE è êîí�öåíòðàöèþ ïðèìåñè BABE ). Êðèâûå ëèêâèäóñ, ïðîõî�äÿùèå â êàæäîé èç òðåõ âåðòèêàëüíûõ ïëîñêîñòåé,îãðàíè÷èâàþò òðè ïîâåðõíîñòè ëèêâèäóñ, ïåðåñå÷å�íèå êîòîðûõ îáðàçóåò òðè êðèâûõ êîòåêòèêè. Ýòèêðèâûå âûõîäÿò èç òî÷åê ýâòåêòèêè áèíàðíûõ ñè�ñòåì (íàïðèìåð, èç òî÷êè EAB) è, ïåðåñåêàÿñü, äà�þò òî÷êó ýâòåêòèêè òðîéíîé ñèñòåìû. Ýòîé òî÷êåñîîòâåòñòâóþò òåìïåðàòóðà TE è êîíöåíòðàöèè êîì�
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�èñ. 1. Ôàçîâàÿ äèàãðàììà òðåõêîìïîíåíòíîé ñè-ñòåìû. Êàæäûé óãîë �àçîâîé äèàãðàììû ñîîòâåò-ñòâóåò ÷èñòîìó âåùåñòâó A, B èëè C943



Ä. Â. Àëåêñàíäðîâ, À. À. Èâàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 5, 2009ïîíåíòîâ AE , BE è CE (áîëåå ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå�àçîâûõ äèàãðàìì òðåõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì ìîæ�íî íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðà�èè [34℄). Ïóñòü âíåêîòîðûé ìîìåíò òðåõêîìïîíåíòíàÿ ñèñòåìà íàõî�äèòñÿ â òî÷êå P �àçîâîé äèàãðàììû. Îõëàæäåíèåñèñòåìû ïðèâîäèò ê �àçîâîìó ïåðåõîäó âåùåñòâà Aèç æèäêîãî ñîñòîÿíèÿ â òâåðäîå, ïðè ýòîì ðàñòâî�ðåííûå â íåì ïðèìåñè áóäóò âûòåñíÿòüñÿ ðàñòóùåéòâåðäîé �àçîé â æèäêóþ ÷àñòü ñèñòåìû. Ýòî ïðèâî�äèò ê ïîâûøåíèþ êîíöåíòðàöèé îáîèõ êîìïîíåíòîâïåðåä ãðàíèöåé �àçîâîãî ïåðåõîäà è, ñîîòâåòñòâåí�íî, ê ïîíèæåíèþ òåìïåðàòóðû �àçîâîãî ïðåâðàùå�íèÿ. Êàê ñëåäñòâèå, ñèñòåìà ïðåòåðïåâàåò äâèæåíèåïî ïëîñêîñòè ëèêâèäóñ �àçîâîé äèàãðàììû èç òî÷�êè P â íàïðàâëåíèè íåêîòîðîé òî÷êè S, íàõîäÿùåé�ñÿ íà êðèâîé êîòåêòèêè. Â ýòî âðåìÿ çàòâåðäåâàþ�ùàÿ ñèñòåìà ñîäåðæèò îäíó óïîìÿíóòóþ îáëàñòü �à�çîâîãî ïðåâðàùåíèÿ âåùåñòâà A, íàçûâàåìóþ îñíîâ�íîé äâóõ�àçíîé çîíîé. Ïðè äîñòèæåíèè êðèâîé êî�òåêòèêè, â òî÷êå S �àçîâûé ïåðåõîä íà÷èíàåò ïðå�òåðïåâàòü êîìïîíåíò B. Äàëüíåéøèé ïóòü ñèñòåìûíà �àçîâîé äèàãðàììå ñîîòâåòñòâóåò åå äâèæåíèþèç òî÷êè S â òî÷êó E âäîëü ëèíèè êîòåêòèêè, ïðèýòîì â ñèñòåìå ñóùåñòâóþò óæå äâå îáëàñòè �àçîâî�ãî ïåðåõîäà � îñíîâíàÿ äâóõ�àçíàÿ çîíà (ñóùåñòâó�þùàÿ íà ïóòè P �S �E) è êîòåêòè÷åñêàÿ äâóõ�àç�íàÿ çîíà, ãäå èç æèäêîãî ñîñòîÿíèÿ â òâåðäîå ïåðåõî�äÿò âåùåñòâà A è B (ñóùåñòâóþùàÿ íà ïóòè S�E).Ïðè äîñòèæåíèè ñèñòåìîé òî÷êè E �îðìèðóåòñÿ ýâ�òåêòè÷åñêîå òâåðäîå òåëî, ñîñòîÿùåå èç êîìïîíåíòA, B è C.Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ëèêâèäóñ, ïðîõîäÿùåé÷åðåç òî÷êó TM óãëà BAC �àçîâîé äèàãðàììû, çà�äàäèì â âèäå èçâåñòíîé �óíêöèè òåìïåðàòóðû �à�çîâîãî ïåðåõîäà Tp â îñíîâíîé äâóõ�àçíîé çîíå îòêîíöåíòðàöèé B è C:T = Tp = F (B;C): (1)Ëèíèþ êîòåêòèêè, íà êîòîðîé ëåæèò ó÷àñòîê S�E,çàäàäèì â âèäå òàêæå èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè òåìïå�ðàòóðû �àçîâîãî ïåðåõîäà (íî óæå â êîòåêòè÷åñêîéäâóõ�àçíîé çîíå) îò êîíöåíòðàöèé:T = T 
p = F 
1 (B) = F 
2 (C): (2)Çäåñü ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî B è C çàâèñÿò îò êî�îðäèíàò è âðåìåíè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé F ,F 
1 è F 
2 íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû èêîíöåíòðàöèé êîìïîíåíòîâ B è C â íåñêîëüêèõ òî÷�êàõ �àçîâîé äèàãðàììû. Òàê, íàïðèìåð, â ñëó÷àåèñïîëüçîâàíèÿ ëèíåéíûõ �óíêöèé (ñì. ðàáîòó [31℄)

Tp = TM +mBB +mCC;T 
p = �m
B(B �BE) + TE = �m
CC + TABE (3)äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîý��èöèåíòîâ íàêëîíà ëèíèéëèêâèäóñ äîñòàòî÷íî çíàòü òðè òî÷êè: (B = 0,C = 0, T = TM , ãäå TM � òåìïåðàòóðà ïëàâëåíèÿ),(B = BABE , C = 0, T = TABE , ãäå TABE � òåìïåðàòó�ðà ýâòåêòèêè áèíàðíîé ñèñòåìû), (B = BE , C = CE ,T = TE , ãäå TE � òåìïåðàòóðà ýâòåêòèêè òðåõêîìïî�íåíòíîé ñèñòåìû). Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü ýòè çíà÷åíèÿâ âûðàæåíèå (3), íàõîäèì âñå ÷åòûðå êîý��èöèåíòàíàêëîíà ëèêâèäóñ:mB = TABE � TMBABE ; mC = �m
C �1 + mBm
B� ;m
B = TABE � TEBE �BABE ; m
C = TABE � TECE :Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îïðåäåëåíèÿ ââåäåííûõ �óíê�öèé â ïðîèçâîëüíîì ñëó÷àå ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ èí��îðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû è êîíöåíòðà�öèé ïðèìåñè â áîëüøåì êîëè÷åñòâå òî÷åê.3. ÇÀÄÀ×À ÑÒÅÔÀÍÀ È ÅÅÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÎÅ �ÅØÅÍÈÅ�àññìîòðèì ïðîöåññ íàïðàâëåííîé êðèñòàëëèçà�öèè òðåõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû îò îõëàæäàåìîé ãðà�íèöû z = 0 (ðèñ. 2). Ïîääåðæèâàåìàÿ íà íåé òåì�ïåðàòóðà T0, ìåíüøàÿ òåìïåðàòóðû TE ýâòåêòèêè

��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������

��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������

����������������������������

�����
�����
�����
�����
�����
�����

�����
�����
�����
�����
�����
�����

����
����
����
����
����
����

����
����
����
����
����
����������

������
������
������
������
������

������
������
������
������
������
������

IIIIIIIV A B C BA A
0

z z = hp(t)z = h
(t)z = he(t)'B = 'C = 0'C = 0� = 0�èñ. 2. Ñõåìàòè÷åñêàÿ äèàãðàììà ïðîöåññà êðè-ñòàëëèçàöèè òðåõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû âäîëü ïðî-ñòðàíñòâåííîé îñè z: I � æèäêîñòü, II � îñíîâíàÿäâóõ�àçíàÿ çîíà, III � êîòåêòè÷åñêàÿ äâóõ�àçíàÿçîíà, IV � òâåðäàÿ �àçà, hp, h
 è he � ìåæ�àçíûåãðàíèöû. Çàøòðèõîâàííûå îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþòêîëè÷åñòâó òâåðäîé �àçû êîìïîíåíòîâ A, B è C944



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 5, 2009 Çàäà÷à Ñòå�àíà çàòâåðäåâàíèÿ òðåõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì : : :òðîéíîé ñèñòåìû, îáåñïå÷èâàåò �îðìèðîâàíèå ÷åòû�ðåõ îáëàñòåé [30℄: ÷èñòî òâåðäîé è æèäêîé �àç, êî�òåêòè÷åñêîé è îñíîâíîé äâóõ�àçíûõ çîí, ïîñëåäíèåèç êîòîðûõ îòâåòñòâåííû çà �àçîâîå ïðåâðàùåíèåêîìïîíåíòîâ A è B. Ýòè ÷åòûðå îáëàñòè ðàçäåëåíûòðåìÿ ïîäâèæíûìè ãðàíèöàìè hp(t), h
(t) è he(t)(ðèñ. 2).Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòà òåìïå�ðàòóðíîå ïîëå â äâóõ�àçíûõ çîíàõ è òâåðäîé �à�çå ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíîé �óíêöèåé ïðî�ñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû z [30℄. Â çàäà÷àõ òàêî�ãî òèïà ýòî âñòðå÷àåòñÿ äîâîëüíî ÷àñòî (ñì., íàïðè�ìåð, [35, 36℄) è îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî âðåìÿ ðåëàê�ñàöèè òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâìåíüøå âðåìåíè ðåëàêñàöèè äè��óçèîííûõ ïîëåéè âðåìåíè äâèæåíèÿ ìåæ�àçíûõ ãðàíèö. Ïîýòîìóòåìïåðàòóðíîå ïîëå â îñíîâíîé äâóõ�àçíîé çîíå ïðèh
(t) < z < hp(t) áóäåì ñ÷èòàòü ëèíåéíîé �óíêöèåé:T (z; t) = T1(t) + T2(t)z; (4)ãäå T1 è T2, îïðåäåëÿåìûå ðåøåíèåì çàäà÷è, â îá�ùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò âðåìåíè.Êîíöåíòðàöèîííîå ïîëå â îñíîâíîé äâóõ�àçíîéçîíå áóäåì îïèñûâàòü óðàâíåíèÿìè Øåéëà [37℄��t ((1� 'A)B) = 0; ��t ((1� 'A)C) = 0; (5)ÿâëÿþùèìèñÿ õîðîøèì ïðèáëèæåíèåì ìíîãèõ ýêñ�ïåðèìåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [5; 38; 39℄) âñëåä�ñòâèå òîãî, ÷òî â òàêèõ ñèòóàöèÿõ äâèæåíèå ïðèìåñèïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò äè��óçèîííîãî ïîòîêàà, â îñíîâíîì, îïðåäåëÿåòñÿ åå âûòåñíåíèåì ðàñòó�ùåé òâåðäîé �àçîé (çäåñü 'A(z; t) îáîçíà÷àåò äîëþòâåðäîé �àçû êîìïîíåíòà A â îñíîâíîé äâóõ�àçíîéçîíå). Â òàêèõ ïðîöåññàõ, âñòðå÷àþùèõñÿ â ìåòàë�ëóðãèè [5, 30, 38℄ è ãåî�èçèêå [24, 40℄, ÷àñòî âîç�íèêàåò äîâîëüíî ïðîòÿæåííàÿ îáëàñòü äâóõ�àçíîãîñîñòîÿíèÿ âåùåñòâà ñ äîëåé òâåðäîé �àçû áëèçêîéê åäèíèöå è óçêèé ñëîé ïîëíîñòüþ êðèñòàëëèçîâàí�íîé òâåðäîé �àçû âñëåäñòâèå îáðàçîâàíèÿ îáëàñòåéñ âûñîêèì ñîäåðæàíèåì ïðèìåñè, êîòîðûå íå ïðå�òåðïåâàþò �àçîâîãî ïåðåõîäà â ñèëó áîëåå íèçêîéòåìïåðàòóðû ïîñëåäíåãî.Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (5) îïðåäåëÿåò êîí�öåíòðàöèîííûå ðàñïðåäåëåíèÿ â îñíîâíîé äâóõ�àç�íîé çîíå êàê íåÿâíûå �óíêöèè ïðîñòðàíñòâåííîé êî�îðäèíàòû è âðåìåíè:B(z; t) = Bpb1� 'A ; C(z; t) = Cpb1� 'A ; (6)èç êîòîðûõ ñëåäóåò, ÷òî â ëþáîé òî÷êå ðàññìàòðèâà�åìîé äâóõ�àçíîé çîíû C=B = Cpb=Bpb (ïîñòîÿííûå

Bpb è Cpb ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ B è C íàãðàíèöå z = hp(t), ãäå 'A = 0).Ïîäñòàíîâêà ðàñïðåäåëåíèé (4) è (6) â óðàâíå�íèå (1), çàäàþùåå ïîâåðõíîñòü ëèêâèäóñ, îïðåäå�ëÿåò ðàñïðåäåëåíèå äîëè òâåðäîé �àçû 'A, êîòî�ðàÿ ëåãêî âûðàæàåòñÿ â âèäå îáðàòíîé �óíêöèèz = z('A; t):T1 + T2z = F � Bpb1� 'A ; Cpb1� 'A� � G('A): (7)Çàìåòèì, ÷òî çäåñü îïóùåíà çàâèñèìîñòü îò ïîñòî�ÿííûõ Bpb è Cpb.Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî äè��óçèîííûå ðàñïðåäåëå�íèÿ â æèäêîé �àçå ïðè z > hp ïðåäñòàâëÿþò ñî�áîé ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ [30℄ (à ýòî õà�ðàêòåðíî íå òîëüêî äëÿ äàííîãî ýêñïåðèìåíòà, ñì.òàêæå [24, 40℄), çàïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèz = hp(t) â âèäå [24℄(Bpb �B1)dhpdt = �DB �B�z ;(Cpb � C1)dhpdt = �DC �C�z ; (8)ãäå B1 è C1 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ B è C âæèäêîé �àçå âäàëè îò ãðàíèöû hp, à DB è DC � êî�ý��èöèåíòû äè��óçèè âåùåñòâ B è C. Ó÷èòûâàÿòåïåðü ïðîïîðöèîíàëüíîñòü C è B, ïîñëå äåëåíèÿ ñî�îòíîøåíèé (8) äðóã íà äðóãà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèåìåæäó ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè êîíöåíòðàöèé:Cpb = DBpbC1Bpb(D � 1) +B1 ; D = DBDC : (9)Âûðàæåíèå (9) óïðîùàåòñÿ è èìååò âèä óæå ïî�ëó÷åííîãî âûøå ïðàâèëà äëÿ îòíîøåíèÿ B=C âñëó÷àå ñîâïàäàþùèõ êîý��èöèåíòîâ äè��óçèè(Cpb=Bpb = C1=B1).Ó÷èòûâàÿ, ÷òî�B�z = Bpb(1� 'A)2 �'A�z ;�C�z = Cpb(1� 'A)2 �'A�z ; (10)èç âûðàæåíèé (7) è (8) íàõîäèì çàâèñèìîñòü ìåæ�äó ãðàäèåíòîì òåìïåðàòóðû è ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿãðàíèöû ìåæäó îñíîâíîé äâóõ�àçíîé çîíîé è æèä�êîñòüþ: T2(t) = B1 �BpbDBBpb � dGd'A�'A=0 dhpdt : (11)Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî òåìïåðàòóðà Tpb íà ãðàíè�öå z = hp(t) ñî âðåìåíåì ïðàêòè÷åñêè íå èçìåíÿåò�8 ÆÝÒÔ, âûï. 5 945



Ä. Â. Àëåêñàíäðîâ, À. À. Èâàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 5, 2009ñÿ [30℄, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè â æèä�êîñòè ïðè z > hp(t) ïðåäñòàâèì â âèäåTl(z; t) = T1 + (Tpb � T1) erf
 �z=p4�t �erf
 �hp=p4�t � ; (12)ãäå � � êîý��èöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè æèä�êîñòè.Ïðèðàâíèâàÿ òåïåðü òåìïåðàòóðíûå ãðàäèåíòû,îïðåäåëÿåìûå ðàñïðåäåëåíèÿìè (4) è (12) ïðèz = hp(t), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó Bpb è hp(Tpb = G(0)):(T1 �G(0))DBBpbp��t == erf
� hpp4�t� exp h2p4�t!� dGd'A�'A=0 dhpdt : (13)Ýòî óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò äðóãèõ íåèçâåñòíûõ âñèëó òîãî, ÷òî G(0) è dG=d'A ïðè 'A = 0 çàâèñÿòòîëüêî îò ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ êîíöåíòðàöèè ïðè�ìåñè Bpb ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (7) è (9).Óðàâíåíèÿ ìàññîïåðåíîñà â äâóõ�àçíîé çîíå êî�òåêòèêè he(t) < z < h
(t) [31℄ òàêæå çàïèøåì â �îð�ìå Øåéëà��t (�B) + �'B�t = 0; ��t (�C) = 0; (14)ãäå äîëÿ æèäêîé �àçû �(z; t) = 1�'A(z; t)�'B(z; t).Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (14) äàåò êîíöåíòðàöè�îííûå ðàñïðåäåëåíèÿ â çîíå êîòåêòèêè:B(z; t) = B
b(1� '�A
 � '�B
) + '�B
 � 'B1� 'A � 'B ; (15)C(z; t) = C
b(1� '�A
 � '�B
)1� 'A � 'B ; (16)ãäå B
b è C
b � çíà÷åíèÿ B è C íà ãðàíèöå z = h
, à'�A
 è '�B
 � çíà÷åíèÿ äîëåé 'A è 'B , âû÷èñëÿåìûåíà ëåâîé ñòîðîíå ýòîé ãðàíèöû.Ïðèðàâíèâàÿ îòíîøåíèÿ êîíöåíòðàöèé íà ãðàíè�öå z = hp è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûðàæåíèå (9),íàõîäèì ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå C
b, çàâèñÿùåå òîëüêîîò B
b è Bpb: C
b = DB
bC1Bpb(D � 1) +B1 : (17)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåìïåðàòóðíîå ïîëå â çîíå êî�òåêòèêè îïèñûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì (7) ñ íåèçìåí�íûìè êîý��èöèåíòàìè T1 è T2 (ñì. [30℄), ÷òî, êàê è

ðàíåå, îáúÿñíÿåòñÿ áûñòðîé ðåëàêñàöèåé òåìïåðàòó�ðû. Ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (1) è (7) ïðè z = h
(t),ñ ó÷åòîì �îðìóëû (17) èìååìF (B
b; C
b) � f(B
b; Bpb) = T1 + T2h
(t):Ó÷èòûâàÿ òåïåðü, ÷òî T1 = Tpb � T2hp(t) = G(0) ��T2hp(t) (ýòî ñëåäóåò èç ïîäñòàíîâêè óðàâíåíèÿ (7)â ãðàíè÷íóþ òî÷êó z = hp), èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøå�íèÿ îïðåäåëÿåì êîîðäèíàòó ãðàíèöû ðàçäåëà äâóõ��àçíûõ çîí:h
(t) = hp(t) + f(B
b; Bpb)�G(0)T2(t) : (18)Äàëåå, ïðèðàâíèâàÿ òåìïåðàòóðó ê òåìïåðàòóðåêîòåêòèêè (2) íà ãðàíèöå z = h
(t) ñ ó÷åòîì �îðìó�ëû (17), ïîëó÷àåì äâà óðàâíåíèÿ:f(B
b; Bpb) = T 
1 (B
b);f(B
b; Bpb) = T 
2 (C
b) = T 
2 (B
b; Bpb): (19)Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòüB
b = B
b(Bpb), à âòîðîå îïðåäåëÿåò �óíêöèþT 
2 äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â �îðìó�ëå (2).Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü z = h
(t) â ðàñïðåäåëåíèåòåìïåðàòóðû â îñíîâíîé äâóõ�àçíîé çîíå è ó÷è�òûâàÿ âûðàæåíèå (18), íàéäåì óðàâíåíèå, îïðåäå�ëÿþùåå ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå äîëè òâåðäîé �àçû'A = '+A
 ñïðàâà îò ãðàíèöû ìåæäó äâóõ�àçíûìèçîíàìè: f(B
b; Bpb) � f1(Bpb) = G('+A
): (20)Îòñþäà âèäíî, ÷òî '+A
 çàâèñèò òîëüêî îò ãðàíè÷íî�ãî çíà÷åíèÿ Bpb.�àñïðåäåëåíèÿ äîëåé 'A è 'B â çîíå êîòåêòèêèëåãêî íàõîäÿòñÿ â âèäå îáðàòíûõ �óíêöèé èç ðàâåí�ñòâà âûðàæåíèé (2) è (4) âî âñåõ òî÷êàõ ýòîé îáëà�ñòè: T1 + zT2 = F 
1 ('A; 'B);T1 + zT2 = F 
2 ('A; 'B); (21)ãäå ïðè çàïèñè ïðàâûõ ÷àñòåé ó÷òåíû âûðàæåíèÿ(15) è (16), à òàêæå îïóùåíà çàâèñèìîñòü îò âñåõïîñòîÿííûõ.Òåìïåðàòóðíîå ïîëå â òâåðäîé �àçå ïðè 0 < z << he(t), êàê è ðàíåå, ïðåäñòàâèì âûðàæåíèåì (4):T (z; t) = T1+T2z = T0+TE�T0he(t) z; T1+heT2 = TE ;îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîhe(t) = TE � T1T2 = hp(t) + TE �G(0)T2 : (22)946



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 5, 2009 Çàäà÷à Ñòå�àíà çàòâåðäåâàíèÿ òðåõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì : : :Ó÷èòûâàÿ òåïåðü ðàâåíñòâî TE � T0 = T2he, íàõî�äèì êîîðäèíàòó äâèæåíèÿ ãðàíèöû ìåæäó òâåðäîé�àçîé è çîíîé êîòåêòèêè:he(t) = TE � T0G(0)� T0hp(t): (23)Äàëåå, ïðèðàâíèâàÿ âûðàæåíèÿ (22) è (23) è ó÷è�òûâàÿ òåìïåðàòóðíûé ãðàäèåíò (11), ïîëó÷àåì äè���åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöûhp(t). Èíòåãðèðóÿ ýòî óðàâíåíèå, áóäåì èìåòühp(t) =q�2pt+ h2p(0);�p =s 2(G(0)� T0)DBBpb(B1 �Bpb)(dG=d'A)'A=0 : (24)Ó÷èòûâàÿ òåïåðü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå�ìåíè hp = 0, èç óðàâíåíèé (18), (23) è (24) ïîëó÷àåìêîîðäèíàòû äâèæóùèõñÿ ãðàíèö:he(t) = �ept; h
(t) = �
pt; hp(t) = �ppt; (25)ãäå �e = �p TE � T0G(0)� T0 ;�
 = �p + 2(f(B
b; Bpb)�G(0))DBBpb(B1 �Bpb)�p(dG=d'A)'A=0 :Âûðàæåíèÿ (25) ïîêàçûâàþò, ÷òî çàêîíû äâèæå�íèÿ âñåõ ìåæ�àçíûõ ãðàíèö îáëàäàþò õàðàêòåðíîéîñîáåííîñòüþ� ïðîïîðöèîíàëüíîñòüþ êâàäðàòíîìóêîðíþ èç âðåìåíè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîìàâòîìîäåëüíûõ ïðîöåññîâ.Êîìáèíèðóÿ òåïåðü âûðàæåíèÿ (13) è (25), ïî�ëó÷àåì òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëå�íèÿ ïîñòîÿííîé Bpb, ÷åðåç êîòîðóþ âûðàæàþòñÿ âñåîñòàëüíûå íåèçâåñòíûå â ñîîòâåòñòâèè ñ íàéäåííûìâûøå ðåøåíèåì. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèéáóäåì èìåòü2(T1 �G(0))DBBpb(B1 �Bpb)p���p == erf
� �pp4�� exp �2p4�!� dGd'A�'A=0 : (26)�ðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ '�A
 è '�B
 îïðåäåëÿþòñÿ èçïîãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè z = h
(t) (îáñóæäåíèå ñì.â ðàáîòå [31℄):dh
dt �B('A)+� + (B � 1)('B)+�� = DB ���B�z �+� ;dh
dt C ['A + 'B ℄+� = DC ���C�z �+� ;

ãäå (: : : )+� îáîçíà÷àåò ñêà÷îê ñîîòâåòñòâóþùåé âåëè�÷èíû ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó; � = 1�'+A
 ñïðà�âà îò ãðàíèöû z = h
(t), � = 1 � '�A
 � '�B
 ñëåâàîò ýòîé ãðàíèöû. Âû÷èñëÿÿ òåïåðü ïðîèçâîäíûå âïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ ðàâåíñòâ ñ ïîìîùüþ âûðàæå�íèé (7), (10) è (2), (4), ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (11)è (25), íàõîäèì èñêîìûå ïîãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ äî�ëåé òâåðäîé �àçû:'�A
 = x� '�B
; '�B
 = 1x1 �Bpbx2 �� 1�x(dF 
1 =dB)B
b �B
b('+A
 � x)x1� ; (27)ãäå x = 1 + (DC
bx1'+A
 � Cpbx2)(dF 
2 =dC)C
b1 +DC
bx1(dF 
2 =dC)C
b ;x1 = �
Bpb�p(B1 �Bpb)(dG=d'A)'A=0 ;x2 = (1� '+A
)�1� dGd'A��1'+A
 ;à íèæíèå èíäåêñû ó ïðîèçâîäíûõ óêàçûâàþò òî÷êèèõ âû÷èñëåíèÿ.�ðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ äîëåé '+Ae è '+Be ñïðàâà îòãðàíèöû ìåæäó òâåðäîé �àçîé è çîíîé êîòåêòèêèîïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè (21) ïðè z = he(t) (ñïå�öèàëüíî îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ëþáîé èç ãðà�íèö íà T2 íå çàâèñèò îò âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèè ñâûðàæåíèÿìè (11) è (25)), à ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ äî�ëåé '�Be è '�Ce ('�Ae = 1� '�Be � '�Ce) ñëåâà îò ýòîéãðàíèöû íàõîäÿòñÿ èç ïîãðàíè÷íûõ óñëîâèé áàëàí�ñà ìàññû [30℄:dhedt �BE('A)+� + (BE � 1)('B)+� +BE('C)+�� == DB ���B�z �+� ;dhedt �CE('A)+� + CE('B)+� + (CE � 1)('C)+�� == DC ���C�z �+� ;ãäå � = 1� '+Ae � '+Be ñïðàâà îò ãðàíèöû z = he(t),� = 0 ñëåâà îò íåå.Âû÷èñëÿÿ ãðàäèåíòû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ âûðà�æåíèé ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (2) è (4) è ó÷èòûâàÿâûðàæåíèÿ (11) è (25), çàïèøåì ðåçóëüòàò â âèäå'�Be = '+Be + (1� '+Ae � '+Be)�� �BE + q(dT 
1=dB)BE � ; (28)947 8*



Ä. Â. Àëåêñàíäðîâ, À. À. Èâàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 5, 2009'�Ce = (1� '+Ae � '+Be)�� �CE + qD(dT 
2=dC)CE � ; (29)ãäå q = (B1 �Bpb)�pBpb�e � dGd'A�'A=0 :Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è Ñòå�àíà, îïè�ñûâàþùåé çàòâåðäåâàíèå òðåõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåìïðè íàëè÷èè äâóõ äâèæóùèõñÿ îáëàñòåé �àçîâî�ãî ïåðåõîäà, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèÿìè(1), (2), (4), (6), (9), (11), (12), (15)�(17), (19)�(21) è(24)�(29). Ñïåöèàëüíî îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàííûéâ ðàáîòå ëèíåéíûé ïðî�èëü òåìïåðàòóðû â òâåðäîé�àçå è äâóõ�àçíûõ çîíàõ, êàê óæå áûëî óïîìÿíóòî,äîâîëüíî ÷àñòî ðåàëèçóåòñÿ â ëàáîðàòîðíûõ è ïîëå�âûõ íàáëþäåíèÿõ, õàðàêòåðåí äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõïðîöåññîâ è èìååò ïðîñòîå �èçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå.Âòîðîå òåîðåòè÷åñêîå óïðîùåíèå � èñïîëüçîâàíèåóðàâíåíèé Øåéëà, îáúÿñíåííîå âûøå, � â ïðèíöè�ïå, ìîæåò íå èñïîëüçîâàòüñÿ. Òàê, â ðàáîòå [41℄ áûëðàññìîòðåí ñïîñîá èíòåãðèðîâàíèÿ äè��óçèîííûõóðàâíåíèé (ñ ó÷åòîì îïóùåííîãî â óðàâíåíèÿõ Øåé�ëà äè��óçèîííîãî ïîòîêà), ïðèâîäÿùèé ê áîëåå ãðî�ìîçäêèì âûðàæåíèÿì, íî ïî ñóòè íå âëèÿþùèé íàïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì îáñòîÿ�òåëüñòâîì, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì äîìè�íèðóþùèì �àêòîðîì ÿâëÿåòñÿ âûòåñíåíèå ïðèìåñèðàñòóùåé òâåðäîé �àçîé, à åå äè��óçèîííûé îòâîäïðîèñõîäèò íàìíîãî ìåäëåííåå. Ïðè íåîáõîäèìîñòèó÷åò äè��óçèîííîãî ïîòîêà ìîæåò áûòü ïðîâåäåíïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé [41℄.Êàê óæå îòìå÷àëîñü âûøå, ëèíåéíûå �óíêöèèëèêâèäóñ (3) íå âñåãäà óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñû�âàþò äàííûå ýêñïåðèìåíòà. Äëÿ ìíîãèõ ïðîöåññîâ,âñòðå÷àþùèõñÿ â ìåòàëëóðãèè è ãåî�èçèêå, íàáëþ�äàåòñÿ îòêëîíåíèå îò òàêèõ ëèíåéíûõ çàâèñèìîñòåé(ñì., íàïðèìåð, [30, 42℄). Ïðîñòåéøèì ó÷åòîì ýòèõîòêëîíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå êâàäðàòè÷íûìèóðàâíåíèÿìè ëèêâèäóñ. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ðàññìàò�ðèâàåìûõ òðîéíûõ ñèñòåì âìåñòî óðàâíåíèé (3)ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè:Tp = F (B;C) = TM +mBB +mCC + nBB2 ++ nCC2 + nBCBC = G('A); (30)T 
p = F 
1 (B) == �m
B(B �BE) + TE + n
B(B �BE)2; (31)T 
p = F 
2 (C) = �m
CC + TABE + n
CC2; (32)

ãäå nB , nC , nBC , n
B è n
C � êâàäðàòè÷íûå êîý���èöèåíòû ïîâåðõíîñòè ëèêâèäóñ (ïðè çàïèñè ïî�ñëåäíåãî ðàâåíñòâà (30) ó÷òåíû ñîîòíîøåíèÿ (6)).Â ýòîé ñèòóàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äîëåé òâåðäîé �à�çû 'A(z; t) è 'B(z; t) â îñíîâíîé è êîòåêòè÷åñêîéäâóõ�àçíûõ çîíàõ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè êâàäðàò�íûõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåìûõ ïðè ïîäñòàíîâêå ÿâíûõçàâèñèìîñòåé G('A), F 
1 (B) è F 
2 (C) â óðàâíåíèÿ (7)è (21), à ïîãðàíè÷íîå çíà÷åíèå '+A
 îïðåäåëÿåòñÿ èçêâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ (20). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òðåõêîý��èöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ (30)�(32),êàê è â ëèíåéíîì ñëó÷àå èìååì òðè òî÷êè � òî÷�êó ïëàâëåíèÿ, òî÷êó ýâòåêòèêè áèíàðíîé ñèñòåìûè òî÷êó ýâòåêòèêè òðîéíîé ñèñòåìû. Îñòàëüíûå êî�ý��èöèåíòû äîëæíû îïðåäåëÿòüñÿ èç äîïîëíèòåëü�íûõ èçìåðåíèé.4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÍà ðèñ. 3�5 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ äîëèòâåðäîé �àçû, êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè è äèíà�ìèêà ìåæ�àçíûõ ãðàíèö äëÿ ñîëåâîãî ðàñòâîðàH2O�KNO3�NaNO3, òåïëî�èçè÷åñêèå õàðàêòåðè�ñòèêè êîòîðîãî ïðèâåäåíû â òàáë. 1 ðàáîòû [31℄.Äàííûé ðàñòâîð èñïîëüçîâàëñÿ â êà÷åñòâå ðàáî÷åãîâåùåñòâà ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè çàòâåðäåâàíèÿòðåõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì â ðàáîòå [30℄ (ýêñïåðè�ìåíò 7, C1 = 15:2 âåñ.% NaNO3, B1 = 3:5 âåñ.%KNO3). �àñ÷åòû, ïðîâåäåííûå íà îñíîâå ðàçâèâà�åìîé òåîðèè, ó÷èòûâàþò îòêëîíåíèå îò ëèíåéíîé�àçîâîé äèàãðàììû ñ ïîìîùüþ îñíîâíîãî ïî
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�èñ. 3. �àñïðåäåëåíèå äîëè òâåðäîé �àçû â äâóõ-�àçíûõ çîíàõ â ìîìåíò âðåìåíè t = 105 ñ. Âåðòè-êàëüíàÿ ëèíèÿ ïîêàçûâàåò ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàç-äåëà äâóõ�àçíûõ çîí. Îáëàñòè I è II ïðåäñòàâëÿ-þò ñîáîé ñîîòâåòñòâåííî êîòåêòè÷åñêóþ è îñíîâíóþäâóõ�àçíûå çîíû948



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 5, 2009 Çàäà÷à Ñòå�àíà çàòâåðäåâàíèÿ òðåõêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì : : :Lt = 
onst
ON P

K
1058 � 1046 � 104t; 
 42 6 8z; ñì 024

6Mz = 
onst B; âåñ.%I II

�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè êîìïîíåíòà B, ñî-îòâåòñòâóþùåãî KNO3, îò êîîðäèíàòû è âðåìåíè âêîòåêòè÷åñêîé (I) è îñíîâíîé (II) äâóõ�àçíûõ çîíàõ.Òî÷êè N , O, P è K, L, M ïðèíàäëåæàò ïëîñêîñòÿìt = 5 � 104 ñ è t = 105 ñ
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�èñ. 5. Çàâèñèìîñòè êîîðäèíàò ìåæ�àçíûõ ãðàíèöîò âðåìåíè (ñèìâîëàìè ïîêàçàíû ýêñïåðèìåíòàëü-íûå äàííûå ðàáîòû [30℄)ïîðÿäêó ìàëîñòè ñëàãàåìîãî â ñîîòíîøåíèè (30),ïðîïîðöèîíàëüíîãî C2 (ïðè ýòîì nB = 0, nBC = 0,n
B = 0, n
C = 0, à nC = �0:68 ãðàä./(âåñ.%)2îïðåäåëÿëñÿ èç ýêñïåðèìåíòàëüíî èçâåñòíîé òåì�ïåðàòóðû �àçîâîãî ïåðåõîäà Tpb = �6:3 ÆÑ íàãðàíèöå z = hp(t) [30℄). Íà ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî äîëÿòâåðäîé �àçû óáûâàåò ñ ðîñòîì ïðîñòðàíñòâåííîéêîîðäèíàòû êàê â êîòåêòè÷åñêîé, òàê è â îñíîâíîé

äâóõ�àçíûõ çîíàõ âñëåäñòâèå ïðîèñõîäÿùåãî �à�çîâîãî ïåðåõîäà èç æèäêîãî ñîñòîÿíèÿ â òâåðäîå(áîëüøå òâåðäîãî îáðàçóåòñÿ âáëèçè ëåâîé ãðàíèöûçîí). Êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè îñíîâíîãî êîìïîíåíòàâ ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé�óíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû â îáåèõçîíàõ âñëåäñòâèå ìåõàíèçìà âûòåñíåíèÿ ïðèìåñè(ýòî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò èç ðàñïðåäåëåíèé (6)è (16)). Êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè êîìïîíåíòà B,ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 4 â äèíàìèêå, âîçðàñòàåò âçîíå êîòåêòèêè è óáûâàåò â îñíîâíîé äâóõ�àçíîéçîíå. Ïðè ýòîì ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà ìåæ�çîííîé ãðàíèöå z = h
(t). Ýòî, íàïðèìåð, ìîæíîîáúÿñíèòü, àíàëèçèðóÿ �àçîâóþ äèàãðàììó òàê: âîñíîâíîé (êîòåêòè÷åñêîé) çîíå B óáûâàåò (âîçðàñ�òàåò) âñëåäñòâèå îòðèöàòåëüíûõ êîý��èöèåíòîâëèíåéíîãî ëèêâèäóñà mB è m
B , îïðåäåëåííûõ ñîîò�íîøåíèÿìè (30) è (31). Ôèçè÷åñêè òàêîå ïîâåäåíèåîáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â êîòåêòè÷åñêîé äâóõ�àçíîéçîíå êîìïîíåíò B ïðåòåðïåâàåò �àçîâûé ïåðåõîä,÷òî è ïðèâîäèò ê ïîíèæåíèþ åãî êîíöåíòðàöèè âæèäêîé ìàòðèöå ñèñòåìû âáëèçè ýâòåêòè÷åñêîãî�ðîíòà êðèñòàëëèçàöèè. Íà ðèñ. 5, èëëþñòðèðóþ�ùåì äâèæåíèå ìåæ�àçíûõ ãðàíèö â ñîîòâåòñòâèèñ âûðàæåíèÿìè (25), âèäíî, ÷òî ïî÷òè ïîëîâèíàâñåé îáëàñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà ïðåäñòàâëÿåòñîáîé êîòåêòè÷åñêóþ äâóõ�àçíóþ çîíó äàæå ïðèíåáîëüøîì êîëè÷åñòâå êîìïîíåíòà B â ñèñòåìå.Ïðè çàòâåðäåâàíèè ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ðàñòâîðîâè ðàñïëàâîâ âñÿ îáëàñòü �àçîâîãî ïåðåõîäà áóäåòñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ îáëàñòåé �àçîâîãî ïåðåõîäàèõ êîìïîíåíòîâ. Ïðè ýòîì, êàê ïîêàçûâàþò âûðà�æåíèÿ (24) è (25), âíåøíèå ãðàíèöû hp(t) è he(t)îáùåé îáëàñòè �àçîâîãî ïåðåõîäà íå çàâèñÿò îòïàðàìåòðîâ çîíû êîòåêòèêè, à îïðåäåëÿþòñÿ ëèøüîïåðàöèîííûìè ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû (T0, T1, B1,C1) è âèäîì �àçîâîé äèàãðàììû. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî çàêîíû äâèæåíèÿ âíåøíèõ ãðàíèö, îïðåäåëÿ�åìûõ âûðàæåíèÿìè (25), áóäóò ñïðàâåäëèâû äëÿìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñèñòåì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òîäîáàâëåíèå ïðèìåñè â ñèñòåìó ïðèâîäèò ê óìåíü�øåíèþ òåìïåðàòóðû �àçîâîãî ïåðåõîäà G(0) íàãðàíèöå ìåæäó äâóõ�àçíîé çîíîé è æèäêîñòüþ è âñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèÿìè (24) è (25) � ê áîëååìåäëåííîìó äâèæåíèþ îáåèõ ãðàíèö âñåé îáëàñòè�àçîâîãî ïåðåõîäà.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæ�êå �ÔÔÈ (ãðàíòû ��08-01-00298, 07-03-96069Óðàë, 07-01-96091 Óðàë) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô(ÌÄ-4563.2008.2).949
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