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ÅÙÅ ÎÄÍÎ �ÅØÅÍÈÅ ÄÂÓÌÅ�ÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÈÇÈÍ�ÀÑ. Í. Âåðãåëåñ *Èíñòèòóò òåîðåòè÷åñêîé �èçèêè èì. Ë. Ä. Ëàíäàó �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÌîñêîâñêèé �èçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò141700, Äîëãîïðóäíûé, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16 îêòÿáðÿ 2008 ã.Âû÷èñëåíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà íà ðåãóëÿðíîé ðåøåòêå ïðè ïîìîùè ìàòðè÷-íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Êëè��îðäà èëè àëãåáðû Äèðàêà. ×èñëî îáðàçóþùèõ àëãåáðû Äèðàêà ðàâíî÷èñëó óçëîâ ðåøåòêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóììå çàìêíóòûõ êîíòóðîâ ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè íà ïëîñêîé ðåøåòêåñîîòâåòñòâóåò ñëåä îò íåêîåãî ïîëèíîìà ìàòðèö Äèðàêà. Ýòîò ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû âðà-ùåíèé â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé�óíêöèåé õàðàêòåðà íà îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè.PACS: 05.50.+q1. ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È�àññìîòðèì äâóìåðíóþ ìîäåëü Èçèíãà íà ðå�ãóëÿðíîé ðåøåòêå, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà êîòîðîéîïðåäåëÿåòñÿ êàêZ = Xf�=�1g exp(�M�1Xm=1 N�1Xn=1 [�m;n(�m+1;n ++ �m;n+1)℄) ;m = 1; : : : ;M; n = 1; : : : ; N: (1.1)Ïàðà ÷èñåë (m; n) íóìåðóåò óçåë ðåøåòêè, íàõîäÿ�ùèéñÿ íà ïåðåñå÷åíèè m-ãî ñòîëáöà è n-é ñòðîêèðåøåòêè.Ñóììà (1.1) âïåðâûå áûëà âû÷èñëåíà Îíçàãå�ðîì [1℄ è çàòåì � ðÿäîì äðóãèõ àâòîðîâ, â òîì ÷èñ�ëå è äðóãèìè ìåòîäàìè (ñì. [2�12℄). Ïåðå÷èñëåííûåçäåñü ðåøåíèÿ íå èñ÷åðïûâàþò ìíîæåñòâî âñåõ íåçà�âèñèìûõ ðåøåíèé, íî, íàñêîëüêî èçâåñòíî àâòîðó,ïðåäñòàâëÿþò îñíîâíûå ïîäõîäû, èñïîëüçóåìûå ïðèðåøåíèè äâóìåðíûõ ðåøåòî÷íûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñè�ñòåì. Òðàíñ�åð-ìàòðè÷íûé ïîäõîä, â êîòîðîì ðåøà�þùåå çíà÷åíèå èãðàåò íàõîæäåíèå ìàêñèìàëüíîãîñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ òðàíñ�åð-ìàòðèöû, èñïîëü�*E-mail: vergeles�itp.a
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çóåòñÿ â ðàáîòàõ [1�6℄. Êîìáèíàòîðíûé ìåòîä âû�÷èñëåíèé ïðèìåíÿåòñÿ â ðàáîòàõ [7�10℄. Â ðàáîòå [7℄ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ïðåäñòàâëåíà â �îðìå âû÷èñ�ëÿåìîãî îïðåäåëèòåëÿ, à â ðàáîòàõ [8; 9℄ � â �îð�ìå ï�à��èàíà. Â ðàáîòå [10℄ èçÿùíî âû÷èñëÿåòñÿñóììà ïî çàìêíóòûì êîíòóðàì (ïåòëÿì) ñ ñàìîïåðå�ñå÷åíèÿìè. Â ðàáîòå [11℄ èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèåçâåçäà�òðåóãîëüíèê â êà÷åñòâå ðåêóðñèîííîãî ñîîò�íîøåíèÿ. Ìåòîä êîììóòèðóþùèõ òðàíñ�åð-ìàòðèöäëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà ïðèìåíÿåò�ñÿ â ðàáîòå [12℄.Ïðåäñòàâëåííûé çäåñü ìåòîä âû÷èñëåíèÿ ñòàòè�ñòè÷åñêîé ñóììû (1.1) îòëè÷àåòñÿ îò óïîìÿíóòûõâûøå ìåòîäîâ. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà âû÷èñëÿåò�ñÿ ïðè ïîìîùè ìàòðè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðûÊëè��îðäà èëè àëãåáðû Äèðàêà. Êàæäîìó óçëó ðå�øåòêè ñîîòâåòñòâóåò íåçàâèñèìàÿ ìàòðèöà Äèðàêà,òàê ÷òî ÷èñëî îáðàçóþùèõ àëãåáðû Äèðàêà ðàâíî÷èñëó óçëîâ ðåøåòêè MN . Çàìåòèì, ÷òî â ðåøåíèèÊàó�ìàí [2℄ òàêæå èñïîëüçóåòñÿ àëãåáðà Êëè��îð�äà äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ òðàíñ�åð-ìàòðèöû, îäíàêî ñ÷èñëîì îáðàçóþùèõ ïîðÿäêà M . Ïîêàçàíî, ÷òî ñóì�ìå ïåòåëü ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè íà ïëîñêîé ðåøåò�êå ñîîòâåòñòâóåò ñëåä îò íåêîåãî ïîëèíîìà ìàòðèöÄèðàêà. Ýòîò ïîëèíîì ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïûâðàùåíèé â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè. Òàêèì îáðà�çîì, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íåêîòî�ðîé �óíêöèåé õàðàêòåðà íà îðòîãîíàëüíîé ãðóïïå820



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Åùå îäíî ðåøåíèå äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãàáîëüøîé ðàçìåðíîñòè â ñïèíîðíîì ïðåäñòàâëåíèè.Ïî íàøåìó ìíåíèþ, ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ìîæåòáûòü ïðèìåíåí ê èçó÷åíèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåéíå òîëüêî íà äâóìåðíîé ðåøåòêå, íî òàêæå è íà ðå�øåòêàõ á�îëüøåé ðàçìåðíîñòè. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿåãî ïðèâëåêàòåëüíîñòü.Ó÷èòûâàÿ, ÷òî �2m;n = 1, ïåðåïèøåì ñòàòèñòè÷å�ñêóþ ñóììó ñëåäóþùèì îáðàçîì:Z = Xf�=�1gM�1Ym=1 N�1Yn=1 h (
h � + �m;n�m+1;n sh �)�� (
h � + �m;n�m;n+1 sh �) i: (1.2)Ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïî�ëèíîìîì ïî ïåðåìåííûì f�m;ng, ïðè÷åì êàæäàÿïåðåìåííàÿ �m;n ìîæåò èìåòü ñòåïåíü íå âûøå÷åòâåðòîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëå âû÷èñëåíèÿ ñóì�ìû (1.2) âñå ñëàãàåìûå ñ íå÷åòíûìè ñòåïåíÿìè êàæ�äîé èç ýòèõ ïåðåìåííûõ îáðàùàþòñÿ â íóëü è ó÷è�òûâàòü ñëåäóåò ëèøü ñëàãàåìûå, ïðîïîðöèîíàëüíûå�0m;n = �2m;n = �4m;n = 1 äëÿ âñåõ m è n. Íàçîâåì¾ñâÿçüþ¿ ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå äâå áëèæàéøèå âåð�øèíû, êîòîðîìó ïðèïèñàí ìíîæèòåëü th �. Èç ïðåä�ñòàâëåíèÿ (1.2) âèäíî, ÷òî ýòà ñóììà ðàâíà ñóììåâñåâîçìîæíûõ ïåòåëü íà ðåøåòêå êàê íåïåðåñåêàþ�ùèõñÿ, òàê è ñ ïåðåñå÷åíèÿìè, ïðè÷åì ïåðåñåêàþ�ùèåñÿ ïåòëè ìîãóò èìåòü ëèøü îáùèå âåðøèíû, íîíå îáùèå ðåáðà. Êàæäîìó ðåáðó êàæäîé ïåòëè ñîïî�ñòàâëÿåòñÿ ìíîæèòåëü th �, òàê ÷òî ðåáðà êîíòóðîâÿâëÿþòñÿ ñâÿçÿìè. Ê êàæäîé âåðøèíå ìîæåò ïîäõî�äèòü ÷åòûðå, äâå èëè íè îäíîé ñâÿçè. Òàêèì îáðà�çîì, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà (1.2) ìîæåò áûòü ïðåä�ñòàâëåíà êàêZ = (
h �)2(M�1)(N�1)2MN Xloops th� �; (1.3)ãäå � åñòü ñóììàðíîå ÷èñëî ñâÿçåé ñëàãàåìîãî [10℄.Ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ íàøåãî ìåòîäà.�àññìîòðèì àëãåáðó Êëè��îðäà �Äèðàêà ñMNîáðàçóþùèìè â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè:
x
y + 
y
x = 2Æxy; x; y = 1; : : : ; MN: (1.4)Ìàòðèöû f
xg � ýðìèòîâû è èìåþò ðàçìåðíîñòü2MN=2 � ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ïðè äàííîì ÷èñ�ëå ìàòðèö1). Èç àëãåáðû (1.4) íåìåäëåííî ñëåäóåò,÷òî ñëåä îò ëþáîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíîãî ÷èñëà
-ìàòðèö ðàâåí íóëþ, è1) Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷èñëà M è N � ÷åò�íûå.

tr 
x
y = 2MN=2Æxy;tr 
x
y
z
v = 2MN=2�ÆxyÆzv�ÆxzÆyv+ÆxvÆyz� (1.5)è ò. ä. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ïðîèçâåäåíèå 
-ìàòðèöïóòåì èõ ïåðåñòàíîâîê è èñïîëüçîâàíèÿ ðàâåíñòâ
2x = 1 ïðèâîäèòñÿ ëèáî ê ÷èñëó �1 (â çàâèñèìîñòèîò ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê), ëèáî ê ïðîèçâåäåíèþ ïîïàð�íî ðàçëè÷íûõ 
-ìàòðèö. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñîãëàñ�íî (1.5) ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ 
-ìàòðèö ðàâåí íóëþ, àâ ïåðâîì � �2MN=2.Òåîðèÿ 
-ìàòðèö (1.4) â ïðîñòðàíñòâàõ áîëüøîéðàçìåðíîñòè, à òàêæå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå,èçëîæåíà â ðàáîòå [13℄.Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èíäåêñû x; y è ò. ä.íóìåðóþò óçëû ðåøåòêè è ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííû�ìè âåêòîðàìè íà ïëîñêîñòè: x = (m;n). Òàêèì îáðà�çîì, êàæäîìó óçëó ðåøåòêè ñ èíäåêñîì (m;n) ñîïî�ñòàâëÿåòñÿ ìàòðèöà 
x = 
m;n. Íà ïðèâîäèìûõ íè�æå ðèñóíêàõ ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî èíäåêñ m ðàñòåòíàïðàâî, à èíäåêñ n � ââåðõ. Ïîëåçíî îïðåäåëèòüòàêæå ýëåìåíòàðíûå âåêòîðû � îáðàçóþùèå ðåøåò�êè: e1 = (1; 0) è e2 = (0; 1).Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå: ñòàòèñòè�÷åñêàÿ ñóììà (1.1) èëè (1.2) ìîæåò áûòü çàïèñàíàòàêæå â âèäåZ = 2MN=2(
h 2�)(M�1)(N�1) �� tr(�!Yn �!Ym Um;n) ;Um;n � �(� + �
m;n
m;n+1)��(�+ �
m;n
m+1;n)�: (1.6)Ñèìâîë ��!Qm îçíà÷àåò óïîðÿäî÷åííîå ïðîèçâåäåíèåâñåõ ìàòðèö Um;n ïðè �èêñèðîâàííîì n, òàê ÷òî èí�äåêñ m ðàâíîìåðíî ðàñòåò ñëåâà íàïðàâî:U (n) � �!Ym Um;n � : : : Um�1; nUm;nUm+1; n : : : ; (1.7)è àíàëîãè÷íî:U � �!Yn U (n) � : : :U (n�1)U (n)U (n+1) : : : (1.8)Ïðè ýòîì â �èãóðíûõ ñêîáêàõ ñíà÷àëà âû÷èñëÿþò�ñÿ ïðîèçâåäåíèÿ ïîm ïðè �èêñèðîâàííîì n, è ëèøüçàòåì � ïðîèçâåäåíèå ïî n.Ñ�îðìóëèðîâàííîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî,åñëè ñëåäû îò âñåõ ìîíîìîâ â ïîëèíîìå ïî 
-ìàò-ðèöàì â �èãóðíûõ ñêîáêàõ â �îðìóëå (1.6) íåîòðè�öàòåëüíû (óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè, êîòîðîå äîêà�çûâàåòñÿ íèæå) è821
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�èñ. 1. Êàæäîé ïåòëå (çàìêíóòîìó êîíòóðó, âîçìîæíî, ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè) ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè÷íûé �àêòîð, ïî-ëó÷åííûé ïóòåì ïðîèçâåäåíèé 
-ìàòðèö â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûìè â òåêñòå ïðàâèëàìè. Êàæäîìó ãðà�ó â ïðàâûõ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ ïðèïèñûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå �àêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îòäåëüíûì çàìêíóòûì êîíòóðàì. Êàæäîåðàâåíñòâî íà ðèñóíêå îçíà÷àåò ðàâåíñòâî �àêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïåòëå â ëåâîé ÷àñòè, ïðîèçâåäåíèþ �àêòîðîâîòäåëüíûõ çàìêíóòûõ ïåòåëü â ïðàâîé ÷àñòè� � 
os  2 = 
h �p
h 2� ;� � sin  2 = sh �p
h 2� ! sin = 2 th �1 + th2 � : (1.9)Çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîá�êàõ (1.6) ïîëó÷àåòñÿ èç âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõñêîáêàõ (1.2) ïóòåì çàìåí�m;n ! 
m;n; Xf�=�1g! 2MN=2 trè âûíåñåíèÿ ìíîæèòåëÿ 
h 2�. Îäíàêî, åñëè â ñëó�÷àå (1.2) ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé íå èìååò çíà÷åíèÿ,òî â ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû ñî�ãëàñíî (1.6) ïîðÿäîê ðàññòàíîâêè ñîìíîæèòåëåé, àòàêæå èõ âèä èìåþò êëþ÷åâîå çíà÷åíèå.×òîáû óñòàíîâèòü ñîâïàäåíèå ïðàâûõ ÷àñòåé(1.6) è (1.3), äîñòàòî÷íî ó÷åñòü óñëîâèå ïîëîæèòåëü�

íîñòè è òîò �àêò, ÷òî ïîä çíàêîì ñëåäà â (1.6) ¾âû�æèâàþò¿ ëèøü òå ïîëèíîìû ïî 
-ìàòðèöàì, êîòî�ðûå ñîäåðæàò êàæäóþ èç íèõ â ñòåïåíÿõ 0, 2 èëè 4(òàê æå, êàê è â ñëó÷àå ïåðåìåííûõ �), è âîñïîëüçî�âàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè (1.9).Äîêàæåì óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè, èñïîëüçóÿìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Â ïðîöåññå âû÷èñ�ëåíèé ÷èñëîâûå ìíîæèòåëè èãíîðèðóþòñÿ, ïîñêîëü�êó ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ëèøü âîïðîñ î çíàêå.Íà÷íåì âû÷èñëåíèå ñ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ìàò�ðè÷íûé �àêòîð ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè, ñîîòâåòñòâó�þùèé ýëåìåíòàðíîé ïåòëå, îãðàíè÷èâàþùåé ýëåìåí�òàðíóþ ÿ÷åéêó ñ âåðøèíàìèx; x+ e1; x+ e1 + e2; x+ e2; (1.10)ðàâåí åäèíèöå. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (1.6) ýòîòìàòðè÷íûé �àêòîð ðàâåí822
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x
x+e2��
x
x+e1��� �
x+e1
x+e1+e2��
x+e2
x+e1+e2� = 1: (1.11)Äàëüíåéøåå ïðîäâèæåíèå îñíîâàíî íà âîçìîæíî�ñòè ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðè÷íîãî �àêòîðà ïåòëè â âè�äå ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðè÷íîãî �àêòîðà ìåíüøåé ïåò�ëè, îãðàíè÷èâàþùåé íà îäíó èëè áîëåå ýëåìåíòàð�íûõ ÿ÷ååê ìåíüøå, ÷åì èñõîäíàÿ ïåòëÿ, è ìàòðè÷�íûõ �àêòîðîâ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷ååê, äîïîëíÿþùèõìåíüøóþ ïåòëþ äî èñõîäíîé. Êàæäîå èç ðàâåíñòâíà ðèñ. 1 ãðà�è÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ðàâåíñòâî ìàò�ðè÷íîãî �àêòîðà ïåòëè â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâàè ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðè÷íîãî �àêòîðà óìåíüøåííîéïåòëè íà ìàòðè÷íûå �àêòîðû ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷å�åê. Âñå ìàòðè÷íûå �àêòîðû âû÷èñëÿþòñÿ â ñîîò�âåòñòâèè ñ óïîðÿäî÷åííûì ïðîèçâåäåíèåì â ñîîòíî�øåíèè (1.6). Íà ðèñ. 1 ñïëîøíûìè ëèíèÿìè èçîá�ðàæàþòñÿ ïåòëè, à ïóíêòèðíûå ëèíèè ðàçäåëÿþòâíóòðåííîñòè ïåòåëü íà ýëåìåíòàðíûå ÿ÷åéêè. �à�âåíñòâà íà ðèñ. 1 ëåãêî óñòàíàâëèâàþòñÿ íåïîñðåä�ñòâåííîé ïðîâåðêîé. Íàïðèìåð, äëÿ ðàâåíñòâ 1 è 2íà ðèñ. 1a èìååì��
1
4��
1
2��
2
3��
3
6��
4
5��
5
6�� == ��
1
4��
1
2��
2
5��
4
5������
2
5��
2
3��
3
6��
5
6��;��
7
9��
7
8��
8
10����
9
11��
10
12��
11
12�� == ��
7
9��
7
8��
8
10��
9
10������
9
11��
9
10��
10
12��
11
12��
(1.12)

è ò. ä. Íàðàùèâàÿ ïåòëè è èõ ìàòðè÷íûå �àêòîðûâ ñîîòâåòñòâèè ñî ñõåìàìè íà ðèñ. 1, ìîæíî ïðåä�ñòàâèòü ìàòðè÷íûå �àêòîðû ëþáûõ ïåòåëü êàê ïðî�èçâåäåíèå ìàòðè÷íûõ �àêòîðîâ ýëåìåíòàðíûõ ÿ÷å�åê, ðàâíûõ åäèíèöå ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (1.11).Òàêèì îáðàçîì èíäóêòèâíî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâîåäèíèöå ìàòðè÷íûõ �àêòîðîâ ëþáûõ ïåòåëü. Òåì ñà�ìûì óñòàíàâëèâàåòñÿ óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè.Î÷åâèäíî, ÷òî êàæäûé ñîìíîæèòåëü �+�
x
x+eâ ïðîèçâåäåíèè ïîä çíàêîì ñëåäà â �îðìóëå (1.6)ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îðòîãîíàëüíîãî ïîâîðîòà â ñïè�íîðíîì ïðåäñòàâëåíèè íà óãîë  â MN -ìåðíîì âå�ùåñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå â ïëîñêîñòè, îòìå÷åííîéïàðîé 
-ìàòðèö â ýòîì ìíîæèòåëå. Ïîýòîìó è âñåïðîèçâåäåíèå U (ñì. (1.8)) ïîä çíàêîì ñëåäà ÿâëÿåò�ñÿ ìàòðèöåé íåêîåãî îðòîãîíàëüíîãî ïîâîðîòà â ñïè�

íîðíîì ïðåäñòàâëåíèè âMN -ìåðíîì âåùåñòâåííîìïðîñòðàíñòâå. Êàê èçâåñòíî [13℄, ýòà ìàòðèöà ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäåU = exp�14 !x;y
x
y� ; !x;y = �!y;x; (1.13)ïðè÷åì Uy
xU = Ox;y
y;Ox;y � (e!)x;y = Æx;y + !x;y ++ 12! !x;z!z;y + : : : (1.14)
Ñëåä �èãóðíûõ ñêîáîê â (1.6), ò. å. ñëåä îò ìàòðèöûU , ïðîñòî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿâåùåñòâåííîé îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû Ox;y. Ïóñòüíàáîð ÷èñåë��1; �1; �2; �2; : : : ; �MN=2; �MN=2� == f�k; �kg; k = 1; : : : ;MN=2 (1.15)îáðàçóåò ïîëíûé íàáîð ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàò�ðèöû Ox;y. Òîãäà (ñì. Ïðèëîæåíèå)trU = MN=2Yk=1 �2 
h ln �k2 � = MN=2Yk=1 �2 
os �k2 � == MN=2Yk=1 �p�k +p�k � ; �k = ei�k : (1.16)Â ñòàòèñòè÷åñêîì ïðåäåëå, êîãäà M; N ! 1,çàäà÷à îòûñêàíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöûOx;y êàðäèíàëüíî óïðîùàåòñÿ, ïîñêîëüêó íà îòíîñè�òåëüíî íåáîëüøîì îòäàëåíèè îò ãðàíèö Ox;x+z ìàò�ðèöû !x;x+z ñòàíîâÿòñÿ çàâèñÿùèìè ëèøü îò z, ÷òîýêâèâàëåíòíî òðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè. Ïî�ýòîìó äèàãîíàëèçàöèÿ ýòèõ ìàòðèö îñóùåñòâëÿåòñÿïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ò. å. ïåðåõîäà âêâàçèèìïóëüñíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïðè ýòîì èñïîëüçó�åòñÿ ñëåäóþùèé ïîëíûé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð�óíêöèé íà ðåøåòêå:823



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009jpi � 	p(m) = 1pM eipm;jqi � 	q(n) = 1pN eiqn;p = ��(M � 2)M ;��(M � 4)M ; : : : ; 0;2�M ; : : : ; �;q = ��(N � 2)N ;��(N � 4)N ; : : : ; 0;2�N ; : : : ; �;jki � 	k(x) = 	p(m)	q(n); k = (p; q);Xx 	k(x)	k0(x) == Ækk0 $Xk 	k(x)	k(x0) = Æxx0 :
(1.17)

2. ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕÇÍÀ×ÅÍÈÉÑíà÷àëà ðåøèì ÷àñòíóþ çàäà÷ó. Î÷åâèäíî, ÷òîñïèíîâûé îïåðàòîð ïîâîðîòà (1.7) òðàíñ�îðìèðóåòëèøü 
-ìàòðèöû ñ èíäåêñàìè x+m0e1 è x+m0e1+e2,ãäå m0 = 0; �1; : : : Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñïèíîâîìóîïåðàòîðó (1.7) îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåò�ñÿ òàê æå, êàê è â �îðìóëå (1.14):U (n)y
yU (n) = O(n)y;z
z: (2.1)Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì (1.8), (1.14) è (2.1) èìååìO = : : :O(n�1)O(n)O(n+1) : : : (2.2)Íàéäåì ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ìàòðèöû O(n)y;z ïðèïîìîùè óðàâíåíèÿ (2.1). Ýòî âû÷èñëåíèå îñíîâàíîíà ñëåäóþùèõ ïðîñòûõ ñîîòíîøåíèÿõ, êîòîðûå ïî�ëó÷àþòñÿ ïðè ó÷åòå (1.4) è (1.9):(�+ �
x
x+e)y 
x (�+ �
x
x+e) == (
os )
x + (sin )
x+e; (2.3)(�+ �
x
x+e)y 
x+e (�+ �
x
x+e) == (
os )
x+e � (sin )
x; (2.4)(�+ �
x
x+e)y 
z (�+ �
x
x+e) = 
z;z 6= x; x+ e: (2.5)Çäåñü â êà÷åñòâå e ìîæåò áûòü ëèáî âåêòîð e1, ëè�áî e2.

y − e1 y y + e1 y + 2e1

. . .

y + e2 y + 2e1 + e2y + e1 + e2

. . .�èñ. 2. Æèðíàÿ òî÷êà îçíà÷àåò ïîëîæåíèå íà÷àëü-íîé 
-ìàòðèöû, à ñòðåëêè óêàçûâàþò íà ñìåùåíèÿîáðàçîâ 
-ìàòðèöû ïîä äåéñòâèåì ïîñëåäîâàòåëü-íîñòè ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âèäà (2.3)�(2.5)�àññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé, êîãäà y = (m; n).Òîãäà â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.1) âñå ñïèíî�âûå ìàòðèöû ïîâîðîòà èç U (n)y è U (n), ðàñïî�ëîæåííûå ñîîòâåòñòâåííî ïðàâåå è ëåâåå ìàòðèö(�+ �
y�e1
y)y è � + �
y�e1
y, âçàèìíî ñîêðàùà�þòñÿ, òàê êàê îíè íå ¾çàöåïëÿþòñÿ¿ çà ìàòðèöó 
y.¾Îáêëàäêè¿ æå(�+ �
y�e1
y)y � � � (�+ �
y�e1
y)òðàíñ�îðìèðóþò 
y â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì(2.4), â êîòîðîì ñëåäóåò ñäåëàòü îòîæäåñòâëåíèÿe = e1, x + e = y. Ïðè ýòîì ïîÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íûéýëåìåíò O(n)y;y�e1 = � sin ; y = (m; n): (2.6)Äàëåå â èãðó âñòóïàåò óðàâíåíèå (2.3), â êî�òîðîì ïîñëåäîâàòåëüíî äåëàþòñÿ îòîæäåñòâëåíèÿ:x = y + m0e1, m0 = 0; 1; : : : , è ïðè êàæäîì m0 �ñíà÷àëà e = e2, çàòåì e = e1. Ýòîò ïðîöåññ ñèìâîëè�÷åñêè èçîáðàæåí íà ðèñ. 2, íà êîòîðîì æèðíàÿ òî÷�êà îáîçíà÷àåò ïîëîæåíèå èñõîäíîé 
-ìàòðèöû, ïîìå�ùåííîé â ¾îáêëàäêè¿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2.1),à ñòðåëêè ïîêàçûâàþò, êóäà ïîïàäàåò åå îáðàç ïîääåéñòâèåì îïèñàííûõ ëèíåéíûõ îïåðàöèé. Êàæäûéðàç äåëî ñâîäèòñÿ ê äîáàâëåíèþ ìíîæèòåëÿ sin ,åñëè ìàòðèöà ïåðåíîñèòñÿ ââåðõ èëè íàïðàâî, è ìíî�æèòåëÿ 
os , åñëè ìàòðèöà îñòàåòñÿ íà ïðåæíåì ìå�ñòå. Ïðè ýòîì ìàòðèöà, ïåðåíåñåííàÿ ââåðõ, îñòàåòñÿäàëåå íåèçìåííîé. Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ ñëåäó�þùèé ðåçóëüòàò:O(n)y;y+m0e1 = [sin 
os ℄m0 
os3  ;O(n)y;y+m0e1+e2 = [sin 
os ℄m0 ;m0 = 0; 1; : : : ; y = (m; n): (2.7)Àíàëîãè÷íî âû÷èñëÿþòñÿ ìàòðè÷íûå ýëåìåíòûâèäà O(n)y+e2; z. Ïðîöåññ ýòîãî âû÷èñëåíèÿ èçîáðàæåííà ðèñ. 3, íà êîòîðîì îïÿòü æèðíàÿ òî÷êà � ïîëî�æåíèå 
-ìàòðèöû â íà÷àëå ïðîöåññà, à ñòðåëêè ïî�824
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y y+ e1 y+ 2e1

y+ e1 + e2 y+ 2e1 + e2y+ e2
�èñ. 3êàçûâàþò äàëüíåéøåå ïåðåìåùåíèå îáðàçîâ èñõîä�íîé ìàòðèöû. Íà ïåðâîì øàãå èñïîëüçóåòñÿ ñîîò�íîøåíèå (2.4), â êîòîðîì äåëàþòñÿ îòîæäåñòâëåíèÿe = e2; x = y, à íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ øàãàõ � ñî�îòíîøåíèå (2.3). Â ðåçóëüòàòå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèéíàõîäèì O(n)y+e2;y+e2 = 
os ;O(n)y+e2;y+(m0+1)e1+e2 = � sin3  [sin 
os ℄m0 ;O(n)y+e2;y+m0e1 = �[sin 
os ℄m0+1;m0 = 0; 1; : : : ; y = (m; n): (2.8)

Íà ýòîì ýòàïå ñëåäóåò ïðîâåñòè ÷àñòè÷íóþ äèà�ãîíàëèçàöèþ îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû, ïîëüçóÿñü ååòðàíñëÿöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ. Äëÿ ýòîãî ïðîâå�äåì íàä 
-ìàòðèöàìè ÷àñòè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôó�ðüå âäîëü ñòðîê, ïîëüçóÿñü �îðìóëàìè (1.17):
n(p) =Xm 	p(m)
m;n = 
yn(�p);h
n(p); 
yn0(p0)i+ = 2Æn; n0Æp; p0 : (2.9)Òåïåðü, ïåðåõîäÿ â (2.1) ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüåâäîëü ñòðîêè è ïîëüçóÿñü òðàíñëÿöèîííîé èíâàðè�àíòíîñòüþ, ïåðåïèñûâàåì ýòî ðàâåíñòâî â âèäåU (n)y
n0(p)U (n) == "Xm0 O(n)m;n0;m+m0;n00 eipm0# 
n00(p): (2.10)Ìàòðèöà â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè ðà�âåíñòâà (2.10) îáîçíà÷àåòñÿ êàê O(n)p; n0;n00 è âû÷èñëÿ�åòñÿ ïðè ïîìîùè �îðìóë (2.6)�(2.8):

O(n)p; n0;n00 =
= 0BBBBBBBBBBB�

� � � � � � �� 1 0 0 0 0 �� 0 1 0 0 0 �� 0 0 ap bp 0 �� 0 0 �bp 
p 0 �� 0 0 0 0 1 �� � � � � � �
1CCCCCCCCCCCA n0=nn0=n+1 : (2.11)

Çäåñü ( ap
p ) = 
os � e�ip sin 1� eip sin 
os ;bp = sin 
os 1� eip sin 
os (2.12)è äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ap è 
p íàõîäÿòñÿ ñîîòâåò�ñòâåííî íà n-ì è (n+1)-ì ìåñòàõ. Íåïîñðåäñòâåííàÿïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòðèöà (2.11) óíèòàðíà.Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî (2.2)Op; n0;n00 � "Xm0 Om;n0;m+m0;n00 eipm0# == n : : :O(n�1)p O(n)p O(n+1)p : : :on0;n00 : (2.13)Ïðîèçâåäåíèå (2.13) ìàòðèö âèäà (2.11) ëåãêî âû÷èñ�ëÿåòñÿ:Op; n;n+n0 = 8><>: 0 ïðè n0 < �1;�bp ïðè n0 = �1;
pbn0p ap ïðè n0 � 0: (2.14)Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îðòîãî�íàëüíîé ìàòðèöû (1.14) ñëåäóåò âû÷èñëèòü êîìïî�íåíòû Ôóðüå ìàòðèöû (2.14):�p;q = Op;q =Xn0 Op; n;n+n0 eiqn0 == ap
p + b2p � e�iqbp1� eiqbp = �p;q�p;q ;�p;q = 1� �e�ip + e�iq� sin 
os : (2.15)�àâåíñòâî (2.15) áûëî ïîëó÷åíî ïðè ïîìîùè (2.12).3. ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÓÌÌÀÈç �îðìóë (1.16), (1.17) è (2.15) ñëåäóåò, ÷òî ñâî�áîäíàÿ ýíåðãèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà èíòåãðàëó825



Ñ. Í. Âåðãåëåñ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009ln(Yp;q �p�p;q +p�p;q�) == MN4�2 �Z�� dp �Z�� dq ln �p�p;q +p�p;q � == MN4�2 �Z�� dp �Z�� dq ln �p;q + �p;qp�p;q�p;q == MN4�2 �Z�� dp �Z�� dq ln ��p;q + �p;q� : (3.1)Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â �îðìóëå (3.1) ñïðàâåäëèâî,â ñèëó òîãî ÷òî�Z�� dp �Z�� dq ln �p;q = �Z�� dp �Z�� dq ln �p;q = 0: (3.2)Ïðîâåðèì ðàâåíñòâà (3.2). Ñîãëàñíî (2.15)�p;q = �1� �e�ip� �1� �pe�iq� ;� = 12 sin 2 ; �p = sin 2 2� e�ip sin 2 ;j�j � 12 ; j�pj � 1; (3.3)ïðè÷åì �pe�iq = 1 ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà sin 2 = 1,p = q = 0. Ïîýòîìó�Z�� dp �Z�� dq ln �p;q = �Z�� dq8<: �Z�� dp ln �1� �e�ip�9=;++ �Z�� dp8<: �Z�� dq ln �1� �pe�iq�9=; == � 1Xn=1 1n 8<:�n �Z�� dq �Z�� dp e�inp ++ �Z�� dp �np �Z�� dq e�inq9=; = 0: (3.4)Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðîå ðàâåíñòâî â (3.2).Íàêîíåö, ïðè ïîìîùè �îðìóë (1.6), (1.9), (1.16),(2.15) è (3.1) ìû ìîæåì âûïèñàòü ñâîáîäíóþ ýíåð�ãèþ:

F = �T lnZ = �MNT 8<:ln 2 + 18�2 �Z�� dp �� �Z�� dq ln �
h2 2� � sh 2�(
os p+ 
os q)�9=; == �MNT 8<:ln 2� ln(1� x2) + 18�2 �Z�� dp �� �Z�� dq ln �(1 + x2)2 � 2x(1� x2)(
os p+ 
os q)�9=; ;x = th �: (3.5)Ïðàâàÿ ÷àñòü (3.5) ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì äëÿ ñâî�áîäíîé ýíåðãèè äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà èç ðàáî�òû [3℄.Òåìïåðàòóðà �àçîâîãî ïåðåõîäà ïîëó÷àåòñÿ íåïî�ñðåäñòâåííî èç ñîîòíîøåíèé (3.1) è (2.15). Äåé�ñòâèòåëüíî, â òî÷êå �àçîâîãî ïåðåõîäà ñâîáîäíàÿýíåðãèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû èìååò îñîáåííîñòü.Èç (3.1) âèäíî, ÷òî ýòî ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà��p;q + �p;q� ! 0 äëÿ íåêîòîðîé ÷àñòè êâàçèèìïóëü�ñîâ, ÷òî èìååò ìåñòî ëèøü â ñëó÷àå (ñì. (2.15)), êî�ãäà sin 
 = 
os 
 = 1p2 ; p! 0; q ! 0: (3.6)Ïðè ïîìîùè óñëîâèé (3.6) è (1.9) íàõîäèì, ÷òî êðè�òè÷åñêàÿ òåìïåðàòóðà �
 îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà(ñì. [1�3℄) th �
 = 1� 
os 
sin 
 = p2� 1: (3.7)4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà äâóìåð�íîé ìîäåëè Èçèíãà íà ðåãóëÿðíîé ðåøåòêå ðàâíà (ñòî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ãëàä�êîé �óíêöèåé òåìïåðàòóðû) ñëåäó íåêîåãî ýëåìåí�òà ãðóïïû Spin(MN) â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè.Ìíîæåñòâî ýòèõ ýëåìåíòîâ íàõîäèòñÿ íà íåêîòîðîéãëàäêîé êðèâîé â ãðóïïå Spin(MN), ïðè÷åì òåìïå�ðàòóðà ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì íà êðèâîé. Ýòà êðè�âàÿ íå ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé âãðóïïå Spin(MN). Îäíàêî ïðè M !1, N !1 ýòàêðèâàÿ ñòàíîâèòñÿ êóñî÷íî ãëàäêîé.Âîçíèêàåò èíòåðåñíûé âîïðîñ: ñîäåðæèò ëè ãðóï�ïà Spin(N ) äðóãèå êðèâûå, îïèñûâàþùèå ñòàòèñòè�÷åñêèå ñóììû äèñêðåòíûõ ñèñòåì, îòëè÷íûõ îò äâó�ìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà, âêëþ÷àÿ òðåõìåðíûå? Îòâåòíà ýòîò âîïðîñ àâòîðó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîçèòèâíûì.826



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Åùå îäíî ðåøåíèå äâóìåðíîé ìîäåëè Èçèíãà�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêåïðîãðàììû ÍØ-3472.2008.2.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÄîêàæåì �îðìóëó (1.16).Ïóñòü nv(k)x ; v(k)x o, k = 1; : : : ; MN=2 � ïîë�íûé îðòîíîðìèðîâàííûé íàáîð ñîáñòâåííûõ âåêòî�ðîâ ìàòðèöû Ox;y, ïðè÷åì ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ�k (�k) ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð v(k)x �v(k)x �. Äàëåå èñ�ïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèånv(k)x ; v(k)x o � fvaxg ; a = 1; : : : ; MN:Áóäåì ñ÷èòàòü ââåäåííûå âåêòîðû âåêòîðà�ìè-ñòîëáöàìè è âåðõíèå èíäåêñû ¾T¿ è ¾y¿ îáî�çíà÷àþò òðàíñïîíèðîâàíèå è ýðìèòîâî ñîïðÿæåíèåâåêòîðîâ è ìàòðèö. Ïî îïðåäåëåíèþv(k) T v(k0) �Xx v(k)x v(k0)x ;v(k) yv(k0) �Xx v(k)x v(k0)x : (Ï.1)Äàííûå îïðåäåëåíèÿ îçíà÷àþò ñïðàâåäëèâîñòü ñëå�äóþùèõ �îðìóë:v(k) T v(k0) = 0; v(k) yv(k0) = Æk k0 ; (Ï.2)Uxa � vax; U � �v(1); v(1); v(2); v(2); : : :� ;�UyU�ab = Æab; (Ï.3)�UyOU�ab = diag (�1; �1; �2; �2; : : : ) � Dab: (Ï.4)Â ðàáîòå [13℄ ïîêàçàíî, ÷òî�Uy!U�ab == diag (ln �1;� ln �1; ln �2;� ln �2; : : : ) � �ab: (Ï.5)Ïðè ïîìîùè �îðìóë (Ï.3) è (Ï.5) ïîëó÷àåì14 
x!x;y
y = 14
xUxa�ab �Uyby
y� : (Ï.6)2MN=2 � 2MN=2-ìàòðèöû
yk � 
xv(k)x ; 
k � 
xv(k)x (Ï.7)îáëàäàþò âñåìè ñâîéñòâàìè �åðìèîííûõ îïåðà�òîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,âñëåäñòâèå (1.4) è (Ï.2)

[
k; 
yk0 ℄+ = Ækk0 ; [
k; 
k0 ℄+ = [
yk; 
yk0 ℄+ = 0: (Ï.8)Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèÿì (Ï.3) è (Ï.7) èìååì
xUxa = �
y1; 
1; : : : ; 
yMN=2; 
MN=2� : (Ï.9)Ïðè ïîìîùè (Ï.5), (Ï.8) è (Ï.9) âåëè÷èíà (Ï.6) ïå�ðåïèñûâàåòñÿ â âèäå14 
x!x;y
y = 12 MN=2Xk=1 hln �k �
yk
k � 
k
yk�i == MN=2Xk=1 �ln �k
yk
k � 12 ln �k� : (Ï.10)Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèå ñëåäà â òåðìèíàõ 
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