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Ê ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÄÂÈÆÅÍÈß ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÅÉ�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ �ÀÇ�ÛÂÎÂÌ. Ë. Çàéöåâ *, Â. Á. Àêêåðìàí **Èíñòèòóò ïðîáëåì áåçîïàñíîãî ðàçâèòèÿ àòîìíîé ýíåðãåòèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê115191, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 4 àâãóñòà 2008 ã.Ïîëíàÿ ñèñòåìà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ñâîáîäíóþ ïîâåðõíîñòü íåâÿçêîé æèäêî-ñòè, òàíãåíöèàëüíûé ðàçðûâ è ðàçâèòèå ãèäðîäèíàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè �ðîíòà ðåàêöèè, ñâåäåíàê çàìêíóòîé ñèñòåìå ïîâåðõíîñòíûõ óðàâíåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà, ñïåöèàëüíûõèíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ è èõ àíàëîãîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî çàâèõðåííîñòü èãðàåò ïðèíöèïèàëüíóþ ðîëü â õàðàê-òåðå äâèæåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ðàçðûâîâ, ïðèäàâàÿ óðàâíåíèÿì äè��åðåíöèàëüíûé âèä. Â èçîýíòðî-ïè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè äåìîíñòðèðóåòñÿ, êàê ó÷åñòü âûçâàííûå ýòèì äâèæåíèåì êîëåáàíèÿ ïëîòíîñòèæèäêîñòè. Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè,ïîëó÷åííûìè â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.PACS: 47.70.Pq, 47.85.Dh1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÎäíèì èç âàæíåéøèõ âîïðîñîâ, âîçíèêàþùèõïðè ðåøåíèè ìíîæåñòâà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ çàäà÷,ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ [1℄.Â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äèíàìèêóòàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà ïðè îïèñàíèè ãèäðî�äèíàìè÷åñêèõ íåóñòîé÷èâîñòåé (�ýëåÿ �Òåéëîðà,Äàðüå �Ëàíäàó, Ìåøêîâà ��èõòìàéåðà, Êåëüâè-íà ��åëüìãîëüöà), ãðàâèòàöèîííûõ âîëí è äðóãèõÿâëåíèé [1�4℄. Òàíãåíöèàëüíûé ðàçðûâ âñòðå÷àåòñÿâ ñòðóÿõ, ñëåäàõ îò ëåòÿùåãî òåëà èëè íà ïîâåðõíî�ñòè âîäû â âèäå âåòðîâûõ âîëí, à òàêæå ÿâëÿåòñÿîäíèì èç ïðåïÿòñòâèé, ñòîÿùèõ íà ïóòè îñóùåñòâëå�íèÿ óïðàâëÿåìîãî èíåðöèàëüíîãî òåðìîÿäåðíîãîñèíòåçà [5�7℄. Ïîíèìàíèå äèíàìèêè ðàñïðîñòðàíå�íèÿ òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà ïîçâîëèëî áû ãëóáæåïîíÿòü ìåõàíèçì èõ ðàçâèòèÿ è îáíàðóæèòü íîâûåý��åêòû è ÿâëåíèÿ. Ìåæäó òåì, óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ òàíãåíöèàëüíîãî è äðóãèõ ðàçðûâîâ â îáùåìñëó÷àå äî ñèõ ïîð ïîëíîñòüþ íå îïðåäåëåíû [2; 5; 8℄;äèíàìèêà òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà èññëåäîâàíàòîëüêî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ [3; 4℄. Íàïðè�ìåð, óðàâíåíèå �ðîíòà ãîðåíèÿ, ïîäâåðæåííîãîíåóñòîé÷èâîñòè Äàðüå �Ëàíäàó, äîñêîíàëüíî ïî�*E-mail: mlzaytsev�gmail.
om**E-mail: slava.akkerman�gmail.
om

ëó÷åíî ëèøü â ïðèáëèæåíèè ñëàáî èñêðèâëåííîãîïëàìåíè è/èëè ìàëîãî òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ ïðèãîðåíèè [9�12℄. Òàêæå íå íàéäåíî â îáùåì ñëó÷àåðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è î íåóñòîé÷èâîñòè�ýëåÿ �Òåéëîðà. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ìîæåòáûòü ïîëó÷åíî ëèøü â äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõäëÿ áåñêîíå÷íî òîíêèõ ïëåíîê [3℄ è â ïðèáëèæåíèè¾îïðîêèíóòîé ìåëêîé âîäû¿ [4℄.Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â ñâåäåíèè óðàâ�íåíèé ãèäðîäèíàìèêè íåâÿçêîé ñðåäû ¾â îáúåìå¿ê óðàâíåíèÿì íà ïîâåðõíîñòè. Ïîäîáíàÿ ïðîöåäó�ðà ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ðàçìåðíîñòü çàäà÷è íà åäè�íèöó, ÷òî ñóùåñòâåííî ñîêðàùàåò íåîáõîäèìûå âû�÷èñëèòåëüíûå ìîùíîñòè [12℄. Â äàííîé ðàáîòå ýòîïîêàçàíî íà ïðèìåðàõ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, òàí�ãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà è �ðîíòà ïëàìåíè ïðè ðàç�ëè÷íûõ âíåøíèõ óñëîâèÿõ. Ïðè ýòîì íå äåëàåòñÿíèêàêèõ ñóùåñòâåííûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæå�íèé, êîòîðûå îãðàíè÷èâàëè áû îáùíîñòü ðàññìîò�ðåíèÿ ýòèõ ÿâëåíèé. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ëèøüñëàáàÿ èñêðèâëåííîñòü �ðîíòà. Îäíàêî ýòî äåëàåò�ñÿ òîëüêî ðàäè óïðîùåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðà�çîâàíèé. Ïðè íåîáõîäèìîñòè äàííóþ òåîðèþ ìîæíîîáîáùèòü è äëÿ ñëó÷àÿ ñèëüíî íåëèíåéíûõ ý��åê�òîâ ñ ïîìîùüþ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, èçëîæåí�íîãî â Ïðèëîæåíèÿõ À è Á.800



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ê íåëèíåéíîé òåîðèè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé : : :2. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÑÂÎÁÎÄÍÎÉÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈ ÍÅÑÆÈÌÀÅÌÎÉÆÈÄÊÎÑÒÈ2.1. Ïñåâäîâÿçêèé ïîòîê�àññìîòðèì äâèæåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â äâóìåðíîì ñëó÷àå,ñõåìà êîòîðîãî ïîêàçàíà íà ðèñ. 1. �ðàíè÷íûå óñëî�âèÿ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè èìåþò âèä [1℄�0iknk � niP = 0; (1)V + un = 0; (2)ãäå n � âíóòðåííÿÿ íîðìàëü, V � ïðîåêöèÿ ñêîðî�ñòè �ðîíòà íà îòðèöàòåëüíîå íàïðàâëåíèå âåêòîðàn, à �0ik = �� �ui�xk + �uk�xi � (3)� òåíçîð âÿçêèõ íàïðÿæåíèé, � � êîý��èöèåíò âÿç�êîñòè. Óðàâíåíèå (1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåòèé çà�êîí Íüþòîíà íà ãðàíèöå æèäêîñòè, óðàâíåíèå (2) �óñëîâèå íåïðîíèöàåìîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, â äåêàð�òîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (n; � )P = 2� �un�xn = �2� �u��� ; (4)���u��n + �un�� � = 0)) ! = �u��n � �un�� = 2�V�� + 2u�R ; (5)ãäå ! � çàâèõðåííîñòü, R � ðàäèóñ êðèâèçíû. Ôîð�ìóëà (5) îçíà÷àåò ðàâåíñòâî íóëþ âÿçêîãî êàñàòåëü�íîãî íàïðÿæåíèÿ íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè æèäêî�ñòè (óñëîâèå �ýëåÿ). Â ïðåäåëå � ! 0 äàâëåíèå íà
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�èñ. 1. Ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü ïñåâäîâÿçêîé æèä-êîñòè è �ðîíò ïëàìåíè â äâóìåðíîì ñëó÷àå

ïîâåðõíîñòè íå ìåíÿåòñÿ, P = 
onst, ñëåäîâàòåëü�íî, óðàâíåíèÿ Íàâüå �Ñòîêñà ïåðåõîäÿò â óðàâíåíèÿÝéëåðà �u�t � u�! +r�P� + u22 � = 0; (6)�!�t = r� [u�!℄; (7)divu = 0: (8)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òå÷åíèå æèäêîñòè ÿâëÿåòñÿíåâÿçêèì, íàïðèìåð, ïîòåíöèàëüíûì [1℄ (ïðèìåðûâèõðåâûõ òå÷åíèé òàêîãî âèäà ïðèâåäåíû â ðàáî�òå [13℄). Òîãäà ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (1), (2),èç óðàâíåíèé (6)�(8) ïîëó÷àåìdu�dt = d(u � � )dt = � � dudt + u � d�dt == �u� �u��� + un�n � d�dt � == �u� ��u��� �0 + u� VR + V �V�� ; (9)d!dt = �u� �!�� ; (10)ãäå (: : : )0 îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ñòðîãîâäîëü ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìàóðàâíåíèé (5), (9), (10) îïðåäåëÿåò äâèæåíèå ñâî�áîäíîé ãðàíèöû òàêîé æèäêîñòè. Åñëè æèäêîñòüíàõîäèòñÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, òî �îðìóëà (9)ïðèîáðåòàåò âèädu�dt = �u� ��u��� �0 + u� VR + V �V�� � g � � ; (11)ãäå g � âåêòîð óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (5), (10), (11) äîëæíûîïèñûâàòü ïîâåðõíîñòíûå ãðàâèòàöèîííûå âîëíû èíåóñòîé÷èâîñòü �ýëåÿ �Òåéëîðà â ïðèíÿòûõ âûøåïðåäïîëîæåíèÿõ. Ïðåèìóùåñòâî äàííîé ñèñòåìû ñî�ñòîèò â òîì, ÷òî îíà îòíîñèòåëüíî ïðîñòà. Åå ìîæíîñìîäåëèðîâàòü è ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòûäàæå â äâóìåðíîì ñëó÷àå. Â èçîýíòðîïè÷åñêîì ñëó�÷àå, s = 
onst, ìàëûå èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ P , òåì�ïåðàòóðû T = TS(P ) è ïëîòíîñòè � = �S(P ) ìîæíîó÷åñòü ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (4).2.2. Íåâÿçêèé ïîòîê�àññìîòðèì äâèæåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèíåâÿçêîé è íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáùåì (òðåõ�ìåðíîì) ñëó÷àå, ñì. ðèñ. 2. Ïðè ýòîì åäèíñòâåí�íîå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âåðíû12 ÆÝÒÔ, âûï. 4 801
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�èñ. 2. �àñïðîñòðàíåíèå ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòèèäåàëüíîé æèäêîñòè è �ðîíòà ïëàìåíè â òðåõìåð-íîì ñëó÷àåóðàâíåíèÿ (6)�(8). Â ýòîì ñëó÷àå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿíà ñâîáîäíîé ãðàíèöå æèäêîñòè (1), (2) ïðèíèìàþòâèä [1℄ P = 
onst; (12)V + un = 0: (13)Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëàáûå èñêðèâëåíèÿ ïîâåðõ�íîñòè ðàçðûâà, ïðåíåáðåãàÿ âñåìè ñëàãàåìûìè, ñâÿ�çàííûìè ñ êðèâèçíîé. �àññìîòðèì òî÷êó M(r; t),r = (x; y; z), äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ �nV +u� íàñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Òîãäà äëÿ òî÷êè M â ñèñòå�ìå êîîðäèíàò (n; �1; �2) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé(12), (13) èç óðàâíåíèé (6)�(8) ñëåäóåò, ÷òîdu1dt = d(u � �1)dt = V �V��1 ; (14)du2dt = d(u � �2)dt = V �V��2 ; (15)d!ndt = d(! � n)dt = ! � run +!� � �V�� == �!n��u1��1 + �u2��2 � ; (16)ãäå ddt = ��t � V ��n + u� � ��� (17)� ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè äëÿ ëþáîé òî÷êèïîâåðõíîñòè [14℄. Çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíî ñîîò�íîøåíèå dndt � � = �V�� (18)è âûáðàíà òàêàÿ ìåòðèêà íà ïîäâèæíîé ïîâåðõíî�ñòè, ÷òî �1 � �2 = 0; d�1dt � �2 = 0 (19)

(ñì. Ïðèëîæåíèå À). Ïåðåéäåì âçàèìíî îäíîçíà÷íîê ëàãðàíæåâûì ïåðåìåííûì íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ÷àñòèö ãàçà è âðåìåíè r0, t (ò. å. ê ðàçìåòêå):drdt = u(r; t); r = r(r0; t)è r0 = r0(r; t); r0jt=0 = r: (20)Òîãäà èç (13), (20) äëÿ òî÷êè M ñëåäóåòdr0dt = �r0�t � V �r0�n + u� � �r0�� == �(un + V )�r0�n = 0: (21)Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (6)�(8) äî�ïóñêàþò èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ! �rx0, ! �ry0, ! �rz0è� (ñì. Ïðèëîæåíèå Á), ò. å.� = 1, !�ri0 = !0i(r0),ãäå i = x; y; z, à !0(r0) � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèåçàâèõðåííîñòè. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò � = (n; �1; �2)èìååì �r0�� = �(x0; y0; z0)�(�1; �2; n) = 1; (22)!n �r0�n + !1�r0��1 + !2 �r0��2 = !0(r0): (23)Èñêëþ÷àÿ èç �îðìóë (22), (23) òðè âåëè÷èíû�x0=�n, �y0=�n, �z0=�n, âõîäÿùèå òóäà ëèíåéíî, ïî�ëó÷àåì!n = �����r0��1 � �r0��2 � !0 � !1 �r0��1 � !2�r0��2 ���� == �����r0��1 � �r0��2 � !0(r0)���� : (24)Ñèñòåìà ïîâåðõíîñòíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå�íèé (14), (15), (21), (24) äîëæíà îïðåäåëÿòü ñêîðîñòüV ñâîáîäíîé ãðàíèöû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè. Äëÿýòîãî ñëåäóåò ïðîäè��åðåíöèðîâàòü ïî âðåìåíè âû�ðàæåíèå (24). Ïîñêîëüêó â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæàýòà ãðàíèöà íå äâèãàåòñÿ [15℄, ðåàëüíî ýòà ñèñòåìàîïèñûâàåò äâèæåíèå ïîâåðõíîñòè â òåðìèíàõ ñàìîéïîâåðõíîñòè. Ïóñòü z0 = f(x0; y0)� óðàâíåíèå �ðîí�òà â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà. Òîãäà �îðìóëà (24) ñâî�äèòñÿ ê ñëåäóþùåé:!n � �������� �x0��1 �x0��2�y0��1 �y0��2 ��������G(x0; y0) = 0; (25)ãäåG(x0; y0) = !0z � �f�x0!0x � �f�y0!0y ==s1 +� �f�x0�2 +� �f�y0�2 !0n:802



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ê íåëèíåéíîé òåîðèè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé : : :Â íà÷àëüíûé ìîìåíò òðåáóåòñÿ çíàòü ïîëîæåíèå ãðà�íèöû, êàñàòåëüíóþ ñêîðîñòü æèäêîñòè u� = (u1; u2)è íåòðèâèàëüíóþ çàâèõðåííîñòü !0(r0) íà íåé. Åñëè!0(r0) = 0 íà ãðàíèöå, òî èç (22), (23) ñëåäóåò, ÷òî! = 0 íà ãðàíèöå â ëþáîé äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè,è �îðìóëû (16), (24) ìîæíî îòáðîñèòü âñëåäñòâèåòåîðåìû Òîìïñîíà [1℄. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü àíà�ëîãè÷íóþ òåîðèþ äëÿ íåíóëåâûõ ïðîñòðàíñòâåííûõïðîèçâîäíûõ îò !(r), r0(r). Ïîêàæåì ýòî íà ñëåäó�þùåì ïðèìåðå. Èç óðàâíåíèé (16), (25) ñëåäóåò, ÷òîåñëè íà ãðàíèöå !0n = 0, òî ýòî áóäåò âûïîëíÿòüñÿòàì è â ëþáîé äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè, ò. å. óðàâíå�íèÿ (16), (24) èñ÷åçàþò. Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå èç�îðìóëû (23) ñëåäóåò óðàâíåíèå!1 �i0��1 + !2 �i0��2 = !0i; i0 = x0; y0; (26)ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü !1 è !2. Êðîìå òîãî,ddt �r0�n = ��t �r0�n � V �2r0�n2 + u� � ��� �r0�n == ��u1��1 + �u2��2 � �r0�n ��!2 + �un��1 � �r0��1 ++�!1 � �un��2 � �r0��2 : (27)Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ (24) â íàïðàâëåíèè âåêòîðàn, ïîëó÷èì�!n�n = ��!1��1 � �!2��2 = ���� �2r0�n ��1 � �r0��2 �!0(r0)����++ �����2r0��1 � �2r0�n ��2 � !0(r0)����++ �����r0��1 � �r0��2 � �!0�r0 � �r0�n ���� : (28)Óðàâíåíèåì (28) ìû çàìûêàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé(14), (15), (26), (27), (28). Åñëè æèäêîñòü íàõîäèòñÿâ ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, òî �îðìóëû (14), (15) ïðè�íèìàþò âèädu1dt = d(u � �1)dt = V �V��1 � g � �1; (29)du2dt = d(u � �2)dt = V �V��2 � g � �2: (30)Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (16), (21), (24), (29), (30)äîëæíû îïðåäåëÿòü ïîâåðõíîñòíûå ãðàâèòàöèîííûåâîëíû è íåóñòîé÷èâîñòü �ýëåÿ �Òåéëîðà â òðåõìåð�íîì ïðîñòðàíñòâå. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå ýòà ñèñòå�ìà âûðîæäàåòñÿ, ïîýòîìó ïðîâåðèòü åå â èçâåñòíûõ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ [3; 4℄ íåâîçìîæíî. Îäíàêî ìîæíî

íàéòè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ñëàáî èñêðèâëåí�íûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí [1℄. Êàê è â íàñòîÿùåéðàáîòå, ðåøåíèå â ýòîì ñëó÷àå íå çàâèñèò îò ïëîò�íîñòè æèäêîñòè. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ñèñòåìà(16), (21), (24), (29), (30) ëîêàëüíà ïðè íåòðèâèàëü�íîì çíà÷åíèè !0n(r0). Ýòà ñèñòåìà âûðîæäàåòñÿ, åñ�ëè !0(r0) � 0 âî âñåì îáúåìå æèäêîñòè. Îäíàêî âýòîì ñëó÷àå u = r', �' = 0 è èç óðàâíåíèé (6)�(8)ñëåäóåò [1℄, ÷òîd'dt � 12u2 + gh = 
onst; (31)ãäå gh � ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû ïîâåðõ�íîñòè æèäêîñòè. Ñêîðîñòè un� = �'=�n = �V èu� = �'=�� ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé �îðìóëîé �ðè�íà [16℄2�'(r) = I � 1jrs � rj �'(rs)�ns ++ '(rs)ns � rs�rjrs�rj3 � dS(rs): (32)Ìû âèäèì, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (31), (32) èíòå�ãðàëüíàÿ, ò. å. äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè V â êà�êîé-ëèáî òî÷êå ïîâåðõíîñòè íåîáõîäèìî çíàòü èí��îðìàöèþ íà âñåé ñâîáîäíîé ãðàíèöå. Áëàãîäàðÿ íà�ëè÷èþ íåíóëåâîé çàâèõðåííîñòè !0n(r0) ïîâåðõíîñò�íûå âîëíû ðàçâèâàþòñÿ ëîêàëüíî. Â òî æå âðåìÿ,ñèñòåìà (16), (21), (24), (29), (30) íåÿâíàÿ è ïîìèìîíà÷àëüíûõ óñëîâèé íàäî çíàòü åùå è êðàåâûå óñëî�âèÿ, êîòîðûå çàâèñÿò îò âíåøíèõ óñëîâèé.Ïðè äâèæåíèè òâåðäîãî òåëà â æèäêîñòè, ïîìè�ìî (16), (21), (24), (29), (30), èìååòñÿ äîïîëíèòåëü�íàÿ ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòüþ V è ðàñïðåäåëåíèåì äàâ�ëåíèÿ P íà ïîâåðõíîñòè òåëà, âûòåêàþùàÿ èç çàêî�íîâ äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà. Âïðî÷åì, çäåñü åùå îá�ðàçóåòñÿ òóðáóëåíòíûé ñëåä, ïîâåðõíîñòíûé ðîòîð,ïðîèñõîäèò îòðûâàíèå ñòðóé è ò. ä. Ïîýòîìó ïðÿìîïðèìåíÿòü óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íåëüçÿ [1℄.3. ÒÀÍ�ÅÍÖÈÀËÜÍÛÉ �ÀÇ�ÛÂ�àññìîòðèì äâèæåíèå ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõíåñæèìàåìûõ, íåâÿçêèõ æèäêîñòåé â òðåõìåðíîìñëó÷àå, ñêîëüçÿùèõ îäíà ïî äðóãîé (ñì. ðèñ. 3). Îáî�çíà÷èì âñå âåëè÷èíû ïåðåä èõ îáùåé ãðàíèöåé çíà�êîì ¾�¿, à çà íåé � çíàêîì ¾+¿. Ïóñòü â êàæäîéèç îáëàñòåé âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà(6)�(8). Íà ãðàíèöå äâóõ æèäêîñòåé äîëæíû âûïîë�íÿòüñÿ óñëîâèÿ [1℄ P = P� = P+; (33)803 12*
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y�èñ. 3. �àñïðîñòðàíåíèå ïîâåðõíîñòè òàíãåíöèàëü-íîãî ðàçðûâà â òðåõìåðíîì ñëó÷àåV + nn� = 0: (34)�àññìîòðèì òî÷êè M�(r; t) è M+(r; t) íà âíåøíåéè âíóòðåííåé ñòîðîíàõ ïîâåðõíîñòè, äâèæóùèåñÿ ñîñêîðîñòÿìè ñîîòâåòñòâåííî �nV +u�� è �nV +u�+è ñîâïàäàþùèå â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Òîãäà äëÿ ýòèõòî÷åê M� â ïðàâîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäè�íàò (n; �1; �2) ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (33), (34)èç óðàâíåíèé (6)�(8) ïî àíàëîãèè ñ (14)�(16) ñëåäóåò,÷òî du1�dt = d(u� � �1)dt = V �V��1 � �P����1 ; (35)du2�dt = d(u� � �2)dt = V �V��2 � �P����2 ; (36)d!n�dt = d(!� � n)dt = !� � run� ++!�� � �V�� � �!n���u1���1 + �u2���2 � ; (37)ãäå ddt = ��t � V ��n + u�� � ���� ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ äëÿ âåëè÷èí íà âíåøíåé (+)è âíóòðåííåé (�) ñòîðîíàõ ïîâåðõíîñòè ðàçðûâà.Òàê æå ïåðåéäåì âçàèìíî îäíîçíà÷íî ê ëàãðàí�æåâûì ïåðåìåííûì (20). Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàòãðàíèöà áóäåò ïîêîèòüñÿ [15℄, à òî÷êàì M�(r; t) èM+(r; t) â ñèëó èõ îïðåäåëåíèÿ áóäåò ñîîòâåòñòâî�âàòü îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà M(r0; t) íà ýòîé ïî�âåðõíîñòè. Àíàëîãè÷íî äëÿ îïðåäåëåíèÿ V è P ìûïîëó÷èì åùå äâà óðàâíåíèÿ âèäà (24) äëÿ îáåèõ ñòî�ðîí ïîâåðõíîñòè.Âñå çàìå÷àíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðåäûäóùåãî ñëó�÷àÿ ñâîáîäíîé ãðàíèöû âåðíû è äëÿ òàíãåíöèàëü�íîãî ðàçðûâà. Îòëè÷èå ñîñòîèò òîëüêî â òîì, ÷òî V

â ýòîì ñëó÷àå áóäåò çàâèñåòü îò îòíîøåíèÿ ïëîòíî�ñòåé. Èíòåðåñíî ðàññìîòðåòü åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé �êîíòàêòíûé ðàçðûâ, êîãäà êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþ�ùàÿ ñêîðîñòè îñòàåòñÿ íåïðåðûâíîé, u�� = u�+. Èçãðàíè÷íûõ óñëîâèé (33), (34) è óðàâíåíèé Ýéëåðà(6)�(8) òîãäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñëàáî èñêðèâëåííîéïîâåðõíîñòè ðàçðûâà P � 
onst íà ãðàíèöå. Ñèñòå�ìà (35)�(37), (24) ðàñïàäåòñÿ íà äâå ÷àñòè, îïèñûâà�þùèå ýâîëþöèþ âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòèðàçðûâà. Èç �îðìóëû (25) ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èçíèõ áóäåò îïèñûâàòü îäèíàêîâî îäíó è òó æå ñâîáîä�íóþ ïîâåðõíîñòü.Â èçîýíòðîïè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ðàñ�ñìîòðåòü äâå ñæèìàåìûå æèäêîñòè. Òîãäà âìåñòîèíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ! � ri0 è �, ãäå i0 = x0; y0; z0,ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëû ! � ri0=�, �� (ñì.Ïðèëîæåíèå Á) è îäíîçíà÷íóþ ñâÿçü ìåæäó äàâëå�íèåì è ïëîòíîñòüþ P = PS(�), îïðåäåëÿåìóþ óðàâ�íåíèåì ñîñòîÿíèÿ.4. ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÄÀ�ÜÅ�ËÀÍÄÀÓ ÂÒ�ÅÕÌÅ�ÍÎÌ ÏÎÒÎÊÅ4.1. Áåñêîíå÷íî òîíêèé �ðîíòÍåóñòîé÷èâîñòü Äàðüå �Ëàíäàó � ýòî ïðèñóùàÿ�ðîíòó õèìè÷åñêîé ðåàêöèè (íàïðèìåð, ïëàìåíè)ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, âûçâàííàÿ òåï�ëîâûì ðàñøèðåíèåì ãàçà ïðè ýêçîòåðìè÷åñêîì ïðî�öåññå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãàçîîáðàçíîå òîïëèâî áû�ñòðî íàòåêàåò è ñãîðàåò â òîíêîì ñëîå è ïîòîì ïðå�âðàùàåòñÿ â ñèëüíî íàãðåòûå ïðîäóêòû ãîðåíèÿ.Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü òîïëèâà ñóùåñòâåííî áîëüøåïëîòíîñòè ïðîäóêòîâ ãîðåíèÿ. Ïîýòîìó ãàç ðàñøè�ðÿåòñÿ, äàâèò íà òîïëèâî è çàñòàâëÿåò ïëàìÿ äâè�ãàòüñÿ ñàìûì ïðè÷óäëèâûì îáðàçîì.�àññìîòðèì â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ðàñïðîñòðàíå�íèå áåñêîíå÷íî òîíêîãî, ñëàáî èñêðèâëåííîãî �ðîí�òà ïëàìåíè â ïîòåíöèàëüíîì âíåøíåì ïîòîêå, ò. å.u = r', �' = 0 (ñì. ðèñ. 2). Àíàëîãè÷íî ðàáî�òå [12℄ ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì ñêîðî�ñòè u, äàâëåíèÿ P è ïëîòíîñòè �. Êàê è â ðàçä. 3,òå÷åíèå ãàçà ïðåäïîëàãàåòñÿ íåñæèìàåìûì è íåâÿç�êèì. Òîãäà ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðèíèìà�þò âèä �u�t � u�! +r�#P + u22 � = 0; (38)�!�t = r� [u�!℄; (39)divu = 0; (40)804



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ê íåëèíåéíîé òåîðèè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé : : :ãäå # = 1 â òîïëèâå è # = � = ��=�+ â ñãîðåâøåìãàçå, � � ñêà÷îê ïëîòíîñòè. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íàïîâåðõíîñòè �ðîíòà, ñëåäóþùèå èç çàêîíîâ ñîõðàíå�íèÿ, áóäóò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [12℄:u+ � u� = (� � 1)n; (41)P+ � P� = 1� �; (42)V = 1� un�: (43)Ñêîðîñòè un� = �'=�n = 1 � V è u� = �'=�� ñâÿ�çàíû ìåæäó ñîáîé �îðìóëîé �ðèíà (32). Èç óðàâíå�íèé ãèäðîäèíàìèêè (38)�(40) è óñëîâèé íà �ðîíòå(41)�(43) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè íà �ðîíòåd'dt + un� + 12(u2� � u2n�) + P = 0; (44)! = �� � 1� [n�rP ℄; (45)ãäå ! � çàâèõðåííîñòü ñðàçó çà �ðîíòîì ðåàêöèè, èäëÿ ïðîñòîòû â äàííîì ðàçäåëå ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿîïðåäåëåíà ïî �îðìóëå [14; 17℄ddt = ��t � V ��n:Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûïîëíÿþòñÿ áîëååîáùèå óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè. Ïëàìÿ áóäåò òîí�êîé îáëàñòüþ, ãäå �èçè÷åñêèå âåëè÷èíû ïðåòåðïåâà�þò çíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ. Ïåðåéäåì âçàèìíî îä�íîçíà÷íî ê ëàãðàíæåâûì ïåðåìåííûì (20). Òîãäà,ñîãëàñíî �îðìóëå (43), íà ãðàíèöå îáëàñòè ñãîðåâ�øåãî ãàçà ¾+¿dr0dt = �r0�t �V �r0�n = �u� � �r0�� �(un+V )�r0�n == �u� � �r0�� � ��r0�n : (46)�àññìîòðèì òàêæå îáùåå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè���t + u � r�+ �divu = 0: (47)Ïåðåõîäÿ â íåì ê ïåðåìåííûì Ëàãðàíæà, íàõî�äèì [15℄d�dtL ++���(ux; y; z)�(x; y; z) +�(x; uy; z)�(x; y; z) +�(x; y; uz)�(x; y; z) � = 0; (48)d�dtL + �� d�dtL = 0; (49)ò. å.

�� = � �r�r0 = �0(r0): (50)ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ (20) � � �âíóòðè �ðîíòà îãðàíè÷åí. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäå�ëå Æ ! 0, ãäå Æ � òîëùèíà �ðîíòà, îáëàñòü ïëàìå�íè ñòàíîâèòñÿ áåñêîíå÷íî òîíêîé è ïðåâðàùàåòñÿ âïîâåðõíîñòü ðàçðûâà êàê â ïðîñòðàíñòâå (r; t), òàêè ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà (r0; t). Çàâè�õðåííîñòü (45), îáðàçóþùàÿñÿ çà �ðîíòîì, çàâèñèòîò êðèâèçíû �ðîíòà ïëàìåíè è ïðîèñõîäÿùèõ â íåìâíóòðåííèõ ïðîöåññîâ [1; 18℄. Ïîýòîìó íàéòè åå, íåðåøàÿ îáùèõ óðàâíåíèé òåîðèè ãîðåíèÿ, êðàéíå çà�òðóäíèòåëüíî. Îäíàêî ìîæíî â íåêîòîðîì ñìûñëåîáîéòè ýòó ïðîáëåìó, íàïðàâèâ âðåìÿ â îáðàòíóþñòîðîíó. Ìû çíàåì, ÷òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå óðàâíå�íèÿ Ýéëåðà (6)�(8) äîïóñêàþò èíòåãðàëû äâèæåíèÿ! �ri0 = !0i(r0), ñì. Ïðèëîæåíèå Á. Òîãäà â ñèñòåìåêîîðäèíàò (n; �1; �2) íà ãðàíèöå îáëàñòè ñãîðåâøåãîãàçà ¾+¿ óðàâíåíèå (23) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:!1 �r0��1 + !2 �r0��2 = !0(r0); (51)òàê êàê èç �îðìóëû (45) ñëåäóåò, ÷òî íà �ðîíòå!n+ = 0, ñì. Ïðèëîæåíèå À. Èñêëþ÷àÿ âåëè÷èíû�x0=�n, �y0=�n, �z0=�n èç �îðìóë (46), (50), ñ ó÷å�òîì (22) ïîëó÷àåì�������������
dx0dt dy0dt dz0dt�x0��1 �y0��1 �z0��1�x0��2 �y0��2 �z0��2

�������������+ � = 0: (52)Âûðàçèâ èç (51) r0 ÷åðåç !1, !2, êîòîðûå, â ñâîþ î÷å�ðåäü, âûðàæàþòñÿ èç (45) ÷åðåç äàâëåíèå íà �ðîí�òå, è ïîäñòàâèâ ðåçóëüòàò â (52), ÷òîáû íàéòè P ,ïîëó÷èì â èòîãå çàìêíóòóþ ïîâåðõíîñòíóþ ñèñòå�ìó óðàâíåíèé (44), (45), (51), (52) äëÿ îïðåäåëåíèÿïîòåíöèàëà ' è ñêîðîñòè ïëàìåíè V . Ñìûñë ýòîéñèñòåìû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü ïëàìÿ ðàñïðî�ñòðàíÿåòñÿ èç êàêîé-òî òî÷êè çàæèãàíèÿ. Â íåêîòî�ðûé ìîìåíò �îòîãðà�èðóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå çàâè�õðåííîñòè çà �ðîíòîì. Òîãäà ñ ïîìîùüþ âûðàæå�íèé (44), (45), (51), (52) ìîæíî îïèñàòü âñþ ýâî�ëþöèþ ïëàìåíè: îò ìîìåíòà çàæèãàíèÿ äî ìîìåíòà�îòîãðà�èðîâàíèÿ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íåèçâåñòíàáûëà áû �óíêöèÿ !0(r0) íà ïîâåðõíîñòè �ðîíòà, ïî�ñêîëüêó îí, çàõâàòûâàÿ âñå íîâûå è íîâûå ÷àñòèöû,óäàëÿëñÿ áû îò îáëàñòè, ãäå îíà îïðåäåëåíà. Åñëèâ íåêîòîðûé ìîìåíò !0(r0) = 0 âî âñåé îáëàñòèñãîðåâøåãî ãàçà, òî èç óðàâíåíèÿ (51) ñëåäóåò, ÷òî805



Ì. Ë. Çàéöåâ, Â. Á. Àêêåðìàí ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009!(r; t) � 0 âî âñå ïðåäûäóùèå ìîìåíòû âðåìåíè.Òîãäà ñêîðîñòü ïëàìåíè V äîëæíà áûëà áû îïðåäå�ëÿòüñÿ îäíîâðåìåííî �îðìóëîé Ôðàíêåëÿ [11℄V = 1� � � 12� (n � r) ZZ
 1jr� � rj dS� (53)è óðàâíåíèÿìè (44), (45). Ýòî íåâûïîëíèìî, à ñëå�äîâàòåëüíî, çàâèõðåííîñòü âñåãäà äîëæíà îáðàçî�âûâàòüñÿ çà �ðîíòîì êðîìå òðèâèàëüíîãî ñëó÷àÿ� = 1, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ïðÿìûìè ÷èñëåííûìèýêñïåðèìåíòàìè [19�21℄. Ýòîò ïðîñòîé ïðèìåð ïî�êàçûâàåò, ÷òî íå âñå ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõóðàâíåíèé ñïåðåäè è ñçàäè �ðîíòà ìîæíî ñîãëàñî�âàòü ñ óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå, ò. å. â ýòîì ñëó÷àå íåâñÿêóþ çàäà÷ó Êîøè ìîæíî ïîñòàâèòü. Âìåñòî ïåðå�õîäà ê ïåðåìåííûì Ëàãðàíæà (r0; t) (20) ìîæíî èñ�ïîëüçîâàòü áîëåå îáùåå ïðåîáðàçîâàíèå (Á.5)�(Á.7).Åñëè æå !n = 0, òî ïðèíöèïèàëüíî íè÷åãî íå èçìå�íèòñÿ. Ïîìåíÿþòñÿ òîëüêî �îðìóëû (46), ãäå äîáà�âèòñÿ ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå �!� .4.2. Ôðîíò êîíå÷íîé òîëùèíûÏðîèñõîäÿùèå âíóòðè ïëàìåíè ïðîöåññû ìîæ�íî ó÷åñòü ñ ïîìîùüþ ìàëûõ ïîïðàâîê â ãðàíè÷íûõóñëîâèÿõ íà ïîâåðõíîñòè �ðîíòà [18℄ (ñì. Ïðèëîæå�íèå Â): u+ � u� = (� � 1)n+ ÆA; (54)P+ � P� = 1� � + ÆB; (55)V = � � un+ + ÆC; (56)ãäå A, B, C çàâèñÿò îò �, u�, P�, êðèâèçíû �ðîíòàè âíóòðåííèõ ïàðàìåòðîâ ãàçà. Â îòëè÷èå îò ïðåäû�äóùåãî ñëó÷àÿ, çäåñü !n+ = Æ[r�A℄n 6= 0 è ïîðÿäêàÆ. �àññìîòðèì òî÷êó M(r; t) íà ïîâåðõíîñòè ïëàìå�íè, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ �nV +u� +�!� (ñì.ðèñ. 2). Ïåðåéäåì âçàèìíî îäíîçíà÷íî â îáëàñòè ñãî�ðåâøåãî ãàçà ê ïåðåìåííûì íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ÷àñòèö ãàçà è âðåìåíè r0, t ïî �îðìóëådrdt = u(r; t) + �(r; t)!(r; t); (57)ãäå r = r(r0; t) è r0 = r0(r; t), r0jt=0 = r, à �(r; t)âûáðàíî òàê, ÷òî!(r; t) � r�(r; t) = 0 (58)â îáëàñòè ñãîðåâøåãî ãàçà è�(r; t)!n+ = �� � ÆC (59)íà ãðàíèöå ñãîðåâøåãî ãàçà. Èç òåîðèè äè��åðåíöè�àëüíûõ óðàâíåíèé èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà (58), (59)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Èç âûðàæåíèÿ (58)âñåãäà ìîæíî âûðàçèòü �(r; t) íà ïîâåðõíîñòè ïëàìå�íè. Â ñèñòåìå êîîðäèíàò (r0; t) ãðàíèöà ñãîðåâøåãîãàçà íåïîäâèæíà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü g0(r0; t) = 0óðàâíåíèå äâèæåíèÿ �ðîíòà ðåàêöèè. Òîãäà ñêî�ðîñòü �ðîíòà ðàâíàV0+ = � g0tjr0g0j = �gt + (u+ �!) � rgjr0g0j == � jrgjjr0g0j (V + un+ + �!n+) = 0: (60)Àíàëîãè÷íî (46), äëÿ òî÷êè M(r; t) íà ãðàíèöå ñãî�ðåâøåãî ãàçà èìååìdr0dt = �r0�t � V �r0�n + (u� + �!� ) � �r0�� = 0; (61)ãäå ddt = ��t � V ��n + (u� + �!� ) � ��� (62)� ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè äëÿ äâèæóùåéñÿòî÷êè M(r; t) [14℄. Â Ïðèëîæåíèè Á ïîêàçàíî, ÷òî èâ ýòèõ ïåðåìåííûõ èíòåãðàëû ! �ri0 è � íå çàâèñÿòÿâíî îò âðåìåíè, ò. å. � = 1, ! � ri0 = !0i(r0), ãäå!0(r0) � ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ,èñêëþ÷àÿ �x0=�n, �y0=�n, �z0=�n èç �îðìóë (22),(23), ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ (24), (25). Ê óðàâíåíèÿì(44), (45) â ýòîì ñëó÷àå äîáàâëÿþòñÿ ïîïðàâêè ïî�ðÿäêà Æ=R:d'dt +(1+ÆC�ÆAn)un�� 12(u2�+u2n�)+P� = 0; (63)!+ = �� � 1� [n�rP�℄ + Æ	(A; B; C); (64)ãäå !n+ = Æ[r�A℄n. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâ�íåíèé (24), (25), (61)�(64) äîëæíà îïðåäåëÿòü ýâî�ëþöèþ �ðîíòà ðåàêöèè. Åå ïðåèìóùåñòâî ñîñòîèò âòîì, ÷òî îíà ðåàëüíî îïèñûâàåò äâèæåíèå ïîâåðõíî�ñòè â òåðìèíàõ ñàìîé ïîâåðõíîñòè, à íåäîñòàòîê �÷òî � � 1=Æ, ò. å. ñèëüíî çàâèñèò îò êîíêðåòíûõñâîéñòâ ãàçîâîé ñìåñè.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåä �ðîíòîì è çà íèì âû�ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå èçîýíòðîïè÷íîñòè òå÷åíèÿ, à õà�ðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü ïîòîêà íàìíîãî ìåíüøå ñêîðî�ñòè çâóêà. Òîãäà ìîæíî ó÷åñòü ñæèìàåìîñòü ãàçà,ïåðåéäÿ ê íîâûì ïåðåìåííûì, íî âìåñòî (58) âçÿâóðàâíåíèå �! � r�+ �! � r� = 0: (65)Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ! �ri0 è� íàäî èñïîëüçîâàòü èíòåãðàëû ! � ri0=� è �� (ñì.806



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ê íåëèíåéíîé òåîðèè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé : : :Ïðèëîæåíèå Á), à òàêæå îäíîçíà÷íóþ ñâÿçü íà ïî�âåðõíîñòè �ðîíòà ìåæäó äàâëåíèåì è ïëîòíîñòüþP = PS(�), îïðåäåëÿåìóþ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ.Åñëè ïåðåä �ðîíòîì s = 
onst, òî ýòà çàâèñèìîñòüñðàçó ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ òîïëèâà. Çàèñêðèâëåííûì �ðîíòîì ïðîèñõîäèò íåðàâíîìåðíîåíàãðåâàíèå ïðîäóêòîâ ãîðåíèÿ, íî âûïîëíÿåòñÿ ñî�îòíîøåíèå s = P (1 � 1=�) + 
onst (ýòî ñëåäóåò èçâòîðîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè è çàêîíà �åññà). Åñ�ëè ýòî âûðàæåíèå äëÿ ýíòðîïèè ïîäñòàâèòü â óðàâ�íåíèå ñîñòîÿíèÿ ñãîðåâøåãî ãàçà P = P+(�; s), òî ìûòàêæå ïîëó÷èì îäíîçíà÷íóþ ñâÿçü ìåæäó äàâëåíè�åì è ïëîòíîñòüþ íà ãðàíèöå ïëàìåíè, P = P+(�),÷òî è ïîçâîëÿåò ó÷åñòü îáðàçóþùèåñÿ çâóêîâûå êî�ëåáàíèÿ. Âûïèøåì óðàâíåíèÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. Có÷åòîì èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè �îðìóëû (22) è (23)ïðèìóò âèä!n�r0�n + !1 �r0��1 + !2 �r0��2 = ��0(r0) !0(r0); (66)�(x0; y0; z0)�(�1; �2; n) = ��0(r0) : (67)Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî, èñêëþ÷àÿ �x0=�n, �y0=�n,�z0=�n èç �îðìóë (66), (67), òàêæå ïîëó÷èì óðàâ�íåíèÿ (24), (25). Ïðè ýòîì îòíîøåíèå ïëîòíîñòåé�=�0(r0) èñ÷åçíåò. Âìåñòå ñ óñëîâèÿìè ñøèâêè íà�ðîíòå (54)�(56) íàäî ó÷èòûâàòü çàâèñèìîñòü îòòåìïåðàòóðû è ïëîòíîñòè. Óðàâíåíèÿ æå äâèæå�íèÿ �ðîíòà ïëàìåíè îñòàþòñÿ ïðåæíèìè: (24), (25),(61)�(64). Òîëüêî íåçíà÷èòåëüíûå çâóêîâûå èçìåíå�íèÿ ïëîòíîñòåé ãàçà ïåðåä è çà �ðîíòîì îïðåäåëÿ�þòñÿ ïî �îðìóëàì P = P�S(�) è P = P+(�).4.3. Âëèÿíèå âíåøíåé òóðáóëåíòíîñòè�àññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå áåñêîíå÷íî òîíêî�ãî ñëàáî èñêðèâëåííîãî �ðîíòà ðåàêöèè âî âíåøíåìòóðáóëåíòíîì òå÷åíèè ãàçà (ñì. ðèñ. 2). �àññìîòðèìòî÷êó M(x; y; z) íà ïîâåðõíîñòè ïëàìåíè, äâèæóùó�þñÿ ñî ñêîðîñòüþ �nV + u� . Èç óðàâíåíèé Ýéëåðà(38)�(40) â îáëàñòÿõ ¾�¿ è ¾+¿ è ãðàíè÷íûõ óñëî�âèé (41)�(43) äëÿ ýòîé òî÷êè ñëåäóåò, ÷òîdu1dt = d(u � �1)dt �� �� � 1(!2+ � !2�)� (1� V )�V��1 ; (68)du2dt = d(u � �2)dt �� �� � 1(!1� � !1+)� (1� V )�V��2 ; (69)

�!1���1 + �!2���2 = ���!1+��1 + �!2+��2 � ; (70)d!ndt = d(! � n)dt � �!n��u1��1 + �u2��2 ��� ���!1+��1 + �!2+��2 � : (71)Ôîðìóëà (45) äëÿ äàâëåíèÿ íà �ðîíòå çäåñü îáîá�ùàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:�!+ � !� = �(� � 1)[n�rP ℄: (72)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òå÷åíèå ãàçà òàêîâî, ÷òî !n 6= 0.×òîáû çàìêíóòü äàííóþ ñèñòåìó, íåîáõîäèìî åùåêàê ìèíèìóì ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ. Äëÿýòîãî ïåðåéäåì âçàèìíî îäíîçíà÷íî â îáëàñòÿõ ¾�¿è ¾+¿ ñîîòâåòñòâåííî ê ïåðåìåííûì íà÷àëüíîãî ïî�ëîæåíèÿ ÷àñòèö ãàçà è âðåìåíè r0, t ïî �îðìóëàìdrdt = u(r; t) + ��(r; t)!(r; t); (73)ãäå r = r(r0; t) è r0 = r0(r; t), r0jt=0 = r, à ��(r; t)âûáðàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:! (r; t) � r��(r; t) = 0 (74)â îáëàñòÿõ ñîîòâåòñòâåííî ¾�¿ è ¾+¿,��(r; t)!n = �1 (75)íà ãðàíèöå òîïëèâà è�+(r; t)!n = �� (76)íà ãðàíèöå ñãîðåâøåãî ãàçà. Èç òåîðèè ëèíåéíûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä�íûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà (74)�(76)èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Èç (75), (76) ìîæíîîïðåäåëèòü ��(r; t) íà ïîâåðõíîñòè ïëàìåíè. Àíàëî�ãè÷íî óðàâíåíèþ (60), â ñèñòåìå êîîðäèíàò (73) ãðà�íèöû òîïëèâà è ñãîðåâøåãî ãàçà íåïîäâèæíû. Òî÷êåM(r; t) áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü äâå ðàçëè÷íûå òî÷êèM�(r0�; t) è M+(r0+; t), äâèæóùèåñÿ ïî âíåøíåé èâíóòðåííåé ñòîðîíàì ïîâåðõíîñòè è ñîâïàäàþùèå âíà÷àëüíûé ìîìåíò. Òîãäà èç (73)�(76) ñëåäóåò, ÷òîêîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê îïèñûâàþòñÿ �îðìóëàìèdr0�dt = �r0��t � V �r0��n + u� � �r0��� == ����!�� � �r0��� � : (77)Ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ â (68)�(71), (77) äëÿ ïðîñòî�òû îïðåäåëèì ïî �îðìóëå (17). Àíàëîãè÷íî ïðå�äûäóùåìó ïóíêòó, â ïåðåìåííûõ (73) èíòåãðàëû807



Ì. Ë. Çàéöåâ, Â. Á. Àêêåðìàí ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009! � ri0 è � íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè, ò. å. � = 1,! � ri0 = !0i(r0). Â ñèñòåìå êîîðäèíàò (n; �1; �2) íàãðàíèöå ïëàìåíè èìååì�(x0�; y0�; z0�)�(�1; �2; n) = 1; (78)!n �r0��n + !1� �r0���1 + !2� �r0���2 = !0�: (79)Èñêëþ÷àÿ èç (78), (79) âåëè÷èíû �x0�=�n, �y0�=�n,�z0�=�n, âõîäÿùèå òóäà ëèíåéíî, ïî àíàëîãèè ñ(24), ïîëó÷àåì äëÿ îáåèõ ñòîðîí �ðîíòà!n � �����r0���1 � �r0���2 �!0�(r0�)���� = 0: (80)Ýòîãî íåäîñòàòî÷íî, ÷òîáû çàìêíóòü ñèñòåìó óðàâ�íåíèé (68)�(71). Íåîáõîäèìî åùå êàê ìèíèìóì äâàóðàâíåíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî �îðìóëà (80) âåðíà íåòîëüêî íà ïîâåðõíîñòè �ðîíòà, íî è â îáúåìå. Ïðî�äè��åðåíöèðîâàâ åå â íàïðàâëåíèè n, íàõîäèì�!n��n � ���� �2r0��n ��1 � �r0���2 �!0�(r0�)����++ �����2r0���1 � �2r0��n ��2 � !0�(r0�)����++ �����r0���1 � �r0���2 � �!0��r0� � �r0��n ���� = 0; (81)ãäå âåëè÷èíû �x0�=�n, �y0�=�n, �z0�=�n ìîæíî âû�ðàçèòü èç (79) è�!n��n = ��!1���1 � �!2���2 : (82)Ïóñòü z0 = f(x0; y0) � óðàâíåíèå �ðîíòà â ïåðå�ìåííûõ (73). Òîãäà îäíà èç �îðìóë (77) ñòàíîâèòñÿíåíóæíîé, à (80) óïðîùàåòñÿ äî (25) äëÿ âíóòðåííåé¾+¿ è âíåøíåé ¾�¿ ïîâåðõíîñòè ïëàìåíè.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ñèñòåìó(68)�(71), (77), (80), (81) äëÿ îïðåäåëåíèÿ V . Âîòëè÷èå îò ïï. 4.1, 4.2, îíà ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé, íîíåÿâíîé îòíîñèòåëüíî V . Òðåáîâàíèå !n 6= 0 çäåñüñóùåñòâåííî. Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå ïðåäûäóùåãîïóíêòà îòíîñèòåëüíî ó÷åòà âëèÿíèÿ òåìïåðàòóðû èïëîòíîñòè îñòàåòñÿ â ñèëå è çäåñü.5. ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÄÀ�ÜÅ�ËÀÍÄÀÓ ÂÄÂÓÌÅ�ÍÎÌ ÏÎÒÎÊÅÂ ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ìû ðàññìàòðèâàëè ãèä�ðîäèíàìè÷åñêèå ðàçðûâû òîëüêî â òðåõìåðíîì ñëó�÷àå. Â ñëó÷àå äâóìåðíîãî ïîòîêà äàííûé ìåòîä

t� g(x) > 0 n
��nVt� g(x) < 0

�èñ. 4. Äâèæóùàÿñÿ ïîâåðõíîñòü, îïèñûâàåìàÿóðàâíåíèåì t� g(x1; : : : ; xk) = 0íåïðèìåíèì. Ïîêàæåì òåïåðü íà ïðèìåðå ãèäðîäè�íàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè �ðîíòà ðåàêöèè, êàêìîæíî èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé âûâåñòè ñîîòâåòñòâó�þùèå óðàâíåíèÿ è â äâóìåðíîì ñëó÷àå.5.1. Îáùàÿ òåîðèÿ�àññìîòðèì ñíà÷àëà â ïðîñòðàíñòâå R3x;y;t ïî�ëå �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí �(x; y; t), �(x; y; t), 
(x; y; t),îïèñûâàåìîå ñèñòåìîé óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç�âîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà:Hj ��; ���t ; ���xi ; �; ���t ; ���xi ; 
; �
�t ; �
�xi� = 0;j = 1; 2; 3; i = 1; 2: (83)Ïóñòü â äàííîì ïîëå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüðàçðûâà g(x; y; t) = 0 ñî ñêîðîñòüþ V , ïðè ïåðåõîäå÷åðåç êîòîðóþ ýòè âåëè÷èíû ìåíÿþòñÿ ñêà÷êîîáðàç�íî (ñì. ðèñ. 4). Âûïèøåì îáùèå �îðìóëû äëÿ ñêà÷êàýòèõ âåëè÷èí�+ � �� = A���; ����xi ; ��; ����xi ; 
�; �
��xi � ; (84)�+ � �� = B���; ����xi ; ��; ����xi ; 
�; �
��xi � ; (85)
+ � 
� = ����; ����xi ; ��; ����xi ; 
�; �
��xi � : (86)Ïóñòü ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòè V ñâÿçàíà ñ âåëè÷èíà�ìè �, � è 
 íà ïîâåðõíîñòè ñîîòíîøåíèåìV = V ���; ����xi ; ��; ����xi ; 
�; �
��xi � : (87)808



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ê íåëèíåéíîé òåîðèè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé : : :Ïåðåéäåì ê ïåðåìåííûì íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ÷àñ�òèö x0, y0, t, â êîòîðûõ �(x; y; t) è �(x; y; t) íå çàâè�ñÿò ÿâíî îò âðåìåíè,���t + dxdt ���x + dydt ���y = d�dt = 0)) �(x; y; t) = �0(x0; y0); (88)���t + dxdt ���x + dydt ���y = d�dt = 0)) �(x; y; t) = �0(x0; y0); (89)ãäå�(x; y; t)jt=0 = �0(x; y); �(x; y; t)jt=0 = �0(x; y):Óðàâíåíèÿ (88), (89) îïðåäåëÿþò ïðåîáðàçîâàíèå ïå�ðåìåííûõ x, y, t ê x0, y0, t. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîïðåîáðàçîâàíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò âñåïðîñòðàíñòâî (x; y; t) íà âñå ïðîñòðàíñòâî (x0; y0; t),à íå åãî ÷àñòü. Òîãäàx = x(x0; y0; t); x0 = x0(x; y; t); x0jt=0 = x; (90)y = y(x0; y0; t); y0 = y0(x; y; t); y0jt=0 = y: (91)�àññìîòðèì òî÷êó M(x; y; t) ãðàíèöû �ðîíòà,äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ �V n (ñì. ðèñ. 4). Â ïåðå�ìåííûõ x0, y0, t ýòîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóþò äâå òî÷êè:M� =M(x0�(x; y; t); y0�(x; y; t));M+ =M(x0+(x; y; t); y0+(x; y; t));ñîîòâåòñòâåííî íà âíóòðåííåé è âíåøíåé ñòîðîíàõïîâåðõíîñòè, êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò íå ñîâ�ïàäàòü â ñëó÷àå òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà â ïåðåìåí�íûõ Ëàãðàíæà. Òîãäà â òî÷êå M(x; y; t)d��dt = ��0��x0 (x0�; y0�)dx0�dt ++ ��0��y0 (x0�; y0�)dy0�dt ; (92)d��dt = ��0��x0 (x0�; y0�)dx0�dt ++ ��0��y0 (x0�; y0�)dy0�dt ; (93)d�+dt = ��0+�x0 (x0+; y0+)dx0+dt ++ ��0+�y0 (x0+; y0+)dy0+dt ; (94)

d�+dt = ��0+�x0 (x0+; y0+)dx0+dt ++ ��0+�y0 (x0+; y0+)dy0+dt : (95)Ïóñòü g0(x0; y0; t) = 0� óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïîâåðõ�íîñòè ðàçðûâà â ïåðåìåííûõ x0, y0, t. Òîãäàn0(x0; y0; t) = r0g0jr0g0j� åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê �ðîíòó, àV0 = � g0tjr0g0j� åãî ñêîðîñòü â ñèñòåìå êîîðäèíàò x0, y0, t. Äè��å�ðåíöèðóÿ óðàâíåíèå g0(x0; y0; t) = 0 ïî t, ïîëó÷àåìn0x�(x0�; y0�; t)dx0�dt + n0y�(x0�; y0�; t)dy0�dt == V0(x0�; y0�; t) = V0�; (96)n0x+(x0+; y0+; t)dx0+dt + n0y+(x0+; y0+; t)dy0+dt == V0(x0+; y0+; t) = V0+: (97)Â ìîìåíò âðåìåíè t = 0: x0� = x, y0� = y èV0 = V0� = V0+ 6= V . Îäíàêî ïðîèçâîäíûå dx0�=dtè dx0+=dt; dy0�=dt è dy0+=dt, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàç�ëè÷íû. Èñêëþ÷àÿ òåïåðü èç ñèñòåìû (92)�(97) ïÿòüíåèçâåñòíûõ dx0�=dt, dx0+=dt, dy0�=dt, dy0+=dt èV0, âõîäÿùèõ òóäà ëèíåéíî, íàéäåì íåçàâèñèìî îò(83)�(87) íåêîòîðîå ñîîòíîøåíèå����������������������
��0��x0 ��0��y0 0 0 d��dt��0��x0 ��0��y0 0 0 d��dt0 0 ��0+�x0 ��0+�y0 d�+dt0 0 ��0+�x0 ��0+�y0 d�+dtn0x n0y �n0x �n0y 0

���������������������� =
=
����������������������
����x ����y 0 0 d��dt����x ����y 0 0 d��dt0 0 ��+�x ��+�y d�+dt0 0 ��+�x ��+�y d�+dtnx ny �nx �ny 0

���������������������� = 0: (98)
809



Ì. Ë. Çàéöåâ, Â. Á. Àêêåðìàí ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009Ôîðìóëà (98) ñëåäóåò èç èíâàðèàíòíîñòè ïî âðåìå�íè. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæíî ïåðå�ïèñàòü óðàâíåíèå (98) â âèäå����������������������
����x ����y 0 0 d��dt����x ����y 0 0 d��dt0 0 ��+�x ��+�y 00 0 ��+�x ��+�y 0nx ny �nx �ny V0

���������������������� = 0; (99)
ãäå V0 = V0(�; �) � ñêîðîñòü ïîâåðõíîñòè âïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ, îïðåäåëÿåìûõ �îðìó�ëàìè (88), (89), â êîòîðûõ �(x; y; t) è �(x; y; t) íåçàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè. Èç (88), (89) ñëåäóåò, ÷òîdxdt = �(�; �)�(y; t) ��(�; �)�(x; y) ��1 ; x = x(x0; y0; t);x0 = x0(x; y; t); x0jt=0 = x; (100)dydt = �(�; �)�(t; x) ��(�; �)�(x; y) ��1 ; y = y(x0; y0; t);y0 = y0(x; y; t); y0jt=0 = y: (101)Äè��åðåíöèðóÿ â îáùåì ñëó÷àå g(x; y; t) �� g(x0; y0; t) ïî t, ïîëó÷àåì ïðè t = 0V � nx dx�dt � ny dy�dt = V0; (102)V � nx dx+dt � ny dy+dt = V0: (103)Ïðîèçâîäíûå dx�=dt è dy�=dt îïðåäåëÿþòñÿ èç �îð�ìóë (100), (101). Ñëåäîâàòåëüíî,V0� = V0+ = V0 ) nx dx�dt + ny dy�dt == nx dx+dt + ny dy+dt ; (104)V0 = V � nx dx+dt � ny dy+dt ; (105)ò. å. (104), (105) åñòü èíàÿ �îðìà çàïèñè ñîîòíîøå�íèÿ (98). Ìû âèäèì, ÷òî �îðìóëà (98) ñâÿçûâàåòìåæäó ñîáîé ïîâåðõíîñòíûå âåëè÷èíû è ÿâëÿåòñÿëèøü ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ðàçðûâ äâèæåòñÿ êàê ïî�âåðõíîñòü, íå ðàñïàäàåòñÿ, íå ðàñïëûâàåòñÿ è íå èñ�÷åçàåò êàê â ïðîñòðàíñòâå (x; y; t), òàê è â ïðîñòðàí�ñòâå (x0; y0; t), ò. å. V0 = V0� = V0+ 6= V .

Âûâåäåì àíàëîãè÷íî åùå äâà ñîîòíîøåíèÿ âèäà(98) äëÿ äâóõ äðóãèõ ïàð âåëè÷èí �, 
 è �, 
:����������������������
����x ����y 0 0 d��dt�
��x �
��y 0 0 d
�dt0 0 ��+�x ��+�y d�+dt0 0 �
+�x �
+�y d
+dtnx ny �nx �ny 0

���������������������� = 0; (106)
����������������������
�
��x �
��y 0 0 d
�dt����x ����y 0 0 d��dt0 0 �
+�x �
+�y d
+dt0 0 ��+�x ��+�y d�+dtnx ny �nx �ny 0

���������������������� = 0: (107)
Çàìåòèì, ÷òîd�dt = ���t � V ���n ; d�dt = ���t � V ���n;d
dt = �
�t � V �
�n: (108)Óðàâíåíèÿ (83) íà ïîâåðõíîñòè ìîæíî âûðàçèòü ñëå�äóþùèì îáðàçîì:H�j ��; d�dt ; ���xi ; �; d�dt ; ���xi ; 
; d
dt ; �
�xi� = 0;j = 1; 2; 3; i = 1; 2: (109)Òåïåðü �îðìàëüíî ìû ìîæåì çàïèñàòü çàìêíó�òóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé (84)�(87), (98), (106)�(109).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç íåå ìû ìîæåì îäíîçíà÷íîîïðåäåëèòü ñêîðîñòü V . Ñ ïîìîùüþ (99) òîãäà ìîæ�íî îïðåäåëèòü V0. Â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, ÷òîáû ïî�ëó÷èòü òàêîãî ðîäà çàìêíóòóþ ñèñòåìó, íåîáõîäèìîèìåòü óæå ÷åòûðå ïåðåìåííûõ è ÷åòûðå óðàâíåíèÿâ (83). Ýòî âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, åñëè â ãàçå ðàñ�ïðîñòðàíÿåòñÿ �ðîíò ïëàìåíè [1℄. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ(íàïðèìåð, ïðè íàëè÷èè òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà)÷èñëî ïåðåìåííûõ è ÷èñëî óðàâíåíèé, êîòîðûå íàìíåîáõîäèìû, íå áóäåò ñîâïàäàòü.810



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ê íåëèíåéíîé òåîðèè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé : : :5.2. Íåóñòîé÷èâîñòü Äàðüå �Ëàíäàó âäâóìåðíîì ñëó÷àå�àññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå áåñêîíå÷íî òîíêî�ãî �ðîíòà ïëàìåíè â ïîòåíöèàëüíîì âíåøíåì ïî�òîêå, ò. å. u = r', �' = 0 (ñì. ðèñ. 1). Ïåðåéäåìê áåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì ñêîðîñòè u è äàâëåíèÿP [12℄. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïîâåðõíîñòè �ðîí�òà îïðåäåëÿþòñÿ èç âûðàæåíèé (41)�(43). Ñêîðîñòèun� = �'=�n è u� = �'=�� ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé�îðìóëîé �ðèíà [16℄:�'(r; t) = I ��'(rs; t)�ns ln jrs � rj �� '(rs; t))ns � rs � rjrs � rj2 � dl(rs): (110)Èç óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè ñëåäóþò �îðìóëû(44), (45) äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ïåðåéäåì ê ïåðå�ìåííûì íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö x0, y0, t, âêîòîðûõ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ux(x; y; t) è uy(x; y; t)íå çàâèñÿò îò âðåìåíè,�ux�t + dxdt �ux�x + dydt �ux�y = duxdt = 0)) ux(x; y; t) = u0x(x0; y0); (111)�uy�t + dxdt �uy�x + dydt �uy�y = duydt = 0)) uy(x; y; t) = u0y(x0; y0): (112)Ôîðìóëû (111), (112) îïðåäåëÿþò ïðåîáðàçîâàíèåïåðåìåííûõ x; y; t ê x0; y0; t. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîïðåîáðàçîâàíèå âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåòâñå ïðîñòðàíñòâî x; y; t íà âñå ïðîñòðàíñòâî x0; y0; t,à íå åãî ÷àñòü. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿñîîòíîøåíèÿ (90), (91). Åñëè ÿêîáèàí ïðåîáðà�çîâàíèÿ (111), (112) âíóòðè �ðîíòà îãðàíè÷åí,òî â ïðåäåëå íóëåâîé òîëùèíû �ðîíòà îáëàñòüðåàêöèè, åñòåñòâåííî, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîâåðõ�íîñòü ðàçðûâà êàê â ïðîñòðàíñòâå (x; y; t), òàê è âïðîñòðàíñòâå (x0; y0; t). �àññìîòðèì òî÷êóM(x; y; t)ãðàíèöû �ðîíòà, äâèæóùóþñÿ ñî ñêîðîñòüþ �V n.Â ïåðåìåííûõ x0; y0; t ýòîé òî÷êå ñîîòâåòñòâóþòäâå òî÷êè M� = M(x0�(x; y; t); y0�(x; y; t)) èM+ = M(x0+(x; y; t); y0+(x; y; t)) íà âíóòðåííåé èâíåøíåé ñòîðîíàõ ïîâåðõíîñòè, êîòîðûå â ïðåäåëåáåñêîíå÷íî òîíêîãî �ðîíòà ìîãóò íå ñîâïàäàòü, êàêýòî èìåëî ìåñòî â ñëó÷àå òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâàâ ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà. Ôîðìóëà (98) ïðèíèìàåòâèä

����������������������
�u0x��x0 �u0x��y0 0 0 dux�dt�u0y��x0 �u0y��y0 0 0 duy�dt0 0 �u0x+�x0 �u0x+�y0 dux+dt0 0 �u0y+�x0 �u0y+�y0 duy+dtn0x n0y �n0x �n0y 0

���������������������� == 0: (113)Ñ ó÷åòîì ïîòåíöèàëüíîñòè âíåøíåãî ïîòîêà è ãðà�íè÷íûõ óñëîâèé (41)�(43) âûðàæåíèå (113) ïðèíè�ìàåò âèäG�d'0dt ; '0; !0; n0x; n0y; V; �� = 0; (114)à ïîñêîëüêó âðåìÿ ìîæíî îòñ÷èòûâàòü îò ëþáîãîìîìåíòà äâèæåíèÿ, òîG�d'dt ; '; !; nx; ny; V; �� = 0: (115)Ôîðìóëà (115) âûâåäåíà íåçàâèñèìî îò óðàâíåíèéãèäðîäèíàìèêè çà �ðîíòîì è ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåìòîãî, ÷òî �ðîíò ïëàìåíè äâèæåòñÿ êàê ïîâåðõíîñòü(íå ðàñïàäàåòñÿ, íå ðàñïëûâàåòñÿ è íå èñ÷åçàåò)êàê â ïðîñòðàíñòâå (x; y; t), òàê è â ïðîñòðàíñòâå(x0; y0; t), ò. å. V0 = V0� = V0+ 6= V . Òàêèì îáðà�çîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé (44), (45), (110), (115) äîëæ�íà îïðåäåëÿòü ýâîëþöèþ áåñêîíå÷íî òîíêîãî �ðîí�òà. Ïåðåéäåì â òî÷êå M(x; y; t) â ñèñòåìó êîîðäèíàò(n; � ) (ñì. ðèñ. 1) è ïîâòîðèì â íåé âñå ïðåäûäóùèåðàññóæäåíèÿ. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé�un��n + �u���� = 0; �u���n = �un��� ;! = �u�+�n � �un+���îðìóëà (115) ïðèíèìàåò âèä����������������������
��u���� �un��� 0 0 dun�dt�un��� �u���� 0 0 du��dt0 0 ��u�+�� �un+�� dun+dt0 0 !+�un+�� �u�+�� du�+dt1 0 �1 0 0

���������������������� == 0: (116)811



Ì. Ë. Çàéöåâ, Â. Á. Àêêåðìàí ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009Çàòåì ñ ó÷åòîì êðèâèçíû èç óðàâíåíèé (41)�(43) ñëå�äóåò du+dt = du�dt + (� � 1)dndt ) dun+dt = dun�dt ;du�+dt = du��dt +(��1)�dndt � �� = du��dt +(��1)�V�� ;à òàêæå�un+�� = �un��� ; �u�+�� = �u���� + � � 1R ;ãäå R � ðàäèóñ êðèâèçíû. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíî�øåíèÿ â óðàâíåíèå (116), íàõîäèì!�un��� �������� �un��� dun�dt�u���� du��dt ��������++ � � 1R ��u���� + � � 1R � �������� �un��� dun�dt�u���� du��dt ���������� (� � 1)2��un��� �2 �������� �un��� dun�dt1R �V�� ���������� (� � 1)2 �un��� �u���� �������� �u���� du��dt1R �V�� �������� = 0: (117)Çäåñü �'=�n è ' ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé �îðìóëîé�ðèíà (110). Ïîñêîëüêó �(�'=�t) = 0, ïðîèçâîäíûå�2'=�n �t è �'=�t òàêæå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé �îð�ìóëîé �ðèíà:��'(r; t)�t = I ��2'(r; t)�ns�t ln jrs � rj �� �'(rs; t)�t ns � rs � rjrs � rj2 � dl(rs): (118)Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó�2'�n�t = ddt �'�n + V �2'�n2 == ddt �'�n � V �2'��2 = ddt �'�n � V �u����è �'�t = d'dt + V �'�n = d'dt + V un�;

ïîëíûå ïðîèçâîäíûå d(�'=�n)=dt è d'=dt ñâÿçàíûìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì��d'dt + V un�� (r; t) == I �� ddt �'�n � V �u���� � (rs; t) ln jrs � rj ���d'dt + V nn�� (rs; t)ns � rs � rjrs � rj2 � dl(rs): (119)Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíû un�, u� , �un�=�� ,�u��=�� , dun�=d� , du��=d� âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ',d'=dt, V , òàê êàêun� = �'�n ; u� = �'�� ;dun�dt = ddt �'�n ; du��dt = ddt �'�� = ��� d'dt :Ïðè ñëàáîì òåïëîâîì ðàñøèðåíèè íà �ðîíòå ðå�àêöèè, ��1� 1, èç �îðìóëû Ôðàíêåëÿ (53) ñëåäóåò,÷òî un�, u� � � � 1 è ñîîòâåòñòâåííî�un��� ; �u���� ; dun�dt ; du��dt ; �V�� � � � 1R :Èç óðàâíåíèÿ (117) ïîëó÷àåì! = � � 1R ��u���� + � � 1R ���un��� ��1 ++O � (� � 1)2R � : (120)Â ñëó÷àå ñëàáî èñêðèâëåííîãî ïëîñêîãî �ðîíòà1=R � � � 1 ) ! � (� � 1)2 â ïîëíîì ñîîòâåòñòâèèñ òåîðèåé Äàðüå �Ëàíäàó [1; 8℄. Åñëè 1=R � 1, òî! � (��1)=R. Òàêèì îáðàçîì, áîëüøàÿ êðèâèçíà ñî�çäàåò áîëüøóþ çàâèõðåííîñòü çà �ðîíòîì [2; 8℄. Îöå�íèì ñ ïîìîùüþ ýòîãî âåðíîñòü �îðìóëû Ôðàíêåëÿ(53). Âèõðåâóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñêîðîñòè îöåíèì êàêu� = � 12�rr�ZZ !(r�) ln jr��rj dS� � !D � ��1R D;ãäå D � ðàçìåð îáëàñòè ñãîðåâøåãî ãàçà; up �� � � 1 ) u� � up èëè D=R � 1, ò. å. �îðìóëà(53) äîëæíà áûòü âåðíà äëÿ äîñòàòî÷íî ñëàáî èñ�êðèâëåííîãî �ðîíòà ïðè � � 1� 1.�àññìîòðèì îáùèå óðàâíåíèÿ ãîðåíèÿ, â êîòî�ðûõ ñêîðîñòü u, õîòÿ è ìåíÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî â òîí�êîé îáëàñòè, íî îñòàåòñÿ íåïðåðûâíîé [1; 3℄. Ïåðåõîäê áåñêîíå÷íî òîíêîìó �ðîíòó, Æ ! 0, âûðîæäàåòïðåîáðàçîâàíèå (111), (112) âíóòðè îáëàñòè ãîðåíèÿ.812



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ê íåëèíåéíîé òåîðèè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé : : :Îäíàêî ýòî íå äîëæíî íàðóøàòü åãî ñòðóêòóðû. Ìà�òåìàòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿux�(x; y; t) = u0x�(x0; y0);ux+(x; y; t) = u0x+(x0; y0); (121)uy�(x; y; t) = u0y�(x0; y0);uy+(x; y; t) = u0y+(x0; y0); (122)ãäå u0x�(x0; y0) è u0y�(x0; y0) � ðàñïðåäåëåíèå ñêî�ðîñòè ãàçà â ìîìåíò âðåìåíè t = t0, äîëæíû âçàèì�íî îäíîçíà÷íî ïåðåâîäèòü äâå îáëàñòè g(x; y; t) < 0è g(x; y; t) > 0 â ïðîñòðàíñòâå (x; y; t) â äâå îáëà�ñòè g0(x0; y0; t) < 0 è g0(x0; y0; t) > 0 â ïðîñòðàíñòâåx0; y0; t ñ îáùåé ãðàíèöåé g0(x0; y0; t) = 0 äëÿ ëþáî�ãî t0. Óñëîâèå, ÷òî â ïåðåìåííûõ x0; y0; t �ðîíò íå¾ðàñïëûâàåòñÿ¿, îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðè îáëàñòè ðåàê�öèè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèåÆ0R0 = �(x0; y0)�(x; y) ÆR0 � 1èëè �(ux; uy)�(x; y) ÆR0 � �(u0x; u0y)�(x0; y0) (123)äëÿ ëþáûõ t è t0. Çäåñü Æ0 � òîëùèíà è R0 � ðàäè�óñ êðèâèçíû �ðîíòà â ïðîñòðàíñòâå (x0; y0; t). Ýòîîïðåäåëåííîå òðåáîâàíèå íà ïðîèñõîäÿùèå òàì âíó�òðåííèå ïðîöåññû.Âïðî÷åì, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî �ðîíò íå ñî�æìåòñÿ, íàïðèìåð, â ¾ðàñ÷åñêó¿ èëè ¾âåòêó¿. Ïå�ðåõîäÿ ïî �îðìóëàì (111), (112) ê ïåðåìåííûìx0; y0; t, èç-çà íàëè÷èÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðî�èëÿ ñêî�ðîñòåé ìîæíî áûëî áû ïîäóìàòü, ÷òî â ïðîñòðàí�ñòâå (x0; y0; t) �ðîíò íå ¾äâèæåòñÿ¿. Îäíàêî ÷àñòè�öå (x0; y0) íè÷òî íå ìåøàåò âõîäèòü âíóòðü �ðîíòà ñîäíîé ïëîòíîñòüþ è âûõîäèòü èç íåãî â äðóãîé òî÷�êå ñ äðóãîé ïëîòíîñòüþ. Ïîýòîìó ñêà÷êîîáðàçíûéïðî�èëü ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ìîæåò ñìåùàòü�ñÿ, îïðåäåëÿÿ äâèæåíèå èñòèííîãî �ðîíòà ðåàê�öèè. Åñëè ñòðóêòóðà ïðî�èëÿ ïëîòíîñòè äðóãàÿ, òîýòî îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ (121),(122). Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî òîíêîãî �ðîíòà ñêîðîñòüu òåðïèò ðàçðûâ íà ïîâåðõíîñòè g(x; y; t) = 0, íîíà ïîâåðõíîñòè g0(x0; y0; t) = 0 åãî ìîæåò íå áûòü.Íèêàêîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ïðè ýòîì íåò, òàê êàê èñ�ïûòûâàþò ñêà÷îê �óíêöèè x(x0; y0; t) è y(x0; y0; t).×àñòèöà (x0; y0) âõîäèò âíóòðü ïëàìåíè â òî÷êå(x�(x0; y0; t); y�(x0; y0; t)) è âûõîäèò èç íåãî â òî÷�êå (x+(x0; y0; t); y+(x0; y0; t)).Èç ñîîòíîøåíèÿ (123) ñëåäóåò, ÷òî ãðàäèåíòûñêîðîñòåé âíóòðè è âíå ïëàìåíè íå äîëæíû ñèëü�íî îòëè÷àòüñÿ äðóã îò äðóãà. Òàêèì îáðàçîì, �îð�ìóëà (117) äîëæíà áûòü âåðíà òîëüêî äëÿ äîñòà�òî÷íî èñêðèâëåííîãî ïëàìåíè, õîòÿ è ïðèâîäèò ïðè

� � 1! 0 ê ïðàâèëüíûì âûâîäàì äëÿ ñëàáî èñêðèâ�ëåííîãî �ðîíòà. Âîçìîæíî, äàííóþ ïðîáëåìó ðåøà�þò ïîïðàâêè âèäà ux + Umaxx=Æ è uy + Umaxy=Æ,ãäå Umax � ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ìîäóëÿ ñêîðî�ñòè u(x; y; t). Îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå íàäî áóäåò èñ�ïîëüçîâàòü óæå êîíå÷íóþ òîëùèíó �ðîíòà ïëàìåíè(ñì. Ïðèëîæåíèå Â).Ñäåëàåì ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó ïðèìåíèìî�ñòè �îðìóëû (117). Èìååì�(u0x; u0y)�(x0; y0) � � jU jR0 �2 ;�(ux; uy)�(x; y) � �� � 1Æ �2 +� jU jR �2 : (124)Ïîäñòàâëÿÿ (124) â (123), íàõîäèì �� � 1Æ �2 +� jU jR �2! ÆR0 � � jU jR0 �2èëè �� � 1jU j �2 RÆ + ÆR � 1: (125)Ñëåäîâàòåëüíî, Æ=R � 1 è jU j � (� � 1)pR=Æ,ò. å. ñêîðîñòü äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî âåëèêà. Âìåñ-òî ux(x; y; t) è uy(x; y; t) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëþ�áûå ¾óäîáíûå¿ âåëè÷èíû. Íåîáõîäèìî òîëüêî, ÷òî�áû îíè è/èëè èõ ïðîèçâîäíûå òåðïåëè ðàçðûâ íàïîâåðõíîñòè ïëàìåíè è âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ (122),(123). Íàïðèìåð, åñëè âûáðàòü '(x; y; t) è  (x; y; t),òàê ÷òî u(x; y; t) = r'+r� ; (126)ãäå  (r; t) = � 12� ZZ !(r�) ln jr� � rj dS�;'(r; t) = 12� ZZ divu(r�) ln jr� � rj dS�� ñîîòâåòñòâåííî �óíêöèÿ òîêà è ïîòåíöèàë, ïåðå�õîäÿùèé â ïîòåíöèàë Ôðàíêåëÿ ïðè Æ ! 0,'(r; t) = 12� I (� � 1) ln jr� � rj dl�;òî ìîæíî îáîéòèñü áåç óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè çà�ðîíòîì. Äåéñòâèòåëüíî,�'�t + dxdt �'�x + dydt �'�y == d'dt = 0) ' = '0(x0; y0); (127)813



Ì. Ë. Çàéöåâ, Â. Á. Àêêåðìàí ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009� �t + dxdt � �x + dydt � �y == d dt = 0)  =  0(x0; y0): (128)Ñëåäîâàòåëüíî,dxdt = �(';  )�(y; t) ��(';  )�(x; y) ��1 ; x = x(x0; y0; t);x0 = x0(x; y; t); x0jt=0 = x; (129)dydt = �(';  )�(t; x) ��(';  )�(x; y) ��1 ; y = y(x0; y0; t);y0 = y0(x; y; t); y0jt=0 = y: (130)Ïóñòü g(x; y; t) � g(x0; y0; t) = 0 � óðàâíåíèå�ðîíòà â ïåðåìåííûõ x0, y0, t. Äè��åðåíöèðóÿ åãîïî t, ïîëó÷àåì ïðè t = 0V � nx dx�dt � ny dy�dt = V0�; (131)V � nx dx+dt � ny dy+dt = V0+: (132)Ñëåäîâàòåëüíî,V0� � V0+ ) nx dx�dt + ny dy�dt = nx dx+dt + ny dy+dt :Ïåðåéäåì òåïåðü â ñèñòåìó êîîðäèíàò (n; � ), ãäånx = 1, ny = 0. Òîãäà �îðìóëà (104) áóäåò èìåòüâèä�('�;  �)�(�; t) ��('�;  �)�(n; �) ��1 == �('+;  +)�(�; t) ��('+;  +)�(n; �) ��1 ; (133)à ýòî îçíà÷àåò, ÷òîV0 = V0� = V0+ = V �� �('+;  +)�(�; t) ��('+;  +)�(n; t) ��1 : (134)Çäåñü âåëè÷èíû r'�, r �  �, �'�=�t, � �=�tíà ãðàíèöå ïëàìåíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç V . Åñëèu� = u� (';  ) è un = un(';  ), òî�(u��; un�)�(�; t) ��(u��; un�)�(n; t) ��1 == �(u��; un�)�('�;  �) �('�;  �)�(�; t) �� ��(u��; un�)�('�;  �) �('�;  �)�(n; �) ��1 == �('�;  �)�(�; t) ��('�;  �)�(n; t) ��1 : (135)

Àíàëîãè÷íî,�(u�+; un+)�(�; t) ��(u�+; un+)�(n; �) ��1 == �('+;  +)�(�; t) ��('+;  +)�(n; �) ��1 : (136)Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì�(u��; un�)�(�; t) ��(u��; un�)�(n; t) ��1 == �(u�+; un+)�(�; t) ��(u�+; un+)�(n; t) ��1 ; (137)÷òî ÿâëÿåòñÿ äðóãèì âèäîì �îðìóëû (117). Ñëå�äîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (117) è (133)îïðåäåëÿþò îäíî è òîæå óðàâíåíèå �ðîíòà ïëàìå�íè. 6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ äàííîé ðàáîòå ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî ïðåîá�ðàçîâàíèÿ ïåðåìåííûõ â òðåõìåðíîì ïîòîêå ìû ñâå�ëè ïîëíóþ ñèñòåìó ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèéïî îáúåìó ê ñèñòåìå óðàâíåíèé íà ïîâåðõíîñòè. Ïî�ëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïîêàçûâàþò ñåðüåçíîå âëèÿíèåíåíóëåâîé çàâèõðåííîñòè íà äâèæåíèå ãèäðîäèíà�ìè÷åñêèõ ðàçðûâîâ. Ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò ñåðüåçíîóïðîñòèòü èõ ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå. Âî-ïåðâûõ,îíè óìåíüøàþò ðàçìåðíîñòü çàäà÷è íà åäèíèöó.Âî-âòîðûõ, ñàìûé ìàëûé ìàñøòàá, êîòîðûé ìîæ�íî ðàçðåøèòü ïðè èõ ìîäåëèðîâàíèè, ìíîãî áîëü�øå òîëùèíû ýòîãî ðàçðûâà. Îñîáåííî ýòî âàæíîäëÿ íåóñòîé÷èâîñòè Äàðüå �Ëàíäàó, ãäå ïðîöåññû,ïðîèñõîäÿùèå âíóòðè ïëàìåíè, êðàéíå ñëîæíî ìî�äåëèðîâàòü íà áîëüøèõ âðåìåííûõ è ïðîñòðàíñòâåí�íûõ ìàñøòàáàõ [9; 21; 22℄. Â-òðåòüèõ, îíè âûâåäåíûâ âèäå, íåçàâèñèìîì îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàòè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû â ëþáûõ ïðîñòðàíñòâåí�íûõ ãåîìåòðèÿõ. Â Ïðèëîæåíèè À ïîêàçûâàåòñÿ,êàê ìîæíî çàïèñàòü ýòè óðàâíåíèÿ â ëþáûõ óäîá�íûõ êîîðäèíàòàõ è ó÷åñòü âëèÿíèå êðèâèçíû ïîâåðõ�íîñòè. Â-÷åòâåðòûõ, ïîìèìî ñêîðîñòè ïîâåðõíîñòèîíè ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü, êàê ìåíÿþòñÿ íà ðàçðû�âå âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå òå�÷åíèå (òàêèå êàê u, P , !, �, s è ò. ä.).Ê ñîæàëåíèþ, âñå ïîëó÷åííûå ñèñòåìû óðàâíå�íèé íåÿâíûå îòíîñèòåëüíî âðåìåíè è îïèñûâàþòòîëüêî íåâÿçêèå ñðåäû. Ïîýòîìó íàäî åùå ðàññìàò�ðèâàòü êðàåâûå óñëîâèÿ, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñêîðîñòüðàçðûâà V . Ïî-âèäèìîìó, ÷åðåç íèõ ïðîèñõîäèò ïî�ñòóïëåíèå èí�îðìàöèè î âíåøíåì ïîòîêå, íåñîìíåí�íî âëèÿþùåì íà ýâîëþöèþ âñåãî �ðîíòà. Ïðè ýòîì814



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ê íåëèíåéíîé òåîðèè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé : : :îíè ñóùåñòâåííî òðåõìåðíûå, ò. å. âûðîæäàþòñÿ âäâóìåðíîì ñëó÷àå. Îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî îíèíå ìîãóò áûòü óñïåøíî èñïîëüçîâàíû â ïðèëîæåíè�ÿõ. Ïðè ýòîì ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ âñåõ ðàññìîò�ðåííûõ â äàííîé ðàáîòå íåóñòîé÷èâîñòåé (â ÷àñòíî�ñòè Äàðüå �Ëàíäàó) çäåñü àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿ�þòñÿ, òàê êàê ïîëó÷åííûå ñèñòåìû óðàâíåíèé â äâó�ìåðíîì ñëó÷àå çàäàþò ýâîëþöèþ ïîâåðõíîñòåé ðàç�ðûâîâ ÷åðåç êðàåâûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòüïðîèçâîëüíûìè.Â ñëó÷àå äâóìåðíîãî ïîòîêà ìû òàêæå âûâåëè ñè�ñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îïèñàíèÿ íåóñòîé÷èâîñòè Äà�ðüå �Ëàíäàó, íå ñâÿçàííóþ ñ ïðåäïîëîæåíèÿìè îáîáðàçóþùåéñÿ çàâèõðåííîñòè çà �ðîíòîì, è íàøëèîáëàñòü åå ïðèìåíèìîñòè. Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïîêà�çàíî, ÷òî îíà íå ïðîòèâîðå÷èò âûâîäàì òåîðèè Äà�ðüå �Ëàíäàó. Ïîñòðîåíà îáùàÿ òåîðèÿ ýòîãî ìåòîäà,ïðèìåíèìîãî äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîéïîâåðõíîñòè ðàçðûâà êàê â äâóìåðíîì, òàê è â òðåõ�ìåðíîì ñëó÷àÿõ. Ýòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àëüòåðíà�òèâó ïîëíîìó ðåøåíèþ ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõóðàâíåíèé è ñîãëàñîâàíèÿ èõ ðåøåíèé íà ïîâåðõíî�ñòè, ÷òî �àêòè÷åñêè ìû äåëàëè ñ óðàâíåíèÿìè Ýé�ëåðà äî ýòîãî â ñëó÷àå òðåõìåðíîãî ïîòîêà.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÀÂûðàæåíèÿ äëÿ dn=dt è êîâàðèàíòíûõïðîèçâîäíûõ�àññìîòðèì (m � 1)-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòüF (x1; : : : ; xm; t) = 0, äâèæóùóþñÿ â m-ìåðíîìïðîñòðàíñòâå ñî ñêîðîñòüþ V = �(�F=�t)=jrF j.Âûðàçèì ÿâíî âðåìÿ t, ò. å. t � g(x1; : : : ; xm) == 0. Òîãäà V = �jrgj�1 � ñêîðîñòü è n == rg=jrgj � âíóòðåííÿÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòèfx : g(x1; : : : ; xm) = 
onstg (ñì. ðèñ. 4). Ìû âèäèì,÷òî V è n íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè. Êàæäàÿòî÷êà ïîâåðõíîñòè äâèæåòñÿ âäîëü íåêîòîðîéêðèâîé ñî ñêîðîñòüþ �V n. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îò íåêîòîðîé âåëè÷èíû  âäîëü ýòîé êðèâîé îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéd dt = � �t � V (n � r) :�àññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè dn=dt âäîëüýòîé êðèâîé:dndt = ddt �V nV � = V ddt nV + dVdt nV == V ddt (rg)� n � (n � r)V: (À.1)

Äëÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû âåêòîðà rg èìååìddt �g�x1 = �V (n � r) �g�x1 = �V 2(rg � r) �g�x1 == �V 22 ��x1 jrgj2 = �V 22 ��x1 V �2 = 1V �V�x1 : (À.2)Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìû ìîæåì ïðîâå�ñòè äëÿ ëþáîé êîìïîíåíòû âåêòîðà rg, ò. å.d(rg)=dt = rV=V . Â ðåçóëüòàòå èç (À.1) ïîëó÷àåìdndt = rV � n � (n � r)V: (À.3)Óìíîæèì îáå ÷àñòè âûðàæåíèÿ (À.3) íà âåêòîð � ,òàêîé ÷òî � � n = 0. Èìååìdndt � � = �V�� ; dndt � n = 0: (À.4)Ñäåëàåì â èñõîäíîì m-ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðî�ñòðàíñòâå íåâûðîæäåííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ:xi = xi(q1; : : : ; qm), i = 1; : : : ;m. Åñëè f , ui, ui, uijè ò. ä. � òåíçîðû, òî âåëè÷èíûDf�qr = �f�qr ; Dui�qr = �ui�qr + �is;rus;Dui�qr = �ui�qr � �si;rus;Duij�qr = �uij�qr � �si;rusj � �sj;ruisè ò. ä., ãäå �kr;s = �2xj�qs�qr �qk�xj� ñèìâîë Êðèñòî��åëÿ, òàêæå ÿâëÿþòñÿ òåíçîðà�ìè, è â èñõîäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x1; : : : ; xm)ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíû�ìè [14; 17; 23℄. Âûðàçèì äëÿ ïðèìåðà óðàâíåíèÿÝéëåðà (6)�(8) è ïîëíóþ (ñóáñòàíöèîíàëüíóþ)ïðîèçâîäíóþ â ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü m = 2; 3,P � ñêàëÿð äàâëåíèÿ, u = (ui) � ðàñïðåäåëåíèåâåêòîðà ñêîðîñòè,gij = Ækl �xk�qi �xl�qj� ìåòðè÷åñêèé òåíçîð, òàêîé ÷òî gijgik = Ækj , ãäåÆkj = Ækj � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Òîãäà [14℄�ui�t + usDui�qs + gij ��qj P� = 0; (À.5)�!i�t = r� [u�!℄ = !jDui�qj � usD!i�qs ; (À.6)��qi �pg ui� = 0; g = det gij ; (À.7)815



Ì. Ë. Çàéöåâ, Â. Á. Àêêåðìàí ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009!r = [r� u℄r = pg grigjs"ijkDuk�qs == 1pg "ijrDui�qj ; (À.8) ddt = ��t � V ns D�qs + us� D�qs + �!s� D�qs ; (À.9)ãäå"ijk = "ijr = 8><>: 0; åñëè ñðåäè i; j; k åñòü äâà ðàâíûõ ÷èñëà;1; åñëè (ijk) � ÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (123);�1; åñëè (ijk) � íå÷åòíàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (123)� ñèìâîë Ëåâè-×èâèòà. Ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëåíèès çàïèøåòñÿ â âèäå sj D�sj :Ïåðåìåííûå Ëàãðàíæà x0; y0; z0 çäåñü ñëåäóåò ðàñ�ñìàòðèâàòü êàê ñêàëÿðû, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíå�íèÿì�x0�t + urDx0�qr = 0; �y0�t + urDy0�qr = 0;�z0�t + urDz0�qr = 0: (À.10)Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ (ñì. Ïðèëîæåíèå Á), çàïèñàí�íûå â ëþáîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïðèìóò âèä!rDx0�qr = !0x(x0; y0; z0);!rDy0�qr = !0y(x0; y0; z0);!rDz0�qr = !0z(x0; y0; z0); (À.11)� = 1pg �(x0; y0; z0)�(q1; q2; q3) = 1: (À.12)Îòñþäà ëåãêî âûÿñíèòü èõ ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.Ïåðåéäåì â ñèñòåìó êîîðäèíàò xi = xi(x0; y0; z0), ãäå(x; y; z) = (xi) è (qi) = (x0; y0; z0) � ïåðåìåííûå Ëà�ãðàíæà (A.10) â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t. Òîãäàèç (À.11) ïîëó÷àåì!1(x0; y0; z0; t) = !0x(x0; y0; z0);!2(x0; y0; z0; t) = !0y(x0; y0; z0);!3(x0; y0; z0; t) = !0z(x0; y0; z0):Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî!(x0; y0; z0; t) = !1 �r�x0 + !2 �r�y0 + !3 �r�z0 == !0x �r�x0 + !0y �r�y0 + !0z �r�z0 : (À.13)

ÏóñòüS12 = �r�x0 � �r�y0 ; S13 = �r�x0 � �r�z0 ;S23 = �r�y0 � �r�z0 (À.14)� ýëåìåíòû ïëîùàäåé, îáðàçîâàííûå ñîîòâåòñòâóþ�ùèìè êîîðäèíàòíûìè âåêòîðàìè ëîêàëüíîãî áàçèñà(�r=�x0; �r=�y0; �r=�z0). Ïîñêîëüêó â ëàãðàíæåâûõêîîðäèíàòàõ ýëåìåíò îáúåìàV = �r�x0 � � �r�y0 � �r�z0 � = �(x; y; z)�(x0; y0z0) = 1;óìíîæèâ ñêàëÿðíî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè (À.13) íàýëåìåíòû ïëîùàäåé (À.14), íàéäåì, ÷òî ïðè äâèæå�íèè ÷àñòèöû æèäêîñòè ñîõðàíÿþòñÿ âåëè÷èíû! �S12 = !0z(x0; y0; z0); ! �S13 = �!0y(x0; y0; z0);! � S23 = !0x(x0; y0; z0);÷òî åñòü ñëåäñòâèå òåîðåìû Òîìïñîíà [1℄. Óäîá�íî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå êðèâîëèíåéíûå êî�îðäèíàòû. Ïóñòü (m � 1)-ìåðíàÿ ïîâåðõíîñòüF (x1; : : : ; xm; t) = 0, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé äâè�æåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ �V n, ïðîõîäèò ÷åðåç êàæ�äóþ òî÷êó ïðîñòðàíñòâà òîëüêî îäèí ðàç. Ââå�äåì â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 íà ýòîé ïîâåðõíî�ñòè ïðîèçâîëüíûå êîîðäèíàòû (q1; : : : ; qm�1). Êàæ�äîé òî÷êå (x1; : : : ; xm) åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïî�ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íàáîð ÷èñåë q1; : : : ; qm, ãäåq1; : : : ; qm�1 � êîîðäèíàòû òîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè âìîìåíò t = 0, êîòîðàÿ ÷åðåç âðåìÿ qm = t ïðîéäåò÷åðåç íåå. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ (q1; : : : ; qm) ïîâåðõ�íîñòü F (x1; : : : ; xm; t) = 0 â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè tñîâïàäàåò ñ êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòüþ qm = t. Âåê�òîðó n = �rg=jrgj â ñèñòåìå êîîðäèíàò (q1; : : : ; qm)ñîîòâåòñòâóþò äâà ïðîñòûõ ïðåäñòàâëåíèÿ:ni = �jrgj�1�g=�qi = (0 : : : 1)T ; ni = gijnj :816



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ê íåëèíåéíîé òåîðèè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé : : :Ïðè äâèæåíèè ëþáîé òî÷êè ïîâåðõíîñòè ñî ñêîðî�ñòüþ �V n åå êîîðäèíàòû (q1; : : : ; qm�1) ïî îïðåäå�ëåíèþ íå ìåíÿþòñÿ, è ñîîòíîøåíèÿxi = xi(q1; : : : ; qm); dxidt = �V nxi = �xi�qm ;d2xi�t2 = �dVdt nxi � V dnxidt = �2xi�q2m ;ãäå m çà�èêñèðîâàíî, ïîçâîëÿþò ëåãêî âûðàçèòüìåòðè÷åñêèé òåíçîð gij è ñèìâîë Êðèñòî��å�ëÿ �kr;s ÷åðåç èçâåñòíûå ïîâåðõíîñòíûå âåëè÷èíûxi = xi(q1; : : : ; qm), ni, V è dV=dt. Äîêàæåì îäíîïîëåçíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå ui ïðå�òåðïåâàåò ðàçðûâ ãëàäêîñòè [ui℄ = �ni íà ïîâåðõíî�ñòè F (x1; : : : ; x3; t) = 0 (ñì. ðèñ. 4). Òîãäà ñêà÷îêíîðìàëüíîé çàâèõðåííîñòè ýòîãî ïîëÿ ÷åðåç íåå ðà�âåí íóëþ, ò. å. [[r � u℄n℄ = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñ�ñìîòðèì íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå wi = ui�ri',ãäå '(r) = 12� I �jr� � rj dS�: (À.15)Òîãäà èç íåïðåðûâíîñòè wi è (À.8) ñëåäóþò ðàâåí�ñòâà[[r� u℄n℄ = [[r�w℄n℄ = [nr[r�w℄r℄ == � 1pg nr"ijrDwi�qj � = 1pg "ij3 �Dwi�qj � == 1pg "ij3 ��wi�qj � == 1pg ���w1�q2 �� ��w2�q1 �� = 0; (À.16)÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëü�çóÿ ñîîòíîøåíèÿ (À.5)�(À.11), ìîæíî ïîñòðîèòü òå�îðèþ äâèæåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ðàçðûâîâ è äëÿñòðîãî íåëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòåé.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÁÈíòåãðàëû äâèæåíèÿ�àññìîòðèì óðàâíåíèÿ èäåàëüíîé íåñæèìàåìîéæèäêîñòè â òðåõìåðíîì ñëó÷àå:�!�t = r� [u�!℄; (Á.1)divu = 0: (Á.2)�àññìîòðèì òàêæå ëàãðàíæåâû ïåðåìåííûå (ò. å.ðàçìåòêó) (20). Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (Á.1)íà rx0. Òîãäà

rx0 ��!�t = rx0 �r�[u�!℄ = �div(rx0�[u�!℄) == �div (u(! � rx0)) + div (!(u � rx0)) == �u � r(! � rx0) +! � r(u � rx0) == �u � r(! � rx0)�! � r�x0�t :Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíî ñâîéñòâî ïåðåìåííûõ Ëàã-ðàíæà: �x0�t + ux�x0�x + uy �x0�y + uz �x0�z = 0:Ñëåäîâàòåëüíî,��t (! � rx0) + u � r(! � rx0) = ddt (! � rx0) = 0)) ! � rx0 = !0x(x0; y0; z0);ãäå d=dt � ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè â ëàãðàíæåâûõïåðåìåííûõ, !0(x0; y0; z0) � íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëå�íèå çàâèõðåííîñòè !. Àíàëîãè÷íî! � ry0 = !0y(x0; y0; z0); ! � rz0 = !0z(x0; y0; z0):Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (Á.2) ñëåäóåò [11℄, ÷òîdivu = 0) �(ux; y; z)�(x; y; z) + �(x; uy; z)�(x; y; z) ++ �(x; y; uz)�(x; y; z) = 0; 1� d�dt = 0; (Á.3)ò. å. �(x; y; z)�(x0; y0; z0) = 1:Âûðàæàÿ ! ñ ïîìîùüþ (Á.3), ïîëó÷èì òàêæå [1℄!x(x0; y0; z0; t) = !0 � r0x;!y(x0; y0; z0; t) = !0 � r0y;!z(x0; y0; z0; t) = !0 � r0z:�àññìîòðèì åùå îáùåå óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè:���t + u � r�+ �divu = 0: (Á.4)Ïåðåõîäÿ â íåì ê ïåðåìåííûì Ëàãðàíæà, íàõî�äèì [15℄d�dt + ���(ux; y; z)�(x; y; z) + �(x; uy; z)�(x; y; z) + �(x; y; uz)�(x; y; z) � = 0;d�dt + �� d�dt = 0;13 ÆÝÒÔ, âûï. 4 817



Ì. Ë. Çàéöåâ, Â. Á. Àêêåðìàí ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009ò. å. �� = � �(x; y; z)�(x0; y0; z0) = �0(x0; y0; z0)� èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Â ñëó÷àå, åñëè � 6= 
onst, íîs = 
onst (ò. å. ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü ìåæäóäàâëåíèåì è ïëîòíîñòüþ P = PS(�)), ñîîòâåòñòâóþ�ùèìè èíòåãðàëàìè áóäóò! � rx0� ; ! � ry0� ; ! � rz0� :Òàêèå æå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè âìåñòîëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ èñïîëüçîâàòü áîëåå îáùååïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ:dxdt = ux(x; y; z; t) + �(t)!x(x; y; z; t);x = x(x0; y0; z0; t); x0 = x0(x; y; z; t); (Á.5)dydt = uy(x; y; z; t) + �(t)!y(x; y; z; t);y = y(x0; y0; z0; t); y0 = y0(x; y; z; t); (Á.6)dzdt = uz(x; y; z; t) + �(t)!z(x; y; z; t);z = z(x0; y0; z0; t); z0 = z0(x; y; z; t); (Á.7)ãäå x0jt=0 = x, y0jt=0 = y, z0jt=0 = z, à �(t) � íåêî�òîðàÿ �óíêöèÿ îò t. Àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿ�ìè ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî â èäåàëüíîé æèäêîñòè âýòèõ ïåðåìåííûõ âåëè÷èíû ! � rx0, ! � ry0, ! � rz0è ÿêîáèàí ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � íå çàâèñÿò ÿâíîîò âðåìåíè. Âìåñòî �(t) ìîæíî âçÿòü �(x; y; z; t), òàê÷òî !(x; y; z; t) � r�(x; y; z; t) = 0;÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå div(u + �!) = 0. Âûðà�æàÿ òàêæå !, ïîëó÷èì!x(x0; y0; z0; t) = !0�r0x; !y(x0; y0; z0; t) = !0�r0y;!z(x0; y0; z0; t) = !0 � r0z;ãäå r0 = (�=�x0; �=�y0; �=�z0). Àíàëîãè÷íî, åñëè� 6= 
onst, íî s = 
onst (ò. å. îïÿòü æå ñóùåñòâóåòîäíîçíà÷íàÿ ñâÿçü ìåæäó äàâëåíèåì è ïëîòíîñòüþP = PS(�)), ìîæíî â �îðìóëàõ (Á.5)�(Á.7) âçÿòü�(x; y; z; t), òàê ÷òî�! � r�+ �! � r� = 0:Òîãäà äëÿ äàííîé çàìåíû ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâó�þùèìè èíòåãðàëàìè áóäóò! � rx0� ; ! � ry0� ; ! � rz0� ; ��:

Ôàêòè÷åñêè, çäåñü òðåáóåòñÿ íå ó÷èòûâàòü â �îð�ìóëå (Á.1) ñëàãàåìîå r��rP=�2, êîòîðîå ó÷èòûâà�åò ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè. Ïðè ñèëüíî äîçâóêîâîìäâèæåíèè �ðîíòà ðåàêöèè, òèïè÷íîì äëÿ äå�ëàãðà�öèè, ñæèìàåìîñòüþ âåùåñòâà îáû÷íî ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü, ÷òî äåëàåò èçëîæåííûé âûøå àíàëèç ñòðî�ãèì. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÂÈíâàðèàíòíûå îòíîñèòåëüíî âûáîðà ñèñòåìûêîîðäèíàò óñëîâèÿ ñøèâêè íà �ðîíòåÂ ðàáîòàõ [18, 24℄ ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿíà ãðàíèöå �ðîíòà ðåàêöèè:[�(v � n+ Vf )℄ = ÆK ln �; (Â.1)[v � n℄ = �Æ�Pr+ � ln �� � 1��� f[r� v℄ + 2(� � 1)r� ng ; (Â.2)[p+ �(v � n)(v � n+ Vf )℄ = Æ� � ln �� � 1 [rp � n℄ �� (� ln � + � � 1)r � n � VfK ln �� ; (Â.3)ãäå [�℄ � ñêà÷îê âåëè÷èíû � íà �ðîíòå, K � ìåðàäå�îðìàöèè �ðîíòà,K = �Vfr � n� n � r � [v � n℄; (Â.4)Pr � ÷èñëî Ïðàíäòëÿ, Vf = �Ft=jrF j � ñêî�ðîñòü �ðîíòà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì F (x; t) = 0,n � âíóòðåííÿÿ íîðìàëü ê �ðîíòó. Åäèíèöàìè äëè�íû, ñêîðîñòè, âðåìåíè è äàâëåíèÿ â óðàâíåíèÿõ(Â.1)�(Â.4) ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî R0, Uf , R0=Ufè �fU2f , ãäå R0 � õàðàêòåðíûé ðàçìåð çàäà÷è, Uf �ñêîðîñòü ïëîñêîãî �ðîíòà ïëàìåíè îòíîñèòåëüíîòîïëèâà, �f � ïëîòíîñòü ñâåæåãî òîïëèâà. Ïðè ýòîìÆ = �=PrUfR0 � ïðèâåäåííàÿ ê áåçðàçìåðíîìó âè�äó òîëùèíà �ðîíòà, � � êîý��èöèåíò âÿçêîñòè. Ê�îðìóëàì (Â.1)�(Â.3) ñëåäóåò òàêæå äîáàâèòü óðàâ�íåíèå v � n+ Vf = 1� Æ 
2� (l � l0�)K; (Â.5)ãäå 
 � � �Z1 ln ss� 1 ds > 0; l0 = � 2� ln �
(� � 1) < 0;818



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ê íåëèíåéíîé òåîðèè äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé : : :l � E(Le� 1)�2 ; � = 1� 1� :Çäåñü Le = S
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