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ÑÆÀÒÛÅ ÑÎÑÒÎßÍÈß Â ÊÂÀÇÈÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÌ ÑËÓ×ÀÅÏ. Ñ. Àëåêñååâ a*, Ô. Â. Ìîðîñååâ a;baÔèçèêî-òåõíè÷åñêèé èíñòèòóò èì. À. Ô. Èî��å �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê194021, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿbÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò195251, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 13 àâãóñòà 2008 ã.Âûâåäåíî ñèìïëåêòè÷åñêè-êîâàðèàíòíîå, áîëåå òî÷íîå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàíåå èçâåñòíûìè, êâàíòîâîìå-õàíè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Ïîêàçàíî, ÷òî êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîåîïèñàíèå ëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðè ïîìîùè ñæàòûõ ñîñòîÿíèé ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíî ååîïèñàíèþ ïðè ïîìîùè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê ðàñ-ñìîòðåíèþ êâàçèêëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ íà îñíîâå ñæàòûõ ñîñòîÿíèé. Ïóòåì àíàëèçà ÿâíûõ �îðìóë äëÿñæàòûõ ñîñòîÿíèé â ïðåäåëå ~! 0 ïîëó÷åíà êâàçèêëàññè÷åñêàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿìíîãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå êâàçèêëàññè÷åñêî-ãî ðåøåíèÿ âáëèçè êàóñòèêè, à òàêæå âûâåäåí çàêîí èçìåíåíèÿ åãî �àçû ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êàóñòèêó.Îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå îáùèå ñâîéñòâà è ïðèìåðû ñæàòûõ ñîñòîÿíèé, óêàçûâàþùèå íà �óíäàìåíòàëü-íîå çíà÷åíèå ñæàòûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñèñòåìû ¾çàðÿæåííûå ÷àñòèöû èýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå¿ â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè.PACS: 03.65.-w, 03.65.Sq, 03.65.Ta1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏðîáëåìà ïðåäñòàâëåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè íàÿçûêå �óíêöèé â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìàòðè�âàåìîé ñèñòåìû äàâíî ïðèâëåêàåò ê ñåáå áîëüøîåâíèìàíèå. Îñíîâû ýòîãî íàïðàâëåíèÿ áûëè çàëîæå�íû Âèãíåðîì â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [1℄. Â íåé áû�ëî ïîñòðîåíî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíî�ñòè è îñòàëüíûõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ,â êîòîðîì âû÷èñëåíèå ñðåäíèõ çíà÷åíèé íàáëþäàå�ìûõ ïðîèñõîäèò ïî �îðìóëàì, àíàëîãè÷íûì �îðìó�ëàì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ïðåäñòàâëåíèå Âèãíå�ðà íàøëî ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ â ðàçëè÷íûõðàçäåëàõ �èçèêè. Íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [2, 3℄ ïðåä�ñòàâëåíèå Âèãíåðà äëÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ òðåõñâÿçàííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ îñöèëëÿòîðîâ áûëî ñ�îð�ìóëèðîâàíî ðåëÿòèâèñòñêè-èíâàðèàíòíûì îáðàçîì.Íà îñíîâå ýòîãî áûëà ïîñòðîåíà ìîäåëü ñèëüíîéñâÿçè êâàðêîâ âíóòðè ïðîòîíà, êîòîðàÿ ïîçâîëè�ëà óñïåøíî îáúÿñíèòü ýíåðãåòè÷åñêóþ çàâèñèìîñòü�îðì-�àêòîðà ïðîòîíà ïðè ðàññåÿíèè íà íåì ýëåê�òðîíîâ î÷åíü âûñîêèõ ýíåðãèé.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îñîáûé èíòåðåñ âûçûâàëî èñ�ñëåäîâàíèå íåêîòîðûõ çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè êâàí�*E-mail: alekseev_p_s�mail.ru

òîâîìåõàíè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ëèíåéíûõ ñèñòåì, îá�ùåé ÷åðòîé êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèé ïðî�èëüðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Âïåðâûå ñîñòîÿíèÿ òà�êîãî òèïà ðàññìîòðåë Øðåäèíãåð [4℄. Îí ïîêàçàë,÷òî äëÿ îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðàñóùåñòâóåò çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè âîëíîâàÿ �óíê�öèÿ, êîòîðàÿ èìååò ãàóññîâñêèé ïðî�èëü ñ íå çàâè�ñÿùåé îò âðåìåíè øèðèíîé, à åå öåíòð è äëèíà âîë�íû äå Áðîéëÿ ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì â ñîîòâåòñòâèèñ óðàâíåíèåì Íüþòîíà. Ýòî è àíàëîãè÷íûå ñîñòîÿ�íèÿ â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå â äàëüíåéøåì áûëè íà�çâàíû êîãåðåíòíûìè è èçó÷àëèñü áîëüøèì ÷èñëîìàâòîðîâ [5�7℄. Îñîáûé èíòåðåñ ê êîãåðåíòíûì ñîñòî�ÿíèÿì áûë ñâÿçàí ñ èõ ïðèìåíåíèåì â êâàíòîâîéîïòèêå [8℄. Ïîçäíåå áûëî ïîñòðîåíî îáîáùåíèå êî�ãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, äëÿ êîòîðûõ ïðî�èëü ðàñïðå�äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâñêèì, íî äèñ�ïåðñèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è äðóãèå ïàðàìåòðû ñîñòîÿ�íèÿ, â îòëè÷èå îò êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, ñòàíîâÿò�ñÿ çàâèñèìûìè îò âðåìåíè [9℄. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ ïî�ëó÷èëè íàçâàíèå ñæàòûõ ñîñòîÿíèé, èëè êîððåëèðî�âàííûõ ñîñòîÿíèé, èëè ãàóññîíîâ [9, 10℄. Íàèáîëååïðèñòàëüíîå âíèìàíèå îáðàùàëîñü íà ñæàòûå ñîñòî�ÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñòûì êâàíòîâîìåõàíè÷å�ñêèì ñîñòîÿíèÿì. Òàê, â ðàáîòå [10℄ áûëî ïîêàçà�653



Ï. Ñ. Àëåêñååâ, Ô. Â. Ìîðîñååâ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009íî, ÷òî ñæàòîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ÷èñòûì òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà åãî �óíêöèÿ Âèãíåðà ÿâëÿåò�ñÿ ìíîãîìåðíîé ãàóññîâñêîé �óíêöèåé ñ ñèìïëåêòè�÷åñêîé ìàòðèöåé. Â äàëüíåéøåì øèðîêî èññëåäîâà�ëèñü ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà è îáîáùåíèÿ ñæàòûõ ñî�ñòîÿíèé [11�13℄. Íàðÿäó ñ óïîìÿíóòûì ïðèìåíåíè�åì â êâàíòîâîé îïòèêå ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ óñïåøíîèñïîëüçîâàëèñü ïðè èññëåäîâàíèè çàòóõàíèÿ â êâàí�òîâîì ñëó÷àå [5, ñòð. 26�70; 14℄, êàê èíñòðóìåíò äëÿîïèñàíèÿ êâàíòîâîãî õàîñà [15℄, à òàêæå âî ìíîãèõäðóãèõ âîïðîñàõ [6, 9℄.Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñæàòûõñîñòîÿíèé â êâàçèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àå. Â ðàçä. 2ïðèâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøèõ ïîñòðîå�íèé ñâåäåíèÿ î ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ïðå�îáðàçîâàíèè Âèãíåðà. Â ðàçä. 3 âûâîäèòñÿ ñèì�ïëåêòè÷åñêè-êîâàðèàíòíîå ìíîãîìåðíîå ñîîòíîøå�íèå íåîïðåäåëåííîñòè èçìåðåíèÿ êîîðäèíàò è èì�ïóëüñîâ, óòî÷íÿþùåå ðàíåå èçâåñòíûå ìíîãîìåð�íûå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè [6; 16�18℄. Çíàêðàâåíñòâà â ïîëó÷åííîì ñîîòíîøåíèè íåîïðåäåëåí�íîñòè ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëî�âèåì òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåò�ñÿ ÷èñòûì ñæàòûì ñîñòîÿíèåì ñ ñèìïëåêòè÷åñêîéêîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé. Ïðîñëåæèâàåòñÿ ñâÿçüñâîéñòâ �óíêöèè Âèãíåðà è âîëíîâîé �óíêöèè ñæà�òîãî ñîñòîÿíèÿ, â ÷àñòíîñòè, îáñóæäàåòñÿ âûáîð çà�âèñÿùåé îò âðåìåíè �àçû âîëíîâîé �óíêöèè. Âðàçä. 4 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóòáûòü ïðèìåíåíû äëÿ îïèñàíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîãîñëó÷àÿ íå òîëüêî â ëèíåéíûõ, íî è â íåëèíåéíûõ ãà�ìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ. Ïóòåì àíàëèçà îáùèõ �îð�ìóë äëÿ �óíêöèè Âèãíåðà ñæàòûõ ñîñòîÿíèé â ïðå�äåëå ~ ! 0 âûâîäèòñÿ ìíîãîìåðíàÿ êâàçèêëàññè÷å�ñêàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâ�íåíèÿ Øðåäèíãåðà [19, 20℄. Èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèåðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè âáëèçè êàóñòèêè è âûâîäèòñÿçàêîí èçìåíåíèÿ �àçû âîëíîâîé �óíêöèè (ïðèðàùå�íèå èíäåêñà Ìàñëîâà) ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êàóñòèêó.Â ðàçä. 5 è 6 îáñóæäàþòñÿ ðàçëè÷íûå îáùèå ñâîé�ñòâà è ïðèìåðû ñæàòûõ ñîñòîÿíèé ñ öåëüþ âûÿâèòüèõ �óíäàìåíòàëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåðå�ëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñèñòåìû ¾çàðÿäûè ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå¿ â äèïîëüíîì ïðèáëèæå�íèè.2. ÑÈÌÏËÅÊÒÈ×ÅÑÊÀß �ÅÎÌÅÒ�Èß ÈÏ�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÂÈ�ÍÅ�ÀÂ ïîñëåäíèå 30 ëåò áûë äîñòèãíóò áîëüøîé óñïåõâ èçó÷åíèè âíóòðåííèõ ñèììåòðèé êëàññè÷åñêîé ìå�õàíèêè [21℄. Áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ãàìèëüòîíîâ

�îðìàëèçì ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ïóòåì ïîñòóëè�ðîâàíèÿ ëèøü îäíîãî ñâîéñòâà �àçîâîãî ïðîñòðàí�ñòâà � íàëè÷èÿ â íåì íåêîòîðîé àíòèñèììåòðè÷�íîé áèëèíåéíîé �îðìû, òàê íàçûâàåìîé ñèìïëåêòè�÷åñêîé �îðìû. �àññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó,�àçîâîå ïðîñòðàíñòâî êîòîðîé èìååò ïðîñòåéøóþñòðóêòóðó R2n = f� = (x;p)g. Â ýòîì ñëó÷àå ñèì�ïëåêòè÷åñêàÿ �îðìà èìååò âèä[d�1; d�2℄ = nXi=1 [(dx1)i(dp2)i � (dx2)i(dp1)i℄ : (1)Çíàê �îðìû [ : ; : ℄ â íàñòîÿùåé ñòàòüå âûáðàí òàê,÷òîáû íà êîîðäèíàòíûõ îðòàõ exi è epi çíà÷åíèå�îðìû áûëî ðàâíî åäèíèöå: [exi ; epi ℄ = 1. Òàêîåîïðåäåëåíèå çíàêà ñâÿçàíî ñ âûáðàííûì ñïîñîáîìóïîðÿäî÷åíèÿ x- è p-êîìïîíåíò âåêòîðà �. Ïðè çà�ìåíå áàçèñà fexi ; epig â �îðìóëå (1), âîîáùå ãîâîðÿ,ïîÿâëÿþòñÿ âñå ÷ëåíû âèäà aik (d�1)i(d�2)k; áàçèñû,â êîòîðûõ �îðìà [ : ; :℄ âñå åùå èìååò âèä (1), íàçû�âàþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè.Ïî àíàëîãèè ñ îïåðàöèåé ýðìèòîâà ñîïðÿæåíèÿëèíåéíîãî îïåðàòîðà ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ ñèìïëåêòè�÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà: [�; T�℄ == [TS�; �℄. Â ñèìïëåêòè÷åñêîì áàçèñå îïåðàöèÿ ñèì�ïëåêòè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ îïåðàòîðà T âûðàæàåòñÿ÷åðåç åãî ìàòðèöó ñëåäóþùèì îáðàçîì:T =  Tx TxpTpx Tp ! ;TS =  T Tp �T Txp�T Tpx T Tx ! ; (2)ãäå âåðõíèé èíäåêñ ¾T¿ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèåìàòðèöû. Äàëåå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèìïëåêòè�÷åñêè-ñèììåòðè÷íûå îïåðàòîðû, TS = T , è ñèìïëåê�òè÷åñêè-óíèòàðíûå îïåðàòîðû, TS = T�1. Â ÿâíîìâèäå ýòè ñâîéñòâà çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà�çîì: Tx = T Tp ; Txp = �T Txp; Tpx = �T Tpxè Tx T Tp � Txp T Tpx = I; Tx T Txp = Txp T Tx ;Tpx T Tp = Tp T Tpx; (3)ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà n � n. Èç �îðìóëû(2) âèäíî, ÷òî (T T )S = (TS)T . Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî ñâîéñòâî îïåðàòîðà áûòü ýðìèòîâî (ñèìïëåêòè�÷åñêè) ñèììåòðè÷íûì èëè óíèòàðíûì ñîõðàíÿåòñÿïðè åãî ñèìïëåêòè÷åñêîì (ýðìèòîâîì) ñîïðÿæåíèè.Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèìïëåêòè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî654



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àåîïåðàòîðà ïî êðàéíåé ìåðå äâàæäû âûðîæäåíû.Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñèìïëåêòè÷åñêè-óíèòàðíîãî îïå�ðàòîðà ðàçáèâàþòñÿ íà n ïàð (�i; �i), òàêèõ ÷òî�i�i = 1. Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ñèìïëåêòè�÷åñêè-óíèòàðíûå ìàòðèöû è îïåðàòîðû ïðîñòî ñèì�ïëåêòè÷åñêèìè.Ïðåîáðàçîâàíèå T : � 7! �0, íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷å�ñêèì, åñëè îíî îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíîé ñèìïëåêòè�÷åñêóþ �îðìó: [d�01; d�02℄ = [d�1; d�2℄;ãäå d�01;2 = T 0(�)d�1;2, � � ëþáàÿ òî÷êà ïðîñòðàí�ñòâà. Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî ìàòðèöà ïðî�èçâîäíîé êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿñèìïëåêòè÷åñêîé. Î÷åíü âàæíûì ïðèìåðîì êàíîíè�÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ �àçîâûé ïîòîê Tt,t 2 R, êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé �àìèëüòîíà. Â ðàì�êàõ ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè âîçìîæíî ðàññìîò�ðåíèå êàê íå çàâèñÿùèõ, òàê è çàâèñÿùèõ îò âðåìå�íè ãàìèëüòîíèàíîâ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ �óíêöèÿ Tt ïîîïðåäåëåíèþ ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íà÷àëüíîé òî÷êå�0 â ìîìåíò t = 0 åå îáðàç � = Tt(�0) â ìîìåíò t ïðèäâèæåíèè â ñèëó óðàâíåíèé �àìèëüòîíà.Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèé îïåðàòîð Â â êîîðäèíàò�íîì ïðåäñòàâëåíèè çàäàåòñÿ ñâîèì ÿäðîì A(x0;x00).Ïðåîáðàçîâàíèå Âèãíåðà W ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèåÿäðó A(x0;x00) �óíêöèþ AW (x;p) ïî �îðìóëåAW (x;p) = 1(2�~)n Z A�x+ ~x2 ;x� ~x2��� exp�� ih~x;pi~ � d~x; (4)ãäå h:; :i îçíà÷àåò âåùåñòâåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå�íèå. Ïðåîáðàçîâàíèå (4) åñòü êîìïîçèöèÿ äâóõ ïðå�îáðàçîâàíèé: W = F~x!p Æ Qx; ãäå Qx � çàìåíà ïå�ðåìåííûõ â ÿäðå A(x0;x00) ïî ïðàâèëó (x0;x00) 7!7! (x = (x0 + x00)=2; ~x = x0 � x00), F~x!p � ïðåîáðàçî�âàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé ~x. Îòìåòèì îñîáåííîñòüíîðìèðîâêè, ñîñòîÿùóþ â òîì, ÷òî â ïðåîáðàçîâà�íèè Ôóðüå F~x!p è â �îðìóëå (4) ñîäåðæèòñÿ ìíîæè�òåëü 1=(2�~)n. Êâàíòîâîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿìàòðèöû ïëîòíîñòè %̂ â ñèñòåìå ñ ãàìèëüòîíèàíîìĤ â ïðåäñòàâëåíèè Âèãíåðà íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåìÌîéàëà è èìååò âèä [22℄~ �%W (�)�t + fHW ; %W gW = 0: (5)Çäåñü %W =W [%̂℄, HW =W [Ĥ ℄, fAW ; BW gW � êâàí�òîâîìåõàíè÷åñêèé êîììóòàòîð â ïðåäñòàâëåíèè Âèã�íåðà, êîòîðûé çàïèñûâàåòñÿ â ñèìïëåêòè÷åñêè-êî-âàðèàíòíîé �îðìå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

[AW ; BW ℄W (�) = 2 �sin�~2D(�1; �2)���� AW (�1)BW (�2)�����1=� ; �2=� ;D(�1; �2) = nXi=1 � ��(x1)i ��(p2)i + ��(p1)i ��(x2)i : (6)Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ âåëè÷èíAW =W [Â℄ ñ êëàññè÷åñêèì àíàëîãîì âèäàA(x;p) = Ax(x) +Ap(p) ; A(x;p) = AW (x;p) (7)âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëå, àíàëîãè÷íîé �îðìóëåêëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè:�A = R %W (�)AW (�) d�: (8)Âîïðîñ î ñìûñëå �îðìóëû (8) äëÿ âåëè÷èí áî�ëåå îáùåãî, ÷åì (7), âèäà, ñîäåðæàùèõ ÷ëåíû òè�ïà (xi)n(pj)m, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëüíûìè îáñóæäàåòñÿ â ðàçä. 5. Ïîêà óêàæåì òîëüêî, ÷òîîáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Âèãíåðà ïðèâîäèò ê íåêî�òîðîìó çàêîíó óïîðÿäî÷åíèÿ îïåðàòîðîâ, íàïðèìåðxipj ïåðåõîäèò â (x̂ip̂j + p̂jx̂i)=2.3. ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈÅ ÍÅÎÏ�ÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈÈ ÏÅ�ÅÕÎÄ Ê ÂÎËÍÎÂÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ�îáåðòñîíîì è Øðåäèíãåðîì [9, 23℄ áûëî ïîêàçà�íî, ÷òî ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè �åéçåíáåðãàìîæíî óòî÷íèòü, ó÷òÿ êîððåëÿöèþ ìåæäó êîîðäè�íàòîé è èìïóëüñîì:�x2�p2 � 
2xp � ~24 : (9)Çäåñü�x2;�p2 � äèñïåðñèè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ,
xp = E[(x̂� �x) (p̂� �p) + (p̂� �p) (x̂� �x)℄=2 � êîý��è�öèåíò êîððåëÿöèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, �x è �p �ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, E � îïå�ðàöèÿ âçÿòèÿ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî ñðåäíåãî. Çà�ìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (9) ïðåäñòàâ�ëÿåò ñîáîé îïðåäåëèòåëü êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöûK =  �x2 
xp
xp �p2 ! ;à â ñëó÷àå çíàêà ðàâåíñòâà â (9) ìàòðèöàK ÿâëÿåòñÿñèìïëåêòè÷åñêîé ñ òî÷íîñòüþ äî åäèíèö èçìåðåíèÿêîîðäèíàò è èìïóëüñîâ.Îáîáùåíèå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè (9)íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàëîñü â ðÿäå ðà�áîò [6, 16, 18℄. Íàèáîëåå áëèçêîé ê íàøåìó ïîäõîäó655



Ï. Ñ. Àëåêñååâ, Ô. Â. Ìîðîñååâ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàáîòà [16℄. Â íåé áûëà ïðîâåäå�íà äèàãîíàëèçàöèÿ êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû K êà�íîíè÷åñêîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ â íåêîòîðîì ñîñòîÿ�íèè ïðè ïîìîùè ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ. Çàòåìáûëî óêàçàíî, ÷òî ýëåìåíòû äèàãîíàëèçîâàííîé êîð�ðåëÿöèîííîé ìàòðèöû åñòü äèñïåðñèè íîâûõ íåçàâè�ñèìûõ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ò. å. äëÿ íèõ äîëæ�íû âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâà �x0i�p0i � ~=2. Ñëåä�ñòâèÿ èç ýòèõ íåðàâåíñòâ äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöûK ïðè ïîìîùè îïåðàöèé âçÿòèÿ ñëåäà è âîçâåäåíèÿìàòðèö â ñòåïåíü áûëè ñ�îðìóëèðîâàíû èíâàðèàíò�íûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïîâî�ðîòîâ. Íèæå ïðè ïîìîùè ââåäåííûõ â ðàçä. 2 ïî�íÿòèé ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè ïîñòðîèì ìíîãî�ìåðíîå ñèìïëåêòè÷åñêè-êîâàðèàíòíîå ñîîòíîøåíèåíåîïðåäåëåííîñòè è îáñóäèì åãî ñâÿçü ñ ñîîòíîøå�íèÿìè èç ðàáîòû [16℄.�àññìîòðèì íåñèììåòðèçîâàííóþ êîððåëÿöèîí�íóþ ìàòðèöó (Ku)ij = tr(�̂i�̂j %̂);ãäå %̂ � ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðî�ãî áóäåò óñòàíàâëèâàòüñÿ ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåí�íîñòè. Â êíèãå [6℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ìàòðèöà Kuêîìïëåêñíî ýðìèòîâà, ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, íîíå âåùåñòâåííà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîëîæèòåëüíîéîïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû Ku ðàññìàòðèâàëàñü êâà�äðàòè÷íàÿ �îðìàg(�) = tr(h�; �̂iyh�; �̂i%̂) = 2nXi;j=1 (Ku)ij �j ��i ;ãäå h�1; �2i = nXi=1 [ (x1)i(x2)i + (p1)i(p2)i ℄:Ñëåäóÿ ýòîìó ìåòîäó, äîêàæåì ïîëîæèòåëüíóþîïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû (Ku)S . �àññìîòðèìêâàäðàòè÷íóþ �îðìóh(�) = tr([�; �̂℄[�; �̂℄y%̂):Àíàëîãè÷íî �îðìå g, �îðìà h òàêæå ïîëîæèòåëü�íî îïðåäåëåíà. Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïîëó÷àåòñÿ,÷òî ìàòðèöà �îðìû h � ýòî ìàòðèöà (Ku)S . Òà�êèì îáðàçîì, ìàòðèöà (Ku)S ïîëîæèòåëüíî îïðåäå�ëåíà, õîòÿ, òàêæå êàê è ìàòðèöà Ku, íå âåùåñòâåí�íà. Ñèììåòðèçîâàííàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà K,Kij = [(Ku)ij + (Ku)ji℄=2, ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé èâ ñèëó êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ìåæäó îïåðà�òîðàìè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ñâÿçàíà ñ ìàòðèöåéKu ñîîòíîøåíèåì

Ku = K + i ~2 J; J =  0 I�I 0 ! : (10)�ëàâíîå îòëè÷èå íàøåãî ïîäõîäà îò ïîäõîäà ðà�áîò [16, 18℄ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû áóäåì ñòðåìèòü�ñÿ ïîëó÷àòü íåðàâåíñòâà íå îòíîñèòåëüíî ýëåìåí�òîâ ìàòðèöû K, à îòíîñèòåëüíî êâàäðàòè÷íîãî ïîK âûðàæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îäíîìåðíîãî ñëó�÷àÿ ýòè äâà ïîäõîäà ñîâïàäàþò: îïðåäåëèòåëü ìàò�ðèöû K â âûðàæåíèè (9) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èêàê èíâàðèàíò ìàòðèöû K, è êàê áèëèíåéíóþ �îð�ìó [ : ; : ℄, âû÷èñëåííóþ íà ñòîëáöàõ ìàòðèöû K.Íàäåÿñü ñ�îðìóëèðîâàòü ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåí�íîñòè ñèìïëåêòè÷åñêè-êîâàðèàíòíûì îáðàçîì, ðà�çóìíî ðàññìîòðåòü ìàòðèöó (Ku)SKu. Ïîñêîëüêóìàòðèöû (Ku)S è Ku ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíû,ïî èçâåñòíîé òåîðåìå ëèíåéíîé àëãåáðû ìàòðèöà(Ku)SKu òàêæå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Êðîìåòîãî, èç ñîîòíîøåíèé (2) è (10) âèäíî, ÷òî ìàòðè�öà (Ku)SKu âåùåñòâåííà. Ïåðåõîäÿ ê ñèììåòðèçî�âàííîé ìàòðèöå K, ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ñïîìîùüþ �îðìóë (2) è (10) ïîëó÷àåìhKSK�; �i � ~24 h�; �i: (11)Ýòî íåðàâåíñòâî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî âûáîðàáàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ �, ò. å. ïî ñóòèÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâîì îïåðàòîðà K.Áîëåå êîíêðåòíî, óñëîâèå (11) ìîæíî ñ�îðìó�ëèðîâàòü êàê òðåáîâàíèå òîãî, ÷òî ñîáñòâåííûå÷èñëà ìàòðèöû KSK áîëüøå èëè ðàâíû ~2=4:�(KSK) � ~2=4. Îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíû �(KSK)ìîæíî íàçâàòü ¾ñèìïëåêòè÷åñêèì àíàëîãîì¿ òàêíàçûâàåìûõ ñèíãóëÿðíûõ ÷èñåë �(ATA) ìàòðèöûA, èãðàþùèõ áîëüøóþ ðîëü â ÷èñëåííûõ ìåòîäàõ.Ìàòðèöà KSK ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêè-ñèììåò-ðè÷íîé, ïîýòîìó åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ïîïàðíîñîâïàäàþò, ò. å. ìû ïîëó÷àåì n íåðàâåíñòâ íåîïðåäå�ëåííîñòè, êàê è ñëåäóåò îæèäàòü èç ðàññìîòðåíèÿÿñíîé çàðàíåå ñèòóàöèè â ñëó÷àå íåçàâèñèìîñòèñòåïåíåé ñâîáîäû. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àåKSK = diag(�x2�p2 � 
2xp;�x2�p2 � 
2xp);è ìû ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó �îáåðòñîíà �Øðåäèí-ãåðà (9).Íåðàâåíñòâî (11) ïîñëå äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöûK ñèìïëåêòè÷åñêèì ïîâîðîòîì T : K = T TDT , ïåðå�õîäèò â ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [16℄ íåðàâåíñòâà îòíî�ñèòåëüíî ýëåìåíòîâ äèàãîíàëèçîâàííîé êîððåëÿöè�îííîé ìàòðèöû D = diag((�x0i)2; (�p0i)2). Ýòî âèä�íî èç òîãî, ÷òî ðàçëîæåíèå K = T TDT ïðèâîäèò êñïåêòðàëüíîìó ðàçëîæåíèþ ìàòðèöû KSK:656



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àåKSK = TSDSDT; TS = T�1:Îäíàêî â ðàáîòå [16℄ íå áûëî óêàçàíî, êàê ïîëó÷åí�íûå íåðàâåíñòâà äëÿ ýëåìåíòîâ äèàãîíàëèçîâàííîéêîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû D íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçà�íû ñ ýëåìåíòàìè èñõîäíîé ìàòðèöûK. Ñ äðóãîé ñòî�ðîíû, ñ�îðìóëèðîâàííûå â ðàáîòàõ [16; 17℄ èíâàðè�àíòíûå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè îòíîñèòåëü�íî èñõîäíîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû K ÿâëÿþòñÿáîëåå ñëàáûìè, ÷åì íåðàâåíñòâî (11).Òîò �àêò, ÷òî ñîñòîÿíèå %̂ ìèíèìèçèðóåò ñî�îòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè (11), îçíà÷àåò, ÷òîKSK = ~2=4, ò. å. êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðèöà K ÿâ�ëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñ òî÷íîñòüþ äî åäèíèö èç�ìåðåíèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ. Çàìåòèì, ÷òî ê ðà�âåíñòâó KSK = ~2=4 ïðèâîäèò òàêæå ìèíèìèçàöèÿñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè èç ðàáîò [16; 17℄ áî�ëåå ñëàáûõ, ÷åì (11).Íàøåé äàëüíåéøåé öåëüþ áóäåò ïîêàçàòü, ÷òîâñå êîíñòðóêöèè íåðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ìåõà�íèêè äëÿ ñèñòåìû ñ êâàäðàòè÷íûì ãàìèëüòîíèàíîììîæíî ïîñòðîèòü íà îñíîâå êëàññè÷åñêîé ãàóññîâ�ñêîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â �àçîâîì ïðîñòðàí�ñòâå, ïîñòóëàòèâíî ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèå ñòðîãèõñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè KSK = ~2=4 äëÿêîððåëÿöèîííîé ìàòðèöû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðå�ìåíè. Òåì ñàìûì ìû ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå�óíêöèþ Âèãíåðà ñæàòûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ïîëíî�ñòüþ îòîæäåñòâèòü ñ êëàññè÷åñêîé �óíêöèåé ðàñ�ïðåäåëåíèÿ. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ãàóññîâñêîé �óíê�öèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöåé ñî�îòâåòñòâóåò ÷èñòîå ñæàòîå ñîñòîÿíèå. Ýòîò ðåçóëü�òàò àíàëîãè÷åí ðåçóëüòàòó ðàáîòû [10℄, îäíàêî, êàêíàì êàæåòñÿ, íàø âûâîä çíà÷èòåëüíî ïîñëåäîâàòåëü�íåå è ïðîùå (â [10℄ ðàññìîòðåíèå îñíîâàíî íà èñïîëü�çîâàíèè ñëîæíûõ êîíñòðóêöèé òåîðèè ãðóïï).Ëîãè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü òàêîãî ïîäõîäà êêâàíòîâîé ìåõàíèêå ëèíåéíûõ ñèñòåì îò îáùåïðè�íÿòîãî ïîñòóëèðîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâîé�óíêöèè, îïèñûâàþùåãî åå óðàâíåíèÿ Øðåäèí�ãåðà è êàíîíè÷åñêèõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøå�íèé [24, 25℄ âèäíà èç ñëåäóþùèõ çàìå÷àíèé. Ñàì�àêò ñóùåñòâîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííî�ñòè ïðè äâèæåíèè ÷àñòèöû â îäíîì âûáðàííîìíàïðàâëåíèè áûë äîêàçàí èç êëàññè÷åñêèõ ñîîáðà�æåíèé â ðàáîòàõ [26℄. Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà â ýòîìïîäõîäå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, âûðàæàþùåé �óí�äàìåíòàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó åäèíèöàìè ðàññòîÿíèÿè èìïóëüñà, àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ñêîðîñòü ñâåòàäàåò �óíäàìåíòàëüíóþ ñâÿçü ìåæäó åäèíèöàìèðàññòîÿíèÿ è âðåìåíè. �àñïðîñòðàíåíèå îäíîìåðíî�ãî ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè íà ìíîãîìåðíûé

ñëó÷àé â ñîîòâåòñòâèè ñ ëîãèêîé ðàáîò [10, 16℄ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïðè ðàññìîòðåíèè ïåðåõîäàîò íàáîðà íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ êâîçíèêíîâåíèþ êîððåëÿöèè ìåæäó íèìè.Èòàê, ïóñòü êàíîíè÷åñêàÿ êîîðäèíàòà ìåõàíè÷å�ñêîé ñèñòåìû � = (x;p) ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé íå òî÷�íî, à òîëüêî ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ. Èìåííî, �ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì âåêòîðîì ñ çàâèñÿùåé îò âðåìå�íè ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ %(�; t). Â ìîìåíò t = 0çàäàåòñÿ íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå %0, êîòîðîå ýâî�ëþöèîíèðóåò ïîä äåéñòâèåì óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ:�%�t + fH; %g = 0: (12)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (12) âûðàæàåòñÿ ïðè ïîìîùè�óíêöèè Tt �àçîâîãî ïîòîêà óðàâíåíèé �àìèëüòî�íà: %(�; t) = %0(�0); �0 = T�1t (�): (13)Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé áóäåì ðàññìàòðè�âàòü íîðìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ:%0(�) = N exp��12 
A (� � ��0) ; � � ��0�� ;A =  Ax AxpApx Ap ! ; (14)ãäå N = pdetA=(2�)n, ìàòðèöà A ïðåäïîëàãàåòñÿâåùåñòâåííîé, ñèììåòðè÷íîé è ñòðîãî ïîëîæèòåëü�íî îïðåäåëåííîé:Ax = ATx ; Ap = ATp ; Axp = ATpx;hA�; �i > 0; j�j > 0:Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (14) ìàòåìàòè�÷åñêîå îæèäàíèå ðàâíî ��0, êîððåëÿöèîííàÿ ìàòðè�öà äàåòñÿ �îðìóëîé K%0 = A�1. Âûáîð òàêîãî íà�÷àëüíîãî óñëîâèÿ íåçàâèñèìî îò èçâåñòíûõ ñâîéñòâñæàòûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì îá�ðàçîì. Â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû òå�îðèè âåðîÿòíîñòåé [27℄ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèåñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà âåëè÷èíà èç�ìåðÿåòñÿ ìíîãèìè íåçàâèñèìûìè ñïîñîáàìè ñ ïîñëå�äóþùèì óñðåäíåíèåì ïî ýòèì ñïîñîáàì.Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå (14), ðàññìàòðèâàåìîå êàê�óíêöèÿ Âèãíåðà íåêîòîðîãî ñîñòîÿíèÿ, ìèíèìèçè�ðóåò ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè (11). Òàê êàêïîä äåéñòâèåì îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Âèãíå�ðà âåëè÷èíà A(�) = xipj ïåðåõîäèò â îïåðàòîð(x̂ip̂j + p̂j x̂i)=2, ìàòðèöà K àíàëîãè÷íà ìàòðèöåK%0 . Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî3 ÆÝÒÔ, âûï. 4 657



Ï. Ñ. Àëåêñååâ, Ô. Â. Ìîðîñååâ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009KSK = ~2=4. �àññìîòðèì äåòàëüíåå ýòî ñîîòíîøå�íèå. Ïåðâîå èç óñëîâèé ñèìïëåêòè÷íîñòè (3) ñ ó÷å�òîì ñèììåòðè÷íîñòè ìàòðèöû K ïðèâîäèò ê òîìó,÷òî KxKp �K2xp = ~24 I: (15)Çäåñü Kx, Kp Kxp � áëîêè ìàòðèöû K, àíàëîãè÷�íûå áëîêàì Ax, Ap è Axp ìàòðèöû A. Ôîðìóëà (15)â îäíîìåðíîì ñëó÷àå åñòü ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåí�íîñòè (9), à â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íà åìóâ ñëåäóþùåì ñìûñëå. Ëåâàÿ ÷àñòü â �îðìóëå (15)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ¾áëî÷íûé îïðåäåëèòåëü¿ ìàòðè�öû K, åñëè ðàññìàòðèâàòü åå êàê ìàòðèöó 2� 2, ñî�ñòîÿùóþ èç áëîêîâ Kx, Kp è Kxp. Âòîðîå è òðåòüåñîîòíîøåíèÿ (3) äëÿ ñèììåòðè÷íîé êîððåëÿöèîííîéìàòðèöû K èìåþò âèäKxKTxp = KxpKx; KpxKp = KpKTpx: (16)�àññìîòðèì äåéñòâèå íà ðàñïðåäåëåíèå %0 ëèíåé�íûõ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé �0 = T�. Ïðèýòîì, êàê âèäíî èç �îðìóëû (14), íîðìàëüíîå ðàñ�ïðåäåëåíèå %0 ïåðåõîäèò â íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëå�íèå %0 = %0 Æ T�1 ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì��0 = T �� è êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåéK 0 = TKT T : (17)Èç �îðìóëû (17) è èç ñâîéñòâ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìàò�ðèö îáðàçîâûâàòü ãðóïïó è îñòàâàòüñÿ ñèìïëåêòè÷å�ñêèìè ïðè òðàíñïîíèðîâàíèè ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöàK 0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé 
 òî÷íîñòüþ äîìíîæèòåëÿ ~2=4. Ôàçîâûé ïîòîê Tt ÿâëÿåòñÿ êàíî�íè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì, ïîýòîìó óñòàíîâëåííûåñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ %0 ïðè êàíîíè÷åñêèõ çàìå�íàõ ïåðåìåííûõ T äàþò îòâåò íà âîïðîñ, ÷òî ïðî�èñõîäèò ñ %0 ïðè ýâîëþöèè ïî �îðìóëàì (13). Ïîä�÷åðêíåì, ÷òî çàâèñèìîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà�íèÿ E%(�;t) � ðàñïðåäåëåíèÿ %(�; t) îò âðåìåíè îïðå�äåëÿåòñÿ ýâîëþöèåé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íà�÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ��0 = E%0 � â ñèëó óðàâíåíèéäâèæåíèÿ: E%(�;t) � = Tt(��0) � ��(t):Ïðèìåíèì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå ÂèãíåðàW�1 ê êâàäðàòè÷íîìó ãàìèëüòîíèàíó H(�; t) èê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ %(�; t). �îëü ìàòðèöûïëîòíîñòè áóäåò èãðàòü �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿâ êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè %(x0;x00). Â ñèëóêâàäðàòè÷íîñòè ãàìèëüòîíèàíà ðÿä äëÿ ñèíóñàâ �îðìóëå (6) îáðûâàåòñÿ íà ïåðâîì ÷ëåíå, è

êëàññè÷åñêîå (12) è êâàíòîâîå (5) óðàâíåíèÿ Ëè�óâèëëÿ ýêâèâàëåíòíû. Ôîðìóëà ìàòåìàòè÷åñêîãîîæèäàíèÿ (8) äëÿ âåëè÷èí âèäà (7) ïåðåéäåò âêâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå âûðàæåíèå �A = tr(%̂Â).Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿW�1 ê êëàññè÷åñêèì âåëè÷èíàì è ê �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ ìû ïîëó÷èì íàáîð êâàíòîâîìåõàíè�÷åñêèõ ïðàâèë äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé�èçè÷åñêèõ âåëè÷èí âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè ïðèèçâåñòíîì íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè. Îïåðàòîðû äëÿâåëè÷èí âèäà (7) áóäóò èìåòü âèäA(x0;x00) = Ax(x0) Æ(x0 � x00) + 1X(k)=0 A(k)(k)! ���� i ~2 �j(k)j� ��x0 � ��x00�(k) Æ(x0 � x00); (18)ãäå (k) � ìóëüòèèíäåêñ, êîý��èöèåíòû A(k) ñîîò�âåòñòâóþò ðàçëîæåíèþ â ðÿä Òåéëîðà �óíêöèè Apâ �îðìóëå (7).Äåéñòâèå ïðåîáðàçîâàíèÿ W�1 íà �óíêöèþ ðàñ�ïðåäåëåíèÿ %0 âèäà (14) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âû�ðàæåíèþ:%0(x0;x00) =  (x0) �(x00); (y) = pN 0 e��(y);�(y) = 14h(Ax �AxpA�1p ATxp)�� (y � �x0);y � �x0i++ i2~hATxp(y � �x0); A�1p (y � �x0)i �� i~ hy � �x0; �p0i; (19)
ãäå N 0 = Np(2�)n=detAp. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî ðå�çóëüòàòà áûëè ñóùåñòâåííû èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâìàòðèöû A, àíàëîãè÷íûõ (15) è (16) ñ çàìåíîé ~2=4íà 4=~2, à òàêæå âûáîð çíàìåíàòåëÿ ~ â ïîêàçàòå�ëå ýêñïîíåíòû â ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå. Íåòðèâè�àëüíûé ñìûñë �îðìóëû (19) ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïî�ñëå äåéñòâèÿ W�1 ëþáàÿ íîðìàëüíàÿ �óíêöèÿ ðàñ�ïðåäåëåíèÿ %0 
 ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöåé A ðàñ�ïàäàåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ �óíêöèé. �àçëîæå�íèå (19) îïðåäåëÿåò  ñ òî÷íîñòüþ äî �àçû.Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå %(�; t) îñòàåòñÿ íîðìàëü�íûì è îáëàäàåò ñèìïëåêòè÷åñêîé êîððåëÿöèîííîéìàòðèöåé âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè t > 0, ïîëó÷åí�íûé ðåçóëüòàò ðàñùåïëåíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ íà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ �óíêöèé îò ðàçíûõ ïå�ðåìåííûõ îñòàåòñÿ òàêæå ñïðàâåäëèâûì âî âñå ìî�ìåíòû âðåìåíè.658



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àåÏîêàæåì, ÷òî �óíêöèÿ  (x; t) îáëàäàåò âñåìèñâîéñòâàìè çàâèñÿùåé îò âðåìåíè âîëíîâîé �óíê�öèè. Âî-ïåðâûõ, êâàäðàò ìîäóëÿ  äàåò ðàñïðåäå�ëåíèå âåðîÿòíîñòè íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû â ïðîñòðàí�ñòâå. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ïî êî�îðäèíàòàì %x(x) = R %(x;p)dp â ñèëó ñâîéñòâ ïðå�îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ðàâíî %(x; ~x = 0), ò. å. �óíê�öèè %(x0;x00) ïðè ðàâíûõ àðãóìåíòàõ: %(x0;x0) ==  (x0) (x0)� = j (x0)j2.Âî-âòîðûõ, äëÿ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí âèäà (7)èõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî�îðìóëå�A = Z  �(y) �Ax(y)+Ap��i~ ��y�� (y) dy: (20)Ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (18), çàïèñè �îðìóëû(19) â îïåðàòîðíîì âèäå %̂ =   y è ñâîéñòâ ñëåäàtr(Â%̂) = tr[(Â ) y℄ = hÂ ;  i. Ïðè âûâîäå �îðìó�ëû (20) èñïîëüçîâàëîñü èíòåãðèðîâàíèå ïðîèçâåäå�íèÿ %(x0;x00)A(x0;x00) ïî ÷àñòÿì. Íà îñíîâå �îðìó�ëû (18) ìîæíî òàêæå ïðåîáðàçîâàòü ê ïåðåìåííûìx0 è x00 âûðàæåíèÿ âèäà B(x) = R %(x;p)Bp(p) dp.Íàïðèìåð, ãèäðîäèíàìè÷åñêè îïðåäåëÿåìûé âåêòîðïîòîêàv(x) = Z %(x;p) �H�p (x;p) dp == Z %(x;p)fH;xg(x;p) dpïðè ïåðåõîäå ê âîëíîâîé �óíêöèè äëÿ ãàìèëüòîíèà�íîâ òèïà (7) ðàâåírHp �� i~2 � ��x0 � ��x00����  (x0) �(x00)����x0=x;x00=x : (21)Â ñëó÷àå Hp(p) = p2=2m ïîëó÷àåì õîðîøî èçâåñò�íóþ �îðìóëóv(x) = i ~2m ( r � �  �r ) :Íàêîíåö, ïîäñòàâèì â êâàíòîâîå óðàâíåíèå Ëèó�âèëëÿ ìàòðèöó ïëîòíîñòè â âèäå %̂ =   y:i ~ � �t  y + i ~ �� �t �y = (Ĥ ) y �  (Ĥ )y:Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå  1 = i~� =�t � Ĥ è óìíîæàÿýòî ðàâåíñòâî ñïðàâà íà  , ïîëó÷àåì  1 = � , ãäå� = �[ ℄(t) =  y1 . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðài ~ � �t = Ĥ + �[ ℄ : (22)

Êîíñòàíòó � ìîæíî èñêëþ÷èòü, ïåðåéäÿ îò �óíêöèè (x; t) ê �óíêöèè 0(x; t) = exp� i~ Z �(t) dt� (x; t): (23)Îòìåòèì, ÷òî èñõîäíîå óðàâíåíèå (22) äî èñêëþ÷å�íèÿ êîíñòàíòû � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåëèíåéíîå èí�òåãðîäè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.Äëÿ ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûëî ïî�êàçàíî, ÷òî îáùèå �îðìóëû (19) è (23) ñîäåðæàò âñåáå êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå Øðåäèíãåðà äëÿ îäíî�ìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà [4, 28℄: (x; t) = 1�1=4 a1=2 �� exp �� (x� �x)22 a2 + i x �p~ � i �x �p2 ~ � i ! t2 � : (24)Çäåñü a =p~=m! � îñöèëëÿòîðíàÿ äëèíà; �x = �x(t),�p = �p(t) � íåêîòîðàÿ òðàåêòîðèÿ îñöèëëÿòîðà. Íàè�áîëåå íåòðèâèàëüíûì àñïåêòîì ïîëó÷åíèÿ �îðìó�ëû (24) èç �îðìóë (19) è (23) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîåâîñïðîèçâåäåíèå íå çàâèñÿùåé îò êîîðäèíàòû �àçû�i �x �p=2 ~� i ! t=2.Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííîé ñõåìîé ìîæíî áû�ëî áû ñîâåðøèòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïåðåõîä êïåðåìåííûì p0, p00, ò. å. ñîâåðøèòü îáðàòíîå ïðå�îáðàçîâàíèå Âèãíåðà ê èìïóëüñíîìó ïðîñòðàíñòâó:W�1p = Q�1p Æ F�1x!~p, ãäå F�1x!~p � îáðàòíîå ïðåîáðà�çîâàíèå Ôóðüå ïî ïåðåìåííîé x, Q�1p � îïåðàöèÿñèììåòðèçàöèè ïåðåìåííûõ: (p; ~p) 7! (p0 = p ++ ~p=2 ; p00 = p � ~p=2 ). Áûëî ïðîâåðåíî, ÷òî ïîñëå�äîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèé W � Wx,à çàòåì W�1p ê ÿäðàì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèõ îïåðà�òîðîâ A(x0;x00) ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíûìñïîñîáîì ïåðåõîäà ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó�ðüå îò êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ê èìïóëüñíîìó.4. ÊÂÀÇÈÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÑËÓ×ÀÉÍà÷íåì ñ êàæóùåãîñÿ íàì ðàçóìíûì îïðåäåëå�íèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêèâ ðàìêàõ ðàçâèâàåìîãî ïîäõîäà. Ïîëíîñòüþ êëàññè�÷åñêîå îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ðàñïðåäå�ëåíèå %(�; t) ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-�óíêöèåé ñ öåíòðîìíà êëàññè÷åñêîé òðàåêòîðèè ��(t) äâèæåíèÿ ÷àñòèöû(ñì., íàïðèìåð, êíèãó [29℄). Èç èíòóèòèâíûõ ñîîáðà�æåíèé õîòåëîñü áû, ÷òîáû êâàçèêëàññè÷åñêîé áûëà659 3*



Ï. Ñ. Àëåêñååâ, Ô. Â. Ìîðîñååâ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009òàêàÿ ñèòóàöèÿ: çíà÷åíèÿ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí áî�ëåå-ìåíåå ÷åòêî îïðåäåëåíû, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èõ ýâî�ëþöèè ïðèáëèæåííî ñïðàâåäëèâû �îðìóëû êëàññè�÷åñêîé ìåõàíèêè, íî, òåì íå ìåíåå, òåîðèÿ ïðèáëè�æåííî òàêæå äàåò èõ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêóþ íåîïðå�äåëåííîñòü. �àññìîòðèì äèíàìèêó, âîîáùå ãîâîðÿ,íåëèíåéíîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû íà ïðîìåæóòêåâðåìåíè [t1 = 0; t2℄, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè íà�õîäÿùåéñÿ â íåêîòîðîì ñæàòîì ñîñòîÿíèè %0 ñ ìàò�ðèöåé A0. Äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ñèñòåìû ñ êëàñ�ñè÷åñêîé èëè êâàíòîâîé òî÷êè çðåíèÿ íåîáõîäèìîðåøàòü ñîîòâåòñòâåííî êëàññè÷åñêîå (12) èëè êâàí�òîâîå (5) óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ è èñïîëüçîâàòü �îð�ìóëó (8) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé. Íàçî�âåì ñèòóàöèþ êâàçèêëàññè÷åñêîé, êîãäà ýòè äâå òî÷�êè çðåíèÿ ïðèáëèæåííî ñîâïàäàþò: âî-ïåðâûõ, ýâî�ëþöèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòå�ìû ïðèáëèæåííî îïèñûâàåòñÿ ïðè ïîìîùè �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ è êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèë�ëÿ; âî-âòîðûõ, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî óñëîâèÿíåîáõîäèìî òàêæå, ÷òîáû íà ïëîùàäêå ïîä ìåñòîì,ãäå �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííî îòëè÷íà îòíóëÿ, âñå äðóãèå âàæíûå â çàäà÷å �óíêöèè ìåíÿ�ëèñü áû ñëàáî.Âûðàçèì êîëè÷åñòâåííî ñ�îðìóëèðîâàííûåóñëîâèÿ. Ïóñòü â îáëàñòè D âîêðóã òðàåêòîðèè��(t), ãäå íàéäåííàÿ èç êëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ëè�óâèëëÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ %(�; t) ñóùåñòâåííîîòëè÷íà îò íóëÿ, �àçîâûé ïîòîê Tt äëÿ êàæäîãîìîìåíòà âðåìåíè ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü à���èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì (êîìïîçèöèåé ñäâèãà èëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ):Tt(��0 + d�0) = ��(t) + T 0t(��0)d�0 + : : : (25)Â êà÷åñòâåD ìîæíî, íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàòü òðóá�êó òðàåêòîðèéD = [�02E�; t2[t1;t2℄(Tt(�0); t );ãäå E� � ýëëèïñîèä-ìíîæåñòâî óðîâíÿ íà÷àëüíîãîðàñïðåäåëåíèÿ %0, âíå êîòîðîãî %0 ìåíüøå çàäàííî�ãî ìàëîãî ÷èñëà �. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýòî æå âåð�íî è äëÿ %(�; t) âî âñåé îáëàñòè D. Â òàêîé ñèòóàöèè�àçîâûé ïîòîê Tt â îáëàñòè D óäîâëåòâîðÿåò ëèíåé�íîìó óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ ñ íåêîòîðûì çàâèñÿùèìîò âðåìåíè êâàäðàòè÷íûì ãàìèëüòîíèàíîìH(��+d�) = H(��)+H 0(��) d�+12 H 00(��) (d�; d�);�� = ��(t) (26)
 òî÷íîñòüþ äî îòáðîøåííûõ â �îðìóëå (25) ÷ëåíîâ.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ìàëîñòè â îáëàñòèD âñåõ ñòàð�

øèõ ÷ëåíîâ â ãàìèëüòîíèàíå ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷ëåíà�ìè â âûðàæåíèè (26) ñëåäóåò ïðèáëèæåííàÿ ëèíåé�íîñòü �àçîâîãî ïîòîêà. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ïîëî�æåíèÿ îñíîâàíî íà òåîðåìå èç òåîðèè îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé î íåïðåðûâíîé çàâè�ñèìîñòè ðåøåíèÿ Tt(�0) îò ãàìèëüòîíèàíà è åãî ïðî�èçâîäíûõ.Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿT (t) = [T 0t (��0)℄�1; A(t) = T T (t)A0 T (t):Ïîäñòàâèì �îðìóëû (14), (25) è (26) â óðàâíåíèåËèóâèëëÿ (5) è ïåðåéäåì â áàçèñ, ãäå ìàòðèöà A(t)äèàãîíàëüíà. Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè â �îð�ìå �x0�p0 = ~=2 è ìàëîñòü ñòàðøèõ ÷ëåíîâ â ðàç�ëîæåíèÿõ (25) è (26) ïðèâåäóò ê òîìó, ÷òî â îáëà�ñòè D êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí ðÿäà äëÿ ñèíó�ñà â �îðìóëå (6) áóäåò ìíîãî ìåíüøå ïðåäûäóùå�ãî. Èíûìè ñëîâàìè, êâàíòîâîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿïðèáëèæåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî îòáðàñûâàåìûõ â (26)÷ëåíîâ âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîâïàäàåò â îáëàñòèD ñ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ. Ñëåäîâà�òåëüíî, â îáëàñòèD �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ %(�; t) âñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàçä. 3 ñ òî÷íîñòüþ äîîòáðîøåííûõ â (26) ÷ëåíîâ áóäåò �óíêöèåé Âèãíå�ðà, ïðåäñòàâèìîé â âèäå (19). Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîë�íîâàÿ �óíêöèÿ  (x; t) áóäåò ñ òîé æå òî÷íîñòüþ â îá�ëàñòè Dx � ProjxD óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Øðå�äèíãåðà (22). Òàêèì îáðàçîì, ïåðâàÿ ÷àñòü îïðåäå�ëåíèÿ êâàçèêëàññè÷íîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî â îáëà�ñòè ñóùåñòâåííîãî îòëè÷èÿ îò íóëÿ �óíêöèè ðàñïðå�äåëåíèÿ �àçîâûé ïîòîê ïðèáëèæåííî ÿâëÿåòñÿ à���èííûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ íåëè�íåéíûõ ñèñòåì ïðèáëèæåííàÿ ëèíåéíîñòü �àçîâîãîïîòîêà çàâåäîìî íàðóøàåòñÿ çà äîñòàòî÷íî áîëüøîéïðîìåæóòîê âðåìåíè; áóäåò ïðîèñõîäèòü ðàçìûòèåêâàçèêëàññè÷åñêîãî âîëíîâîãî ïàêåòà, ñîîòâåòñòâóþ�ùåãî íà÷àëüíîìó ñæàòîìó ñîñòîÿíèþ [19℄.Âòîðîå ñ�îðìóëèðîâàííîå óñëîâèå êâàçèêëàñ�ñè÷íîñòè êîëè÷åñòâåííî ìîæíî âûðàçèòü â âèäåíåðàâåíñòâà jhrA(��) ; d�ij � jA(��)j; (27)ãäå âåêòîð d� ëåæèò â ýëëèïñîèäå E%(�;t) � D.Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò. Â êâà�çèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àå â ñìûñëå ñ�îðìóëèðîâàí�íîãî îïðåäåëåíèÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ïðèáëèæåííîîïèñûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ%(�; t). Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîå ñðåäíåå âåëè÷èíû Aïðèáëèçèòåëüíî èìååò ñìûñë êëàññè÷åñêîãî ñðåäíå�ãî çíà÷åíèÿ ñ íåîïðåäåëåííîñòüþ è ïîïðàâêîé, âû�÷èñëÿåìûìè íà îñíîâå %. Çàìåòèì, ÷òî êâàíòîâîìå�660



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àåõàíè÷åñêîå ñðåäíåå âåêòîðà � â ýòîì ïðèáëèæåíèè âòî÷íîñòè ðàâíî êëàññè÷åñêîìó ñðåäíåìó ��(t).Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì íåêâàçèêëàññè÷åñêîãîäâèæåíèÿ â ñìûñëå íàøåãî îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿäâèæåíèå ñîñòîÿíèÿ, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíèèìåþùåãî âèä (14) ñ öåíòðîì â òî÷êå íåóñòîé÷èâîãîðàâíîâåñèÿ. Ïðè ýòîì ðàçìåðû îáëàñòè Tt(E�) áóäóòðàñòè ñî âðåìåíåì, áûñòðî ïðèâîäÿ â íåëèíåéíîìñëó÷àå ê íåâîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàòü ëèíåéíóþ àï�ïðîêñèìàöèþ äëÿ �àçîâîãî ïîòîêà Tt, à â ëèíåéíîìñëó÷àå ê êàòàñòðî�è÷åñêîìó ðîñòó íåîïðåäåëåííî�ñòè êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ.Äëÿ âûïîëíèìîñòè óíèâåðñàëüíîãî, íî ñëîæíîïðîâåðÿåìîãî óñëîâèÿ ëèíåéíîñòè �àçîâîãî ïîòîêàèëè êâàäðàòè÷íîñòè ãàìèëüòîíèàíà ìîæíî ïîòðåáî�âàòü âûïîëíåíèå áîëåå æåñòêîãî, íî áîëåå ïðîñòî�ãî ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ. Ïðèáëèæåííàÿ êâàäðàòè÷�íîñòü ãàìèëüòîíèàíà â îáëàñòè D îçíà÷àåò, ÷òî íàòðàåêòîðèè ��(t) äè��åðåíöèàë ãàìèëüòîíèàíà êàæ�äîãî ïîðÿäêà ïðè âåêòîðå ��(t) + d� â îáëàñòè D ìàëïî ñðàâíåíèþ ñ äè��åðåíöèàëàìè ïåðâûõ äâóõ ïî�ðÿäêîâ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷àñòíàÿ ïðîèç�âîäíàÿ ãàìèëüòîíèàíà êàæäîãî ïîðÿäêà ïî êàæäîìóíàáîðó ïåðåìåííûõ â îáëàñòè D ìåíÿëàñü áû ñëàáîïî ñðàâíåíèþ ñî ñâîåé âåëè÷èíîé. Èíûìè ñëîâàìè,÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå (27) äëÿ âñåõ ïðî�èçâîäíûõ ãàìèëüòîíèàíà H(�). Íàïðèìåð, äëÿ ïðî�èçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ãàìèëüòîíèàíà âèäà (7)èìååì óñëîâèÿ�xXj �����2H(��)�xi �xj ����� �����H(��)�xi ���� ;�pXj �����2H(��)�pi �pj ����� �����H(��)�pi ���� : (28)Çäåñü �x è �p � ìàêñèìàëüíûå ðàçìåðû îáëàñòè Dïî îñÿì xi è pi. Äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ãàìèëüòîíèàíîâ,äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ âèäàH(r1; : : : ; rN ;p1; : : : ;pN ) =Xi p2i2mi+Xi>j Iij jri�rj j�è åùå äëÿ ðÿäà òèïîâ ãàìèëüòîíèàíîâ âûïîëíåíèåíåðàâåíñòâ (28) ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþ íåðàâåí�ñòâà (27) äëÿ âñåõ ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ ãàìèëüòî�íèàíà H . Íåäîñòàòîê îïðåäåëåíèÿ (28) ñîñòîèò âòîì, ÷òî ïðè åãî èñïîëüçîâàíèè èç ðàññìîòðåíèÿ âû�ïàäàþò òî÷êè îñòàíîâêè.Óñëîâèÿ (28) èìåþò ñìûñë ìàëîãî èçìåíåíèÿ ñè�ëû è ñêîðîñòè â îáëàñòè ñóùåñòâåííîãî îòëè÷èÿ îòíóëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ êâàäðàòè÷íîãîãàìèëüòîíèàíà âèäà (7) �îðìóëà (28) ïåðåïèñûâà�åòñÿ â âèäå

�x� j�xij; �p� j�pij: (29)Â ýòèõ �îðìóëàõ ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî òî÷êà ìè�íèìóìà ãàìèëüòîíèàíà H(�) íàõîäèòñÿ â íà÷àëå êî�îðäèíàò. Òðåáîâàíèÿ (29) îçíà÷àþò, ÷òî ñèñòåìà íà�õîäèòñÿ âäàëè îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî êàæäîéèç êîîðäèíàò: íà ðàññòîÿíèÿõ, ìíîãî áîëüøèõ ñîîò�âåòñòâóþùèõ íåîïðåäåëåííîñòåé. Â ñëó÷àå, åñëè ãà�ìèëüòîíèàí ëèíååí ïî ïåðåìåííîé x èëè âîîáùå îòíåå íå çàâèñèò, ïåðâîå èç óñëîâèé (28) âûïîëíåíîâñåãäà. Â ñëó÷àå, åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ åñòüïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ ñ õàðàêòåðíûìè ìàñøòàáà�ìè li ïî êàæäîé èç êîîðäèíàò, âåëè÷èíó j�xij â (29)íóæíî çàìåíèòü íà li. Ïîñëå ïåðåõîäà â êîîðäèíàò�íîå ïðåäñòàâëåíèå ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿW�1(ñì. ðàçä. 3) óñëîâèå�x� j�xij èëè�x� jlij â öåëîìñîõðàíÿåò ñâîé ñìûñë. Âòîðîå æå èç óñëîâèé (29) ñó÷åòîì ñëåäóþùåãî èç (15) íåðàâåíñòâà�x�p � ~=2ïðèâîäèò ê óñëîâèÿì(�DB)i � ~j�pij � �x: (30)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòè óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ íå äîñòà�òî÷íûìè, à òîëüêî íåîáõîäèìûìè äëÿ âûïîëíå�íèÿ íåðàâåíñòâà jpij � �p. Îñîáåííî ÿðêî ðàçëè�÷èå óñëîâèé (29) è (30) ïðîÿâëÿåòñÿ äëÿ ñèëüíî�ñæàòûõ è ñèëüíîêîððåëèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé, êîãäà�x�p� ~=2. Èòàê, äëÿ êâàçèêëàññè÷íîñòè â òåðìè�íàõ êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òî�áû (�DB)i � �x� j�xij; li.Èññëåäóåì ñâÿçü ïîëó÷åííûõ â ðàçä. 3 �îðìóëäëÿ ñæàòûõ ñîñòîÿíèé â êâàçèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àåâ ñìûñëå ââåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ 
 �îðìóëîéêâàçèêëàññè÷åñêîé àñèìïòîòèêè çàâèñÿùåãî îò âðå�ìåíè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà [19, 20℄. Ïóñòüâ ìîìåíò âðåìåíè t = 0 èìååòñÿ ñæàòîå ñîñòîÿíèåè íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0; t2℄ âûïîëíåíà ïåðâàÿ÷àñòü ñ�îðìóëèðîâàííîãî óñëîâèÿ êâàçèêëàññè÷íî�ñòè. Êàê áûëî ïîêàçàíî, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âîëíîâàÿ�óíêöèÿ â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè â îêðåñòíîñòèDx òðàåêòîðèè �x(t) áóäåò ïðèáëèæåííî èìåòü âèä(19) ñ ìàòðèöåé A(t) è óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþØðåäèíãåðà ñ òî÷íîñòüþ äî îòáðîøåííûõ â (26) ÷ëå�íîâ. Áóäåì äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè êîððåëÿöèè ìåæäó êîîðäèíàòàìè èèìïóëüñàìè îòñóòñòâóþò, A0 = diag(A0x; A0p).Â êíèãå [20℄ êâàçèêëàññè÷åñêîå ðåøåíèå ñòðîè�ëîñü êàê àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Øðå�äèíãåðà íà êîíå÷íîì îòðåçêå âðåìåíè ïðè ~ ! 0.Êîíñòàíòà ~ âõîäèëà êàê â óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà,òàê è â íà÷àëüíîå óñëîâèå661



Ï. Ñ. Àëåêñååâ, Ô. Â. Ìîðîñååâ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 0(x) = '0(x) exp [iS0(x)=~℄ ; (31)ãäå �óíêöèÿ '0(x) ñ÷èòàëàñü �èíèòíîé è íå çà�âèñÿùåé îò ~. Â íàøåì ñëó÷àå ñæàòûõ ñîñòîÿ�íèé '0(x) � ãàóññîâñêàÿ �óíêöèÿ ñ ìàòðèöåé A0x,S0(x) = hx � �x0; �p0i. Òàêàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ �îð�ìóëèðîâêà çàäà÷è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé êâàçè�êëàññè÷íîñòè â ñìûñëå (25) èëè (28) ñîîòâåòñòâó�åò òàêæå è òîìó, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìå�íè íåîïðåäåëåííîñòü èìïóëüñà ÷àñòèöû ñòðåìèòñÿê íóëþ ïðè �èêñèðîâàííîé íåîïðåäåëåííîñòè êîîð�äèíàòû: �p � ~=�x. Â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðå�ìåíè íåîïðåäåëåííîñòü èìïóëüñà âûðàñòåò, îäíàêîñîñòîÿíèå îêàæåòñÿ ñèëüíî ñæàòûì: �x�p � ~=2.Áîëåå êîíêðåòíî, ñîîòíîøåíèå ~! 0 ïðèâîäèò ê òî�ìó, ÷òî âî âñåõ âûðàæåíèÿõ, ãäå ñòîèò ñóììà âèäàA0xMx+A0pMp (Mx èMp � ëþáûå íå çàâèñÿùèå îò ~ìàòðèöû ïîäõîäÿùåé ðàçìåðíîñòè), ïåðâûé åå ÷ëåíA0xMx âñåãäà ìíîãî ìåíüøå âòîðîãî A0pMp.Íà îñíîâå âûïîëíåííîãî ñîïîñòàâëåíèÿ ïîñòàíîâ�êè çàäà÷è â [20℄ ñ ðàçâèòûì ïîäõîäîì íèæå ïðî�âîäèòñÿ âûâîä �îðìóëû, àíàëîãè÷íîé �îðìóëàì(0.17) è (0.34) êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â êíè�ãå [20℄. Îñíîâíîé ÷àñòüþ äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿïðåîáðàçîâàíèå �îðìóëû (19) ïóòåì ðàçëîæåíèÿíà áëîêè ìàòðèö T (t) è A0 ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿkA0xMxk � kA0pMpk è ñâîéñòâ ñèìïëåêòè÷åñêèõìàòðèö (3). C òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà 1=~ è1 ïðè ~! 0 áûëî ïîëó÷åíî (x; t) =pN 0(t) e��0 ;�0 = 14 h [T�1p A0x(T�1p )T ℄(x� �x) ; x� �x i+ (32)+ i2~hT Tpx(T�1p )T (x� �x);x� �xi � i~ hx� �x; �pi:Çäåñü Tx, Tp, Tpx � áëîêè ìàòðèöû T (t).Èññëåäóåì ñòðóêòóðó ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ (32).Ââåäåì ñîêðàùåííûå îáîçíà÷åíèÿÆx = x� �x; Æx0 = x0 � �x0;Mx = [T 0t (��0)℄xx; Mpx = [T 0t(��0)℄px:Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ñèìïëåêòè÷åñêîéìàòðèöû, T�1 = TS, ïîëó÷àåì, ÷òî Mx = T Tp ,Mpx = �T Tpx. Èìååì, ÷òî (T Tp )�1 Æx = Æx0 åñòü ïðîîá�ðàç òî÷êè Æx ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Mx. Èç �îðìóëûäëÿ ïó÷êà òðàåêòîðèé (ëàãðàíæåâîé ïîâåðõíîñòè) ñíà÷àëüíûì èìïóëüñîì �p0, ÆxÆp ! = T 0t (��0) Æx00 ! ; (33)

âèäíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Mx ñîîòâåòñòâóåò ïåðå�õîäó îò íà÷àëüíûõ êîîðäèíàò Æx0 ê êîíå÷íûì êîîð�äèíàòàì Æx â ìîìåíò âðåìåíè t ïðè �èêñèðîâàííîìíóëåâîì íà÷àëüíîì îòêëîíåíèè èìïóëüñà Æp0 = 0 îòåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ �p0. Ýòî îòîáðàæåíèå â ðàì�êàõ ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ àíàëîãè÷íî îòîáðàæå�íèþ, �èãóðèðîâàâøåìó â êíèãå [20℄ êàê äâèæåíèåâäîëü ïó÷êà òðàåêòîðèé ïðè ïîñòðîåíèè êàíîíè÷å�ñêîãî îïåðàòîðà è êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Òàìîíî âõîäèëî â ðåøåíèÿ (0.17) è (0.34) êàê çàìåíà ïå�ðåìåííûõ â àìïëèòóäå: '(x; t) = '0(�x0 +M�1x Æx).�àññìîòðèì �óíêöèþ~S(x; t) = hx� �x; �pi � 12 hT�1p Tpx(x� �x);x� �xi :Î÷åâèäíî, ÷òî r ~S = �p(t) ïðè x = �x(t), a �p(t) == pt(�x(t); t), ãäå pt(x; t) � �óíêöèÿ ãåîäåçè÷åñêîãîíàêëîíà. Èíûìè ñëîâàìè, ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ�óíê�öèè ~S ñîâïàäàåò â òî÷êå x = �x(t) ñ ïåðâîé ïðî�èçâîäíîé äåéñòâèÿ S, ïîñòðîåííîãî ïóòåì ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà �ßêîáè ñ íà÷àëüíûì óñëîâè�åì Sjt=0 = S0. Áûëî ïîêàçàíî òàêæå, ÷òî è âòîðàÿïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ~S ñîâïàäàåò â òî÷êå x = �x(t)ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé äåéñòâèÿ S. Äëÿ ýòîãî èñ�ïîëüçîâàëîñü, ÷òî â îêðåñòíîñòè òðàåêòîðèè �x(t) ãåî�äåçè÷åñêèé íàêëîí äëÿ ëèíåàðèçîâàííîãî �àçîâîãîïîòîêà èìååò âèä pt(x; t) = �p(t) +MxpM�1x Æx (ñì.�îðìóëó (33)). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òî÷åê â îáëàñòèDx �óíêöèÿ ~S ñîâïàäàåò ñ äåéñòâèåì S(x; t) 
 òî÷�íîñòüþ äî êîíñòàíòû, çàâèñÿùåé îò âðåìåíè, è âåëè�÷èí âòîðîãî ïîðÿäêà ïî �x. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò êâà�äðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè �óíêöèè �àìèëüòîíà âóðàâíåíèè �àìèëüòîíà �ßêîáè (íàïîìíèì, ÷òî â ëè�íåéíûõ ñèñòåìàõ äåéñòâèå êâàäðàòè÷íî). Îòëè÷èå Sîò ~S íà çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè êîíñòàíòó ñâÿçàíî ñòåì, ÷òî â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà (22) áûëà îïóùå�íà çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè êîíñòàíòà �(t).Íàêîíåö, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêàïî ~ íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà ó âîëíîâîé �óíêöèè(32) ðàâíàN 00(t) =pN 0(t) == (2�)�n=4 �detA0x�1=4 [JMx(t)℄�1=2 ;ãäå JMx � ÿêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿMx. Ïîëó÷åííîåâûðàæåíèå â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðèáëèæå�íèÿ ëèíåéíîñòè �àçîâîãî ïîòîêà ñîîòâåòñòâóåò íîð�ìèðîâî÷íîìó ìíîæèòåëþ êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðåøå�íèÿ â [20℄. Çàìåòèì, ÷òî íå èìåþùèé �èçè÷åñêîãîñìûñëà ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèé èëè âîçðàñòà�þùèé ìíîæèòåëü ó âîëíîâîé �óíêöèè â �îðìóëàõ(0.32) è (0.34) [20℄ çà ñ÷åò ÷ëåíà âèäà x̂ip̂i â ãàìèëü�òîíèàíå ñâÿçàí ñ íåýðìèòîâîñòüþ ðàññìàòðèâàåìûõ662



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àåâ [20℄ ãàìèëüòîíèàíîâ. Ýòî âèäíî èç áîëåå ïîäðîáíî�ãî àíàëèçà ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè ãàìèëüòîíèàíà îò~ êàê îò ïàðàìåòðà [20, � 10℄. Áîëåå òîãî, èç �îðìóë(10.3) è (10.10) [20℄ âèäíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõíàìè ãàìèëüòîíèàíîâ ñ ÷ëåíàìè òèïà (x̂ip̂i+ p̂ix̂i)=2ýêñïîíåíöèàëüíîå çàòóõàíèå èñ÷åçàåò.Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî �óíêöèÿ  â �îðìó�ëå (32) ïî �îðìå ñîâïàäàåò ñ àíçàöåì êâàçèêëàññè�÷åñêîãî ðåøåíèÿ âèäà (31) � �îðìóëîé, ãäå ïàðà�ìåòð ~ ñîäåðæèòñÿ â çíàìåíàòåëå �àçû. Àìïëèòó�äà ' è �àçà ~S ðåøåíèÿ (32) ñîâïàäàþò â îáëàñòèDx ñ àíàëîãè÷íûìè îáúåêòàìè �îðìóëû (0.17) (èëè(0.34)) êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â êíèãå [20℄ñ òî÷íîñòüþ äî îòîáðàæåííûõ â (25) è (26) ÷ëå�íîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûðàæåíèå (32) ïðåäñòàâ�ëÿåò ñîáîé àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå â äâóõ ïåð�âûõ ïîðÿäêàõ ïî ~ äëÿ ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êâàäðàòè÷íîé àï�ïðîêñèìàöèè ãàìèëüòîíèàíà (26) âáëèçè òðàåêòîðèè��(t) = (�x(t); �p(t)). Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî êâà�çèêëàññè÷åñêèå ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ â ñìûñëå íàøåãîîïðåäåëåíèÿ ïðè ~! 0 ñ íóæíîé òî÷íîñòüþ ïåðåõî�äÿò â ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â [20℄.Ïðåèìóùåñòâîì ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ïî ñðàâ�íåíèþ ñ ðàññìîòðåíèåì àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäå�íèÿ âîëíîâûõ �óíêöèé ïðè ~! 0 ñ íà÷àëüíûì óñëî�âèåì âèäà (31) ÿâëÿåòñÿ íàãëÿäíîñòü è èñïîëüçîâà�íèå êðèòåðèåâ, íå ñîäåðæàùèõ ïðåäåëüíîãî ïåðåõî�äà ïî ðàçìåðíîìó ïàðàìåòðó. Â îòëè÷èå îò äðóãî�ãî îáùåïðèíÿòîãî îïðåäåëåíèÿ ��DB=�x� 1, ïðåä�ëîæåííîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îò�íîñèòåëüíî êîîðäèíàòíîãî è èìïóëüñíîãî ïðåäñòàâ�ëåíèé è íå èñêëþ÷àåò èç ðàññìîòðåíèÿ òî÷êè îñòà�íîâêè, ãäå íàðóøàþòñÿ íåðàâåíñòâà (28). Íàïðèìåð,äëÿ îäíîìåðíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ìàññîé m è ïîòåí�öèàëîì U(x) = kx4 âáëèçè òî÷êè îñòàíîâêè òèïà(x0; 0) èìååì �DB = 1, íî ïðè óñëîâèÿõ x0 � �xè kx40 � ~2=m�x2 äâèæåíèå ÷àñòèöû ïî ñóòè îñòà�åòñÿ êëàññè÷åñêèì, ò. å. õîðîøî îïèñûâàåòñÿ â ðàì�êàõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè áåç ó÷åòà ñîîòíîøåíèÿíåîïðåäåëåííîñòè. Íàêîíåö, áåç äîïîëíèòåëüíûõ, íåñèìïëåêòè÷åñêè-êîâàðèàíòíûõ ïîñòðîåíèé òèïà êà�íîíè÷åñêîãî îïåðàòîðà â êâàçèêëàññè÷åñêèé ñëó÷àéâêëþ÷àþòñÿ îêðåñòíîñòè êàóñòèê � òî÷åê, ãäå ÿêî�áèàí JMx(t) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîÿâëåíèå êàóñòèêÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì çàòðóäíåíèåì ïîñòðîåíèÿ êâàçè�êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé [20℄. Íàì êàæåòñÿ, ÷òî ïîñðàâíåíèþ ñ ïðåäëàãàåìûì â [20℄ ìåòîäîì àñèìïòî�òèêè ýòàëîííûõ èíòåãðàëîâ ðàññìîòðåíèå äâèæåíèÿâáëèçè êàóñòèêè ïðè ïîìîùè ñæàòûõ ñîñòîÿíèé áû�ëî áû áîëåå íàãëÿäíûì è êîíñòðóêòèâíûì.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåãî çà�ìå÷àíèÿ ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå êâàçèêëàññè÷åñêîéâîëíîâîé �óíêöèè ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ â îäíîìåðíîìñëó÷àå âáëèçè êàóñòèêè, ãäå ÿêîáèàí JMx èìååò ïðî�ñòîé íóëü: JMx(t
) = 0, J 0Mx(t
) 6= 0. Áóäåì ðàññìàò�ðèâàòü òàêóþ æå ïîñòàíîâêó çàäà÷è, êàê è ïðè âû�âîäå �îðìóëû (32): íà÷àëüíîå óñëîâèå â âèäå (31) ñAxp = 0 è ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ïðè ~ ! 0. Â ïðè�áëèæåíèè ëèíåéíîãî �àçîâîãî ïîòîêà ïåðåõîä ÷åðåçêàóñòèêó äëÿ âñåõ òðàåêòîðèé ïó÷êà (33) ïðîèñõî�äèò îäíîâðåìåííî (âìåñòå ñ òðàåêòîðèåé ��(t)). Âäà�ëè îò òî÷êè t
 îáðàçîâàíèÿ êàóñòèêè ñïðàâåäëèâîðåøåíèå (32), â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èìåþùåå âèä (x; t) = N 00 exp�� �4s2 Æx2� ir2~sÆx2+ i~ �pÆx� : (34)Çäåñü T (t) � [T 0t(��0)℄�1 =  o qr s ! ;A0 =  � 00 4=~2� ! : (35)Íà êàóñòèêå îáðàùàåòñÿ â íóëü âåëè÷èíà s(t) � ÿêî�áèàí ïðåîáðàçîâàíèÿMx â îäíîìåðíîì ñëó÷àå. Ïðès! 0 �óíêöèÿ  ðåçêî ñóæàåòñÿ, j j2(x) ñòðåìèòñÿê äåëüòà-�óíêöèè. Âìåñòî �îðìóëû (34) âáëèçè t
äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåîá�õîäèìî ðàññìîòðåòü òî÷íîå ðåøåíèå (19). Â îäíî�ìåðíîì ñëó÷àå äëÿ ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ ñ ìàòðèöåéA0 âèäà (35) âîëíîâàÿ �óíêöèÿ áóäåò èìåòü âèä (x; t) == N 00 exp ��RÆx2 � iP Æx2=~+ i�p Æx=~� ;R = �4[s2 + (~2=4)�2q2℄ ;P = rs+ (~2=4)�2oq2[s2 + (~2=4)�2q2℄ : (36)
Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ N 00 = 4p2R=�.Èç �îðìóë (36) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ïîäõîäå öåí�òðàëüíîé òðàåêòîðèè �x(t) ê êàóñòèêå èìååì ñëåäó�þùóþ êàðòèíó. Ïðè t = t
 êâàäðàòè÷íûå ïî Æx îñ�öèëëÿöèè ìåíÿþò ÷àñòîòó ïî ñðàâíåíèþ ñ ÷àñòîòîéâ ðåãóëÿðíîé òî÷êå òðàåêòîðèè. Èõ ñêîðîñòü îïðå�äåëÿåòñÿ ìíîæèòåëåì P , ìåíÿþùèìñÿ ïðè ïîäõîäåê êàóñòèêå îò r=2s äî o=2q. Ïîëóøèðèíà âîëíîâî�ãî ïàêåòà �x = 1=pR ïðè ïîäõîäå ê êàóñòèêå òàê�æå ìåíÿåòñÿ îò çíà÷åíèÿ 2s=p� âäàëè îò t = t
äî çíà÷åíèÿ ~qp� ïðè t = t
. Â ñëó÷àå, åñëè, ñëå�äóÿ [20℄, ðàññìàòðèâàòü ïðåäåëüíûé ïåðåõîä ~ ! 0,663



Ï. Ñ. Àëåêñååâ, Ô. Â. Ìîðîñååâ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009òî èçìåíåíèå ïîëóøèðèíû �x îò 2s=p� äî ~qp�ñîîòâåòñòâóåò ðåçêîìó ðîñòó àáñîëþòíîé âåëè÷èíûâîëíîâîé �óíêöèè âáëèçè êàóñòèêè. Â êâàçèêëàññè�÷åñêîì ñëó÷àå â ñìûñëå ïðåäëàãàåìîãî íàìè îïðå�äåëåíèÿ âåëè÷èíû 2s=p� ïðè t 6= t
 è ~qp� ïðèt = t
 ìîãóò áûòü îäíîãî ïîðÿäêà è ðåçêîãî ðîñòàèíòåíñèâíîñòè íà êàóñòèêå íå ïðîèñõîäèò. Èç âûðà�æåíèé (36) âèäíî, ÷òî ïðè ~ ! 0 ðåçêèì òàêæå ÿâ�ëÿåòñÿ ñêà÷îê ÷àñòîòû êâàäðàòè÷íûõ îñöèëëÿöèé.Òàê êàê s0(t
) 6= 0, âåëè÷èíà s(t) � s0(t
)(t � t
) ïðèt ! t
 è çàâèñèìîñòü êâàäðàòà îáðàòíîé ïîëóøèðè�íû R(t) âîëíîâîé �óíêöèè îò âðåìåíè t ïðè ~ ! 0âáëèçè êàóñòèêè èìååò ëîðåíöåâñêèé âèä.Ïîêàæåì òàêæå, êàê â ðàìêàõ ðàçâèâàåìîãî ïîä�õîäà ó êâàçèêëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (32) âîçíèêàåòñêà÷îê �àçû ïðè ïåðåõîäå ïó÷êà òðàåêòîðèé (33) ÷å�ðåç êàóñòèêó. Î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ  â �îðìóëàõ(19) è (32) íå ñîäåðæèò ñêà÷êà �àçû ïðè ïåðåõîäå÷åðåç êàóñòèêó ëþáîãî òèïà; ñêà÷îê âîçíèêàåò òîëü�êî ñ ó÷åòîì ïîïðàâêè ê �àçå ïî �îðìóëå (23). Äëÿïðîñòîòû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíûé ñëó÷àé,ïðîñòóþ êàóñòèêó è ãàìèëüòîíèàí âèäàp22m + V (x):Ñëåäóÿ [20℄ è ëîãèêå âûâîäà (32), ðàçóìíî îæèäàòüâîçíèêíîâåíèÿ ñêà÷êà �àçû ïðè ïðåäåëüíîì ïåðåõî�äå ~! 0. Ïîýòîìó ñ ïîìîùüþ �îðìóë (36) ðàññìîò�ðèì äèíàìèêó äîïîëíèòåëüíîãî �àçîâîãî ìíîæèòå�ëÿ �[ ℄(t) â �îðìóëå (23) â ïðåäåëå ~! 0 âáëèçè êà�óñòèêè t = t
 è âû÷èñëèì ïðèðàùåíèå èíäåêñà Ìàñ-ëîâà òðàåêòîðèè �x(t). Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïîäûíòå�ãðàëüíîå âûðàæåíèå �(t)=~ â (23) èìååò òðè ÷ëåíà,ïðèâîäÿùèõ ê äåëüòàîáðàçíûì îñîáåííîñòÿì ëîðåí�öåâñêîãî òèïà ñ öåíòðîì â òî÷êå t = t
:�~R(t)2m ; _P (t)4R(t)~ ; � P 2(t)2m~R(t) :Âû÷èñëåíèÿ äàþò, ÷òî â ïðåäåëå ~ ! 0 ñóììà ýòèõòðåõ ÷ëåíîâ ñòðåìèòñÿ ê âåëè÷èíå �(�=2)Æ(t � t
).Ýòî äîêàçûâàåò èçìåíåíèå �àçû íà ��=2 ïðè ïåðå�õîäå ÷åðåç êàóñòèêó.5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ�àññìîòðèì îáñóæäàâøóþñÿ â [5; 14℄ ñèñòåìóáîëüøîãî ÷èñëà ñëàáîñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñöåëüþ ìîäåëüíî ðàññìîòðåòü èçëó÷åíèå â ðàìêàõêîíöåïöèè ñæàòûõ ñîñòîÿíèé. Ïóñòü èìååòñÿ îäèí¾áîëüøîé¿ ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð (i = 0) ñ

ìàññîé M è ÷àñòîòîé 
 è ìíîãî ¾ìàëåíüêèõ¿ îñ�öèëëÿòîðîâ (i = 1; : : : ; N) 
 ìàññàìè m è áî�ëåå-ìåíåå íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûìè ÷àñòîòàìè!i. Ïóñòü òàêæå ìåæäó áîëüøèì îñöèëëÿòîðîì èêàæäûì ìàëåíüêèì ñóùåñòâóåò ñëàáàÿ ñâÿçü hixiX ,ãäå hi � M
2;m!2i . Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíèàíçàäà÷è èìååò âèäH(�) = P 22M + M
22 X2 ++ NXi=1 � p2i2m + m!2i2 x2i + hi xiX� :Ïóñòü â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè âñå ìàëåíüêèåîñöèëëÿòîðû ïîêîèëèñü, áîëüøîé îñöèëëÿòîð áûëîòêëîíåí îò ðàâíîâåñèÿ äî òî÷êèX0. Áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî îí íàõîäèëñÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì êîãåðåíòíîìñîñòîÿíèè Øðåäèíãåðà: X0 � a0, ãäå a0 =p~=M
.Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà ïîäðîáíîñòÿõ àíàëèçà äèíàìè�êè ýòîé ñèñòåìû, ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû. Ñ íàèáîëü�øåé èíòåíñèâíîñòüþ áóäåò ïðîèñõîäèòü âîçáóæäå�íèå ìàëåíüêèõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ÷àñòîòàìè !i âáëèçè
 ñ òî÷íîñòüþ äî " = hi=
pmM . Ýòî ñîîòâåòñòâó�åò âûñâå÷èâàíèþ ëèíèè ñ ýíåðãèåé ~
 è øèðèíîé~" = ~hi=
pmM . Çîëîòîå ïðàâèëî Ôåðìè è êëàññè�÷åñêèé ðàñ÷åò îäíîâðåìåííî ïðèâîäÿò ê çàêîíó äâè�æåíèÿ âîçáóæäàåìûõ îñöèëëÿòîðîâ âáëèçè ìîìåíòàâðåìåíè t = 0:xi(t) = � hiX02mi
 t sin(
 t):Çàìåòèì, ÷òî ïîëíàÿ àíàëîãèÿ êëàññè÷åñêîãî è êâàí�òîâîãî îïèñàíèé ýòîé ñèñòåìû (â ÷àñòíîñòè, ðàñ÷åòâðåìåíè æèçíè ñîñòîÿíèÿ áîëüøîãî îñöèëëÿòîðà, âå�ëè÷èíû èçëó÷àåìîé èì ýíåðãèè) âèäíà èç òîãî, ÷òîóðàâíåíèÿ �åéçåíáåðãà äëÿ ïîèñêà çàâèñèìîñòè îòâðåìåíè îïåðàòîðîâ X̂ è x̂i â ýòîé çàäà÷å ïîëíîñòüþñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèìè.Óêàæåì íà âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåíèÿ àäèàáàòè�÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ â ðàìêàõ ðàçâèâàåìîãî ïîä�õîäà. �àññìîòðèì ñèñòåìó èç äâóõ îñöèëëÿòîðîâ ñìàñ
àìè M1 è M2 è ÷àñòîòàìè 
1 è 
2, ñëàáî âçàè�ìîäåéñòâóþùèõ ñî ìíîæåñòâîì îñöèëëÿòîðîâ ñ ìàñ�ñîé m è áîëåå-ìåíåå íåïðåðûâíî ðàñïðåäåëåííûìè÷àñòîòàìè !i. �àìèëüòîíèàí ìîæíî âûáðàòü â âèäåH(�) = P 212M1 + P 222M2 + M1
212 X21 + M2
222 X22 ++ NXi=0 � p2i2m + m!2i2 x2i + xi (hi;1X1 + hi;2X2 ) � ;ãäå hi;j � Mj
2j ; m!2i . Â ñëó÷àå, åñëè ñðåäè ìà�ëåíüêèõ îñöèëëÿòîðîâ äîñòàòî÷íî ìíîãî áûñòðûõ,664



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 4, 2009 Ñæàòûå ñîñòîÿíèÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àå!i � 
, òî, óñðåäíèâ ïî äâèæåíèþ áûñòðûõ îñ�öèëëÿòîðîâ, ìåòîäîì ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ ìîæ�íî ââåñòè ýíåðãèþ U(X1; X2) âñåõ ìàëåíüêèõ îñöèë�ëÿòîðîâ ïðè �èêñèðîâàííîì ïîëîæåíèè áîëüøèõ èðàññìàòðèâàòü âçàèìîäåéñòâèå äâóõ áîëüøèõ îñöèë�ëÿòîðîâ çà ñ÷åò ýíåðãèè ¾ïîëÿ¿ áûñòðûõ îñöèëëÿòî�ðîâ. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ êâàçèêëàññè÷íîñòè, âîîáùåãîâîðÿ, ìîãóò íå âûïîëíÿòüñÿ, ò. å. îïèñàíèå ñèñòå�ìû äâóõ áîëüøèõ îñöèëëÿòîðîâ íà îñíîâå âîëíîâîé�óíêöèè íå ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ íà îñíîâå �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ.Îáñóäèì òàêæå, êàê âîçíèêàþò ¾íå÷èñòûå¿ ñî�ñòîÿíèÿ ëèíåéíûõ ñèñòåì â ðàìêàõ ðàçâèâàåìîãîïîäõîäà ñæàòûõ ñîñòîÿíèé. Ïóñòü èìååòñÿ ëèíåéíàÿñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ÷àñòåé, îïèñûâàåìûõ ïå�ðåìåííûìè �1 è �2. Ïîñëå óñðåäíåíèÿ �óíêöèè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ %(�1; �2) ñæàòîãî ñîñòîÿíèÿ âñåé ñèñòå�ìû ïî �2 îñòàâøàÿñÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ %(�1)áóäåò âñå åùå îïèñûâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâàâåëè÷èí, îòíîñÿùèõñÿ ê ïåðâîé ïîëîâèíå ñèñòåìû,èìåòü ãàóññîâñêèé ïðî�èëü, íî íå áóäåò îáëàäàòüñèìïëåêòè÷åñêîé êîððåëÿöèîííîé ìàòðèöåé. Ïåðå�ìåííûå �2 ìîãóò, â ÷àñòíîñòè, îïèñûâàòü òåðìîñòàòèëè èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð [25; 30; 31℄. Òàêèì îáðà�çîì ââåäåííàÿ �óíêöèÿ %(�1) ñîîòâåòñòâóåò ìàòðè�öå ïëîòíîñòè ÷àñòè ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé ïåðåìåí�íîé �1 [28, 30℄. Ïðè âûïîëíåíèè îáðàòíîãî ïðåîáðà�çîâàíèÿ Âèãíåðà ïî ïåðåìåííîé �1 âñå óòâåðæäåíèÿðàçä. 3 î ïåðåõîäå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ìàò�ðèöó ïëîòíîñòè îñòàíóòñÿ â ñèëå èç-çà êâàäðàòè÷�íîñòè ãàìèëüòîíèàíà çà èñêëþ÷åíèåì âûâîäà �îð�ìóëû (19), êîòîðûé ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà ñèì�ïëåêòè÷íîñòü ìàòðèöû A ðàñïðåäåëåíèÿ %(�).Íàêîíåö îáñóäèì, êàê ñâÿçàíû ïîëó÷åííûå ðå�çóëüòàòû ñ âûáîðîì çàêîíà óïîðÿäî÷åíèÿ îïåðàòî�ðîâ. Â ðàáîòàõ [32℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî çàêîí óïî�ðÿäî÷åíèÿ íåêîììóòèðóþùèõ îïåðàòîðîâ x̂ è p̂ âêàæäîì ïîñòðîåííîì íà èõ îñíîâå îïåðàòîðå G(x̂; p̂)îäíîçíà÷íûì îáðàçîì ñâÿçûâàåòñÿ ñ îòîáðàæåíèåìîïåðàòîðíîé �óíêöèè G(x̂; p̂) íà âåùåñòâåííîçíà÷�íóþ �óíêöèþ F (x; p). ×àñòíûì ñëó÷àåì îòîáðàæå�íèé ýòîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå Âèãíåðà.Ñîîòâåòñòâóþùèé åìó çàêîí óïîðÿäî÷åíèÿ îïåðàòî�ðîâ ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç �îðìóëû (4), îí ïðèâåäåíâ ðàáîòàõ [12℄.Ïðåäñòàâëåíèå Âèãíåðà ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëü�íûì â êëàññå ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòàõ [32℄ îòîá�ðàæåíèé â òîì ñìûñëå, ÷òî ïåðåõîä îò îïèñàíèÿëèíåéíîé ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ ãàóññîâñêèõ �óíê�öèé ðàñïðåäåëåíèÿ ê îïèñàíèþ ñ ïîìîùüþ âîëíî�âûõ �óíêöèé ñ íåîáõîäèìîñòüþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðå�îáðàçîâàíèåì Âèãíåðà. Ïðèâåäåì êàæóùååñÿ íàì

íàèáîëåå ïðîñòûì äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäå�íèÿ. Åñëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ �óíêöè�åé ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîîðäèíàò è èìïóëü�ñîâ, òî âîëíîâàÿ �óíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò�ñÿ èç �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (áåç ïðåäïîëîæåíèÿ,÷òî îíè ñâÿçàíû ïðåîáðàçîâàíèåì Âèãíåðà â ñîîò�âåòñòâèè ñ èçëîæåííûì â ðàçä. 3). Äåéñòâèòåëüíî,âîëíîâàÿ �óíêöèÿ âîññòàíàâëèâàåòñÿ ñ òî÷íîñòüþäî çàâèñÿùåé îò âðåìåíè �àçû èç ïëîòíîñòè ðàñïðå�äåëåíèÿ %x(x) è ïëîòíîñòè ïîòîêà âåðîÿòíîñòè v(x)(åñëè ñ÷èòàòü �îðìóëó (21) ïðàâèëüíîé), à îíè, âñâîþ î÷åðåäü, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ èç �óíêöèèñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñâÿçü ìåæäó óæå îä�íîçíà÷íî îïðåäåëåííûìè ãàóññîâñêèìè âîëíîâûìè�óíêöèÿìè è ãàóññîâñêèìè �óíêöèÿìè ñîâìåñòíîãîðàñïðåäåëåíèÿ çàäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Âèãíåðà.Ýòî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îáðàòíîå ïðåîáðàçîâà�íèå Âèãíåðà êàê çàêîí ïåðåõîäà äëÿ âñåõ âåëè÷èíF (x; p) 7! G(x̂; p̂), òàê êàê ãàóññèàíû âèäà (14) è (19)îáðàçóþò ïîëíûé íàáîð �óíêöèé.6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÏîäâîäÿ èòîãè, îòìåòèì, ÷òî ðàáîòà ïðåñëåäîâà�ëà òðè öåëè. Ïåðâàÿ ñîñòîÿëà â âûâîäå ñèìïëåê-òè÷åñêè-êîâàðèàíòíîãî ìíîãîìåðíîãî ñîîòíîøåíèÿíåîïðåäåëåííîñòè, âòîðàÿ � â èññëåäîâàíèè ñæàòûõñîñòîÿíèé â êâàçèêëàññè÷åñêîì ñëó÷àå, òðåòüÿ � âóêàçàíèè íà âîçìîæíîñòü ïîëíîñòüþ îáîñíîâàííîãîïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ëèíåéíûõ ãàìèëü�òîíîâûõ ñèñòåì íà îñíîâå ñæàòûõ ñîñòîÿíèé è ïîñòó�ëèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ êîð�ðåëÿöèîííîé ìàòðèöû.Îñòàíîâèìñÿ íåñêîëüêî ïîäðîáíåå íà ïîñëåäíåéöåëè ðàáîòû. Áûëî óêàçàíî íà òåîðåòèêî-âåðîÿò-íîñòíûé ñìûñë ãàóññîâñêîãî ïðî�èëÿ ñæàòûõ ñî�ñòîÿíèé. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïîñòðîåíèå ñæàòûõ ñî�ñòîÿíèé ñòàðòóåò ñ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, äàåòñÿòî÷íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ âîëíîâîé �óíêöèè è îïåðàòî�ðîâ, êîòîðûå ïåðâîíà÷àëüíî áûëè ââåäåíû íà îñíî�âå àíàëîãèè ñ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêîé [33, 34℄ èîïòèêîé [34℄. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ ïðèíöèïèàëü�íûì ó÷åò ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè �àçîâîãî ïðî�ñòðàíñòâà.Çàìåòèì, ÷òî â íåðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå ãàìèëü�òîíèàí çàðÿæåííûõ ÷àñòèö è ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ, ïî êðàéíåé ìåðå â äèïîëüíîì ïðèáëèæåíèè(�x � �field), ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì. Óñëîâèåäèïîëüíîñòè �x � �field ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì êâà�çèêëàññè÷íîñòè â ñìûñëå îñíîâíîãî îïðåäåëåíèÿèç ðàçä. 4. �àññìîòðåííûå â ðàçä. 5 ïðèìåðû äâè�665
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