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ÓÍÈÔÈÖÈ�ÎÂÀÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎ�ÎÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ,ÎÑÍÎÂÀÍÍÛÉ ÍÀ Ï�ÎÖÅÄÓ�Å Î×ÈÙÅÍÈßÞ. È. Áîãäàíîâ *Ôèçèêî-òåõíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117218, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 17 íîÿáðÿ 2008 ã.Íà îñíîâå ïðîöåäóðû äîïîëíåíèÿ ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ äî ÷èñòîãî ñ�îðìóëèðîâàí îáùèé ìåòîä ñòàòè-ñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Ïîëó÷åíî óíè-âåðñàëüíîå ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, îïèñûâàþùåå òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé.Ïðåäëîæåííàÿ òåîðèÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.PACS: 03.65.Wj, 42.50.Dv1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÊâàíòîâûå èí�îðìàöèîííûå òåõíîëîãèè îñíîâà�íû íà èñïîëüçîâàíèè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé äëÿ îñó�ùåñòâëåíèÿ ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ìåòîäîâ ïåðåäà�÷è ñîîáùåíèé è âû÷èñëåíèé [1�3℄. Èíñòðóìåíòîìêîíòðîëÿ ñëóæèò ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâ�ëåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, îñíîâàííûé íà äàííûõêâàíòîâûõ èçìåðåíèé. Òåîðèÿ êâàíòîâûõ èçìåðåíèéáàçèðóåòñÿ íà ïðîåêöèîííûõ èçìåðåíèÿõ �îí Íåé�ìàíà [4℄ è èõ îáîáùåíèÿõ [5℄. Ôèçè÷åñêèå àñïåêòûêâàíòîâûõ èçìåðåíèé èçëîæåíû â ðàáîòàõ [6�8℄.Â ïîñëåäíèå ãîäû ðàçëè÷íûìè èññëåäîâàòåëüñêè�ìè ãðóïïàìè áûëî âûïîëíåíî çíà÷èòåëüíîå êîëè÷å�ñòâî óñïåøíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò â îáëàñòèèçìåðåíèÿ îïòè÷åñêèõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé (ñì., íà�ïðèìåð, [9�15℄). Îáçîð ðàáîò â ðàññìàòðèâàåìîé îá�ëàñòè ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå [16℄.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà íàïðàâëåíà íà îáîáùåíèåè óãëóáëåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòàõ[10; 11; 17; 18℄. Â óêàçàííûõ ðàáîòàõ íà îñíîâå ìåòîäàìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ áûëè ðàçðàáîòàíûý��åêòèâíûå àëãîðèòìû è ïðîöåäóðû âîññòàíîâëå�íèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû. Áûëàðàçâèòà òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ �ëóêòóàöèé îöåíêèâåêòîðà ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû è ïîëó÷åíêîíñòðóêòèâíûé êðèòåðèé �2 äëÿ îöåíêè âîçìîæ�*E-mail: bogdanov�ftian.ru

íîãî óðîâíÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ �ëóêòóàöèé. Îäíàêîñóùåñòâåííîé îãðàíè÷åííîñòüþ ðàçâèâàâøåãîñÿäî ñèõ ïîð ïîäõîäà áûëî òî, ÷òî îí ïðèìåíÿëñÿ,â îñíîâíîì, ê ÷èñòûì êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèåñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé ñàìîãî îáùåãî âèäà. Àëãî�ðèòìè÷åñêè ìû èñõîäèì èç ïðîöåäóðû äîïîëíåíèÿñìåøàííîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ äî ÷èñòîãî. Âðåçóëüòàòå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ìàòðèöû ïëîòíî�ñòè, î÷èùåííîé äî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ, ìîãóò áûòüâ ïîëíîé ìåðå ïðèìåíåíû ðàçðàáîòàííûå ðàíååïðîöåäóðû âîññòàíîâëåíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ èó÷åòà ñòàòèñòè÷åñêèõ �ëóêòóàöèé.�àññìàòðèâàåìûé ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìàâàæíûì ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêóçàäà÷à îöåíêè ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé ñ÷èòàåòñÿ òðóä�íîé [5℄. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà î÷èùåíèÿ ñìåñè è ìà�òåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà ïîëíîé ìàòðèöû èí�îðìà�öèè Ôèøåðà ïîçâîëÿþò ÿâíî ðàçäåëèòü ñòàòèñòè÷å�ñêèå �ëóêòóàöèè íà äâà êëàññà: �èçè÷åñêè ñóùå�ñòâåííûå è ¾íåñóùåñòâåííûå¿. Ïîñëåäíèå ñâÿçàíûñ ïðîèçâîëîì â âûáîðå �àç êîìïîíåíò ñìåñè, íåîä�íîçíà÷íîñòüþ ðàçäåëåíèÿ ñìåñè íà ÷èñòûå êîìïî�íåíòû, à òàêæå ñ �ëóêòóàöèåé íîðìû ñîñòîÿíèÿ.Èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíîãî îïåðàòîðà ïðîåêòèðî�âàíèÿ ïîçâîëÿåò î÷èñòèòü êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå îò¾íåñóùåñòâåííûõ¿ �ëóêòóàöèé. Ýòî âàæíî ñ âû�÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ïîñêîëüêó àëãîðèòì è÷èñëåííàÿ ïðîöåäóðà ðåêîíñòðóêöèè êâàíòîâîãî ñî�1068



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 6, 2009 Óíè�èöèðîâàííûé ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ : : :ñòîÿíèÿ òåïåðü ñòàíîâÿòñÿ õîðîøî îáóñëîâëåííû�ìè. Çàìåòèì, ÷òî ïðè äðóãèõ (íåîïòèìàëüíûõ) ñïî�ñîáàõ ïàðàìåòðèçàöèè ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ íàëè�÷èå ïðèìåñè ¾íåñóùåñòâåííûõ¿ �ëóêòóàöèé ñîçäà�åò â çàäà÷àõ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè íåêîíòðîëèðóå�ìûå îøèáêè, äåëàþùèå âñþ âû÷èñëèòåëüíóþ ïðîöå�äóðó íåêîððåêòíîé. Êîíòðîëü ñòàòèñòè÷åñêèõ �ëóê�òóàöèé, ðàçâèòûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå, âïåðâûå ïîç�âîëèë ñ�îðìóëèðîâàòü â îáùåì âèäå óíèâåðñàëüíûåõàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè, êîòîðûå ìîãóò áûòü äî�ñòèãíóòû â ïðîöåäóðàõ ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâ�ëåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åí�íîãî îáúåìà ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé. Îñíîâíûì ïî�ëó÷åííûì ðåçóëüòàòîì òàêîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ �îð�ìóëèðîâêà óíèâåðñàëüíîãî ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãîðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ îïèñàíèÿ òî÷íîñòèñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿ�íèé.�àáîòà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó. Â ðàçä. 2îïèñàíà ïðîöåäóðà äîïîëíåíèÿ ñìåøàííîãî ñîñòî�ÿíèÿ äî ÷èñòîãî ïîñðåäñòâîì óâåëè÷åíèÿ ðàçìåð�íîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà.Ñ�îðìóëèðîâàí ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëå�íèÿ ïðîèçâîëüíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé (îò ÷èñòûõ,ïðåäñòàâëåííûõ îäíîé êîìïîíåíòîé, äî ñìåñè ìàê�ñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà êîìïîíåíò). Â ðàçä. 3ïðåäñòàâëåíà îáùàÿ òåîðèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ �ëóê�òóàöèé âîññòàíàâëèâàåìîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ.Ïîëó÷åíî óíèâåðñàëüíîå ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäå�ëåíèå, îïèñûâàþùåå òî÷íîñòü ñòàòèñòè÷åñêîãî âîñ�ñòàíîâëåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, êîòîðàÿ ìîæåòáûòü äîñòèãíóòà ïðè çàäàííîì îáúåìå ñòàòèñòè÷å�ñêîãî ìàòåðèàëà. Â ðàçä. 4 îïèñûâàþòñÿ íåêîòîðûåðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà�íèÿ. Â ðàçä. 5 ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå âûâîäû.2. Ï�ÎÖÅÄÓ�À Î×ÈÙÅÍÈß È ÀË�Î�ÈÒÌÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎ�ÎÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈß ÊÂÀÍÒÎÂÛÕÑÎÑÒÎßÍÈÉÒåîðèÿ âîññòàíîâëåíèÿ ñìåøàííûõ êâàíòîâûõñîñòîÿíèé ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà â ïîëíîé àíàëîãèèñ òåîðèåé âîññòàíîâëåíèÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé, åñëèâîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíîé ïðîöåäóðîé äîïîëíåíèÿñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ äî ÷èñòîãî [2℄.Ïóñòü � � ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñìåñè â èñõîäíîìãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H(s) ðàçìåðíîñòè s. Áó�äåì ãîâîðèòü, ÷òî ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå èìååò ðàíãr, åñëè ìàòðèöà ïëîòíîñòè èìååò r íåíóëåâûõ ñîá�ñòâåííûõ çíà÷åíèé. Î÷åâèäíî, ÷òî 1 � r � s. Ñëó�÷àé r = 1 îòâå÷àåò ÷èñòîìó ñîñòîÿíèþ, à ñëó÷àé

r = s � ñìåñè ïîëíîãî ðàíãà. Ïóñòü pj � íåíóëåâûåñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, à 
j � ñî�îòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå âåêòîðû, j = 1; : : : ; r.Ïðîöåäóðà ¾î÷èùåíèÿ¿ ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿðàíãà r ñâÿçàíà ñ ïåðåõîäîì îò èñõîäíîãî ãèëüáåð�òîâà ïðîñòðàíñòâà H(s) ðàçìåðíîñòè s ê ãèëüáåðòî�âó ïðîñòðàíñòâó H(rs) ðàçìåðíîñòè rs. Âìåñòî èñ�õîäíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè � ìîæíî ðàññìàòðèâàòü¾î÷èùåííûé¿ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ äëèíû rs:j
i = 0BB� pp1 
1...ppr 
r 1CCA : (1)Óêàçàííîå ñîñòîÿíèå, î÷åâèäíî, ìîæíî ïðåäñòà�âèòü â âèäå ðàçëîæåíèÿ Øìèäòà [1; 2℄ êâàíòîâîãîñîñòîÿíèÿ èçó÷àåìîé ñèñòåìû, çàïóòàííîãî ñ îêðó�æåíèåì: j
i = rXj=1ppj jejij
ji; (2)ãäå jeji � îðòîíîðìèðîâàííûå áàçèñíûå ñîñòîÿíèÿîêðóæåíèÿ (ñòîëáöû äëèíû r). Äëÿ ñìåñè ðàíãà râûáåðåì áàçèñ â âèäåje1i = 0BBBB� 10...0 1CCCCA ; je2i = 0BBBB� 01...0 1CCCCA ; : : : ;
jeri = 0BBBB� 00...1 1CCCCA : (3)

Íàáîð âåêòîðîâ (3) ìîæåò áûòü íàçâàí ñòàíäàðòíûìáàçèñîì îêðóæåíèÿ.Èçâåñòíî, ÷òî ýêñïåðèìåíòû ïî ñòàòèñòè÷åñêî�ìó âîññòàíîâëåíèþ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ñâîäÿòñÿê èçó÷åíèþ ñîâîêóïíîñòè âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõêâàíòîâûõ ïðîöåññîâ [10; 11; 17�19℄. Êàæäîìó òàêî�ìó ïðîöåññó ñîîòâåòñòâóåò îäíà ñòðîêà ïðîòîêîëàèçìåðåíèÿ. Ïóñòü ïðîòîêîë ñîñòîèò èç m ñòðîê.Àìïëèòóäà îòäåëüíîãî êâàíòîâîãî ïðîöåññà ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäåMj = Xj
; j = 1; 2; : : : ;m: (4)Åñëè ñîñòîÿíèå ÷èñòîå, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ñìåñüþ ðàíãàr = 1, òî 
 � êîìïëåêñíûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ â èñõîä�íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H(s). Â ýòîì ñëó÷àå1069
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Приготовление Селектирование

�èñ. 1. Îáùàÿ ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ïî èçìåðåíèþêâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿXj � ñòðîêà êîìïëåêñíîé àïïàðàòíîé ìàòðèöû äëè�íû s.Îáîáùèì âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â âûðàæåíèå (4),íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé. Âýòîì ñëó÷àå 
 � ¾î÷èùåííûé¿ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ (2)äëèíû rs â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H(rs). ÏóñòüXj åñòü j-ÿ ñòðîêà àïïàðàòíîé ìàòðèöû äëèíû s.Ïóòåì äîáàâëåíèÿ íóëåâûõ ýëåìåíòîâ ñîçäàäèì rñòðîê äëèíû rs íà îñíîâå ñòðîêè Xj è áàçèñíûõ âåê�òîðîâ îêðóæåíèÿ (3):X lj = jeli+ 
Xj ;j = 1; 2; : : : ;m; l = 1; 2; : : : ; r: (5)Êàæäàÿ ñòðîêà X lj äåéñòâóåò òîëüêî íà ¾ñâîþ¿ l-þêîìïîíåíòó ñìåñè. Ïðè ýòîì X1j ñîäåðæèò ñòðîêóXj â êà÷åñòâå ñâîèõ ïåðâûõ s ýëåìåíòîâ (îñòàëüíûåíóëè), X2j ñîäåðæèò ñòðîêó Xj â ýëåìåíòàõ ñ s + 1äî 2s (îñòàëüíûå íóëè) è ò. ä.Àìïëèòóäà êâàíòîâîãî ïðîöåññà Mj â �îðìó�ëå (4) åñòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Íà åå îñíîâå ñòðî�èòñÿ íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà � èíòåíñèâíîñòü ãåíå�ðàöèè ñîáûòèé (îæèäàåìîå ÷èñëî ñîáûòèé â ñõåìåðåãèñòðàöèè â åäèíèöó âðåìåíè):�j =M+j Mj = h
j�j j
i: (6)Çäåñü �j � îïåðàòîð èíòåíñèâíîñòè ïðîöåññà.Äëÿ ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ �j � ýðìèòîâà ìàòðèöàðàçìåðíîñòè s� s: �j = X+j Xj : (7)Îïåðàòîð èíòåíñèâíîñòè (7) íåïîñðåäñòâåííî îáîá�ùàåòñÿ íà ñîñòîÿíèå ñìåñè ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ïîåå êîìïîíåíòàì: �j = rXl=1 X l+j X lj : (8)Äëÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé ðàíãà r îïåðàòîð �jïðåäñòàâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöåé ðàçìåðíîñòèrs� rs.

Îáùàÿ ñõåìà ýêñïåðèìåíòà ïî èçìåðåíèþ êâàíòî�âîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1. Áëîê ïðèãî�òîâëåíèÿ çàäàåò èñòî÷íèê, ãåíåðèðóþùèé ïðåäñòà�âèòåëåé êâàíòîâîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ. Áëîêñåëåêòèðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàåò âûäåëåíèå çàäàííîéïðîåêöèè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ â ñîîòâåòñòâèè ñóñëîâèåì (4). �àññìàòðèâàåìàÿ �óíêöèÿ ðåàëèçóåò�ñÿ ïîñðåäñòâîì áëîêà óñòàíîâêè, êîòîðûé çàäàåò �è�çè÷åñêèå ïàðàìåòðû èçìåðåíèÿ, à òàêæå âðåìÿ, âòå÷åíèå êîòîðîãî ïðîâîäèòñÿ èçìåðåíèå (âðåìÿ ýêñ�ïîçèöèè). Íàêîíåö, áëîê ðåãèñòðàöèè îáåñïå÷èâàåòíåîáðàòèìóþ ðåãèñòðàöèþ ñîáûòèé, âîçíèêàþùèõ âñèñòåìå, ïðè÷åì ÷èñëî ñîáûòèé â åäèíèöó âðåìåíè(÷àñòîòà ñîáûòèé) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (6). Ïðè�ìåðû êîíêðåòíûõ ïðîòîêîëîâ èçìåðåíèÿ ïðåäñòàâ�ëåíû â ðàçä. 4.Åñëè âðåìÿ ýêñïîçèöèè j-é ñòðîêè ïðîòîêîëà ðàâ�íî tj , òî ðåãèñòðèðóåìîå â ýêñïåðèìåíòå ÷èñëî ñîáû�òèé kj åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñïðåäå�ëåíèå Ïóàññîíà ñî ñðåäíèì �jtj :P (kj) = (�j tj)kjkj ! exp(��jtj): (9)Ýêñïåðèìåíòàòîð, îñóùåñòâëÿÿ êâàíòîâûé ïðî�òîêîë èçìåðåíèé èç m ñòðîê, ïîñëåäîâàòåëüíî ðå�ãèñòðèðóåò m çíà÷åíèé ÷àñòîò ñîáûòèé kj , j == 1; : : : ;m. Çäåñü êàæäîìó j ñîîòâåòñòâóåò êîíêðåò�íûé íàáîð ïàðàìåòðîâ èçìåðåíèÿ, çàäàþùèé ñåëåê�òèðîâàíèå îïðåäåëåííîé ïðîåêöèè êâàíòîâîãî ñîñòî�ÿíèÿ. Çàäà÷à ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ êâàí�òîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïî èìåþùèì�ñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì âîññòàíîâèòü â íåêî�òîðîì ñìûñëå íàèëó÷øèì îáðàçîì êâàíòîâîå ñîñòî�ÿíèå. Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ñïîñîáîâ òàêîãîðîäà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿÔèøåðà [20; 21℄.Íàøà çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè òàêîé¾î÷èùåííûé¿ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ 
 âèäà (2), êîòîðûéîáåñïå÷èâàë áû ìàêñèìóì äëÿ �óíêöèè ïðàâäîïî�äîáèÿ, êîòîðàÿ â íàøåì ñëó÷àå çàäàåòñÿ ïðîèçâåäå�íèåì ïóàññîíîâñêèõ âåðîÿòíîñòåé ïî âñåì ñòðîêàìïðîòîêîëà: L = mYj=1 (�jtj)kjkj ! exp(��jtj): (10)Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà �óíêöèè (10) ïðè�âîäèò ê óðàâíåíèþ ïðàâäîïîäîáèÿ [10; 11; 17; 18℄:I
 = J
: (11)Çäåñü I è J � òàê íàçûâàåìûå òåîðåòè÷åñêàÿ è ýìïè�ðè÷åñêàÿ ýðìèòîâû ìàòðèöû èí�îðìàöèè Ôèøåðà(ðàçìåðíîñòè rs� rs):1070



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 6, 2009 Óíè�èöèðîâàííûé ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ : : :I = mXj=1 tj�j ; J = mXj=1 kj�j �j : (12)Èññëåäîâàíèÿ, ïðîâåäåííûå ðàíåå â ðàáîòàõ[10; 11; 17; 18℄, îïèñûâàþò ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîòîðûé�îðìàëüíî ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëè ïåðâîãî ðàíãà(r = 1).Óñëîâèå íîðìèðîâêè, àâòîìàòè÷åñêè ñîäåðæàùå�åñÿ â óðàâíåíèè ïðàâäîïîäîáèÿ (11), èìååò âèämXj=1 �jtj = mXj=1 kj = n; (13)ãäå n � îáùåå ÷èñëî çàðåãèñòðèðîâàííûõ ñîáûòèé.Óñëîâèå (13) ñâÿçûâàåò ïîëíîå ÷èñëî íàáëþäàå�ìûõ ñîáûòèé n ñ ñóììàðíûì (ïî âñåì ñòðîêàì ïðî�òîêîëà) èõ îæèäàåìûì ÷èñëîì. Â íàøåì ïîäõîäåðàññìàòðèâàåìîå óñëîâèå çàìåíÿåò îáû÷íî ïðèìåíÿ�åìîå óñëîâèå íîðìèðîâêè íà åäèíèöó:h
j
i = 1: (14)�àçëè÷íûå ñòðîêè ïðîòîêîëà êâàíòîâûõ èçìåðå�íèé ñîîòâåòñòâóþò èçìåðåíèÿì ðàçëè÷íûõ ïðîåê�öèé êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Âàæíûì ñâîéñòâîì ïðî�òîêîëà èçìåðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî ïîëíîòà.Êàæäîé ñòðîêå Xj (j = 1; : : : ;m) äëèíû s ñî�ïîñòàâèì ñòðîêó äëèíû s2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ òåí�çîðíûì ïðîèçâåäåíèåì (Xj 
X�j ) ñòðîêè Xj è êîì�ïëåêñíî-ñîïðÿæåííîé ñòðîêè X�j . Ñîñòàâèì èç òàêèõñòðîê ìàòðèöó B ðàçìåðíîñòè m � s2. Áóäåì ïðåä�ïîëàãàòü, ÷òî m � s2.Ïðîòîêîë ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, åñëè âñå s2 ñèíãó�ëÿðíûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû B ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû:svd(B) > 0 (íåò íóëåâûõ ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé);svd � singular value de
omposition. Òàêîé ïðîòîêîëïðè äîñòàòî÷íî âûñîêîì îáúåìå âûáîðêè â êàæäîéñòðîêå ìîæåò îáåñïå÷èòü, â ïðèíöèïå, ñêîëü óãîä�íî òî÷íîå âîññòàíîâëåíèå ïðîèçâîëüíîãî ñîñòîÿíèÿ(îò ÷èñòîãî äî ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîëíîãî ðàí�ãà). Íèæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü óñëîâèå ïîëíîòû âû�ïîëíåííûì.¾Î÷èùåííûé¿ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ 
, ïîëó÷åííûéìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, îòëè÷àåòñÿîò òî÷íîãî ¾î÷èùåííîãî¿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ 
0. Òà�êèì îáðàçîì, ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïðîáëåìîé îöåí�êè òî÷íîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ êâàí�òîâûõ ñîñòîÿíèé.3. ÒÎ×ÍÎÑÒÜ ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈßÊÂÀÍÒÎÂÛÕ ÑÎÑÒÎßÍÈÉÂåùåñòâåííîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî óäâîåí�íîé ðàçìåðíîñòè E(2rs) óäîáíî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïè�

ñàòü õàðàêòåðèñòèêè òî÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ ñî�ñòîÿíèé.Ïåðåõîä îò êîìïëåêñíîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ êäåéñòâèòåëüíîìó âåêòîðó óäâîåííîé äëèíû îñóùå�ñòâëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó
!  Re 
Im 
 ! : (15)Òåïåðü âåêòîð ñîñòîÿíèÿ 
 � ñòîëáåö äåéñòâèòåëü�íûõ ÷èñåë äëèíû 2rs. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì çàäà�åòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå àìïëèòóäû:M !  ReMImM ! : (16)Òåïåðü M íå êîìïëåêñíîå ÷èñëî, à ñòîëáåö èç äâóõäåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.Êàæäóþ, âîîáùå ãîâîðÿ êîìïëåêñíóþ, ñòðîêóX ljäëèíû rs, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðåâðàòèì â äåéñòâèòåëü�íóþ ìàòðèöó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ äåéñòâèòåëüíûõñòðîê äëèíû 2rs, ñîãëàñíî ïðàâèëóX lj ! " ReX lj � ImX ljImX lj ReX lj # : (17)Çàìåòèì, ÷òî ìû íå ìåíÿåì îáîçíà÷åíèÿ ïðè ïå�ðåõîäå îò îäíîãî ïðîñòðàíñòâà ê äðóãîìó, ÷òî ïðè�âîäèò ê óäîáíîé óíè�èêàöèè �îðìóë. Äåéñòâèòåëü�íî, âñå ïðåäñòàâëåííûå âûøå �îðìóëû (4)�(8), (11),(12), îòíîñÿùèåñÿ ê èñõîäíîìó ãèëüáåðòîâîìó ïðî�ñòðàíñòâó H(rs) ðàçìåðíîñòè rs, îñòàþòñÿ áåç èçìå�íåíèé è â íîâîì äåéñòâèòåëüíîì åâêëèäîâîì ïðî�ñòðàíñòâå E(2rs) óäâîåííîé ðàçìåðíîñòè 2rs.�åêîíñòðóèðîâàííûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ, ÿâëÿþ�ùèéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (11),îñíîâàí íà êîíå÷íîé ñëó÷àéíîé ñòàòèñòèêå ðåãèñòðè�ðóåìûõ ñîáûòèé è, òàêèì îáðàçîì, ñàì ÿâëÿåòñÿ ñëó�÷àéíîé ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé âåëè÷èíîé. Îòëè÷èåðåêîíñòðóèðîâàííîãî âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îò òî÷íîãîìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü êàê ïðîÿâëåíèå ñòàòèñòè÷å�ñêèõ �ëóêòóàöèé, ñâÿçàííûõ ñ �óíäàìåíòàëüíîé âå�ðîÿòíîñòíîé ïðèðîäîé êâàíòîâûõ ÿâëåíèé. Èíñòðó�ìåíò äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ óðîâíÿ òàêèõ�ëóêòóàöèé äàåò ìàòðèöà ïîëíîé èí�îðìàöèè, ââå�äåííàÿ â ðàáîòàõ [11; 17; 18℄. Â îáîçíà÷åíèÿõ, èñïîëü�çîâàííûõ âûøå, îíà èìååò âèäH = 2Xj tj(�j
)(�j
)+�j : (18)Ìàòðèöà H åñòü äåéñòâèòåëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàò�ðèöà ðàçìåðíîñòè 2rs� 2rs.1071
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 � ðàçíîñòü ìåæäó òî÷íûì è âîññòà�íîâëåííûì ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿâåêòîðàìè ñîñòîÿíèÿ (â äåéñòâèòåëüíîì åâêëèäîâîìïðîñòðàíñòâå óäâîåííîé ðàçìåðíîñòè). Òîãäà óðî�âåíü ñòàòèñòè÷åñêèõ �ëóêòóàöèé ìîæíî îïèñàòü ïî�ñðåäñòâîì �2-ðàñïðåäåëåíèÿ [11; 17; 18℄:2hd
jH jd
i = �2(�H); (19)ãäå �H = (2s� r)r.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ èìååì�H = 2s�1, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñìåñè ïîëíîãî ðàíãà�H = s2.Êðîìå òîãî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî,èãðàþùåå â íàøåì ðàññìîòðåíèè ðîëü óñëîâèÿ íîð�ìèðîâêè: h
jH j
i = 2n; (20)ãäå n � ïîëíûé îæèäàåìûé îáúåì âûáîðêè (ïî âñåìñòðîêàì ïðîòîêîëà).�àâåíñòâî (19) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñòîÿùèé ñëåâàìàòðè÷íûé ýëåìåíò, åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìå�þùàÿ �2-ðàñïðåäåëåíèå ñ �H ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûìîáîáùåíèåì íà ñëó÷àé ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé ðåçóëü�òàòà, ïîëó÷åííîãî â ðàáîòàõ [11; 17; 18℄ äëÿ ÷èñòûõñîñòîÿíèé.Åñëè ïðîòîêîë êâàíòîâûõ èçìåðåíèé ïîëíûé, òîäëÿ ìàòðèöû èí�îðìàöèèH èç 2rs ñîáñòâåííûõ çíà�÷åíèé �H ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû, à îñòàëüíûå r2 òî÷�íî ðàâíû íóëþ.Íà îñíîâå ââåäåííîé ïîëíîé ìàòðèöû èí�îðìà�öèè H ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíî óíèâåðñàëüíîåñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ îïèñàíèÿ òî÷íî�ñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ êâàíòîâûõ ñî�ñòîÿíèé. Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ èñêîìî�ãî ðàñïðåäåëåíèÿ óäîáíî ñ�îðìóëèðîâàòü íà ÿçû�êå ñèíãóëÿðíîãî ðàçëîæåíèÿ ìàòðèö (svd). Äåéñòâè�òåëüíî, ïóñòü svd-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû èí�îðìàöèè(ðàçìåðíîñòè 2rs� 2rs) åñòüH = UHSHV +H : (21)Çäåñü UH è VH � óíèòàðíûå ìàòðèöû, à SH � äèà�ãîíàëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà.Âñå r2 ñòîëáöîâ ìàòðèöû UH , îòâå÷àþùèå íóëå�âûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, îáúåäèíèì â ìàòðèöóQ1. Îáúåäèíèì ìàòðèöó Q1 ñ äåéñòâèòåëüíûì âåê�òîðîì ñîñòîÿíèÿ 
 èç åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà (15)â åäèíóþ ìàòðèöó G. Ïóñòü ìàòðèöà Q çàäàåò îðòî�íîðìèðîâàííûé áàçèñ äëÿ ìàòðèöû G. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî Q+Q = E, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåð�íîñòè (r2 + 1) � (r2 + 1). Ñòîëáöû ìàòðèöû Q ïî�êðûâàþò òî æå ñàìîå ïðîñòðàíñòâî, ÷òî è ñòîëáöû

ìàòðèöû G, ïðè÷åì ÷èñëî áàçèñíûõ âåêòîðîâ (÷èñëîñòîëáöîâ ìàòðèöû Q) ðàâíî ðàíãó ìàòðèöû G.Îïðåäåëèì òåïåðü ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð (ïðî�åêòîð) �îðìóëîé P = E �QQ+; (22)ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè 2rs� 2rs.Ó ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ èìååòñÿ âñåãî îäèí íå-íàáëþäàåìûé ïàðàìåòð � ãëîáàëüíàÿ �àçà ñîñòîÿ�íèÿ (îòñþäà ñëåäóåò êàëèáðîâî÷íàÿ èíâàðèàíòíîñòü[11; 17; 18℄), ó ñîñòîÿíèÿ ñìåñè òàêèõ ïàðàìåòðîâ çíà�÷èòåëüíî áîëüøå. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî äåéñòâèòåëü�íûõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûìè îïèñûâàåòñÿ ¾î÷èùåí�íûé¿ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ïîëíîãî ðàíãà (r = s), ðàâíî2s2. Íî òîëüêî ïîëîâèíà èç íèõ îêàçûâàþòñÿ íàáëþ�äàåìûìè. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû îòíîñÿòñÿ ê ðàçðÿ�äó íåíàáëþäàåìûõ. Ïðåæäå âñåãî, êàëèáðîâî÷íûõ�àç òåïåðü íå îäíà, à s (ïî ÷èñëó êîìïîíåíò â ñìå�ñè). Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èìåþòñÿ åùås(s� 1) ïàðàìåòðîâ, ñâÿçàííûõ ñ íåîäíîçíà÷íîñòüþðàçäåëåíèÿ ñìåñè íà ÷èñòûå êîìïîíåíòû. �àññìàò�ðèâàåìîå îáñòîÿòåëüñòâî íå òàèò â ñåáå êàêèõ-ëèáîòðóäíîñòåé. ¾Î÷èùåííûé¿ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ îïðåäå�ëåí ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîèçâî�ëà, îäíàêî ýòî íèêàê íå âëèÿåò íà èñêîìóþ ìàòðè�öó ïëîòíîñòè âîññòàíàâëèâàåìîãî êâàíòîâîãî ñîñòî�ÿíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, íå çàâèñÿùèìîò óêàçàííîãî ïðîèçâîëà.Çàìåòèì, ÷òî â íàøåì ïîäõîäå íîðìà ñîñòîÿíèÿèìååò âïîëíå îïðåäåëåííûé �èçè÷åñêèé ñìûñë. Êâà�äðàòó íîðìû ïðîïîðöèîíàëüíî ïîëíîå ïî âñåì ñòðî�êàì îæèäàåìîå ÷èñëî ñîáûòèé è, òàêèì îáðàçîì,êâàäðàò íîðìû ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòü èíòåíñèâ�íîñòü èçó÷àåìîãî �èçè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (íà�ïðèìåð, èíòåíñèâíîñòü ðîæäåíèÿ áè�îòîíîâ â ïðî�öåññå ñïîíòàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ ñâå�òà â íåëèíåéíîì êðèñòàëëå). Åñëè íàñ, îäíàêî, èíòå�ðåñóåò ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ðàññìàòðèâàå�ìîãî íèæå ïàðàìåòðà ñîãëàñèÿ F ìåæäó íåèçâåñò�íûì êâàíòîâûì ñîñòîÿíèåì è åãî ðåêîíñòðóêöèåé,òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ âåëè÷èíà íè�êàê íå çàâèñèò îò íîðìû âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ è â ýòîìñìûñëå �ëóêòóàöèè íîðìû ñòàíîâÿòñÿ íåñóùåñòâåí�íûìè.Ââåäåííûé ïðîåêòîð (22) ñêîíñòðóèðîâàí òàê,÷òîáû óíè÷òîæèòü íåíàáëþäàåìûå ¾íå�èçè÷åñêèå¿�ëóêòóàöèè, îòâå÷àþùèå íóëåâûì ñîáñòâåííûì çíà�÷åíèÿì ìàòðèöû èí�îðìàöèè H , à òàêæå íåñóùå�ñòâåííóþ �ëóêòóàöèþ íîðìû. Òåì ñàìûì îáåñïå�÷èâàåòñÿ ðåäóêöèÿ (ñîêðàùåíèå) ðàññòîÿíèÿ ìåæäó1072



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 6, 2009 Óíè�èöèðîâàííûé ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ : : :âîññòàíîâëåííûì è òåîðåòè÷åñêèì âåêòîðàìè ñîñòî�ÿíèÿ: d
0 = P d
: (23)Çäåñü d
0 � âåêòîð �ëóêòóàöèè ñîñòîÿíèÿ ïîñëå ðå�äóêöèè. Åñòåñòâåííî ââåñòè ñëåäóþùóþ âåëè÷èíó,êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü ¾åâêëèäîâûìè¿ ïîòåðÿìèòî÷íîñòè:dF = 1� F = hd
0jd
0ih
j
i = hd
jP jd
ih
j
i : (24)Çàìå÷àòåëüíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà òî÷íîñòè dFñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé 1�F , ãäå F � òàê íàçûâàåìàÿñòåïåíü ñîãëàñèÿ (fidelity) ìåæäó íåèçâåñòíûì êâàí�òîâûì ñîñòîÿíèåì è åãî ðåêîíñòðóêöèåé. Äëÿ ñìå�øàííûõ ñîñòîÿíèé ðàññìàòðèâàåìàÿ âåëè÷èíà äàåò�ñÿ �îðìóëîé Óëüìàíà [2; 22℄:F = �Trq�1=20 ��1=20 �2 ; (25)ãäå �0 è � � ñîîòâåòñòâåííî òåîðåòè÷åñêàÿ è âîññòà�íîâëåííàÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ÷èñòûõ íîðìèðîâàííûõ íàåäèíèöó ñîñòîÿíèé ðàññìàòðèâàåìàÿ õàðàêòåðèñòè�êà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéF = jh
0j
ij2 ; (26)ãäå 
0 è 
 � òåîðåòè÷åñêèé è âîññòàíîâëåííûé âåê�òîðû ñîñòîÿíèÿ.Åñòåñòâåííîñòü õàðàêòåðèñòèêè (25) ñâÿçàíà ñâàæíîé òåîðåìîé Óëüìàíà [2; 22℄. Ñîãëàñíî ýòîé òå�îðåìå, âûðàæåíèå (25) çàäàåò äîñòèæèìûé ìàêñè�ìóì âûðàæåíèÿ (26) äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ ÷èñòûõâåêòîðîâ ñîñòîÿíèé 
0 è 
, äî êîòîðûõ ìîãóò áûòüäîïîëíåíû ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ �0 è �. Ìîæíî êîí�ñòàòèðîâàòü, ÷òî íàø ïîäõîä ñîîòâåòñòâóåò ÿâíîìóïîñòðîåíèþ ñîñòîÿíèé, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â òåîðå�ìå Óëüìàíà.Ñòåïåíü ñîãëàñèÿ èìååò ïðîñòóþ âåðîÿòíîñòíóþèíòåðïðåòàöèþ. Åñëè â êà÷åñòâå èçìåðèòåëüíîãî áà�çèñà äëÿ íåèçâåñòíîãî ñîñòîÿíèÿ 
0 âûáðàòü èçâåñò�íûé ðåêîíñòðóèðîâàííûé âåêòîð ñîñòîÿíèÿ 
 è îðòî�ãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê íåìó, òî F áóäåò çàäàâàòüâåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ íåèçâåñòíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâîññòàíîâëåííûì (êâàíòîâàÿ ñèñòåìà, ïðèãîòîâëåí�íàÿ â ñîñòîÿíèè 
0 áóäåò îáíàðóæåíà ïðè èçìåðåíèèâ ñîñòîÿíèè 
 ñ âåðîÿòíîñòüþ F ).�àññìîòðèì òåïåðü svd-ðàçëîæåíèå äëÿ ïðîåêöè�îííîé ìàòðèöû: P = UPSPV +P : (27)

Çäåñü UP è VP � óíèòàðíûå ìàòðèöû, à SP � äèàãî�íàëüíàÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Âñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì (22) äëÿ ìàòðèöû Pèç 2rs ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé r2 + 1 ðàâíû íóëþ, àîñòàëüíûå (2s� r)r � 1 ðàâíû åäèíèöå.Ó÷òåì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû H ðàâåí �H = (2s�r)r,à ðàíã ìàòðèöû P íà åäèíèöó ìåíüøå, �P == (2s � r)r � 1. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàíãîì ìàòðèöïðîâåäåì íåêîòîðîå ñîêðàùåíèå èõ ðàçìåðîâ. Äèà�ãîíàëüíàÿ ìàòðèöà SH ïîñëå åå ñîêðàùåíèÿ äî ðàç�ìåðîâ �H � �H ïåðåñòàíåò áûòü îñîáåííîé (áóäåòñóùåñòâîâàòü îáðàòíàÿ ìàòðèöà S�1H ). Îñòàâèì âìàòðèöå UH òîëüêî ïåðâûå �H ñòîëáöîâ, óäàëèâîñòàëüíûå. Àíàëîãè÷íî îñòàâèì â ìàòðèöå UP òîëü�êî ïåðâûå �P ñòîëáöîâ. Ââåäåì ìàòðèöó ðàçìåðíî�ñòè �P � �H : L = 1p2 U+P UHqS�1H : (28)Ïóñòü DL � ñòîëáåö ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ìàòðè�öû L (äëèíû �P ). Ââåäåì íåêîòîðûé âåêòîð d, òàêîé÷òî d = D2Lh
j
i : (29)�àññìàòðèâàåìûé âåêòîð îïðåäåëÿåò èñêîìîåðàñïðåäåëåíèå òî÷íîñòè. Ïîòåðÿ òî÷íîñòè 1 � Fîêàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, àñèìïòîòè÷åñêîåðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå1� F = jmaxXj=1 dj�2j ; (30)ãäå dj � 0 � íåîòðèöàòåëüíûå êîý��èöèåíòû,�j � N(0; 1), j = 1; : : : ; jmax � íåçàâèñèìûå íîð�ìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ íóëå�âûì ñðåäíèì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé, jmax = �P == (2s�r)r�1. Â ÷àñòíîñòè, jmax = 2s�2 äëÿ ÷èñòûõñîñòîÿíèé è jmax = s2�1 äëÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèéïîëíîãî ðàíãà.�àññìàòðèâàåìîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ åñòå�ñòâåííûì îáîáùåíèåì �2-ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîñëåäíååñîîòâåòñòâóåò ÷àñòíîìó ñëó÷àþ d1 = d2 = : : : == djmax = 1. Ïîëó÷åííîå ðàñïðåäåëåíèå åñòåñòâåí�íî íàçâàòü íåîäíîðîäíûì �2-ðàñïðåäåëåíèåì. Â ðàñ�ñìàòðèâàåìîì íàìè àñèìïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå ïàðà�ìåòðû dj îêàçûâàþòñÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíûìèîáùåìó ÷èñëó çàðåãèñòðèðîâàííûõ ñîáûòèé n, ò. å.dj / 1=n. Óêàçàííàÿ çàâèñèìîñòü ïîçâîëÿåò ëåãêîîñóùåñòâëÿòü ïåðåðàñ÷åò îò îäíîãî îáúåìà âûáîðêèê äðóãîìó.3 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1073



Þ. È. Áîãäàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 6, 2009Èç �îðìóëû (30) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèåïîòåðè òî÷íîñòè ðàâíîh1� F i = jmaxXj=1 dj : (31)Íåòðóäíî ïîêàçàòü òàêæå, ÷òî äèñïåðñèÿ äëÿ ïîòåðèòî÷íîñòè ðàâíà �2F = 2 jmaxXj=1 d2j : (32)�àññìîòðèì âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé. Ïóñòü ìàò�ðèöà I (12), ðàâíàÿ ñóììå ïî âñåì ñòðîêàì ïðîòîêî�ëà ïðîèçâåäåíèé âðåìåí ýêñïîçèöèè tj íà îïåðàòîðûèíòåíñèâíîñòè �j , ïðîïîðöèîíàëüíà åäèíè÷íîé ìàò�ðèöå E: I =Xj tj�j = 
onst �E: (33)Ïðîòîêîë, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (33), ñâî�äèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîìó íåîðòîãîíàëüíîìó ðàçëî�æåíèþ åäèíèöû [5℄. Çàìåòèì, ÷òî â ìàòåìàòè÷åñêîéòåîðèè òàêèå èçìåðåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷å�ñòâå íàèáîëåå îáùåãî ðàñøèðåíèÿ òðàäèöèîííûõ èç�ìåðåíèé �îí Íåéìàíà, îñíîâàííûõ íà îðòîãîíàëü�íîì ðàçëîæåíèè åäèíèöû. Â òî æå âðåìÿ, ðåàëü�íûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïðîòîêîëû êâàíòîâûõ èçìå�ðåíèé çà÷àñòóþ íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (33). �å�çîííîñòü òðåáîâàíèÿ (33) îñíîâàíà íà ñîîáðàæåíè�ÿõ, ñâÿçàííûõ ñ ñîõðàíåíèåì ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Âðåàëüíûõ æå ýêñïåðèìåíòàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõå�ìû ðåãèñòðàöèè ñîáûòèé (ðèñ. 1), ýêñïåðèìåíòàòîðíàñòðàèâàåò óñòàíîâêó íà âûäåëåíèå, êàê ïðàâèëî,òîëüêî îäíîé ïðîåêöèè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ (ïðèýòîì ïðåäñòàâèòåëè, îòâå÷àþùèå âñåì îñòàëüíûìïðîåêöèÿì, ïðîñòî íå ðåãèñòðèðóþòñÿ). Òàêèì îáðà�çîì, ðåàëüíûå ýêñïåðèìåíòû (ïî òåõíè÷åñêèì ïðè�÷èíàì) íå îáåñïå÷èâàþò ðåãèñòðàöèþ âñåõ ïðåäñòà�âèòåëåé êâàíòîâîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ è, âñèëó ýòîãî, íå ñâÿçàíû óñëîâèåì ñîõðàíåíèÿ ïîëíîéâåðîÿòíîñòè.Íàø ïîäõîä ðàçðàáîòàí äëÿ àíàëèçà ïðîèçâîëü�íûõ ðåàëüíûõ ïðîòîêîëîâ êâàíòîâûõ èçìåðåíèé,îñíîâàííûõ íà ðåãèñòðàöèè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé,è íå îãðàíè÷åí òðåáîâàíèåì (33). Åñëè, îäíàêî, ðàñ�ñìàòðèâàåìîå óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî àíàëèç ïðî�òîêîëà óïðîùàåòñÿ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àåäåéñòâèòåëüíûé åâêëèäîâ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ óäâîåí�íîé ðàçìåðíîñòè (15) ñòàíîâèòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòî�ðîì ìàòðèöû èí�îðìàöèè H . Ýòîò âåêòîð îòâå÷àåòçà �ëóêòóàöèþ íîðìû ñîñòîÿíèÿ, êîòîðàÿ íåñóùå�ñòâåííà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ñîãëàñèÿ F .

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå �îðìóëà (28) ïðèîáðåòà�åò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä:L =sS�1H2 : (34)Çäåñü äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà SH ñîêðàùåíà äî ðàç�ìåðà (�H � 1) � (�H � 1) ïóòåì óäàëåíèÿ íå òîëüêîâñåõ íóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, íî è ñîáñòâåí�íîãî çíà÷åíèÿ, îòâå÷àþùåãî äåéñòâèòåëüíîìó âåêòî�ðó ñîñòîÿíèÿ (15) óäâîåííîé ðàçìåðíîñòè.Âàæíàÿ îñîáåííîñòü ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâ�ëåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîïðè îöåíêå íåèçâåñòíîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàíãìîäåëè r, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìîæåò áûòü çà�èêñè�ðîâàí çàðàíåå, à äîëæåí áûòü îïðåäåëåí ïî ñàìèìýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. �àññìàòðèâàåìîé öåëèñëóæèò àëãîðèòì ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè äëÿ ìîäå�ëè ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàíãà r. Ïóñòü kj � ÷èñëîñîáûòèé, çàðåãèñòðèðîâàííûõ ñõåìîé ðåãèñòðàöèèñîáûòèé äëÿ j-é ñòðîêè ïðîòîêîëà (j = 1; : : : ;m).Äëÿ îöåíêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè ðàññìîòðèì ñëå�äóþùóþ âåëè÷èíó:�2r = mXj=1 (kj � �jtj)2�jtj : (35)Çäåñü �j � èíòåíñèâíîñòè ãåíåðàöèè ñîáûòèé, ïî�ëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðàâäî�ïîäîáèÿ. Åñëè ìîäåëü ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàí�ãà r àäåêâàòíà, òî, ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó ðåçóëü�òàòó Ôèøåðà [20℄, ðàññìàòðèâàåìàÿ õàðàêòåðèñòèêàäîëæíà èìåòü �2-ðàñïðåäåëåíèå ñ ÷èñëîì ñòåïåíåéñâîáîäû ðàâíûì� = m� �P � 1 = m� (2s� r)r:Çäåñü, ñîãëàñíî èçëîæåííîìó âûøå, �P îïðåäåëÿåò÷èñëî ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ, îöåíèâàåìûõ ïî ýêñ�ïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãîïðàâäîïîäîáèÿ. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëåííîå ìîäåëèðî�âàíèå ïîäòâåðæäàåò ñïðàâåäëèâîñòü ðàññìàòðèâàå�ìîãî çäåñü êðèòåðèÿ.Ïîäáîð àäåêâàòíîãî ðàíãà r ìîæåò, íàïðèìåð,ïðîèñõîäèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà÷èíàåì ñ ìîäå�ëè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ (r = 1). Åñëè, ñîãëàñíî êðè�òåðèþ (35), ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü îêàçûâàåòñÿíåàäåêâàòíîé, ïåðåõîäèì ê áîëåå ñëîæíîé ìîäåëè(r = 2) è ò. ä., ïîêà ìîäåëü íå ñòàíåò àäåêâàòíîé.Âûáîð ìîäåëè ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì ÷èñëîìêîìïîíåíò îçíà÷àåò, ÷òî êîìïîíåíòû áîëåå âûñîêî�ãî ïîðÿäêà, äàæå åñëè îíè ñóùåñòâóþò, íå èìåþòñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìîãî âåñà ïðè çàäàííîì îáúåìåýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.1074



ÆÝÒÔ, òîì 135, âûï. 6, 2009 Óíè�èöèðîâàííûé ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ : : :Åñëè íåàäåêâàòíîé îêàçûâàåòñÿ ìîäåëü ñàìîãîâûñîêîãî ðàíãà (r = s), òî ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èåñèñòåìàòè÷åñêèõ èíñòðóìåíòàëüíûõ îøèáîê â óñòà�íîâêàõ ïàðàìåòðîâ è äàííûõ. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òîêîãäà îáúåì ñòàòèñòèêè ñòàíîâèòñÿ äîñòàòî÷íî áîëü�øèì, èíñòðóìåíòàëüíûå ïîãðåøíîñòè íåèçáåæíî íà�÷èíàþò ïðåâàëèðîâàòü íàä ñòàòèñòè÷åñêèìè �ëóê�òóàöèÿìè. Â ðåçóëüòàòå, â ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåí�òàõ, àñèìïòîòè÷åñêè ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷å�íèè îáúåìà âûáîðêè, ïîòåðè òî÷íîñòè íå ñòðåìÿòñÿê íóëþ, êàê â èäåàëüíîé ìîäåëè, à äåìîíñòðèðóþòõîòÿ áû è ìàëûå, íî êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Ýòè ¾îñòà�òî÷íûå¿ ïîòåðè òî÷íîñòè õàðàêòåðèçóþò êà÷åñòâîýêñïåðèìåíòîâ ïî ñòàòèñòè÷åñêîìó âîññòàíîâëåíèþêâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé [11℄.4. Ï�ÈÌÅ�Û ×ÈÑËÅÍÍÎ�ÎÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈß�àçâèòàÿ âûøå òåîðèÿ ïîçâîëÿåò àíàëèçèðîâàòüïðîèçâîëüíûå ïðîòîêîëû ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòà�íîâëåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ,îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ñèñòåìû ðåãèñòðàöèèýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Ïîäðîáíûå îïèñàíèÿ ðàç�ëè÷íûõ ïðîòîêîëîâ òàêîãî ðîäà ìîæíî íàéòè â ðà�áîòàõ [9�15℄.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîàíàëèçèðóåì äâà ðàçëè÷�íûõ ïðîòîêîëà. Ïåðâûé èç íèõ (Ïðîòîêîë 1) ïðåä�ëîæåí â èçâåñòíîé ðàáîòå [9℄ è ïðåäíàçíà÷åí äëÿèçìåðåíèÿ äâóõêóáèòîâûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, îá�ðàçîâàííûõ ïîëÿðèçàöèîííûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäûêîððåëèðóþùèõ ïàð �îòîíîâ (áè�îòîíîâ), âîçíèêà�þùèõ â ïðîöåññå ñïîíòàííîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàñ�ñåÿíèÿ ñâåòà. �àññìàòðèâàåìûé ïðîòîêîë ÿâëÿåòñÿî÷åíü ïðîñòûì è ý��åêòèâíûì ñ ýêñïåðèìåíòàëü�íîé òî÷êè çðåíèÿ. Òàêîé è àíàëîãè÷íûå ïðîòîêîëûèñïîëüçóþòñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè. Â íàøåì �îðìà�ëèçìå Ïðîòîêîë 1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí àïïàðàò�íîé ìàòðèöåé, èìåþùåé 16 ñòðîê Xj (j = 1; : : : ; 16).Âðåìÿ ýêñïîçèöèè êàæäîé ñòðîêè ïðåäïîëàãàåòñÿîäèíàêîâûì.Â îáîçíà÷åíèÿõ àâòîðîâ ðàáîòû [9℄ áàçèñíûåñîñòîÿíèÿ êóáèòà ïðåäñòàâëåíû ãîðèçîíòàëüíî èâåðòèêàëüíî ïîëÿðèçîâàííûìè �îòîíàìè, ñîîòâåò�ñòâåííî jHi =  10 ! ; jV i =  01 ! :Êðîìå òîãî, ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå ñîñòîÿ�íèÿ: jDi = jHi+ jV ip2 ; jLi = jHi+ ijV ip2 ;

jRi = jHi � ijV ip2 :Ïðîòîêîë âîññòàíîâëåíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ áè��îòîííîãî ïîëÿ îïðåäåëÿåòñÿ èçìåðåíèåì ñëåäóþ�ùèõ 16 äâóõ�îòîííûõ ïðîåêöèé:jHHi; jHV i; jV V i; jV Hi; jRHi; jRV i; jDV i; jDHi;jDRi; jDDi; jRDi; jHDi; jV Di; jV Li; jHLi; jRLi:Âñå øåñòíàäöàòü ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ìàòðè�öû B, õàðàêòåðèçóþùåé ïîëíîòó ðàññìàòðèâàåìîãîïðîòîêîëà, ïîëîæèòåëüíû (â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò,÷òî ìàòðèöà õîðîøî îáóñëîâëåíà). Òàêèì îáðàçîì,ðàññìàòðèâàåìûé ïðîòîêîë îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîë�íîòû è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ âîññòàíîâëå�íèÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Ôîðìàëüíîçàäà÷à ñ÷èòàåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé, êîãäà îäíîèëè íåñêîëüêî ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé ðàâíû íóëþ.Îäíàêî â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ òðóäíîñòè âîññòàíîâëå�íèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ âîçíèêàþò è â òåõ ñëó÷à�ÿõ, êîãäà íåêîòîðûå èç ñèíãóëÿðíûõ çíà÷åíèé õî�òÿ è îòëè÷íû îò íóëÿ, íî ìàëû. Êà÷åñòâåííîé õà�ðàêòåðèñòèêîé ìîæåò ñëóæèòü ÷èñëî îáóñëîâëåííî�ñòè, ðàâíîå îòíîøåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ñèíãóëÿðíî�ãî çíà÷åíèÿ ê ìèíèìàëüíîìó. Ïî íàøèì îöåíêàì,åñëè ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ïðåâûøàåò âåëè÷èíó ïî�ðÿäêà 104�105, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîòîêîë áóäåòäàâàòü çàâåäîìî íèçêóþ òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿêâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ (ïîñêîëüêó ïîòðåáóåòñÿ î÷åíüâûñîêèé îáúåì îäíîðîäíîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìàòå�ðèàëà, êîòîðûé âåñüìà òðóäíî îáåñïå÷èòü â ðåàëü�íûõ ñîâðåìåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ). Äëÿ ðàññìàòðè�âàåìîãî ïðîòîêîëà ÷èñëî îáóñëîâëåííîñòè ñîñòàâëÿ�åò 
ond(B) = 9:749, ÷òî ãîâîðèò î åãî äîâîëüíî õî�ðîøåé îáóñëîâëåííîñòè. Ïðîòîêîë èìååò ìèíèìàëü�íîå ÷èñëî ñòðîê, íåîáõîäèìûõ äëÿ ïîëíîòû. Òàêàÿýêîíîìíîñòü, îäíàêî, ìîæåò èìåòü è îòðèöàòåëüíûåñòîðîíû, ïîñêîëüêó îòñóòñòâèå èçáûòî÷íîñòè íå ïîç�âîëÿåò ïðîâåðèòü àäåêâàòíîñòü ïðîòîêîëà. Íàëè÷èåèçáûòî÷íîñòè ïîëåçíî ñ òî÷êè çðåíèÿ òåñòèðîâàíèÿïðîòîêîëà íà ïðåäìåò åãî âíóòðåííåé ñîãëàñîâàííî�ñòè è îòñóòñòâèÿ ãðóáûõ îøèáîê â óñòàíîâêàõ ïàðà�ìåòðîâ è äàííûõ. Òåñòèðîâàíèå ðàññìàòðèâàåìîãîïðîòîêîëà ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ (35) äëÿ m = 16,r = s = 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäûðàâíî íóëþ (� = m � (2s � r)r = 0), ÷òî, ñîáñòâåí�íî, �îðìàëüíî è îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü ïðîâåðêèàäåêâàòíîñòè äëÿ ìîäåëè ñìåñè ïîëíîãî ðàíãà. Íàêî�íåö, ðàññìàòðèâàåìûé ïðîòîêîë, êàê è áîëüøèíñòâîäðóãèõ ïðîòîêîëîâ, èñïîëüçóåìûõ â ýêñïåðèìåíòàõ,íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (33) è ïîýòîìó íå ñâîäèò�ñÿ ê ðàçëîæåíèþ åäèíèöû.1075 3*
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�èñ. 2. Ñðàâíåíèå òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé (êðèâûå) ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãîìîäåëèðîâàíèÿ (ãèñòîãðàììû); Ïðîòîêîë 1 (à), Ïðîòîêîë 2 (á )Âòîðîé ðàññìàòðèâàåìûé íàìè ïðîòîêîë, êîòî�ðûé ìû îáîçíà÷èì êàê Ïðîòîêîë 2, íàïðîòèâ, óäî�âëåòâîðÿåò óñëîâèþ (33) è ñâîäèòñÿ, òàêèì îáðàçîì,ê íåîðòîãîíàëüíîìó ðàçëîæåíèþ åäèíèöû. Äëÿ îïè�ñàíèÿ ïðîòîêîëà óäîáíî ïðåäñòàâèòü, ÷òî èìååòñÿäâóõêóáèòîâîå ñîñòîÿíèå, îáðàçîâàííîå äâóìÿ óäà�ëåííûìè äðóã îò äðóãà ÷àñòèöàìè ñî ñïèíîì 1=2.Èçìåðåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äâóìÿ ýêñïåðèìåíòàòîðàìè(Àëèñîé è Áîáîì), ïðè÷åì êàæäûé èçìåðÿåò ñâîþ÷àñòèöó. Ïóñòü a1, a2, a3 � òðè âçàèìíî îðòîãî�íàëüíûå îñè, íà êîòîðûå ïðîâîäèò èçìåðåíèÿ Àëè�ñà, a1 = (1; 0; 0), a2 = (0; 1; 0), a3 = (0; 0; 1), à b1, b2,b3 � òðè âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå îñè, íà êîòîðûåïðîâîäèò èçìåðåíèÿ Áîá, b1 = ��p2=2;�p2=2; 0�,b2 = ��p2=2;p2=2; 0�, b3 = (0; 0; 1). ×åòûðå íà�ïðàâëåíèÿ a1, a2, b1, b2 çàäàþò êëàññè÷åñêóþ ñõå�ìó èçìåðåíèé, äåìîíñòðèðóþùóþ íàðóøåíèå íåðà�âåíñòâà Áåëëà ïðè èçìåðåíèè ñèíãëåòíîãî ñîñòîÿ�íèÿ [2; 5; 23℄. Íàïðàâëåíèå a3 = b3 äîáàâëåíî äëÿòîãî, ÷òîáû ïðîòîêîë ñòàë ïîëíûì ñ òî÷êè çðåíèÿçàäà÷è ñòàòèñòè÷åñêîãî âîññòàíîâëåíèÿ êâàíòîâûõñîñòîÿíèé [23℄. �àññìàòðèâàåìûé ïðîòîêîë ìîæåòáûòü íàçâàí ðàñøèðåííûì ïðîòîêîëîì Áåëëà. Îíîáðàçîâàí 36 ñòðîêàìè (9 ðàñïðåäåëåíèé ïî 4 çíà÷å�íèÿ â êàæäîì, êàæäîå ðàñïðåäåëåíèå âîçíèêàåò ïðèèçìåðåíèè ïàð íàïðàâëåíèé aj , bj , ãäå i; j = 1; 2; 3).Êàê è äëÿ ïåðâîãî ïðîòîêîëà, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âðå�ìÿ ýêñïîçèöèè âñåõ ñòðîê îäèíàêîâî. �àññìàòðèâàå�ìûé ïðîòîêîë õàðàêòåðèçóåòñÿ 
ond(B) = 3, ò. å. îá�ëàäàåò åùå ëó÷øåé îáóñëîâëåííîñòüþ, ÷åì ïåðâûéïðîòîêîë. Â òî æå âðåìÿ Ïðîòîêîë 2 èìååò áîëü�øåå ÷èñëî ñòðîê ïî ñðàâíåíèþ ñ Ïðîòîêîëîì 1 (36

ïðîòèâ 16). Íàëè÷èå èçáûòî÷íîñòè ïîçâîëÿåò ïðèìå�íèòü ê Ïðîòîêîëó 2 êðèòåðèé àäåêâàòíîñòè (35): ïðèm = 36 äëÿ ñìåñè ïîëíîãî ðàíãà (r = s = 4) ÷èñëîñòåïåíåé ñâîáîäû ðàâíî 20 (� = m� (2s� r)r = 20).�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîññòàíîâëå�íèå ñëåäóþùåé ñìåñè (óêàçàíû ñîñòîÿíèÿ è èõâåñîâûå ïðîöåíòû): ñèíãëåòíîå ñîñòîÿíèå (j01i ��j10i)=p2 � 40% è òðè ñîñòîÿíèÿ, îáðàçóþùèå òðè�ïëåò, (j01i+j10i)=p2� 30%, j00i� 20%, j11i� 10%.�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäå�ëèðîâàíèÿ, íàïðàâëåííûå íà ïðîâåðêó ïðàâèëüíî�ñòè óíèâåðñàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷íîñòè(30), ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2. Äëÿ êàæäîãî èç ïðî�òîêîëîâ áûëî âûïîëíåíî ïî 300 ÷èñëåííûõ ýêñïå�ðèìåíòîâ, â êàæäîì ýêñïåðèìåíòå ñóììàðíûé ïîâñåì ñòðîêàì ïðîòîêîëà îáúåì ñòàòèñòèêè ñîñòàâëÿën = 106. Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 2 äàííûå ÷èñëåí�íîãî ýêñïåðèìåíòà (ãèñòîãðàììû) è òåîðåòè÷åñêèéðàñ÷åò (êðèâûå) õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ìåæäó ñîáîé.Ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé �2 ïîêàçûâàåò, ÷òî èìå�åòñÿ ñîãëàñèå ñ êðèòè÷åñêèì óðîâíåì çíà÷èìîñòè�
 = 0:6327 äëÿ ðèñ. 2à è �
 = 0:2039 äëÿ ðèñ. 2á.Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî îáàïðîòîêîëà ñïîñîáíû âîññòàíàâëèâàòü êâàíòîâûå ñî�ñòîÿíèÿ ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ. Â òî æå âðåìÿ, Ïðî�òîêîë 2 îáëàäàåò áîëåå âûñîêîé òî÷íîñòüþ, õîòÿ èíåñêîëüêî ñëîæíåå â ðåàëèçàöèè. Ñðàâíåíèå òî÷íî�ñòè ïðîòîêîëîâ ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 3. Êðèâàÿ ïëîò�íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåðü òî÷íîñòè äëÿ Ïðîòîêî�ëà 2 ÿâëÿåòñÿ áîëåå îñòðîé ïî ñðàâíåíèþ ñ êðèâîéäëÿ Ïðîòîêîëà 1 è ñîñðåäîòî÷åíà â îáëàñòè áîëååíèçêèõ ïîòåðü. Â ñðåäíåì ïîòåðè òî÷íîñòè äëÿ Ïðî�1076
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