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Î ÂÛÍÓÆÄÅÍÍÎÌ ×Å�ÅÍÊÎÂÑÊÎÌ ÈÇËÓ×ÅÍÈÈÂ �ÀÇÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÅÌ. Â. Êóçåëåâ *, À. À. �óõàäçå **Èíñòèòóò îáùåé �èçèêè èì. À. Ì. Ïðîõîðîâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 ìàÿ 2008 ã.�àçâèòà ëèíåéíàÿ òåîðèÿ âûíóæäåííîãî ÷åðåíêîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ïëîñêîãî è öèëèíäðè÷åñêîãî ñâåðõ-çâóêîâûõ ãàçîâûõ ïîòîêîâ â îêðóæàþùåì ãàçå. Ïîêàçàíà àíàëîãèÿ ÷åðåíêîâñêîãî èçëó÷åíèÿ â ãàçîâîéäèíàìèêå ñ âûíóæäåííûì ÷åðåíêîâñêèì èçëó÷åíèåì ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ïó÷êîì çàðÿæåííûõ ÷àñòèöâ ñðåäå.PACS: 41.60.Bq, 52.25.Os1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×ÈÂûíóæäåííîå ÷åðåíêîâñêîå èçëó÷åíèå ñâåðõçâó�êîâîãî ïîòîêà â ãàçîâîé äèíàìèêå áûëî ðàññìîò�ðåíî ìåòîäîì äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ â ðàáî�òàõ [1; 2℄ â ñâÿçè ñ àíàëèçîì íåóñòîé÷èâîñòè Êåëü�âèíà ��åëüìãîëüöà ñâåðõçâóêîâîãî òàíãåíöèàëüíîãîðàçðûâà [3℄. Â ñâîþ î÷åðåäü, íåóñòîé÷èâîñòü ñâåðõ�çâóêîâîãî ðàçðûâà â ãàçå ñ ó÷åòîì åãî ñæèìàåìîñòèâïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà Ë. Ä. Ëàíäàó â 1944 ã.â ðàáîòå [4℄ (ñì. òàêæå [3, � 84℄), ãäå áûëî ïîêàçàíî,÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðè ñêîðîñòè ðàçðûâàu > u
r = 2p2 
0; (1:1)ãäå 
0 � ñêîðîñòü çâóêà, íåóñòîé÷èâîñòü òàíãåíöè�àëüíîãî ðàçðûâà ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Âìåñòå ñ òåì, âðàáîòå [3℄ áûëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à îòðàæåíèÿ çâó�êà îò ïîâåðõíîñòè ñòàáèëèçèðîâàííîãî ñâåðõçâóêî�âîãî ðàçðûâà (ñì. � 84, çàäà÷à 2) è ïîêàçàíî, ÷òîàìïëèòóäà îòðàæåííîé âîëíû áîëüøå, ÷åì àìïëè�òóäà ïàäàþùåé âîëíû, ÷òî îáóñëîâëåíî èçëó÷åíèåìçâóêà ñâåðõçâóêîâîé ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâà. Äàííîåèçëó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ âûíóæäåííûì (îíî èíäóöèðóåò�ñÿ ïàäàþùåé íà ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà çâóêîâîé âîë�íîé) è óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ðàçâèòèÿ â ãàçå ñîñâåðõçâóêîâûì òàíãåíöèàëüíûì ðàçðûâîì èçëó÷à�òåëüíîé íåóñòîé÷èâîñòè, îáóñëîâëåííîé âûíóæäåí�íûì ÷åðåíêîâñêèì èçëó÷åíèåì çâóêîâûõ âîëí â ïî�*E-mail: kuzelev�mail.ru**E-mail: rukh�fpl.gpi.ru

êîÿùåéñÿ îáëàñòè ãàçà. Èññëåäîâàíèþ ýòîé ãàçîäè�íàìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, à òàêæå åå ýëåêòðîäè�íàìè÷åñêèõ àíàëîãîâ, è ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáî�òà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿçâóêà, ïîäîáíîãî ñïîíòàííîìó èçëó÷åíèþ çàðÿäàâ ýëåêòðîäèíàìèêå, â ãàçîâîé äèíàìèêå íåò. Ïðèñâåðõçâóêîâîì äâèæåíèè òåëà â ãàçå èçëó÷àåò ãàçî�âûé ïîòîê, ñîçäàâàåìûé äâèæóùèìñÿ òåëîì. Êàêáóäåò ïîêàçàíî íèæå, èçëó÷åíèå ñâåðõçâóêîâîãî ïî�òîêà ÿâëÿåòñÿ èçëó÷åíèåì âûíóæäåííûì. Ïîýòîìóâ íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìàòðèâàåì âûíóæäåí�íîå ÷åðåíêîâñêîå èçëó÷åíèå â ãàçîâîé äèíàìèêå âïîñòàíîâêå, íàèáîëåå áëèçêîé ê çàäà÷å âûíóæäåí�íîãî ÷åðåíêîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ïó÷êîì çàðÿæåííûõ÷àñòèö â ýëåêòðîäèíàìèêå ïëàçìû è ïëàçìåííîéÑÂ×-ýëåêòðîíèêå [5, 6℄. Ïðè ýòîì íàèáîëåå àäå�êâàòíûì îêàçûâàåòñÿ ìåòîä äèñïåðñèîííîãî óðàâíå�íèÿ [6℄.�àññìîòðèì íåêîòîðûé êàíàë � àêóñòè÷åñêèéâîëíîâîä (ïëîñêèé èëè öèëèíäðè÷åñêèé) ñ òâåðäû�ìè ñòåíêàìè, çàïîëíåííûé ãàçîì. Ïóñòü âäîëü êà�íàëà, ïàðàëëåëüíî îñè z, â ãàçå ñîçäàí ïîïåðå÷�íî-îãðàíè÷åííûé îäíîðîäíûé ãàçîâûé ïîòîê, èìåþ�ùèé ñêîðîñòü u. Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì ïîòîê ãàçà è¾îñíîâíîé¿ ãàç îäèíàêîâûìè ïî ïëîòíîñòè è òåìïå�ðàòóðå (ñêà÷îê òåðïèò òîëüêî ñêîðîñòü ãàçà, íàïðàâ�ëåííàÿ ïî îñè z). Âîçìóùåíèÿ â ãàçå çàäàäèì â âèäåâîëí, áåãóùèõ âäîëü êàíàëà, ò. å.f(r?) exp(�i!t+ ikzz); (1:2)1034



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008 Î âûíóæäåííîì ÷åðåíêîâñêîì èçëó÷åíèè : : :ãäå r? � êîîðäèíàòà â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ãàçîâîãîêàíàëà.Çàïèøåì ñëåäóþùèå ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíå�íèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè äëÿ âîçìóùåíèé ïëîòíîñòè�, ñêîðîñòè v è äàâëåíèÿ p â ãàçå:���t +r(�0v + �u0) = 0;�v�t + (u0r)v = � 1�0rp; p = 
20�; (1.3)ãäå ñêîðîñòü çâóêà 
0 ñ÷èòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, òàê æåêàê è ðàâíîâåñíûå ïëîòíîñòü �0 è äàâëåíèå p0, àu0 = f0; 0; u0(r?)g � ñêîðîñòü ãàçà âäîëü îñè z, ïðè�÷åì u0(r?) = ( 0; r? =2 G0;u; r? 2 G0; (1:4)ãäå G0 � îáëàñòü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ êàíàëà, â êî�òîðîé ñîçäàí ãàçîâûé ïîòîê.Ñ ó÷åòîì çàâèñèìîñòè (1.2) ñèñòåìà (1.3) ñâîäèò�ñÿ ê îäíîìó óðàâíåíèþ:�?p� k2z � [! � kzu0(r?)℄2
20 ! p = 0; (1:5)ãäå �? � ïîïåðå÷íàÿ ÷àñòü îïåðàòîðà Ëàïëàñà.

Óðàâíåíèå (1.5) äîïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ�ìè, êîòîðûå òàêæå ñëåäóþò èç ñèñòåìû (1.3):fpg�0 = 0; ( 1[! � kzu0(r?)℄2 dpdn?)�0 = 0;dpdn? ����� = 0; (1.6)ãäå � � ãðàíèöà ãàçîâîãî êàíàëà, �0 � ãðàíèöà îá�ëàñòè ãàçîâîãî ïîòîêà G0, à ïðîèçâîäíûå �óíêöèèp áåðóòñÿ ïî íîðìàëÿì ê ãðàíèöàì �0 è �. Äàëü�íåéøàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñîáñòâåííûõ÷àñòîò ãàçîâîãî êàíàëà !(kz) è óñëîâèÿ íåóñòîé÷è�âîñòè, êîãäà Im! > 0.2. ÑËÓ×ÀÉ ÏËÎÑÊÎ�Î �ÀÇÎÂÎ�ÎÊÀÍÀËÀÍà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñî ñëó÷àÿ ïëîñêîãî ãàçîâî�ãî êàíàëà: ãàç çàêëþ÷åí ìåæäó òâåðäûìè ïîâåðõíî�ñòÿìè x = �a, à ãàçîâûé ïîòîê ñîçäàí â îáëàñòè�� < x < �, ïðè÷åì � � a. Èç ñèììåòðèè êàíàëàîòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè x = 0 ñëåäóåò, ÷òî âîçìóùå�íèÿ ãàçà ðàñïàäàþòñÿ íà ÷åòíûå (äàâëåíèå � ÷åòíàÿ�óíêöèÿ x) è íå÷åòíûå (äàâëåíèå � íå÷åòíàÿ �óíê�öèÿ x). Ïîýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.5) â ðàçëè÷�íûõ îáëàñòÿõ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ãàçîâîãî êàíàëàïðè x > 0 ñëåäóåò èñêàòü â âèäåp(x) = 8><>: A( sh(�1x) � íå÷åòíàÿ âîëíà,
h(�1x) � ÷åòíàÿ âîëíà, 0 < x < �;B 
h[�2(a� x)℄; � < x < a; (2.1)ãäå �21 = k2z � (! � kzu)2
20 ; �22 = k2z � !2
20 : (2:2)�åøåíèå (2.1) óäîâëåòâîðÿåò ïîñëåäíåìó ãðàíè÷íî�ìó óñëîâèþ (1.6). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (2.1) â ïåð�âûå äâà óñëîâèÿ (1.6) è èñêëþ÷àÿ ïîñòîÿííûå A èB, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó äèñïåðñèîííîìó óðàâíå�íèþ: 1(! � kzu)2�1Hth(�1�) ++ 1!2�2 th [�2(a��)℄ = 0: (2.3)Çäåñü Hth(�1�) = 
th(�1�) â ñëó÷àå íå÷åòíîé âîë�íû, Hth(�1�) = th(�1�) â ñëó÷àå ÷åòíîé âîëíû.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê àíàëèçó óðàâíåíèÿ(2.3) â èíòåðåñóþùåì íàñ àñïåêòå, ïðèâåäåì åãî ðå�øåíèå äëÿ ñëó÷àÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (
0 !1),à èìåííî! = kzu1� ipHth(�z�) 
th[�z(a��)℄ : (2:4)Ìíèìàÿ ÷àñòü ÷àñòîòû (2.4) äàåò èíêðåìåíò ðàç�âèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà. Â÷àñòíîñòè, â êîðîòêîâîëíîâîì ïðåäåëå kz� � 1,kz(a � �) � 1 èç âûðàæåíèÿ (2.4) ïîëó÷àåò�ñÿ èçâåñòíàÿ �îðìóëà äëÿ êîìïëåêñíîé ÷àñòîòû! = (1� i)kzu=2 ïðè íåóñòîé÷èâîñòè òàíãåíöèàëüíî�ãî ðàçðûâà â áåçãðàíè÷íîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè1035



Ì. Â. Êóçåëåâ, À. À. �óõàäçå ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008ñî ñêà÷êîì ñêîðîñòè u [3℄. �åøåíèÿ âèäà (2.4) ó äèñ�ïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (2.3) èìåþòñÿ ïðè ëþáîì ñî�îòíîøåíèè ìåæäó ñêîðîñòüþ ïîòîêà u è ñêîðîñòüþçâóêà 
0. Äàëåå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü äðóãèå ðå�øåíèÿ, îïèñûâàþùèå íåóñòîé÷èâîñòü, îòëè÷íóþ îòíåóñòîé÷èâîñòè òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà ñêîðîñòèãàçà.Ïåðåéäåì òåïåðü ê àíàëèçó ñîáñòâåííî óðàâíå�íèÿ (2.3). Èñïîëüçóÿ ìàëîñòü òîëùèíû ãàçîâîãî ïî�òîêà, ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâàkz�� 1; �j!j=
0 � 1: (2:5)Òîãäà äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (2.3) óïðîùàåòñÿ.Äëÿ íå÷åòíîé âîëíû èìååì
h(�2a) + ��2 (! � kzu)2!2 sh(�2a) = 0; (2:6)à â ñëó÷àå ÷åòíîé âîëíû äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèåîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì:sh(�2a) + ��21�2 !2(! � kzu) 
h(�2a) = 0: (2:7)Ïðè� = 0, ò. å. â îòñóòñòâèå ãàçîâîãî ïîòîêà, äèñ�ïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ (2.6) è (2.7) ñâîäÿòñÿ ê âèäó
h(�2a) = 0; sh(�2a) = 0: (2:8)Îòñþäà íàõîäèì ñïåêòðû ÷àñòîò çâóêîâûõ âîëí, ðàñ�ïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü îñè ïëîñêîãî àêóñòè÷åñêîãîâîëíîâîäà, îãðàíè÷åííîãî òâåðäûìè ïîâåðõíîñòÿìè:! � !0 = �
0rk2z + ��n2a �2; (2:9)ãäå n = 1; 2; 3; : : : Ôîðìóëà (2.9) îáúåäèíÿåò êàêíå÷åòíûå ïî êîîðäèíàòå x (n = 1; 3; : : : ), òàê è ÷åò�íûå ïî x (n = 2; 4; : : : ) âîëíû àêóñòè÷åñêîãî âîëíî�âîäà.Ó÷òåì òåïåðü íàëè÷èå ãàçîâîãî ïîòîêà, ò. å.� 6= 0, íî � � a. Â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (2.6) ê âåùå�ñòâåííûì ÷àñòîòàì (2.9) äîáàâëÿåòñÿ êîìïëåêñíàÿ÷àñòîòà, îáóñëîâëåííàÿ íåóñòîé÷èâîñòüþ òàíãåíöè�àëüíîãî ðàçðûâà â àêóñòè÷åñêîì âîëíîâîäå ñ ïîòî�êîì ãàçà îòíîñèòåëüíî íå÷åòíûõ âîçìóùåíèé. Òàê,ïðè j�2aj � 1 èç óðàâíåíèÿ (2.6) èìååì! = �ikzupk2z�a : (2:10)Ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà, êîíå÷íî, ñîäåðæèòñÿ è â îáùåìâûðàæåíèè (2.4). Äðóãèõ íåóñòîé÷èâîñòåé äèñïåð�ñèîííîå óðàâíåíèå (2.6) íå îïèñûâàåò. Äàííûé ðå�çóëüòàò îáóñëîâëåí òåì, ÷òî âîçìóùåíèå äàâëåíèÿ

â íå÷åòíîé âîëíå â ïëîñêîñòè x = 0, ò. å. íåïîñðåä�ñòâåííî â ãàçîâîì ïîòîêå, îáðàùàåòñÿ â íóëü. Çàìå�òèì, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü ñ èíêðåìåíòîì (2.10) èìååòìåñòî íåçàâèñèìî îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñêîðîñòÿ�ìè u è 
0.Àíàëèç äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ÷åòíûõ âîëí(2.7) îêàçûâàåòñÿ áîëåå ñîäåðæàòåëüíûì. Òàê, ïîìè�ìî ÷àñòîò (2.9) ïîÿâëÿþòñÿ åùå ñëåäóþùèå ÷àñòîòû(j�2aj � 1):! = kzu� ir�a �1� u2
20 ��1=2 kzu: (2:11)Âèäíî, ÷òî ïðè u < 
0 îäíà èç ÷àñòîò (2.11) èìååò ïî�ëîæèòåëüíóþ ìíèìóþ ÷àñòü, ÷òî îçíà÷àåò íåóñòîé�÷èâîñòü òàíãåíöèàëüíîãî ðàçðûâà â àêóñòè÷åñêîìâîëíîâîäå ñ ïîòîêîì ãàçà îòíîñèòåëüíî ÷åòíûõ âîç�ìóùåíèé. Ïðè u > 
0 äàííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïðîïà�äàåò (â ïðåäåëàõ îïèñàíèÿ, îñíîâàííîãî íà ïðèáëè�æåííîì óðàâíåíèè (2.7)).Îäíàêî ïðè u > 
0 ó äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ(2.7) èìåþòñÿ è äðóãèå êîìïëåêñíûå îòíîñèòåëüíî !ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå íåóñòîé÷èâîñòè êà÷åñòâåííîèíîãî òèïà. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ýòèõ ðåøåíèé ó÷òåì,÷òî ïðè � = 0 ÷àñòîòà ! ñîâïàäàåò ñ !0(kz), ãäå !0îïðåäåëåíà â �îðìóëå (2.9) ïðè ÷åòíîì n. Êðîìå òî�ãî, ïðè ìàëîì� âêëàä ãàçîâîãî ïîòîêà â äèñïåðñèîí�íîå óðàâíåíèå (2.7) ñóùåñòâåí òîëüêî ïðè ! � kzu.Ïîýòîìó ðåøåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ ìîæíîèñêàòü â âèäå! = !0(kz) + Æ! = kzu+ Æ!: (2:12)Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ (2.12) â äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå(2.7), íàõîäèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ êîìïëåêñ�íîãî èíêðåìåíòà Æ! ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷èâîñòè íåðàâ�íîâåñíîãî àêóñòè÷åñêîãî âîëíîâîäà:Æ! = �1 + ip32 ��a k2z
20!20 �1=3 !0; (2:13)ãäå âåëè÷èíà !0 îïðåäåëåíà â �îðìóëå (2.9) ïðèn = 2; 4; : : :Íåóñòîé÷èâîñòü ñ èíêðåìåíòîì (2.13) ðàçâèâà�åòñÿ íà êàæäîé ÷åòíîé ïî x ïîïåðå÷íîé ìîäåíåðàâíîâåñíîãî àêóñòè÷åñêîãî âîëíîâîäà. Äàííàÿíåóñòîé÷èâîñòü îáóñëîâëåíà ÷åðåíêîâñêèì èçëó÷å�íèåì ñâåðõçâóêîâûì ãàçîâûì ïîòîêîì çâóêîâûõâîëí â ãàçå. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èíêðåìåíò, îïðåäå�ëÿåìûé �îðìóëîé (2.13), ïðè � � a ÿâëÿåòñÿ ìàê�ñèìàëüíî âîçìîæíûì [5, 6℄. Êàê âèäíî èç âûðàæå�íèÿ (2.12), íåóñòîé÷èâîñòü ñ èíêðåìåíòîì (2.13) ðàç�âèâàåòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ðåçîíàíñà!0(kz) = kzu! !0 � !0n = �n2a 
0 upu2 � 
20 ; (2:14)1036



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008 Î âûíóæäåííîì ÷åðåíêîâñêîì èçëó÷åíèè : : :ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé èçâåñòíîå óñëîâèå èçëó÷å�íèÿ Âàâèëîâà �×åðåíêîâà [7℄. Çäåñü !0n ÿâëÿþòñÿ÷àñòîòàìè èçëó÷àåìûõ âîëí.3. ÑËÓ×ÀÉ ÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎ�Î�ÀÇÎÂÎ�Î ÊÀÍÀËÀ�àññìîòðèì òåïåðü öèëèíäðè÷åñêèé êàíàë ðàäè�óñà R ñ òâåðäûìè ñòåíêàìè, çàïîëíåííûé ãàçîì,âáëèçè îñè êîòîðîãî ñîçäàí öèëèíäðè÷åñêèé ãàçî�âûé ïîòîê ñî ñêîðîñòüþ u è ðàäèóñîì r0 � R. Èññëå�äóåì àçèìóòàëüíî-ñèììåòðè÷íûå âîçìóùåíèÿ ãàçà âêàíàëå, â ñâÿçè ñ ÷åì â óðàâíåíèè (1.5) ïîëîæèì�? = 1r ddr r ddr ;ãäå r � ðàññòîÿíèå îò îñè êàíàëà. Îãðàíè÷åííîå âíóëå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.5) èìååò âèäp(r) == ( C1J0(�1r); r � r0;C2J0(�2r) + C3N0(�2r); r0 < r < R; (3.1)ãäå �21;2 = ��21;2, J0(x) è N0(x) � �óíêöèè Áåññåëÿè Íåéìàíà. Ïîäñòàâëÿÿ (3.1) â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ(1.6) è èñêëþ÷àÿ ïîñòîÿííûå C1;2;3, ïîëó÷èì ñëåäó�þùåå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå:1(! � kzu)2�1 J1(�1r0)J0(�1r0) � 1!2�2 �� J1(�2r0)N1(�2R)�N1(�2r0)J1(�2R)J0(�2r0)N1(�2R)�N0(�2r0)J1(�2R) = 0: (3.2)Ýòî óðàâíåíèå èìååò òàêóþ æå ñòðóêòóðó, êàê è äèñ�ïåðñèîííîå óðàâíåíèå (2.3). Ïðè âûïîëíåíèè íåðà�âåíñòâà j�1r0j � 1 óðàâíåíèå (3.2) ñâîäèòñÿ ê ñëåäó�þùåìó:!2(! � kzu)2 �21r0�2 �� 2J1(�2r0)N1(�2R)�N1(�2r0)J1(�2R)J0(�2r0)N1(�2R)�N0(�2r0)J1(�2R) = 0: (3.3)Ó÷èòûâàÿ ïîâåäåíèå �óíêöèé N0(x) è N1(x) âíóëå, âèäèì, ÷òî ïðè r0 = 0 óðàâíåíèå (3.3) ñâî�äèòñÿ ê ñîîòíîøåíèþ J1(�2R) = 0, ÿâëÿþùåìóñÿäèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì äëÿ äèñêðåòíûõ ÷àñòîòçâóêîâûõ âîëí àêóñòè÷åñêîãî öèëèíäðè÷åñêîãî âîë�íîâîäà. Ýòè ÷àñòîòû äàþòñÿ �îðìóëàìè! � !0 = �
0rk2z + �21sR2 ; s = 1; 2; : : : ; (3:4)

ãäå �1s � íóëè �óíêöèè J1(x).Â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå ïî ïàðàìåòðó r0=R âáëèçèê êàêîé-ëèáî èç ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò (3.4) äèñïåðñè�îííîå óðàâíåíèå (3.3) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó, àíàëî�ãè÷íîìó óðàâíåíèþ ÷åòíûõ âîëí (2.7),J1(�2R) = !2(! � kzu)2 S0�21 14N1(�2R): (3:5)Çäåñü S0 = �r20 � ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðè�îñåâîãî ãàçîâîãî ïîòîêà. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (2.12)â óðàâíåíèå (3.5), íàõîäèì ñëåäóþùåå âûðàæåíèåäëÿ êîìïëåêñíîãî èíêðåìåíòà íàðàñòàíèÿ çâóêîâûõâîëí ïðè èçëó÷àòåëüíîé ÷åðåíêîâñêîé íåóñòîé÷èâî�ñòè ñâåðõçâóêîâîãî ãàçîâîãî ïîòîêà â àêóñòè÷åñêîìöèëèíäðè÷åñêîì âîëíîâîäå:Æ! = �1 + ip32 �� S04R2 k2z
20!20s �1=3 !0s; (3:6)ãäå � = jN1(�1s)=J0(�1s)j � 1. Ñõîäñòâî èíêðåìåí�òîâ (3.6) è (2.13) î÷åâèäíî.4. ÝËÅÊÒ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÀÍÀËÎ�ÈÈÂ ðàññìîòðåííûõ âûøå ïëîñêîì è öèëèíäðè÷å�ñêîì ñëó÷àÿõ âûíóæäåííîå ÷åðåíêîâñêîå èçëó÷åíèåçâóêîâûõ âîëí ñâåðõçâóêîâûì ãàçîâûì ïîòîêîì ÿâ�ëÿåòñÿ ðåçîíàíñíîé íåóñòîé÷èâîñòüþ, îïèñûâàåìîéäèñïåðñèîííûì óðàâíåíèåì âèäàD(!; kz) = G(!; kz) !2e
�3(! � kzu)2 ; (4:1)ãäå D(!; kz) � äèñïåðñèîííàÿ �óíêöèÿ, íóëè êîòî�ðîé îïðåäåëÿþò ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû èçëó÷àåìûõçâóêîâûõ âîëí, à G(!; kz) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ, íåîáðàùàþùàÿñÿ â íóëü îäíîâðåìåííî ñ D.Âïåðâûå äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ òèïà (4.1) áû�ëè ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû â ýëåêòðîäèíàìèêå ïëàç�ìû è â ïëàçìåííîé ÑÂ×-ýëåêòðîíèêå â ñâÿçè ñïðîáëåìàìè âûíóæäåííîãî èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîííîãîïó÷êà â ïëàçìå è ïó÷êîâî-ïëàçìåííûõ íåóñòîé÷èâî�ñòåé (ñì., íàïðèìåð, [5, 6℄). Âûÿñíèì àíàëîãèþ ÷å�ðåíêîâñêîãî èçëó÷åíèÿ çâóêîâûõ âîëí â ãàçå è ÷åðåí�êîâñêîãî èçëó÷åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí â ñðåäå,íàïðèìåð, â ïëàçìå. �àññìîòðèì êðóãëûé ìåòàëëè�÷åñêèé âîëíîâîä ðàäèóñà R, ïðîíèçûâàåìûé âäîëüîñè z ñïëîøíûì öèëèíäðè÷åñêèì ýëåêòðîííûì ïó÷�êîì ðàäèóñîì re � R, â îáëàñòè re < r < R çàïîë�1037



Ì. Â. Êóçåëåâ, À. À. �óõàäçå ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008íåííûé îäíîðîäíîé ñðåäîé, òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîéïðîíèöàåìîñòè êîòîðîé èìååò âèä"ij = 0B� "?(!) 0 00 "?(!) 00 0 "k(!) 1CA ;i; j = r; '; z; (4.2)ãäå r; '; z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïó÷êîì èíòåðåñ ïðåäñòàâ�ëÿþò òîëüêî âîëíû ñ íåíóëåâîé ïðîäîëüíîé ñîñòàâ�ëÿþùåé ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ò. å. ñ E � u 6= 0, ÷òî�áû ðàáîòà ïîëÿ íàä ýëåêòðîíîì îòëè÷àëàñü îò íó�ëÿ. Èñõîäÿ èç ýòîãî ïðåäïîëîæèì, ÷òî â âîëíîâî�äå âîçáóæäàþòñÿ àçèìóòàëüíî-ñèììåòðè÷íûå âîë�íû E-òèïà. Èçâåñòíî [6℄, ÷òî ó òàêèõ âîëí îòëè÷íûîò íóëÿ ñîñòàâëÿþùèå ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ Ez ,Er, B', ïðè÷åìEz(0) 6= 0; Er(0) = 0; B'(0) = 0: (4:3)Ñîãëàñíî �îðìóëå (4.3), âáëèçè îñè âîëíîâîäà îñíîâ�íûì ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëüíîå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Ïî�ýòîìó ïðè re � R ïîïåðå÷íûìè êîìïîíåíòàìè ïî�ëÿ â îáëàñòè ïó÷êà 0 < r < re ìîæíî ïðåíåáðå÷üè äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü ïó÷êà çàäàòü â�îðìå (4.2) ñ "? = 1 è"k(!) � "e(!; kz) = 1� !2e
�3(! � kzu)2 ; (4:4)ãäå !e � ëåíãìþðîâñêàÿ ÷àñòîòà ýëåêòðîíîâ ïó÷êà,à 
 = (1� u2=
2)1=2 � ðåëÿòèâèñòñêèé �àêòîð ýëåê�òðîíà.Èç óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà ñ òåíçîðîì äèýëåêòðè�÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè (4.2) ñëåäóåò, ÷òî ñîñòàâëÿ�þùàÿ Ez àçèìóòàëüíî-ñèììåòðè÷íîé âîëíû E-òèïàóäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ1r ddr rdEzdr � �2? "k"?Ez = 0; �2? = k2z � !2
2 "?; (4:5)ãäå 
 � ñêîðîñòü ñâåòà, à äðóãèå ñîñòàâëÿþùèå ýëåê�òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàìEr = �i kz�2? dEzdr ; B' = �i !
�2? "? dEzdr : (4:6)Ñîãëàñíî �îðìóëå (4.5), â îáëàñòè âîëíîâîäàre < r < R ïîëå äàåòñÿ âûðàæåíèåìEz = C1J0(�r) + C2N0(�r);� =q��2?"k="? ; (4.7)

à â îáëàñòè ïó÷êà ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åííîñòè ïîëÿ íàîñè èìååì ñëåäóþùóþ �îðìóëó:Ez = C3J0�q��20"e r� ; �20 = k2z � !2=
2: (4:8)Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ñïåêòðîâ ÷àñòîòñèììåòðè÷íûõ âîëí E-òèïà ïîëó÷àåòñÿ ñøèâàíèåìðåøåíèé (4.7) è (4.8) íà ãðàíèöå r = re è èñêëþ÷å�íèåì ïîñòîÿííûõ C1;2;3 [6℄. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿíåïðåðûâíîñòü �óíêöèé Ez è B' íà ãðàíèöå, à òàê�æå ðàâåíñòâî íóëþ ñîñòàâëÿþùåé Ez íà ïðîâîäÿùåéñòåíêå âîëíîâîäà r = R. Â ñëó÷àå òîíêîãî ïó÷êà, êî�ãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿj�20jr2e � 1; !2eSe = 
onst; (4:9)äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì:!2e
�3(! � kzu)2Se = 2�rer�"k"?�2? �� J1(�re)N0(�R)�N1(�re)J0(�R)J0(�re)N0(�R)�N0(�re)J0(�R) : (4.10)Çäåñü Se = �r2e . Ýëåêòðîäèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå(4.10) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ãàçîäèíàìè÷åñêîãî äèñïåð�ñèîííîãî óðàâíåíèÿ (3.3). ×òîáû ïðîñëåäèòü àíàëî�ãèþ äàëüøå, ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè, èìåþùèåè ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.Â ñëó÷àå âîëíîâîäà, çàïîëíåííîãî èçîòðîïíûìäèýëåêòðèêîì, èìååì "? = "k = ", � = p��2?,�2? < 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÷àñòîòû èçîòðîïíîãî äèýëåê�òðè÷åñêîãî âîëíîâîäà îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿJ0(�R) = 0, ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå (4.10) ê âèäóJ0(�R) = !2e
�3"(!)(! � kzu)2Se�2? 14N0(�R);�2? = k2z � !2
2 "(!): (4.11)Â ñëó÷àå ïëàçìåííîãî âîëíîâîäà â ñèëüíîì âíåø�íåì ìàãíèòíîì ïîëå èìååì "? = 1, "k = 1 � !2p=!2,� = q��20"k, �20"k < 0. Ïîñêîëüêó ÷àñòîòûïëàçìåííîãî âîëíîâîäà îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿJ0(�R) = 0, óðàâíåíèå (4.10) ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùå�ìó: J0(�R) = !2e
�3(! � kzu)2Se�20 14N0(�R): (4:12)Äèñïåðñèîííûå óðàâíåíèÿ (4.11) è (4.12) èìåþòñòðóêòóðó îáîáùåííîãî äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ1038



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008 Î âûíóæäåííîì ÷åðåíêîâñêîì èçëó÷åíèè : : :(4.1). Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ, ïðèíÿòûå â �îðìó�ëå (4.1), ðåøåíèå óðàâíåíèé (4.11) è (4.12) çàïèøåìâ âèäå! = !0 + �1 + ip32 �� "G0��D0�! ��1 !2e
�3#1=3 : (4.13)Çäåñü D0 = D(!0; !0=u), G0 = G(!0; !0=u), à !0 �ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ èç ñèñòå�ìû óðàâíåíèéD(!; kz) = 0; ! = kzu: (4:14)Ôîðìóëû (4.13) è (4.14), î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâû èâ ñëó÷àå ÷åðåíêîâñêîãî èçëó÷åíèÿ çâóêîâûõ âîëíñâåðõçâóêîâûì ãàçîâûì ïîòîêîì.Ïîðàçèòåëüíîå ñõîäñòâî äèñïåðñèîííûõ óðàâíå�íèé (3.5), (4.11) è (4.12) îòðàæàåò åäèíóþ âîë�íîâóþ ïðèðîäó âûíóæäåííîãî ý��åêòà Âàâèëî�âà �×åðåíêîâà ïðè ñâåðõñâåòîâîì (ñâåðõçâóêîâîì)äâèæåíèè èñòî÷íèêà â ñðåäå íåçàâèñèìî îò âèäàâîëí, ñòðóêòóðû èñòî÷íèêà è ìåõàíèçìà âçàèìîäåé�ñòâèÿ èñòî÷íèêà ñî ñðåäîé.
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