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ËÀ��ÀÍÆÅÂÛ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÛÅ ÔÓÍÊÖÈÈ�ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÈÊ. Ï. Çûáèí *, Â. À. Ñèðîòà, À. Ñ. Èëüèí, À. Â. �óðåâè÷Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 27 �åâðàëÿ 2008 ã.Íà îñíîâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà â îáëàñòè èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà ðàçâèòîé ãèäðîäèíàìè-÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè ðàçðàáîòàíà ñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, ïîçâîëèâøàÿ ïîñòðîèòü ëàãðàíæåâû ñòðóê-òóðíûå �óíêöèè Kn(�). Íà âðåìåíàõ � , ìàëûõ ïî ñðàâíåíèþ ñ êîððåëÿöèîííûì âðåìåíåì �
 êðóïíî-ìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè, îíè ïîä÷èíÿþòñÿ ñêåéëèíãîâûì ñîîòíîøåíèÿì Kn(�) / � �n . Ïîëó÷åíûàíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ �n. Ïðîâåäåíî äåòàëüíîå ñîïîñòàâëåíèå òåîðèè ñ ðåçóëüòàòà-ìè ýêñïåðèìåíòîâ [1℄. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî èõ ïîëíîå êîëè÷åñòâåííîå ñîãëàñèå. Ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå âòåîðèè òóðáóëåíòíîñòè: ïðîñòðàíñòâåííûå êîððåëÿöèè ïîëîæåíèé òî÷åê âäîëü ëàãðàíæåâîé òðàåêòîðèèRn(�). Ïîêàçàíî, ÷òî âñå âûñøèå êîððåëÿòîðû ïîëîæåíèÿ Rn ïðè n > 3 èìåþò óíèâåðñàëüíûé ñêåéëèíã.PACS: 47.27.Jv 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ óñòàíîâèâøåìñÿ òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè âîçáó�æäàþòñÿ ñëó÷àéíûå ïóëüñàöèè ñêîðîñòè, êîòîðûåìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàê íàëîæåíèå ñëó÷àé�íûõ äâèæåíèé ðàçíîãî ìàñøòàáà. Â ðàçâèòîé òóðáó�ëåíòíîñòè, ïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà R, âû�äåëÿþòñÿ òðè îáëàñòè õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ òå�÷åíèÿ: îáëàñòü êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé ñêî�ðîñòè, èíåðöèîííûé èíòåðâàë è äèññèïàòèâíàÿ îá�ëàñòü.Êðóïíîìàñøòàáíûå ïóëüñàöèè ðàçâèâàþòñÿ íàìàñøòàáàõ L ïîðÿäêà õàðàêòåðíûõ ðàçìåðîâ òå÷å�íèÿ (íàïðèìåð, â òðóáå äèàìåòðîì D: L � 0:1D).Îíè èìåþò íàèáîëüøèå àìïëèòóäû ñêîðîñòè, â íèõçàêëþ÷åíà îñíîâíàÿ ýíåðãèÿ òóðáóëåíòíîãî äâèæå�íèÿ. Êðóïíîìàñøòàáíàÿ òóðáóëåíòíîñòü ÿâëÿåòñÿíåïîñðåäñòâåííûì ðåçóëüòàòîì íåóñòîé÷èâîñòè ëà�ìèíàðíîãî òå÷åíèÿ â çàäàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ.Âàæíî, ÷òî êðóïíîìàñøòàáíàÿ òóðáóëåíòíîñòü âñå�ãäà, íåçàâèñèìî îò âåëè÷èíû ÷èñëà �åéíîëüäñà R,íåîäíîðîäíà è àíèçîòðîïíà. Ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿ�åòñÿ ñ ðîñòîì R è îáëàñòü ìàñøòàáîâ, çàíèìàåìûõêðóïíîìàñøòàáíûìè ïóëüñàöèÿìè.*E-mail: zybin�lpi.ru

Åñëè âÿçêîñòü æèäêîñòè � î÷åíü ìàëà, à ÷èñ�ëî �åéíîëüäñà ñîîòâåòñòâåííî âåëèêî, òî î÷åíü ìà�ëîé ñòàíîâèòñÿ îáëàñòü äèññèïàòèâíûõ ìàñøòàáîâ� < �. Çäåñü � = L=R3=4 � ìàñøòàá Êîëìîãîðî�âà [2℄. Íàïðîòèâ, îáëàñòü ìàñøòàáîâ �, ñîñòàâëÿþ�ùèõ èíåðöèîííûé èíòåðâàë � � � � L, âîçðàñòàåòñ ðîñòîì R.Äëÿ ñîçäàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêè ñòàöèîíàðíîãî ïîòî�êà ñ ñèëüíî âîçáóæäåííûìè ñëó÷àéíûìè îñöèëëÿ�öèÿìè íåîáõîäèìî çàòðàòèòü ýíåðãèþ. Èñòî÷íèêîìýíåðãèè ñëóæèò ïîñòîÿííûé ãðàäèåíò äàâëåíèÿ, ñî�çäàâàåìûé âíåøíèì âîçäåéñòâèåì. Ýíåðãèÿ âíåøíå�ãî èñòî÷íèêà ïåðåäàåòñÿ íàèáîëåå êðóïíîìàñøòàá�íûì ïóëüñàöèÿì. Îò íèõ îíà ïåðåòåêàåò ê ïóëüñà�öèÿì ìåíüøåãî ìàñøòàáà. Äèññèïàöèÿ ýíåðãèè ïðî�èñõîäèò òîëüêî â ñàìîé ìåëêîìàñøòàáíîé äèññèïà�òèâíîé îáëàñòè.Âî âñåì èíåðöèîííîì èíòåðâàëå äèññèïàöèèýíåðãèè íåò. Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèÿãèäðîäèíàìèêè â áåçäèññèïàòèâíîì ýéëåðîâñêîìïðåäåëå � ! 0; R ! 1 [3℄. Êðîìå òîãî, ýòî äàåòâîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ìåòîä òðàåêòîðèé Ëà�ãðàíæà è, òåì ñàìûì, ïðèíöèïèàëüíî óïðîñòèòüòåîðèþ. Èìåííî òàêîé ïîäõîä ëåæèò â îñíîâåðàáîòû àâòîðîâ [4℄. Â ýòîé ðàáîòå íà îñíîâàíèè ðå�øåíèÿ óðàâíåíèÿ Íàâüå �Ñòîêñà áûëà ðàçðàáîòàíàñòàòèñòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, îïèñûâàþùàÿ îáðàçîâàíèå1024



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008 Ëàãðàíæåâû ñòðóêòóðíûå �óíêöèè : : :�èëàìåíòîâ � âûòÿíóòûõ âèõðåâûõ ñòðóêòóðâ òóðáóëåíòíîì ïîòîêå, îáëàäàþùèõ áîëüøîéçàâèõðåííîñòüþ.Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áëàãîäàðÿ ðàçâèòèþ ëàçåðíîéòåõíèêè ïîÿâèëèñü âîçìîæíîñòè ïðîâåñòè î÷åíü äå�òàëüíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ òðàåêòî�ðèé ïðîáíûõ ÷àñòèö â òóðáóëåíòíîé ñðåäå [1, 5℄. Ýòîïîçâîëèëî ýêñïåðèìåíòàëüíî èçó÷èòü ñâîéñòâà ñòà�òèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ ëàãðàíæåâûõ òðàåêòîðèé. Âòî æå âðåìÿ, ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñòàòèñòè�÷åñêèå ñâîéñòâà ðàçâèòîé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóð�áóëåíòíîñòè íà ñåãîäíÿ ìàëî èññëåäîâàíû â òåðìè�íàõ ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ [4℄, õîòÿ òàêîé ïîä�õîä ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì [6℄. Íåäàâíî áûëîïðåäëîæåíî óðàâíåíèå, ìîäåëèðóþùåå ñòàòèñòè÷å�ñêèå ñâîéñòâà Ëàãðàíæåâîé òóðáóëåíòíîñòè [7℄. Ýòîóðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ, îäíàêî, ìîäåëüíûì, îíî íå áà�çèðóåòñÿ íà óðàâíåíèè Íàâüå �Ñòîêñà.Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáî�òû [4℄. Åå îñíîâíàÿ öåëü ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ëà�ãðàíæåâûõ ñòðóêòóðíûõ �óíêöèéKn(�) = h(v(t+ �) � v(t))ni;ãäå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè âçÿòû â áëèçêèå ìîìåíòû âðå�ìåíè t è t + � âäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû, à óñðåä�íåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî àíñàìáëþ òðàåêòîðèé. ÒåîðèÿÊîëìîãîðîâà ïðåäñêàçûâàåò äëÿ ýòèõ �óíêöèé ñòå�ïåííóþ çàâèñèìîñòüKn / � �n ; �n = n=2:Â ýêñïåðèìåíòàõ îáíàðóæåíî îòêëîíåíèå ñêåéëèíãî�âûõ ïîêàçàòåëåé îò êîëìîãîðîâñêèõ çíà÷åíèé. Ìûâû÷èñëÿåì àíîìàëüíûå ñêåéëèíãîâûå ïîêàçàòåëè,îñíîâûâàÿñü íà ðåøåíèè óðàâíåíèÿ Íàâüå �Ñòîêñà.Êðîìå òîãî, ìû âûâîäèì ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñòðóê�òóðíûìè �óíêöèÿìè ðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ, êîòî�ðîå ìîæåò ñîõðàíÿòüñÿ è â ñëó÷àÿõ, êîãäà ñòåïåí�íàÿ çàâèñèìîñòü îòñóòñòâóåò � íàïðèìåð, âáëèçèãðàíèö èíåðöèîííîãî èíòåðâàëà. Äëÿ ýéëåðîâñêèõñòðóêòóðíûõ �óíêöèé èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàå�ìûé ñàìîïîäîáíûé àíçàö (Extended Self-Similarity)óñòàíîâëåííûé ýêñïåðèìåíòàëüíî [8℄, ñâÿçûâàþùèéñòðóêòóðíûå �óíêöèè òðåòüåãî è äðóãèõ ïîðÿäêîâ.Ïîëó÷åííîå íàìè òåîðåòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ìîæåòèãðàòü àíàëîãè÷íóþ ðîëü äëÿ ëàãðàíæåâûõ ñòðóê�òóðíûõ �óíêöèé.Â ðàçä. 2 ïðèâåäåíû êðàòêîå èçëîæåíèå îñíîâ�íîãî ìåòîäà è íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðå�çóëüòàòîâ. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [4℄ áûëè ïîëó÷å�íû óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïóëüñà�öèé â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå è íàéäåíî ñòàöèîíàð�

íîå ðàñïðåäåëåíèå �ëóêòóàöèé ïî ìîäóëþ çàâèõðåí�íîñòè. Ìû âû÷èñëÿåì ìîìåíòû ìîäóëÿ çàâèõðåííî�ñòè, èñõîäÿ èç ýòîãî óðàâíåíèÿ. Â ðàçä. 3 ñ èñïîëü�çîâàíèåì ðàçâèòîãî ðàíåå ìåòîäà íàéäåíû âñå ëà�ãðàíæåâû ñòðóêòóðíûå �óíêöèè ñêîðîñòè, ÷òî äà�åò �àêòè÷åñêè ïîëíîå îïèñàíèå ïåðåìåæàåìîñòè âòóðáóëåíòíîì ïîòîêå. Â ðàçä. 4 òåîðèÿ äåòàëüíî ñî�ïîñòàâëÿåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïîñëåäíèõ ýêñïåðèìåí�òîâ è ïîêàçûâàåòñÿ èõ èñêëþ÷èòåëüíî õîðîøåå ñî�îòâåòñòâèå. Â ðàçä. 5 ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå ïðî�ñòðàíñòâåííîé êîððåëÿöèè ïîëîæåíèé òî÷åê âäîëüëàãðàíæåâûõ òðàåêòîðèé. Ïðåäñêàçàí âèä ñòðóêòóð�íîé �óíêöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîððåëÿöèé, äîïóñ�êàþùåé ïðÿìóþ ýêñïåðèìåíòàëüíóþ ïðîâåðêó.2. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÛÕÑÒ�ÓÊÒÓ� Â ÈÍÅ�ÖÈÎÍÍÎÌÈÍÒÅ�ÂÀËÅÊàê óêàçûâàëîñü âûøå, ïðè îïèñàíèè òóðáóëåíò�íîñòè â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå ìîæíî ïðåíåáðå÷üâÿçêîñòüþ. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå Íàâüå �Ñòîêñà âíåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ýé�ëåðà �v�t + (v � r)v + rp� = 0; r � v = 0: (1)Çäåñü v � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, p � äàâëåíèå, ïëîò�íîñòü � ïîñòîÿííà è â äàëüíåéøåì âûáðàíà åäè�íè÷íîé. Óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå äàâëåíèå, ñëåäó�åò èç (1): ��p = rivj � rjvi: (2)Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (1) îáðàçóþò çàìêíóòóþñèñòåìó.Îñíîâíîé ïðîöåññ, îïðåäåëÿþùèé îñîáåííîñòèñòðóêòóðû òóðáóëåíòíîñòè â èíåðöèîííîì èíòåðâà�ëå � âîçíèêíîâåíèå è ðàçâèòèå âèõðåâûõ íèòåé [4℄.Ôèçè÷åñêàÿ ïðèðîäà ýòîãî ïðîöåññà ñâÿçàíà ñ ïà�ðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòüþ òå÷åíèÿ, âîçíèêàþ�ùåé ïîä äåéñòâèåì àíèçîòðîïíûõ ïóëüñàöèé äàâëå�íèÿ êðóïíîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè. Ïðîèçâîëü�íûé âûäåëåííûé îáúåì æèäêîñòè âûòÿãèâàåòñÿ ïîääåéñòâèåì ñëó÷àéíûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ ñèë, ïðå�âðàùàÿñü â íèòåâèäíóþ âèõðåâóþ ñòðóêòóðó. �ëàâ�íóþ ðîëü â ýòîì ïðîöåññå èãðàåò íåñæèìàåìîñòüæèäêîñòè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíà îáåñïå÷èâàåò ñî�õðàíåíèå îáúåìà êàïëè. Áëàãîäàðÿ ýòîìó âûòÿãèâà�íèå êàïëè ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèëüíûì ñîêðàùåíèåì ååïîïåðå÷íîãî ìàñøòàáà, ïðè ýòîì èç-çà ñîõðàíåíèÿìîìåíòà óñèëèâàåòñÿ ïîïåðå÷íîå âðàùåíèå. Ñ äðó�ãîé ñòîðîíû, íå ìåíåå âàæíî, ÷òî ñêîðîñòü çâóêà â12 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11) 1025



Ê. Ï. Çûáèí, Â. À. Ñèðîòà, À. Ñ. Èëüèí, À. Â. �óðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008íåñæèìàåìîé ñðåäå ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòîîáåñïå÷èâàåò ìãíîâåííûé ïåðåíîñ êðóïíîìàñøòàá�íûõ ïóëüñàöèé äàâëåíèÿ. Îíè è ñëóæàò îñíîâíîéïðè÷èíîé áûñòðîãî âûòÿãèâàíèÿ íèòåé.�àññìîòðèì ýòîò ïðîöåññ íà ïðîñòîì ïðèìåðå àê�ñèàëüíî ñèììåòðè÷íîãî òå÷åíèÿ. Óðàâíåíèÿ ãèäðî�äèíàìèêè (1) äëÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòåé âäîëü ðàäè�óñà, vr, àçèìóòàëüíîãî óãëà, v�, è îñè öèëèíäðà, vz ,èìåþò âèä�vr�t + vr �vr�r + vz �vr�z � v2�r = ��p�r ;�v��t + vr �v��r + vz �v��z + v�vrr = 0;�vz�t + vr �vz�r + vz �vz�z = ��p�z ;1r ��r (rvr) + �vz�z = 0: (3)
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (3) â âèäåv� = !r; vr = ar; vz = bz: (4)Çäåñü !, a è b � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè t, âåêòîðçàâèõðåííîñòè èìååò àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó ! è íà�ïðàâëåí âäîëü îñè z. Òîãäà äàâëåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿâ âèäå p(r; z; t) = P1(t)2 r2 + P2(t)2 z2: (5)Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (3) ñëåäóåò ñâÿçü ìåæäó aè b: 2a+ b = 0: (6)Ýòà ñâÿçü âûðàæàåò ñîõðàíåíèå îáúåìà æèäêîñòè.Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ýëåìåíò æèäêîñòè, çà�íèìàþùèé â òåêóùèé ìîìåíò öèëèíäð ðàäèóñà R(t)è äëèíû Z(t). Òîãäà èç (4) ñëåäóåò_R = a(t)R; _Z = b(t)Z;îòñþäà R(t) = R0 exp0� tZ0 a(t1) dt11A ;Z(t) = Z0 exp0� tZ0 b(t1) dt11A :Îáúåì öèëèíäðà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò t ñîõðàíÿ�åòñÿ:�R(t)2Z(t) = �R20Z0 exp tZ0 (2a(t1) + b(t1)) dt1 == �R20Z0:

Ïîäñòàâëÿÿ (4) â ñèñòåìó (3), ïîëó÷èì ñèñòåìóîáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:_a+ a2 � !2 = �P1;_! + 2a! = 0;_b+ b2 = �P2: (7)Ïîñëå äè��åðåíöèðîâàíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñè�ñòåìû (7) è ïîäñòàíîâêè â íåãî âñåõ îñòàëüíûõ óðàâ�íåíèé ïîëó÷èì ëèíåéíîå óðàâíåíèå äëÿ çàâèõðåííî�ñòè: �! = �P2(t)!: (8)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) � íåëèíåéíàÿ, îäíàêî íåëè�íåéíîñòü îòðàæàåò ëèøü áàëàíñ ñèë â ïîïåðå÷íîìê îñè öèëèíäðà íàïðàâëåíèè. Èíûìè ñëîâàìè, ïðî�èñõîäèò êîìïåíñàöèÿ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ. Äåéñòâè�òåëüíî, èç óðàâíåíèÿ (5) âèäíî, ÷òî P2 ñîîòâåò�ñòâóåò ïåðåïàäó äàâëåíèÿ âäîëü îñè öèëèíäðà z.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öèëèíäð äîñòàòî÷íî ñèëüíî âû�òÿíóò è íàõîäèòñÿ â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå. ÒîãäàP2(t) � ñëîæíàÿ �óíêöèÿ âðåìåíè, îòðàæàþùàÿêðóïíîìàñøòàáíûå ïóëüñàöèè äàâëåíèÿ. Ïóëüñàöèèñëó÷àéíûå, òàê ÷òî ñðåäíåå ïî âðåìåíè hP2(t)i ðàâ�íî íóëþ. Òîãäà â ñðåäíåì èíòåðâàëû âðåìåíè, êî�ãäà P2(t) > 0 è P2(t) < 0, ïðåäñòàâëåíû ðàâíîâåðî�ÿòíî. Íî ïðè P2(t) > 0 �óíêöèÿ !(t) îñöèëëèðóåò,ïðè÷åì àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé ìåíÿåòñÿ ìàëî. Íà�îáîðîò, ïðè P2(t) < 0 �óíêöèÿ !(t) ýêñïîíåíöèàëü�íî ðàñòåò. ßñíî, ÷òî â ñðåäíåì áóäåò ïðîèñõîäèòüðîñò !. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èçìåíåíèå çàâèõðåííî�ñòè !(t) îäíîçíà÷íî ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì ¾äëèíûöèëèíäðà¿ Z(t): !(t) = !0Z(t)Z0 :Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîé ðîñò ! îçíà÷àåò ¾âûòÿãèâà�íèå¿ öèëèíäðà.Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîÿñíÿåò �èçè÷åñêîå ñóùå�ñòâî ïðîöåññà. Â ðàáîòå [4℄ ïðîâåäåí äåòàëüíûé àíà�ëèç â îêðåñòíîñòè ëàãðàíæåâûõ òðàåêòîðèé è ïîêà�çàíî, ÷òî âîçíèêàþò àíàëîãè÷íûå ðàññìîòðåííîìóöèëèíäðó èçîãíóòûå âèõðåâûå íèòè, â êîòîðûõ, êàêè â öèëèíäðå, íåëèíåéíûå ÷ëåíû êîìïåíñèðóþòñÿ.�àñòÿæåíèå çàâèõðåííîé íèòè îïðåäåëÿåòñÿ êðóïíî�ìàñøòàáíûìè ïóëüñàöèÿìè äàâëåíèÿ, ïðè÷åì óðàâ�íåíèÿ èìåþò ëèíåéíóþ ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷íóþ (8).Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå èñïîëüçîâàíèÿ ìå�òîäà ëàãðàíæåâûõ òðàåêòîðèé òåîðèÿ â èíåðöèîí�íîì èíòåðâàëå ñâîäèòñÿ ê ñòàòèñòè÷åñêîìó àíàëèçóïîâåäåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ:�!n = ��nk!k; �nk = rnrkP: (9)1026



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008 Ëàãðàíæåâû ñòðóêòóðíûå �óíêöèè : : :Çäåñü �nk � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿåìàÿ àíè�çîòðîïíîé ÷àñòüþ êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèéäàâëåíèÿ P (t). Âåëè÷èíà çàâèõðåííîñòè !(t) âçÿòàâäîëü òðàåêòîðèè ÷àñòèöû. Âìåñòî óðàâíåíèÿ âòî�ðîãî ïîðÿäêà (9) óäîáíî ââåñòè ñèñòåìó äâóõ óðàâ�íåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:_!i = �i; _�i = ��ij!j ; (10)ãäå �i � _!i.Äëÿ èçó÷åíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòå�ìû (10) ââîäèòñÿ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòèf(t;!;�) = hÆ(! �!(t))Æ(� � �(t))i; (11)ãäå !(t);�(t) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (10) ïðè äàí�íîé ðåàëèçàöèè �ij è äàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.Óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ïî àíñàìáëþ âñåõ âîçìîæ�íûõ ðåàëèçàöèé. Â âûðàæåíèè äëÿ ïëîòíîñòè âåðî�ÿòíîñòè ! è � � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Ôóíêöèÿf(t;!;�) ñ ó÷åòîì ñëàáîé àíèçîòðîïèè êðóïíîìàñ�øòàáíûõ ïóëüñàöèé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ôîê�êåðà �Ïëàíêà:�f�t + �k �f�!k = "!2 �2f��2 +�!k ���k�2 f# : (12)Çäåñü âðåìÿ t íîðìèðîâàíî íà õàðàêòåðíîå âðåìÿèçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïîðÿäêà êîððåëÿ�öèîííîãî âðåìåíè.Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (12) íà !2n�2m(! � �)k èèíòåãðèðóÿ ïî d!d�, ïîëó÷àåì ñèñòåìó îáûêíîâåí�íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ìîìåíòîâ.Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì íóæíà çàâèñèìîñòü îò âðåìå�íè ÷åòíûõ ìîìåíòîâ âèäà h!2ni. ×òîáû íàéòè åå,ðàññìîòðèì èíâàðèàíòíûå ìîìåíòû ÷åòíîãî ïîðÿä�êà 2P . Îíè èìåþò âèäM(n;m; k) = 
!2n�2m(! � �)k� ; n+m+ k = P:Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (12), ïîëó÷èì äëÿ âåëè÷èíM(n;m; k) ñèñòåìó óðàâíåíèéddtM(n;m; k) = 2nM(n� 1;m; k + 1) ++ 2m(4k + 2m+ 2)M(n+ 1;m� 1; k) ++4m(m�1)M(n;m�2; k+2)+kM(n;m+1; k�1)++ 2k(k � 1)M(n+ 2;m; k � 2):Èç ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé âèäíî, ÷òî ïðîèçâîäíàÿïî âðåìåíè îò ìîìåíòà ïîðÿäêà 2P ðàâíà íåêîòî�ðîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìîìåíòîâ òîãî æå ïîðÿä�êà. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ìîìåíòîâ ïîðÿäêà 2P îïðåäå�ëÿåòñÿ ÷èñëîì òðîåê öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

(n;m; k), òàêèõ ÷òî n+m+k = P . Íåòðóäíî ïîäñ÷è�òàòü, ÷òî èõ ïîëíîå ÷èñëî åñòüQ = 12(P + 1)(P + 2):Ïðè ýòîì ñèñòåìà ñîñòîèò èç Q äè��åðåíöèàëü�íûõ óðàâíåíèé. Îíà ïîëíîñòüþ çàìêíóòà, äðóãèåìîìåíòû â íåå íå âõîäÿò. Òàêèì îáðàçîì, ýâîëþ�öèÿ ìîìåíòîâ ïîðÿäêà 2P îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé ëè�íåéíûõ îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíå�íèé ðàçìåðíîñòè Q. Àñèìïòîòèêà t ! 1 îïðåäå�ëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ. Òàê êàê h!2ni � ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè�÷èíà, îíà íå ìîæåò îñöèëëèðîâàòü, è ñîîòâåòñòâó�þùèé ìàêñèìàëüíûé êîðåíü �2n äåéñòâèòåëåí. Ñëå�äîâàòåëüíî, âñå ýòè ìîìåíòû ðàñòóò ýêñïîíåíöèàëü�íî: h!2ni / exp(�2nt). Âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèåîïðåäåëèòåëè è ïðèðàâíèâàÿ èõ íóëþ, ïîëó÷àåì àë�ãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íàõîäèì êîíêðåòíûå ÷èñ�ëåííûå âûðàæåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà�÷åíèé. Ïåðâûå øåñòíàäöàòü �2n ðàâíû�2 = 2:52; �4 = 6:12; �6 = 10:43;�8 = 15:25; �10 = 20:48; �12 = 26;�14 = 32:03; �16 = 38:25; �18 = 44:73;�20 = 51:46; �22 = 58:42; �24 = 65:58;�26 = 72:95; �28 = 80:52; �30 = 88:26;�32 = 96:16: (13)Ïðèâåäåì çäåñü, öèòèðóÿ [4℄, ñïèñîê îñíîâíûõñâîéñòâ óðàâíåíèÿ (12) ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîìåíòîâ.1. Âñå ìîìåíòû âåëè÷èí !k è �j ñóììàðíîé ñòå�ïåíè P = n + m + k ñâÿçàíû òîëüêî ìåæäó ñîáîéñèñòåìîé ëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèéïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæ�íûì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèòü ìîìåíòû ëþáîãîïîðÿäêà.2. Ìîìåíòû ÷åòíîãî ïîðÿäêà ðàñòóò ýêñïîíåíöè�àëüíî áûñòðî. Íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé íàáîëüøèõ âðåìåíàõ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíî�ñòè (12) çàâèñèò òîëüêî îò ìîäóëåé !; � è êîñèíóñàóãëà ìåæäó âåêòîðàìè � = (! � �)=!�.3. Âûñøèå ÷åòíûå ìîìåíòû ðàñòóò áûñòðåå íèç�øèõ.Ýòè îáùèå ñâîéñòâà âûðàæàþò íàëè÷èå ïåðåìå�æàåìîñòè òóðáóëåíòíîñòè. Íàïðèìåð, íà áîëüøèõâðåìåíàõ hx2ni � hx2in. Êîíêðåòíî, â [4℄ áûëè îïðå�äåëåíû ïàðàìåòðû ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðîñòà �2näëÿ âòîðîãî (n = 1) è ÷åòâåðòîãî (n = 2) ìîìåíòîâ:h!2ni = C2ne�2nt; �2 = (16)1=3 = 2:52; �4 = 6:12:Âèäíî, ÷òî �4 > 2�2, ò. å. ïðè áîëüøèõ t èìååìh!4i � h!2i2.1027 12*



Ê. Ï. Çûáèí, Â. À. Ñèðîòà, À. Ñ. Èëüèí, À. Â. �óðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 20083. ËÀ��ÀÍÆÅÂÛ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÛÅÔÓÍÊÖÈÈÄëÿ âû÷èñëåíèÿ ëàãðàíæåâûõ ñòðóêòóðíûõ�óíêöèé íàì íåîáõîäèìî çíàòü òðàåêòîðèþ ÷àñ�òèöû â ïîòîêå. Ïðîâåäåííûé íàìè ðàíåå àíàëèçïîêàçûâàåò, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå âîçíèêàþò îáëàñòèáîëüøèõ çíà÷åíèé çàâèõðåííîñòè. Â ðàáîòå [4℄ áûëîïîêàçàíî, ÷òî ýòè îáëàñòè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé�èëàìåíòû (íèòè, âûòÿíóòûå âäîëü âèõðåâûõëèíèé). Òîãäà ìîäåëü òðàåêòîðèè ïðîáíîé ÷àñòèöûâ òå÷åíèè âûãëÿäèò òàê, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.Â îáëàñòÿõ I, ãäå çàâèõðåííîñòü òå÷åíèÿ íåâåëèêà,òðàåêòîðèÿ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ïëàâíîé è ìåäëåííîìåíÿåòñÿ íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà õàðàêòåðíîãî êîððå�ëÿöèîííîãî âðåìåíè êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé�
; â îáëàñòÿõ æå II, ãäå çàâèõðåííîñòü âåëèêà,ïðîèñõîäÿò âûñîêî÷àñòîòíûå (ñ ÷àñòîòîé !) îñöèë�ëÿöèè. �àññìîòðèì ýòîò ñëó÷àé, òàê êàê îí äàåòîïðåäåëÿþùèé âêëàä â êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè(äåéñòâèòåëüíî, íà ¾ãëàäêèõ ó÷àñòêàõ òðàåêòîðèè¿ïàðíûé êîððåëÿòîð êàê �óíêöèÿ ðàçíîñòè âðåìåí� ïðîïîðöèîíàëåí �2, à íà îñöèëëèðóþùèõ, êàê ìûóâèäèì íèæå, îí ïðîïîðöèîíàëåí �).Èòàê, âûáåðåì òî÷êó, â êîòîðîé çíà÷åíèå ! èìå�åò ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Âûáåðåì öèëèíäðè÷åñêóþñèñòåìó êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå è îñüþ z,íàïðàâëåííîé âäîëü !. �àññìîòðèì òåïåðü áëèçêóþîêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè. Ïîñêîëüêó ïðîèñõîäèò áû�ñòðîå âðàùåíèå âîêðóã íàïðàâëåíèÿ çàâèõðåííîñòèz, òå÷åíèå ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèì îò óãëà �.Ïîýòîìó ðàññìîòðèì àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íîå òå÷å�íèå. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè èìååì
I II I II

I�èñ. 1. Ìîäåëüíûé âèä òðàåêòîðèè ëàãðàíæåâîé÷àñòèöû

v� = !r; vr = a(t)r; vz = b(t)z; (14)÷òî âîçâðàùàåò íàñ ê ïðèìåðó (4), ðàññìîòðåííîìóâ ðàçä. 2.Èç óðàâíåíèé íåïðåðûâíîñòè è ñîõðàíåíèÿ óãëî�âîãî ìîìåíòà, ñîãëàñíî (6), (7), èìååì2a+ b = 0; _! + 2a(t)! = 0:Âûðàæåíèå äëÿ r(t) çàäàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (14):drdt = a(t)r; dzdt = b(t)z; d�dt = !(t): (15)Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû !; a; b ìåíÿþòñÿ ìåäëåííî íàâðåìåíàõ ïîðÿäêà �
, a îñöèëëÿöèè ïðîèñõîäÿò áû�ñòðî, !�
 � 1. Òàêèì îáðàçîì, ñ òî÷íîñòüþ äî �=�
èìååìjÆvj = jv(t+ �) � v(t)j == 2v� sin Æ�2 = 2r! sin !�2 : (16)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ n-õ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé íà�äî âîçâåñòè ìîäóëü Æv â n-þ ñòåïåíü è óñðåäíèòüïî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèõðåí�íîñòè. Ïðîèíòåãðèðóåì çàðàíåå �óíêöèþ ðàñïðåäå�ëåíèÿ (11) ïî âñåì ïåðåìåííûì, êðîìå ìîäóëÿ çàâè�õðåííîñòè; ïîëó÷èì ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ìîäóëÿçàâèõðåííîñòè P (!; t). Ñòàöèîíàðíàÿ ïëîòíîñòü âå�ðîÿòíîñòè P (!) ïðè áîëüøèõ ! áûëà îïðåäåëåíà âðàáîòå [4℄. Â ãëàâíîì ïîðÿäêå îíà èìååò âèäP (!) = C!�4: (17)�àññìîòðèì âíà÷àëå ïàðíóþ ñòðóêòóðíóþ �óíê�öèþ K2(�) = h(v(t + �)� v(t))2i:Ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, îíà èìååò âèäK2(�) / Z P (!; t)!2 sin2(!�) d!: (18)Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî îíà ñõîäèòñÿ äëÿ ñòàöèîíàð�íîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (17). Äåé�ñòâèòåëüíî,K2(�) / 1Z0 !2 sin2(!�=2)!4 d! / � 1Z0 sin2(q)q2 dq(Æv2z äàåò âêëàä, êâàäðàòè÷íûé ïî z).Èòàê, ìû íàøëè, ÷òî ïðè � � �
 ïàðíàÿ ñòðóê�òóðíàÿ �óíêöèÿ âäîëü ëàãðàíæåâîé òðàåêòîðèèèìååò âèä K2(�) / �:1028



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008 Ëàãðàíæåâû ñòðóêòóðíûå �óíêöèè : : :Ýòî âûðàæåíèå ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäñêàçàíèåì òåîðèèÊîëìîãîðîâà (Ê41) [2; 3℄.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âûñøèõ ñòðóêòóðíûõ �óíêöèéKn(�) âîñïîëüçóåìñÿ ïîëó÷åííûìè ðàíåå âûðàæåíè�ÿìè äëÿ ìîìåíòîâ çàâèõðåííîñòè. Äåéñòâèòåëüíî,Kn(�) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåìKn(�) / 1Z0 P (!; t)j!jnj sin(!�)jnd!: (19)Ñ äðóãîé ñòîðîíû,1Z0 P (!; t)!2nd! / e�2nt:Âû÷èñëèì ñòðóêòóðíûå �óíêöèè (19) íà âðåìåíàõt, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó1� t� ln(��2)�2n+2 � �2n ; � ! 0:Òîãäà ïðè � ! 0 ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûì ÷ëå�íîì â ðàçëîæåíèè ñèíóñà â âûðàæåíèè (19), è ìûïîëó÷èì Kn(�) / �ne�2nt: (20)Âûðàæåíèå (20) îçíà÷àåò, ÷òî, èñêëþ÷èâ âðåìÿ t,ìîæíî âûðàçèòü âñå ñòðóêòóðíûå �óíêöèè ÷åðåçK2(�): �Kn(�)�n �1=�2n / �K2(�)�2 �1=�4 : (21)Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî K2(�) / � , íàõîäèìKn / � �n :Ñêåéëèíãîâûå ïàðàìåòðû �n ðàâíû�n = n� �2n�4 : (22)Ïðèâåäåì ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïåðâûõ äâåíàäöàòèïàðàìåòðîâ �n:�1 = 0:59; �2 = 1; �3 = 1:3;�4 = 1:51; �5 = 1:65; �6 = 1:75;�7 = 1:77; �8 = 1:75; �9 = 1:69;�10 = 1:59; �11 = 1:45; �12 = 1:28: (23)Çàìåòèì, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè ñêåéëèíãîâûõ ïà�ðàìåòðîâ ìû ìîãëè è íå ïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíè�åì äëÿ ñòàöèîíàðíîé ñòðóêòóðíîé �óíêöèè K2(�).Äåéñòâèòåëüíî, ó÷òåì, ÷òî ñ ðîñòîì n ïàðàìåòðû

�n áûñòðî âîçðàñòàþò, ïðèíèìàÿ áîëüøèå çíà÷åíèÿ(íàïðèìåð, �32 = 96:16). Òîãäà, èñïîëüçóÿ �îðìó�ëó (21), ïîëó÷èìK1(�) / �1�16�2=�32 K�2=�3216 :Ó÷èòûâàÿ î÷åíü ìàëîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ�2=�32 � 0:026, åñòåñòâåííî ïðåíåáðå÷ü îòëè÷èåìïîñëåäíåãî ÷ëåíà K0:02616 îò åäèíèöû. Ïîëó÷àåìK1(�) / �0:58;àíàëîãè÷íî äëÿ K2 íàõîäèìK2(�) / �0:98 � �:Òåì ñàìûì äåìîíñòðèðóåòñÿ ñîãëàñîâàííîñòüíåñòàöèîíàðíûõ è ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé óðàâíå�íèÿ (12). Òîò æå ñïîñîá äàåò ñëåäóþùèå ÷åòûðåñêåéëèíãîâûå êîíñòàíòû:� 01 = 0:58; � 02 = 0:98; � 03 = 1:26;� 04 = 1:46; � 05 = 1:59; � 06 = 1:67:Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè ñâÿçè ìåæäó ñòðóêòóð�íûìè �óíêöèÿìè (21) ìû îãðàíè÷èëèñü ëèøü ïåð�âûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ ïî � . Óáåäèìñÿ â ñïðàâåä�ëèâîñòè ýòîãî ðàçëîæåíèÿ ïðè � � 1. Âûðàçèì, èñ�ïîëüçóÿ (20), ðàñòóùóþ ïî âðåìåíè ýêñïîíåíòó ÷å�ðåç K16, ïîëó÷èìet = �K16�16 �1=�32 : (24)Ïîëíûé ðÿä äëÿ K2 èìååò âèäK2 = �2e�4t � 13�4e�6t + 245�6e�8t + : : : (25)Ïîäñòàâëÿÿ (24) â (25), íàéäåìK2 = �0:98K0:0616 � 13�2:26K0:1116 + 245�3:46K0:1616 + : : :Âèäíî, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêè ïðè � ! 0 ñòðóêòóð�íàÿ �óíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ èìåííî ïåðâûì ÷ëåíîì,áëèçêèì ê ñòàöèîíàðíîìó. Àíàëîãè÷íûå ñîîòíîøå�íèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ áîëåå âûñîêèõ ñòðóêòóðíûõ�óíêöèé.Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (21) ïîçâîëÿåò ïîëó�÷èòü ñêåéëèíãîâûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ëþáûìèäâóìÿ ñòðóêòóðíûìè �óíêöèÿìè. Íàïðèìåð, âåëè�÷èíû Cn=m = KnK�2n=�2mm �m �2n�2m�n (26)íå äîëæíû çàâèñåòü îò âðåìåíè.1029



Ê. Ï. Çûáèí, Â. À. Ñèðîòà, À. Ñ. Èëüèí, À. Â. �óðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 20084. Ñ�ÀÂÍÅÍÈÅ ÒÅÎ�ÈÈ ÑÝÊÑÏÅ�ÈÌÅÍÒÎÌÝòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí ñîïîñòàâëåíèþ òåîðèèñ ðåçóëüòàòàìè ïîñëåäîâàòåëüíîé ñåðèè ýêñïåðè�ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé òóðáóëåíòíîñòè, îñóùå�ñòâëåííîé â ïîñëåäíåå âðåìÿ ãðóïïîé Áîäåíøàò-öà [1; 5℄. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ óñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåòñîáîé öèëèíäðè÷åñêèé ñîñóä ñ âîäîé îáúåìîì 0.1 ì3.Òå÷åíèå â ñîñóäå ñîçäàåòñÿ âðàùåíèåì â ïðîòèâîïî�ëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ äâóõ äèñêîâ ñ ïðîïåëëåðîì,óñòàíîâëåííûõ âáëèçè âåðõíåé è íèæíåé êðûøåê öè�ëèíäðà � òå÷åíèå Êóýòòà. ×àñòîòà âðàùåíèÿ äèñ�êîâ ìîæåò ìåíÿòüñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò èçìåíÿòü ïàðà�ìåòðû òå÷åíèÿ, âîçáóæäàòü òóðáóëåíòíîñòü è èññëå�äîâàòü åå, ý��åêòèâíî íàðàùèâàÿ ëîêàëüíîå ÷èñëî�åéíîëüäñà R� â èçó÷àåìîì ìàñøòàáå. Ñïåöèàëüíàÿëàçåðíàÿ ñèñòåìà ïîçâîëÿåò äåòàëüíî èññëåäîâàòüòðåõìåðíóþ êàðòèíó òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé ñêî�ðîñòè òå÷åíèÿ.Â ðàáîòå [5℄ íàáëþäàëèñü ñèëüíî âûòÿíóòûå âè�õðåâûå íèòè. Â ýòèõ ýêñïåðèìåíòàõ áûëî ïðîäåìîí�ñòðèðîâàíî, ÷òî íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ óñêîðåíèÿ äî�ñòèãàþòñÿ èìåííî â îêðåñòíîñòè òàêèõ âèõðåâûõñòðóêòóð. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âåðî�ÿòíîñòåé òàêèõ óñêîðåíèé â îáëàñòè áîëüøèõ çíà÷å�íèé èìååò ñóùåñòâåííî íåãàóññîâñêèé âèä.Òàêèì îáðàçîì, îáùàÿ êàðòèíà íàáëþäàåìîé âè�õðåâîé ñòðóêòóðû â òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè âïîëíåñîîòâåòñòâóåò íàøåé òåîðèè [4℄.Êîëè÷åñòâåííîå ñîïîñòàâëåíèå ðàññìàòðèâàåìîéçäåñü òåîðèè óäàåòñÿ îñóùåñòâèòü ñ óíèêàëüíûìèðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [1℄. Â ýòîé ðàáîòå èçó÷àþò�ñÿ ñòðóêòóðíûå �óíêöèè ëàãðàíæåâûõ òðàåêòîðèéìåëêèõ ïðèìåñíûõ ÷àñòèö ïóòåì èõ ïðÿìîãî íàáëþ�äåíèÿ â òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè. ×àñòèöû � ïîëèñòè�ðîëîâûå ìèêðîñ�åðû ðàäèóñà 25 ìêì, èõ äèàìåòðìåíüøå èëè ñðàâíèì ñ êîëìîãîðîâñêèì ìàñøòàáîì� äëÿ âñåõ èçó÷àåìûõ ëîêàëüíûõ ÷èñåë �åéíîëüä�ñà R�. Èññëåäîâàíèå òóðáóëåíòíîñòè ïðîâîäèòñÿ âãåîìåòðè÷åñêîì öåíòðå ñèñòåìû â îáúåìå (2.5 ñì)3.Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî çàñëóæèâàåò îñîáîãîâíèìàíèÿ. Äåëî â òîì, ÷òî ðàçìåðû èçó÷àåìîé âáëè�çè öåíòðà îáëàñòè î÷åíü ìàëû â ñðàâíåíèè ñ ðàç�ìåðîì âñåé ñèñòåìû. Êàê ÿñíî èç ãåîìåòðè÷åñêèõñîîáðàæåíèé, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ â ýòîé îá�ëàñòè ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò, òàê ÷òî íàáëþäà�åìûå ïåðåìåùåíèÿ ÷àñòèö îïðåäåëåíû òóðáóëåíò�íûìè ïóëüñàöèÿìè ñêîðîñòè. Ïîýòîìó âûáðàííàÿîáëàñòü ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàì èäåàëüíûì ïîëèãîíîìäëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ëîêàëüíî îäíîðîäíîé òóð�áóëåíòíîñòè.
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñêåéëèíãîâûõ ïàðàìåòðîâ �nîò n, ïîëó÷åííàÿ â òåîðèè (22) (êðåñòèêè). Òî÷êèñîåäèíåíû ëèíèåé äëÿ óäîáñòâà ïðîñìîòðà. Îñòàëü-íûå òî÷êè � ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èç ðàáî-òû [1℄, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå; R� = 200 (�),690 (�), 815 (N). Ïîêàçàíà òàêæå ìàêñèìàëüíàÿäèñïåðñèÿ äàííûõ ýêñïåðèìåíòà, íàáëþäàåìàÿ ïðèR� = 815. Ïðÿìàÿ íà ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóåò òåîðèèÊîëìîãîðîâà î ðàâíîìåðíîì ïåðåòåêàíèè äèññèïè-ðóåìîé â ñèñòåìå ýíåðãèè ïî ìàñøòàáàì â èíåðöè-îííîì èíòåðâàëå. Îòêëîíåíèÿ îò ýòîé ïðÿìîé, êàêíàáëþäàåìûå â ýêñïåðèìåíòå, òàê è ïîëó÷åííûå âíàøåé òåîðèè, ÿâëÿþòñÿ îòðàæåíèåì ïåðåìåæàåìî-ñòèÂ òàáëèöå è íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ïîëó÷åííûåâ ýêñïåðèìåíòå ñêåéëèíãîâûå ïîêàçàòåëè ëàãðàíæå�âûõ ñòðóêòóðíûõ �óíêöèé ñêîðîñòè ðàçëè÷íûõ ïî�ðÿäêîâ, íîðìèðîâàííûå íà ïîêàçàòåëü âòîðîãî ïî�ðÿäêà. Èçìåðåíèÿ ïðîâåäåíû äî äåñÿòîãî ïîðÿä�êà �10. Â òðåõ ïåðâûõ êîëîíêàõ ïðåäñòàâëåíû ðå�çóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà äëÿ òðåõ ñóùåñòâåííî ðàçëè�÷àþùèõñÿ çíà÷åíèé ëîêàëüíîãî ÷èñëà �åéíîëüäñà:R� = 200; 690; 815. Â ÷åòâåðòîé êîëîíêå � ðåçóëüòà�òû íàøåé òåîðèè. Âèäíî õîðîøåå ñîãëàñèå òåîðèè ñäàííûìè íàáëþäåíèé. Áîëåå òîãî, âèäíî, ÷òî ñîãëà�ñèå ñðåäíèõ çíà÷åíèé ñ òåîðèåé óëó÷øàåòñÿ ñ ðîñòîìR�. Òàê è äîëæíî áûòü, ïîñêîëüêó òåîðèÿ ñîîòâåò�ñòâóåò ïðåäåëó R!1. Îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî òåî�ðèè, ñêåéëèíãîâûå ñòåïåíè ñíà÷àëà ðàñòóò ñ ðîñòîììîìåíòà, äîñòèãàþò ìàêñèìóìà ïðè ñåäüìîì ìîìåí�òå �7, à äëÿ áîëåå âûñîêèõ ìîìåíòîâ óáûâàþò. Òàêîéæå õîä ìîìåíòîâ âèäåí â ýêñïåðèìåíòå äëÿ íàèáîëü�øåãî çíà÷åíèÿ ÷èñëà R�. Çàìåòèì, ÷òî òåîðèÿ ïðåä�ñêàçûâàåò è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ áîëåå âûñîêèõ ìîìåí�òîâ, åùå íå îïðåäåëåííûõ íà îïûòå.1030



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008 Ëàãðàíæåâû ñòðóêòóðíûå �óíêöèè : : :R� 200 690 815 Òåîðèÿ�1=�2 0:59� 0:02 0:58� 0:05 0:58� 0:12 0.59�3=�2 1:24� 0:03 1:28� 0:14 1:28� 0:30 1.3�4=�2 1:35� 0:04 1:47� 0:18 1:47� 0:38 1.51�5=�2 1:39� 0:07 1:61� 0:21 1:59� 0:46 1.65�6=�2 1:40� 0:08 1:73� 0:25 1:66� 0:53 1.75�7=�2 1:39� 0:09 1:83� 0:28 1:67� 0:60 1.77�8=�2 1:40� 0:10 1:92� 0:32 1:65� 0:66 1.75�9=�2 1:42� 0:11 1:97� 0:35 1:61� 0:73 1.69�10=�2 1:46� 0:12 1:98� 0:38 1:57� 0:80 1.59Êàê âèäíî èç òàáëèöû, äèñïåðñèÿ èçìåðåííûõâ ýêñïåðèìåíòå ñêåéëèíãîâûõ ïîêàçàòåëåé ðàñòåò ñðîñòîì ïîðÿäêà ìîìåíòà è ñ óâåëè÷åíèåì R�. Ýòîò�àêò çàñëóæèâàåò îñîáîãî âíèìàíèÿ. �îñò äèñïåð�ñèè ñ óâåëè÷åíèåì ìîìåíòà ñîîòâåòñòâóåò ðàññìàò�ðèâàåìîé òåîðèè. Îí ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðåìå�æàåìîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî ÷åì âûøå ìîìåíò, òåìâûøå åãî ïèêîâûå çíà÷åíèÿ, è òåì ðåæå îíè âñòðå÷à�þòñÿ. Ïèêè âíîñÿò îïðåäåëÿþùèé âêëàä â ñðåäíèåçíà÷åíèÿ âûñîêèõ ìîìåíòîâ. Ïîýòîìó ïðè çàäàííîìàíñàìáëå ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà âåëè÷è�íà äèñïåðñèè ðàñòåò ñ ðîñòîì ìîìåíòà. Åñòåñòâåíè ðîñò äèñïåðñèè ñ óâåëè÷åíèåì ëîêàëüíîãî ÷èñëà�åéíîëüäñà R�, òàê êàê ðåàëüíàÿ âûñîòà ïèêîâ îãðà�íè÷åíà âÿçêîñòüþ. Î ñóùåñòâåííîé ðîëè âÿçêîñòèãîâîðèò è õàðàêòåðíîå âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ âûñøèõìîìåíòîâ, ïîêàçàííîå â ðàáîòå [1℄. Â îòñóòñòâèå âÿç�êîñòè, ò. å. ïðè R� !1, ïîòðåáîâàëîñü áû îãðîìíîå÷èñëî ðåàëèçàöèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷å�íèé âûñîêèõ ìîìåíòîâ. Ýòî ñâîéñòâî ïðîäåìîíñòðè�ðîâàíî, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [9℄, ãäå â ÷èñëåííûõðàñ÷åòàõ àíàëèçèðîâàëèñü ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòûðåøåíèÿ óðàâíåíèé ßêîáè íà ãåîäåçè÷åñêîé ñî ñëó�÷àéíîé êðèâèçíîé.Ïîìèìî èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê � ñêåéëèí�ãîâûõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè � ìîæíî ñîïîñòàâèòüñ ðåçóëüòàòàìè íàøåé òåîðèè ïðèâåäåííûå â ðàáî�òå [1℄ ïðÿìûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå î çàâèñè�ìîñòè îò � âûñøèõ ñòðóêòóðíûõ �óíêöèé. Äëÿ ýòî�ãî âîñïîëüçóåìñÿ �îðìóëîé (26), ïðèìåíèâ åå ê ïà�ðàì ñòðóêòóðíûõ �óíêöèé ñîñåäíèõ ïîðÿäêîâ. Íà�ïðèìåð, äëÿ ñòðóêòóðíûõ �óíêöèé íàèáîëüøèõ èç�ìåðåííûõ ïîðÿäêîâ èìååìC10=9 = K10K1:159 �0:35; C10=8 = K10K1:358 �0:76: (27)

1 10 100�=��1
108101010121014Kp(�)=("�)p=2
10610410210�2�èñ. 3. Òðè âåðõíèå êðèâûå � íàéäåííûå â ýêñïå-ðèìåíòå [1℄ ëàãðàíæåâû ñòðóêòóðíûå �óíêöèè ñêî-ðîñòè K8, K9 è K10, íîðìèðîâàííûå íà ñòåïåííûå�óíêöèè, êîòîðûå äàåò äëÿ íèõ êîëìîãîðîâñêàÿ òå-îðèÿ. Íèæíèå êðèâûå � êîìáèíàöèè ïàð ñòðóêòóð-íûõ �óíêöèé C10=9 è C10=8, ïîñòðîåííûå ïî �îð-ìóëå (27). Ñîãëàñíî íàøåé òåîðèè, îíè íå äîëæíûçàâèñåòü îò � . Ïî îñè àáñöèññ âðåìÿ � íîðìèðîâàíîíà âÿçêîå âðåìÿ ��Âåëè÷èíû C10=9, C10=8, âû÷èñëåííûå ïî ýêñïåðèìåí�òàëüíûì äàííûì [1℄, ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3. Âèäíî,÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè ñ òî÷íîñòüþ äî ïî�ãðåøíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ãðà�èêà. Ýòî ïîëíî�ñòüþ ñîîòâåòñòâóåò íàøåé òåîðèè.Â íåäàâíåé ðàáîòå [10℄ ïðåäñòàâëåíû íîâûå ýêñ�ïåðèìåíòàëüíûå äàííûå, ïîëó÷åííûå â ðàñøèðåí�íîé îáëàñòè íàáëþäåíèé, è ïðîâåäåíî òùàòåëü�íîå ñîïîñòàâëåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ñ÷åòà.Óñòàíîâëåíî èõ õîðîøåå ñîîòâåòñòâèå â îáëàñòè äî�ñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ �=�� � 10 � 50 è ïðè1031



Ê. Ï. Çûáèí, Â. À. Ñèðîòà, À. Ñ. Èëüèí, À. Â. �óðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 5 (11), 2008íàèáîëüøèõ äîñòóïíûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà (ýêñïåðè�ìåíò � R� = 690, ñ÷åò � R� = 280). Áëèçêèå çíà÷å�íèÿ ñêåéëèíãîâûõ ïîêàçàòåëåé äàåò è íàøà òåîðèÿ:�4=�2 = 1:51, �6=�2 = 1:75 (ñð. ýòè çíà÷åíèÿ ñ ðèñ. 5èç ðàáîòû [10℄).Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè ñêåéëèíãîâûõïîêàçàòåëåé â òåîðèè íå èñïîëüçîâàëîñü íèêàêèõ äî�ïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé èëè ïîäãîíî÷íûõ ïà�ðàìåòðîâ. Ïîýòîìó ñîâïàäåíèå ÷èñëåííûõ çíà÷åíèéêîíñòàíò, ïîëó÷åííûõ â òåîðèè, ñ íàáëþäàåìûìè âýêñïåðèìåíòå ïðåäñòàâëÿåòñÿ óäèâèòåëüíûì (ñì. òà�áëèöó è ðèñ. 2). Òî æå îòíîñèòñÿ è ê òî÷íîìó âèäóëàãðàíæåâûõ ñòðóêòóðíûõ �óíêöèé (ðèñ. 3). Äîñòà�òî÷íî áîëüøàÿ òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé íàéäåííûå íà�ìè êîìáèíàöèè ëàãðàíæåâûõ ñòðóêòóðíûõ �óíêöèé(26) îêàçûâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè, ïîçâîëÿåò ïðåäïî�ëîæèòü, ÷òî èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå ëà�ãðàíæåâà àíàëîãà ESS-àíçàòöà, ïðèìåíÿåìîãî ïðèàíàëèçå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ îá ýéëåðîâûõñòðóêòóðíûõ �óíêöèÿõ [8℄.5. ÓÍÈÂÅ�ÑÀËÜÍÛÉ ÑÊÅÉËÈÍ� ÄËßÂÛÑØÈÕ ÊÎ��ÅËßÒÎ�ÎÂÏÎËÎÆÅÍÈß ËÀ��ÀÍÆÅÂÛÕ ×ÀÑÒÈÖÌåòîä ëàãðàíæåâûõ òðàåêòîðèé äàåò âîçìîæ�íîñòü èçó÷àòü ñòàòèñòè÷åñêèå êîððåëÿòîðû íå òîëü�êî ñêîðîñòåé, íî è ïîëîæåíèé ÷àñòèö. Ýòî ïîçâîëÿåòââåñòè íîâîå ïîíÿòèå â òóðáóëåíòíîñòè: ëàãðàíæåâûñòðóêòóðíûå �óíêöèè ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö Rn. Îïðå�äåëèì ýòè âåëè÷èíû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþRn(�) = hjr(t + �)� r(t)jni :Òîãäà â îáëàñòÿõ ïîâûøåííîé çàâèõðåííîñòè, èíòå�ãðèðóÿ (15) è äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî (16), íàéäåì âû�ðàæåíèÿ äëÿ Rn:Rn(�) / Z P (!) sinn(!�) d! / Z sinn(!�)!4 d!:Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè n > 3 èíòåãðàë, âçÿòûé ñî ñòà�öèîíàðíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè (17), ñõîäèòñÿ.Ñëåäîâàòåëüíî, âûñøèå ñòðóêòóðíûå �óíêöèè ïîëî�æåíèÿ ëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö îïðåäåëåíû ñòàöèîíàð�íîé ÷àñòüþ �óíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Ïðè�÷åì â ýòîé àñèìïòîòèêå âñå ñêåéëèíãîâûå ïîêàçàòå�ëè îäèíàêîâû:Rn(�) / Z sinn(!�)!4 d! / �3; n > 3:Èíà÷å ãîâîðÿ, ñêåéëèíãè âñåõ âûñøèõ ñòðóêòóðíûõ�óíêöèé ïîëîæåíèÿ Rn ïðè n > 3 â èíåðöèîííîì

èíòåðâàëå ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè. Óíèâåðñàëü�íûé ñêåéëèíã Rn � ÿðêîå ïðîÿâëåíèå îïðåäåëÿþùå�ãî âëèÿíèÿ âèõðåâûõ íèòåé íà ñòðóêòóðó ãèäðîäèíà�ìè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè â ìàñøòàáàõ èíåðöèîííî�ãî èíòåðâàëà, ò. å. ïðè R1 � �. Çàìåòèì, ÷òî â ýêñ�ïåðèìåíòàõ [1℄ ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè�÷åñêè, ïîñêîëüêó ìàñøòàá ïîëèñòèðîëîâûõ ÷àñòèöïîðÿäêà �. 6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ Çàêëþ÷åíèè ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ðåçóëüòàòûðàáîòû.1. Îïðåäåëåíû ëàãðàíæåâû ñòðóêòóðíûå �óíê�öèè ñêîðîñòè (21) â èíåðöèîííîì èíòåðâàëå ðàçâè�òîé òóðáóëåíòíîñòè. Âû÷èñëåíû ñêåéëèíãîâûå ïîêà�çàòåëè (23).2. Ïðîâåäåíû êîëè÷åñòâåííûå ñîïîñòàâëåíèÿ òåî�ðèè ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ [1, 10℄ è ïîêàçàíîèõ õîðîøåå ñîãëàñèå.3. Óêàçàíà êîìáèíàöèÿ ñòðóêòóðíûõ �óíêöèéðàçëè÷íûõ ïîðÿäêîâ, äëÿ êîòîðîé òåîðèÿ äàåò ïî�ñòîÿííîå çíà÷åíèå. Âîçìîæíî èñïîëüçîâaíèå ýòîéêîìáèíàöèè êàê ëàãðàíæåâà àíàëîãà ESS-àíçàò-öà [8℄.4. Ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå â ñòàòèñòè÷åñêîé òåî�ðèè òóðáóëåíòíîñòè � êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè ïî�ëîæåíèÿ ëàãðàíæåâûõ ÷àñòèö â òóðáóëåíòíîì ïîòî�êå Rn(�). Ïîêàçàíî, ÷òî âûñøèå êîððåëÿòîðû Rn(�)ïðè n > 3 îïðåäåëÿþòñÿ ñòàöèîíàðíîé �óíêöè�åé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè çàâèõðåííîñòè, à èõñêåéëèíãîâûå ýêñïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíû�ìè, ò. å. íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêîâîãî íîìåðà êîððåëÿ�öèîííîé �óíêöèè n.Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîéçäåñü òåîðèè ñêåéëèíã ñòðóêòóðíûõ ëàãðàíæåâûõ�óíêöèé çàðàíåå íå ïðåäïîëàãàëñÿ � îí ïîëó÷àåòñÿêàê ïðÿìîé ðåçóëüòàò òåîðèè. Ïðè ýòîì â òåîðèèíå èñïîëüçîâàëîñü íèêàêèõ ïàðàìåòðîâ, äëÿ ïîä�ãîíêè ñêåéëèíãîâûõ çàêîíîâ. Âñå ïîëó÷åííûå çäåñüçàêîíîìåðíîñòè ÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâîì óðàâíåíèÿäëÿ f(t; !; �) (12), âûâåäeííîãî â îáëàñòè èíåðöè�îííîãî èíòåðâàëà íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèéÍàâüå �Ñòîêñà.�àáîòà ÷àñòè÷íî �èíàíñèðîâàëàñü Ïðîãðàììîé�óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé �ÀÍ 13Ï ¾Ìàòåìà�òè÷åñêèå ìåòîäû â íåëèíåéíîé äèíàìèêå¿, Ïðîãðàì�ìîé �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÎÔÍ �ÀÍ12ÎÔ ¾Ôèçèêà àòìîñ�åðû: ýëåêòðè÷åñêèå ïðîöåñ�ñû, ðàäèî�èçè÷åñêèå ìåòîäû èññëåäîâàíèé¿ è ãðàí�1032
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