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ÎÑÖÈËËÈ�ÓÞÙÈÅ ÁÅ�ÓÙÈÅ ÂÎËÍÛÂ ÂÎÇÁÓÄÈÌÛÕ Ñ�ÅÄÀÕÅ. Ï. Çåìñêîâ a*, À. Þ. Ëîñêóòîâ b**aÂû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èì. À. À. Äîðîäíèöûíà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119333, Ìîñêâà, �îññèÿbÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119992, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 27 íîÿáðÿ 2007 ã.Îïèñûâàåòñÿ íîâûé òèï àâòîâîëí â âîçáóäèìîé ñðåäå, õàðàêòåðèçóþùèéñÿ òåì, ÷òî â ïðî�èëå òàêèõ âîëííàáëþäàþòñÿ îñöèëëÿöèè. Âîçáóäèìàÿ ñðåäà ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàìêàõ äâóõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû ñ îä-íèì àêòèâàòîðîì è îäíèì èíãèáèòîðîì. Èññëåäóþòñÿ äâà îñíîâíûõ ñëó÷àÿ ñèñòåìû ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ:ñ îáû÷íîé (äèàãîíàëüíîé) äè��óçèåé è ñ ïåðåêðåñòíîé äè��óçèåé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîëíû âûáðàí�ðîíò (êèíê), ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ â �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ôîð-ìà è ñêîðîñòü àâòîâîëí îáñóæäàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì òî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé äëÿ âîëíîâîãîïðî�èëÿ.PACS: 82.40.Bj, 82.40.Ck1. ÂÂÅÄÅÍÈÅ�àñïðåäåëåííûå àêòèâíûå (âîçáóäèìûå) ñðå�äû [1℄, â îòëè÷èå îò îáû÷íûõ ñðåä, ñïîñîáíû áåççàòóõàíèé è èñêàæåíèé ïåðåäàâàòü ñèãíàëû íà áîëü�øèå ðàññòîÿíèÿ. Ôîðìèðîâàíèå è ðàñïðîñòðàíåíèåâîëí â òàêèõ ñðåäàõ îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè òèïàðåàêöèÿ�äè��óçèÿ [1�3℄, ãäå íåëèíåéíûå ðåàêöè�îííûå ÷ëåíû îòâå÷àþò çà êèíåòèêó, à ïðîöåññûïåðåíîñà ïðåäñòàâëåíû äè��óçèåé. Ïðîñòåéøååîäíîìåðíîå óðàâíåíèå ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ ïðèìåíè�òåëüíî ê áèîëîãè÷åñêèì ïðîáëåìàì âïåðâûå áûëîèññëåäîâàíî â 1937 ã. [4℄.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèåäâóõêîìïîíåíòíîé îäíîìåðíîé ñèñòåìû òèïà àêòè-âàòîð�èíãèáèòîð�u�t = f(u; v) +Du �2u�x2 + hv ��x �Qv(u; v)�v�x� ;�v�t = g(u; v) +Dv �2v�x2 + hu ��x �Qu(u; v)�u�x� ; (1)ãäå ðåàêöèîííûå ÷ëåíû ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûìèíåëèíåéíûìè �óíêöèÿìè f(u; v) è g(u; v), à Du è*E-mail: e-zemskov�yandex.ru**E-mail: loskutov�
haos.phys.msu.ru

Dv � êîý��èöèåíòû äè��óçèè. Ïðè hu = hv = 0ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáû÷íóþ ñèñòåìó òè�ïà ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ, à â ñëó÷àå hu;v 6= 0 ñèñòå�ìà ÿâëÿåòñÿ êðîññ�äè��óçèîííîé. Ìû îãðàíè÷èì�ñÿ çäåñü ëèíåéíîé ïåðåêðåñòíîé äè��óçèåé, êîãäàQu;v(u; v) = 
onst.Â ðåàêöèîííî-äè��óçèîííûõ ñèñòåìàõ ìîãóòíàáëþäàòüñÿ ðàçëè÷íûå âèäû âîëíîâûõ ñòðóêòóð:îäíîðîäíûå âðåìåííûå êîëåáàíèÿ, ñòàöèîíàðíûåïðîñòðàíñòâåííûå ñòðóêòóðû, ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-ìåííîé õàîñ è äð. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿíîâûé âèä îäíîìåðíûõ âîëí � áåãóùèå âîëíû, ïðî��èëü êîòîðûõ îñöèëëèðóåò, òàêîé òèï âîëí îòíîñèò�ñÿ ê àâòîâîëíàì1). Â îäíîêîìïîíåíòíîé ñèñòåìå�u�t = f(u) +Du �2u�x2äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ îñöèëëèðóþùèõ ðåøåíèéíåîáõîäèìî, ÷òîáû îäíà èç òî÷åê ðàâíîâåñèÿ áûëà�îêóñîì. Òîãäà íåìîíîòîííîå àâòîìîäåëüíîå ðåøå�íèå áóäåò îáðàçîâàíî òðàåêòîðèåé, âûõîäÿùåé èç�îêóñà. Ïðè ýòîì âîëíà ìîæåò äâèãàòüñÿ âïðàâî è1) Àâòîâîëíàìè íàçûâàþòñÿ âîëíû, êîòîðûå äâèæóòñÿ ñ ïî�ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ è ñîõðàíÿþò ñâîþ �îðìó.406



ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 2 (8), 2008 Îñöèëëèðóþùèå áåãóùèå âîëíû â âîçáóäèìûõ ñðåäàõâëåâî, òàê ÷òî îñöèëëÿöèè ïðî�èëÿ ìîãóò íàõîäèòü�ñÿ êàê íà ïåðåäíåì �ðîíòå, òàê è â õâîñòå âîëíû [5℄.Â äàííîé ðàáîòå íà ïðèìåðå îäíîé èç ïðîñòûõìîäåëåé âîçáóäèìîé ñðåäû òèïà ÔèòöÕüþ�Íàãóìî(FitzHugh�Nagumo) [6℄ â ìîäè�èêàöèè, óäîáíîé äëÿòî÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé [7℄, ïîêàçàíî,÷òî â ñëó÷àå äâóõ êîìïîíåíò òàêæå âîçìîæíî îá�ðàçîâàíèå áåãóùèõ âîëí ñ îñöèëëèðóþùèì ïðî�è�ëåì, êîãäà èõ �ðîíò îáðàçîâàí òðàåêòîðèåé, ñîåäè�íÿþùåé äâå ñåäëîâûå òî÷êè. Îñöèëëÿöèè â ïðî�èëåâîëíû â íàøåì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî èìåííî äëÿ àâ�òîâîëíîâûõ ðåøåíèé, ò. å. äëÿ ðåøåíèé, çàâèñÿùèõòîëüêî îò îäíîé àâòîâîëíîâîé ïåðåìåííîé � = x� 
t(çäåñü 
 � ñêîðîñòü âîëíû, x � ïðîñòðàíñòâåííàÿïåðåìåííàÿ, à t � âðåìÿ). Ïðè ýòîì âîëíà ñ îñöèëëÿ�öèÿìè â ïðî�èëå â àâòîâîëíîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò(ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ àâòîâîëíîâîé ïå�ðåìåííîé) ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé. Òàêèì îáðàçîì,îñöèëëÿöèè â ïðî�èëå àâòîâîëí ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìñëó÷àåì îáû÷íûõ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ êîëå�áàíèé. Â îáùåì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûåîñöèëëèðóþùèå ðåøåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû ÷èñëåííîâ ðàáîòàõ [14℄.Îáû÷íûå áåãóùèå âîëíû (ò. å. ñ ïðî�èëÿìè áåçîñöèëëÿöèé) äàâíî èçâåñòíû è õîðîøî èçó÷åíû.Äëÿ èññëåäóåìîé íàìè êîíêðåòíîé ñèñòåìû êóñî÷-íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè ìîäåëè ÔèòöÕüþ�Íà-ãóìî îáû÷íûå áåãóùèå âîëíû àíàëèòè÷åñêè áûëèâïåðâûå ïîëó÷åíû â ðàáîòå �èíöåëÿ è Êåëëåðà â1973 ã. [7℄, â òî âðåìÿ êàê îñöèëëèðóþùèå áåãóùèåâîëíû � â îòíîñèòåëüíî íåäàâíåé ñòàòüå [12℄. Äàí�íàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì èññëåäîâàíèé âýòîì íàïðàâëåíèè è ñîäåðæèò íîâûå ðåçóëüòàòû, ïî�ëó÷åííûå äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ñèñòåìû òèïà ðåàê�öèÿ�äè��óçèÿ ïðè ó÷åòå ý��åêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïå�ðåêðåñòíîé äè��óçèåé êîìïîíåíò.2. ÁÅ�ÓÙÈÅ ÂÎËÍÛ ÑÎÑÖÈËËÈ�ÓÞÙÈÌ Ï�ÎÔÈËÅÌÂ äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîìåð�íóþ äâóõêîìïîíåíòíóþ ìîäåëü òèïà ðåàêöèÿ�äè�-�óçèÿ, îïèñûâàåìóþ ñèñòåìîé òèïà ÔèòöÕüþ�Íà-ãóìî. Â òàêîé ñèñòåìå ïåðâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåòâðåìåííóþ äèíàìèêó àêòèâàòîðà, à âòîðîå � èíãè�áèòîðà. Îáå êîìïîíåíòû â ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ äè���óíäèðóþùèìè.2.1. Ìîäåëü áåç ïåðåêðåñòíîé äè��óçèèÌîäåëü ÔèòöÕüþ�Íàãóìî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà îáåêîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ äè��óíäèðóþùèìè, ìîæíî

çàïèñàòü êàê�u�t = u(u� a)(1� u)� v +Du�u;�v�t = "(u� bv) +Dv�v; (2)ãäå a; b è "� íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Ïåðâûå äâå îïðå�äåëÿþò äèíàìè÷åñêèé ðåæèì, ïîðîæäàþùèé ðåøå�íèÿ òèïà �ðîíòîâ (ãåòåðîêëèíèê), ëèáî èìïóëüñîâ(ãîìîêëèíèê), ëèáî ïåðèîäè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëü�íîñòåé èìïóëüñîâ; " ñâÿçàíî ñ îòíîøåíèåì âðåìåí�íûõ ìàñøòàáîâ (time s
ale) äëÿ îáåèõ ïåðåìåííûõ.Ìîäåëü (2) î÷åíü øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ êàê áà�çîâàÿ âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé õèìè÷åñêîé�èçèêè, íî èçíà÷àëüíî îíà áûëà ïðåäëîæåíà â êà�÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿâîçáóæäåíèÿ â íåðâíîì âîëîêíå. Â ïðèëîæåíèè êäèíàìèêå õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé ïåðåìåííûå u è v ñî�îòâåòñòâóþò êîíöåíòðàöèè ðåàãåíòîâ (ñîîòâåòñòâåí�íî àêòèâàòîðà è èíãèáèòîðà).Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé [8, 9, 10℄â ñèñòåìå (2) íåëèíåéíûé ðåàêöèîííûé ÷ëåí â óðàâ�íåíèè äëÿ àêòèâàòîðà îáû÷íî ïðåäñòàâëÿþò â âèäåêóñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèèf(u; v) = �u� v + �(u� u0);ãäå u0 � êîíñòàíòà, à �(u) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿÕýâèñàéäà [11℄. �àññìîòðèì ñíà÷àëà òàêóþ ñèñòåìó.Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå îíà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè�u�t = ��u� v � 1 + 2�(u� u0) +Du �2u�x2 ;�v�t = "(u� v) +Dv �2v�x2 : (3)Ïðè Du = Dv = 1 äëÿ ýòîé ñèñòåìû áûëè íàéäåíûòî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ àâòîâîëí [12℄.Ââîäÿ àâòîìîäåëüíóþ ïåðåìåííóþ � = x � 
t,ñèñòåìó (3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå îáûêíîâåí�íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Áëàãîäàðÿ òî�ìó, ÷òî ðåàêöèîííûé ÷ëåí àêòèâàòîðà ÿâëÿåòñÿ êó�ñî÷íî-ëèíåéíîé �óíêöèåé, ðåøåíèÿ äëÿ ýòîé ñèñòå�ìû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñøèòûå â ìåñòå ñäâèãà êóñ�êè èç ñóìì ýêñïîíåíò, êîòîðûå ïðè îïðåäåëåííîéêîìáèíàöèè ìîäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ çàìåíÿþòñÿ íàñèíóñû è êîñèíóñû, îòâå÷àþùèå ðåøåíèÿì ñ îñöèë�ëÿöèÿìè ïðî�èëÿ. Ïîäðîáíî ýòî ðàññìîòðåíî â ðà�áîòå [12℄.Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðå-ìåííîãî ïîâåäåíèÿ àâòîâîëí ñ îñöèëëÿöèÿìè â ïðî��èëå íà ðèñ. 1 ïîêàçàí ïðèìåð ðåøåíèÿ äëÿ �ðîíòààêòèâàòîðà ñ îòðèöàòåëüíûì çíà÷åíèåì ñêîðîñòè.407
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�èñ. 1. Äèàãîíàëüíàÿ äè��óçèÿ. Ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ äèàãðàììà äëÿ �ðîíòà àêòèâàòîðà ïðè" = 0:05, � = 0:1 è u0 = 0Âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé êîîð�äèíàòû îñöèëëÿöèè â ïðî�èëå çàòóõàþò, â òî âðåìÿêàê ñàìà �îðìà âîëíû ñ òå÷åíèåì âðåìåíè îñòàåòñÿíåèçìåííîé. Ýòèì ðàññìàòðèâàåìûé �ðîíò îòëè÷à�åòñÿ îò âîëí ñ ïóëüñàöèÿìè ïî ïðîñòðàíñòâó è âðå�ìåíè, ïîëó÷åííûõ â ðàáîòàõ [14℄.Â äàííîé ðàáîòå ìû îñòàíîâèìñÿ íà óðàâíåíèèäëÿ ñêîðîñòè �ðîíòà (ïðè � = 1), êîòîðîå ìîæíî ïî�ëó÷èòü ïðè óìåíüøåíèè ÷èñëà óðàâíåíèé ïðè ñøèâ�êå. Èñïîëüçóÿ ïîðîã âîçáóæäåíèÿ u0, ýòî óðàâíåíèåìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:u0 = 
4 11� 
2=" 1�� �� � 
2" �� 
" (� � �)� ; (4)ãäå � =q
2=4 + ("+ 1)=2 +p("� 1)2=4� ";� =q
2=4 + ("+ 1)=2�p("� 1)2=4� ";
 = ("� 1)=2 +p("� 1)2=4� ": (5)Îòñþäà ñðàçó âèäíî, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íîé ñèñòå�ìû, êîãäà u0 = 0, ñóùåñòâóåò ïîêîÿùèéñÿ �ðîíò.Äèàãðàììà äëÿ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñêîðîñòüþ�ðîíòà è îòíîøåíèåì âðåìåííûõ øêàë " ñîäåð�æèò áè�óðêàöèþ òèïà âèëêè, êîòîðàÿ èçâåñòíà âëèòåðàòóðå êàê íåðàâíîâåñíàÿ áè�óðêàöèÿ Èçèí�ãà �Áëîõà [13, 14℄. Íà ðèñ. 2à�â ïîêàçàí ãðà�èê çà�âèñèìîñòè ñêîðîñòè �ðîíòà îò âåëè÷èíû ïîðîãà âîç�áóæäåíèÿ (ñì. (4), (5)). Íåðàâíîâåñíàÿ áè�óðêàöèÿÈçèíãà �Áëîõà ïðîÿâëÿåòñÿ çäåñü êàê îäíî- (ðèñ. 2â)èëè ìíîãîçíà÷íîå (ðèñ. 2a) ñîîòâåòñòâèå 
�u0 ìåæ�äó ñêîðîñòüþ è ïîðîãîì âîçáóæäåíèÿ, èçîáðàæàå�

ìîå ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé. Â ñëó÷àå ìíîãîçíà÷�íîñòè (ðèñ. 2a) êðèâàÿ ñîäåðæèò òðè âåòâè, âåðõíÿÿè íèæíÿÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâà áëî�õîâñêèõ �ðîíòà, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ïðîòèâîïî�ëîæíûõ íàïðàâëåíèÿõ. Ýòè âåòâè ñîåäèíÿþòñÿ ñîñðåäíåé âåòâüþ ïðè íåêîòîðûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷å�íèÿõ ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ. Îòâå÷àþùèå ýòèì äâóìâåòâÿì �ðîíòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óñòîé÷èâûå ðå�øåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê ñðåäíÿÿ âåòâü, êîòîðîé ñî�îòâåòñòâóåò èçèíãîâñêèé �ðîíò, îáðàçóåò íåóñòîé÷è�âîå ðåøåíèå. Â ðàáîòå [15℄ îïèñàíû òîëüêî äâà �ðîí�òà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñêîðîñòÿìè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåòêðàéíåé è ÷àñòè ñðåäíåé âåòâÿì íà íàøèõ äèàãðàì�ìàõ. Ïîëíûé ñöåíàðèé íåðàâíîâåñíîé áè�óðêàöèèÈçèíãà �Áëîõà áûë ïîëó÷åí â ðàáîòå [14℄ äëÿ êóáè�÷åñêîé ñèñòåìû òèïà ÔèòöÕüþ�Íàãóìî.Êîãäà âåëè÷èíà îòíîøåíèÿ øêàë " âîçðàñòàåò,ìíîãîçíà÷íàÿ êðèâàÿ ðàñïðÿìëÿåòñÿ äî îäíîçíà÷�íîé êðèâîé (ðèñ. 2â). Ýòà ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåòåäèíñòâåííîìó èçèíãîâñêîìó �ðîíòó. Ïðè ýòîì îáàáëîõîâñêèõ �ðîíòà èñ÷åçàþò, à èçèíãîâñêèé �ðîíòñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì. Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû" èçèíãîâñêèå è áëîõîâñêèå �ðîíòû ìîãóò áûòü êàêîñöèëëèðóþùèìè, òàê è íå îñöèëëèðóþùèìè. Êîãäà"�im < " < "+im, ãäå "�im = 3� 2p2 [12℄, �ðîíòû ÿâëÿ�þòñÿ îñöèëëèðóþùèìè. Ïðè ýòîì òàêèå îñöèëëÿöèèÿâíî âûðàæåíû ó áåãóùèõ �ðîíòîâ è ðàçëè÷èìû íàõâîñòå áåãóùåé âîëíû. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ìîäå�ëè ýòî èìååò ìåñòî è äëÿ èìïóëüñîâ. Â ñëó÷àå ïå�ðèîäè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ îñöèë�ëÿöèè ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå ïîðîæäàþòàíîìàëüíîå äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (ñîîòíîøå�íèå ìåæäó ñêîðîñòüþ è ïåðèîäîì).2.2. Àíàëèç ñèñòåìû ñ ïåðåêðåñòíîéäè��óçèåéÏðè ó÷åòå âçàèìíîé äè��óçèè êîìïîíåíòîâìîæíî ïîñòðîèòü ðàçëè÷íûå àâòîâîëíîâûå ìîäåëè.Òàê, íàïðèìåð, ñëåäóþùàÿ ñõåìà ðåàêöèé (ïîäðîá�íåå ñì. [2℄)A+ Y ! X; B +X ! Y +D;X +X ! C; Y + P ! Eïðèâîäèò ê ðàñïðåäåëåííîé ìîäåëè âèäà�x�t = Ay �Bx� x2 + ��r �Dxx�x�r +Dxy �y�r� ;�y�t = Bx� Py + ��r �Dyy �y�r +Dyx�x�r� :408
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�èñ. 2. Äèàãîíàëüíàÿ äè��óçèÿ. Çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè îò ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ îòíîøåíèÿøêàë âðåìåíè " = 0:01 (à), 0:3 (á ), 1 (â)Òàêèå ìîäåëè îïèñûâàþò ðàçíîîáðàçíûå àâòîâîëíî�âûå ïðîöåññû ïðè ìèíèìàëüíûõ òðåáîâàíèÿõ ê òî�÷å÷íîé êèíåòèêå, îñíîâíîå èç êîòîðûõ ñâîäèòñÿ êòîìó, ÷òîáû ñèñòåìà èìåëà äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïðè�òîê ¾èçâíå¿. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ïðèòîê âåùåñòâàA [2℄.Ïåðåêðåñòíàÿ äè��óçèÿ âñòðå÷àåòñÿ è â ýêîëî�ãèè â ñèñòåìàõ õèùíèê �æåðòâà, êîãäà ïðîñòðàí�ñòâåííàÿ ýâîëþöèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëîæèòåëüíûéòàêñèñ2) õèùíèêîâ ïî íàïðàâëåíèþ ðîñòà ãðàäèåíòàæåðòâû (ïðîöåññ ïðåñëåäîâàíèÿ) è îòðèöàòåëüíûéòàêñèñ æåðòâû ïðè óìåíüøåíèè ãðàäèåíòà õèùíèêà(ïðîöåññ óêëîíåíèÿ) [3℄.Ñèñòåìà ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ ñ ëèíåéíîé ïåðå�êðåñòíîé äè��óçèåé èìååò ñëåäóþùèé âèä:�u�t = f(u; v) +Du �2u�x2 + hv �2v�x2 ;�v�t = g(u; v) +Dv �2v�x2 � hu �2u�x2 ; (6)ãäå âûáîð çíàêîâ ïðè hu;v îòðàæàåò âçàèìîäåéñòâèåïðåñëåäîâàíèå�óêëîíåíèå äëÿ õèùíèêà è æåðòâû.Èçâåñòíî [20℄, ÷òî âêëþ÷åíèå òàêñèñà �x(u�xv) è�x(v�xu) â ñèñòåìû ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ ïîðîæäàåòâîëíû ñ ñîëèòîíîïîäîáíûì ïîâåäåíèåì. Ýòè âîëíûïðîõîäÿò äðóã ñêâîçü äðóãà è îòðàæàþòñÿ îò íåïðî�íèöàåìûõ ãðàíèö. Ìû ñëåäóåì çäåñü ïîäõîäó, ïðåä�ëîæåííîìó â [21℄, è âìåñòî òðàäèöèîííîãî îïèñà�íèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîìïîíåíò ñ ïîìîùüþ îáû÷íî�ãî äè��óçèîííîãî ìåõàíèçìà ðàññìàòðèâàåì òîëüêîâêëàä îò ïåðåêðåñòíîé äè��óçèè.2)Ïîä òàêñèñîì â áèîëîãèè ïîíèìàþò ÿâëåíèÿ, êîãäà îñîáèâ ïîïóëÿöèè, êðîìå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, ïåðåìåùàþòñÿ ïîàðåàëó â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèè [5℄, íàïðèìåð, áëàãîäàðÿòå÷åíèÿì.

Êðîññ-äè��óçèîííûå (áåç îáû÷íîé äè��óçèè)÷ëåíû îçíà÷àþò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííîå ïåðåìåùåíèåîäíîãî îáúåêòà, îïèñûâàåìîãî îäíîé èç ïåðåìåííûõ,ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò äè��óçèè äðóãîãî îáúåêòà, îïè�ñûâàåìîãî äðóãîé ïåðåìåííîé. Íà ïîïóëÿöèîííîìóðîâíå ïðîñòåéøèé ïðèìåð � ïàðàçèò (ïåðâûé îáú�åêò), íàõîäÿùèéñÿ âíóòðè ¾õîçÿèíà¿ (âòîðîãî îáú�åêòà), ïåðåìåùàåòñÿ çà ñ÷åò äè��óçèè õîçÿèíà [16℄.Ìîäåëè ñ ÷èñòîé ïåðåêðåñòíîé äè��óçèåé èññëåäî�âàëèñü ðàíåå âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [17�19℄.Èññëåäóåìàÿ íàìè ìîäè�èöèðîâàííàÿ ìîäåëüÔèòöÕüþ�Íàãóìî ñ ó÷åòîì ïåðåêðåñòíîé äè��ó�çèè èìååò âèä�u�t = �u� v � 1 + 2�(u� u0) + �2v�x2 ;�v�t = "(u� v)� �2u�x2 : (7)Â ñëó÷àå " = 1 äëÿ ýòîé ñèñòåìû ëåãêî ïîñòðî�èòü òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Îáùèå ðåøå�íèÿ äëÿ u(�) è v(�) çàïèñûâàþòñÿ â âèäåu(�) =Xn Ane�n� + u�;v(�) =Xn Bne�n� + v�; (8)ãäå An; Bn; u� è v� � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, îïðåäå�ëÿåìûå äëÿ êàæäîé îáëàñòè u < u0 è u > u0; êîí�ñòàíòû Bn ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ïîñòîÿííûåAn, èõ âûðàæåíèÿ áóäóò ïðèâåäåíû íèæå.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (8) â ñèñòåìó (7), ïîëó�÷èì ñëåäóþùåå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå: 
�� 1 �2 � 1�(�2 � 1) 
�� 1 ! AB ! = 0: (9)409
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�� 1)2 = 0(çäåñü i2 = �1) äàåò ÷åòûðå êîðíÿ:�� = � i
2 �r1� 
24 + i = �y � iz � i
2 ;��� = i
2 �r1� 
24 � i = �y � iz + i
2 ; (10)ãäå y =sp(1� 
2=4)2 + 1 + 1� 
2=42 ;z =sp(1� 
2=4)2 + 1� (1� 
2=4)2 (11)� ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû. Ïðè ýòîì ðåøåíèÿ äëÿ�ðîíòà çàïèøóòñÿ êàêu1(�) = ey�[A+ 
os(p��)+A�+ sin(p��)℄�1=2;u2(�) = e�y�[A� 
os(p+�)+A�� sin(p+�)℄+1=2;v1(�) = ey�[B+ 
os(p��)+B�+ sin(p��)℄�1=2;v2(�) = e�y�[B� 
os(p+�)+B�� sin(p+�)℄+1=2: (12)Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå p� = z � 
=2. Êîíñòàíòûèíòåãðèðîâàíèÿ B âûðàæàþòñÿ êàêB� = �
(2y � q�)A� � (
2 + 2yq�)A��
2 + q2� ;B�� = �
(2y � q�)A�� + (
2 + 2yq�)A�
2 + q2� ; (13)ãäå q� = 1� 
yp� :Ïðîöåäóðà ñøèâêè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïÿòü óðàâ�íåíèé: äâà óðàâíåíèÿ äëÿ �óíêöèé u è v è äâàóðàâíåíèÿ äëÿ èõ ïðîèçâîäíûõ, ïÿòîå óðàâíåíèåïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòî ðàâåíñòâî, óêàçûâàþùåå,÷òî çíà÷åíèå u â òî÷êå ñøèâêè èçâåñòíî è ðàâíîu0. Ýòè ïÿòü óðàâíåíèé ñîäåðæàò ïÿòü íåèçâåñòíûõA�; A��; 
, òàê ÷òî ñêîðîñòü 
 �ðîíòà ìîæåò áûòüîïðåäåëåíà. Åå çàâèñèìîñòü îò ïîðîãà âîçáóæäåíèÿu0 ïîêàçàíà íà ðèñ. 3. Èç ýòîãî ðèñóíêà ÿñíî âèä�íî, ÷òî êðèâàÿ ñêîðîñòè êà÷åñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ ïîñðàâíåíèþ ñ ðàíåå ðàññìîòðåííûì ñëó÷àåì äèàãî�íàëüíîé äè��óçèè. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå � â çíà�÷åíèè ïàðàìåòðà ", ïðè êîòîðîì èìååò ìåñòî ìíî�ãîçíà÷íîñòü: ïðè " = 1 â ñëó÷àå ïåðåêðåñòíîé äè���óçèè ìû èìååì ìíîãîçíà÷íóþ êðèâóþ, â òî âðå�ìÿ êàê äëÿ îáû÷íîé äè��óçèè � îäíîçíà÷íóþ (ñì.
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2310�1�2�3�èñ. 3. Ïåðåêðåñòíàÿ äè��óçèÿ. Çàâèñèìîñòü ñêî-ðîñòè îò ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ ïðè " = 1
ðèñ. 2â). Ïîýòîìó ïî àíàëîãèè áóäåì íàçûâàòü ñîîò�âåòñòâóþùèå �ðîíòû èçèíãîâñêèìè è áëîõîâñêèìè,êàê è ðàíåå.Ïðèìåðû �ðîíòîâ ãðà�è÷åñêè ïðåäñòàâëåíû íàðèñ. 4. Áëîõîâñêèé �ðîíò èìååò íåíóëåâóþ ñêî�ðîñòü, îñöèëëÿöèè â åãî ïðî�èëå ÿðêî âûðàæå�íû. Èçèíãîâñêèé �ðîíò ÿâëÿåòñÿ ïîêîÿùèìñÿ èèìååò òèïè÷íûé âèä äëÿ �ðîíòîâ â ñèñòåìàõ ðå�àêöèÿ�äè��óçèÿ òèïà àêòèâàòîð�èíãèáèòîð. Åäèí�ñòâåííîå îòëè÷èå çäåñü îò ñëó÷àÿ èçèíãîâñêîãî�ðîíòà ñ îáû÷íîé äè��óçèåé ñîñòîèò â òîì, ÷òîïðî�èëè u è v ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Äëÿ áåãóùèõ (áëî�õîâñêèõ) �ðîíòîâ ïðèâåäåíû âîëíû ñ ïîëîæèòåëü�íûì çíà÷åíèåì ñêîðîñòè, ò. å. �ðîíòû, èçîáðàæåí�íûå íà ðèñ. 4à, äâèæóòñÿ ñëåâà íàïðàâî è âûðàæåí�íûå îñöèëëÿöèè â ïðî�èëå âîëíû íàõîäÿòñÿ âïåðå�äè íåå ïî íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ, ÷òî îòëè÷àåòñÿîò ñëó÷àÿ äèàãîíàëüíîé äè��óçèè, ðàññìîòðåííîãîíàìè ðàíåå.Áåãóùèå âîëíû îïèñàííîãî òèïà âîçìîæíû è âñèñòåìàõ ñ á�îëüøèì êîëè÷åñòâîì óðàâíåíèé. Òàê,íàïðèìåð, ñîâñåì íåäàâíî [22℄ áûë îïèñàí ñëó÷àéîñöèëëèðóþùèõ �ðîíòîâ â òðåõêîìïîíåíòíîé ñèñòå�ìå ðåàêöèÿ�äè��óçèÿ (ñ äèàãîíàëüíîé äè��óçèåé)ñ îäíèì àêòèâàòîðîì è äâóìÿ èíãèáèòîðàìè.410
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�èñ. 4. Ïåðåêðåñòíàÿ äè��óçèÿ. Ïðî�èëè �ðîíòîâ äëÿ (à,â) àêòèâàòîðà u(�) (æèðíàÿ ëèíèÿ) è èíãèáèòîðà v(�)(òîíêàÿ ëèíèÿ) è (á,ã) �àçîâûå u�v-äèàãðàììû; áåãóùèé ñî ñêîðîñòüþ 
 = 2 �ðîíò (à,á ) è ïîêîÿùèéñÿ �ðîíò (â,ã).Çíà÷åíèå ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ �èêñèðîâàíî ïðè u0 = 0. Èçîêëèíû f(u; v) = 0 è g(u; v) = 0 ïîêàçàíû øòðèõîâûìèëèíèÿìè (á,ã)3. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈßÒàêèì îáðàçîì, äâóõêîìïîíåíòíàÿ ñèñòåìà ìî�æåò äåìîíñòðèðîâàòü íîâûé ïî ñðàâíåíèþ ñ îäíî�êîìïîíåíòíîé ñèñòåìîé òèï áåãóùèõ âîëí, êîòîðûåâ ñâîåì ïðî�èëå ñîäåðæàò îñöèëëÿöèè. Õàðàêòåð�íîé îñîáåííîñòüþ ýòèõ îñöèëëÿöèé ÿâëÿåòñÿ èõ çà�
òóõàþùåå ïî ïðîñòðàíñòâó ïîâåäåíèå, ÷òî êàðäè�íàëüíî îòëè÷àåò èõ îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èìïóëü�ñîâ, êîòîðûå íå çàòóõàþò. Ýòî äàåò ïðàâî ãîâîðèòü îñîîòâåòñòâóþùåì êâàçèîñöèëëÿòîðíîì ðåæèìå, îò�ëè÷íîì îò îñöèëëÿòîðíîãî, ïîðîæäàþùåãî ïåðèî�äè÷åñêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èìïóëüñîâ. Ïîñëåäíèåÿâëÿþòñÿ íåçàòóõàþùèìè è â äâóìåðíîì ñëó÷àå411



Å. Ï. Çåìñêîâ, À. Þ. Ëîñêóòîâ ÆÝÒÔ, òîì 134, âûï. 2 (8), 2008ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïèðàëüíûå âîëíû èëè êîíöåí�òðè÷åñêèå âîëíû âîçáóæäåíèÿ îò âåäóùåãî öåíòðà.Â ñëó÷àå ðîæäåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà òàêèõñòðóêòóð â âîçáóäèìîé ñðåäå íàáëþäàåòñÿ âîçíèê�íîâåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî õàîñà [14℄. Èç�âåñòíî, ÷òî ïîäîáíûé ðåæèì ñïèðàëüíî-âîëíîâîéòóðáóëåíòíîñòè íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäíûì è â îòñóò�ñòâèå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ ñêîëüóãîäíî äîëãî [1℄. Ñåãîäíÿ, â ñâÿçè ñ ïðèëîæåíèÿìè âàðèòìîëîãèè, èññëåäîâàíèå òàêèõ ðåæèìîâ ïðèâëå�êàåò î÷åíü áîëüøîå âíèìàíèå. Òàê, íåäàâíî áûëî âû�ÿñíåíî, ÷òî õàîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå áîëüøèíñòâà ìî�äåëüíûõ âîçáóäèìûõ ñðåä ìîæåò áûòü ñòàáèëèçèðî�âàíî äîñòàòî÷íî ñëàáûì ïàðàìåòðè÷åñêèì èëè ñèëî�âûì âîçäåéñòâèåì (ñì. [1℄ è ïðèâåäåííûå òàì ññûë�êè). Äëÿ áîëåå ðåàëèñòè÷íûõ ñèñòåì, îïèñûâàþùèõâ îïðåäåëåííîì ïðèáëèæåíèè âîçáóäèìóþ (íàïðè�ìåð, ñåðäå÷íóþ) òêàíü, óäàëîñü ïîêàçàòü [23℄, ÷òîñïèðàëüíî-âîëíîâàÿ òóðáóëåíòíîñòü ìîæåò áûòü ïî�äàâëåíà ïîñðåäñòâîì ñëàáîãî âîçäåéñòâèÿ, ïðèëàãà�åìîãî ê íåáîëüøîé (ïî÷òè òî÷å÷íîé) îáëàñòè ñðåäû.Âîçíèêíîâåíèå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãîõàîñà â ìîäåëÿõ òèïà ìîäåëåé ÔèòöÕüþ�Íàãóìîñâÿçàíî ñ áè�óðêàöèåé �ðîíòîâ, îïèñàííîé â äàí�íîé ðàáîòå, êîãäà â ðåçóëüòàòå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðàñðåäû �ðîíò ìåíÿåò íàïðàâëåíèå è ñïèðàëüíàÿâîëíà èëè âîëíû îò âåäóùåãî öåíòðà ðàçðûâàþòñÿíà îòäåëüíûå ÷àñòè. Èíòåðåñíî ïîýòîìó èçó÷èòüý��åêò èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè �ðîíòà ïðèìåíèòåëüíîê òàêèì òèïàì äâóìåðíûõ âîëí êàê ñïèðàëüíûå èêîíöåíòðè÷åñêèå âîëíû âîçáóæäåíèÿ â ÷àñòè âëèÿ�íèÿ îñöèëëÿöèé â èõ ïðîñòðàíñòâåííîì ïðî�èëå.Àâòîðû èñêðåííå áëàãîäàðíû Ì. À. Öûãàíîâó çàêîíñóëüòàöèè ïî ñèñòåìàì ñ ïåðåêðåñòíîé äè��óçè�åé. Å. Ï. Ç. òàêæå áëàãîäàðèò �îíä �ÔÔÈ (ãðàíò�07-01-00295) çà �èíàíñîâóþ ïîääåðæêó èññëåäî�âàíèé. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À. Þ. Ëîñêóòîâ, À. Ñ. Ìèõàéëîâ, Îñíîâû òåîðèèñëîæíûõ ñèñòåì, Èçä-âî ¾�åãóëÿðíàÿ è õàîòè÷å�ñêàÿ äèíàìèêè¿, Ìîñêâà (2008).2. Â. À. Âàñèëüåâ, Þ. Ì. �îìàíîâñêèé, Â. �. ßõíî,Àâòîâîëíîâûå ïðîöåññû, Íàóêà, Ìîñêâà (1987).3. J. D. Murray, Mathemati
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