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×ÈÑËÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È Î ÇÀÒÓÕÀÞÙÈÕÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÊÎËÅÁÀÍÈßÕ ÊÀÏËÈ ÂßÇÊÎÉ ÆÈÄÊÎÑÒÈÈ. Ë. Ìàéêîâ *, Ë. Á. Äèðåêòîð **Îáúåäèíåííûé èíñòèòóò âûñîêèõ òåìïåðàòóð �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê125412, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25 äåêàáðÿ 2007 ã.Äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ äèíàìèêè êàïëè âÿçêîé æèäêîñòè ïðè áîëüøèõ íà÷àëüíûõ âîçìóùåíèÿõ åå�îðìû çà ñ÷åò âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ ïîëåé ðàçðàáîòàíà ÷èñëåííàÿ ìîäåëü íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ñ èñ-ïîëüçîâàíèåì àäàïòèâíûõ ñåòîê. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïðîöåññà êîëåáàíèé êàïëèâ íåâåñîìîñòè è íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè ñ èìåþùèìèñÿ ðàñ÷åòíûìè èýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.PACS: 47.10.ad, 47.11.Df, 47.55.D-1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÒåõíîëîãè÷åñêèå ïðîöåññû, òàê èëè èíà÷å ñâÿçàí�íûå ñ äèíàìèêîé êàïëè æèäêîñòè, èìåþò âåñüìà øè�ðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå. Òàêèå ïðîöåññû õàðàêòåðíûäëÿ ïîâåäåíèÿ êàïåëü æèäêîãî òîïëèâà â ïîòîêàõ ãî�ðÿ÷åãî ãàçà â ðàêåòíûõ äâèãàòåëÿõ è äâèãàòåëÿõ âíó�òðåííåãî ñãîðàíèÿ, ïðè âçàèìîäåéñòâèè êàïåëü ñ ïî�âåðõíîñòüþ â ñòðóéíûõ òåïëîîáìåííûõ óñòðîéñòâàõè ñòðóéíûõ ïðèíòåðàõ, â òåõíîëîãèÿõ îêðàñêè ïî�âåðõíîñòåé è ïðîèçâîäñòâà çàùèòíûõ ïëåíîê [1�3℄.Áîëüøîé èíòåðåñ ê çàäà÷àì äèíàìèêè êàïåëü ïðîÿâ�ëÿåòñÿ èññëåäîâàòåëÿìè òåïëî�èçè÷åñêèõ ñâîéñòâæèäêîñòè äèíàìè÷åñêèìè ìåòîäàìè [4℄. Îäíîé èçñåðüåçíûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè ïðîöåññàìè,ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿêàïëè æèäêîñòè ïðè áîëüøèõ íà÷àëüíûõ âîçìóùå�íèÿõ åå �îðìû çà ñ÷åò âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ ïîëåéè ïðè ñîóäàðåíèè êàïëè ñ ïîâåðõíîñòüþ èëè ñ äðó�ãîé êàïëåé è ðàçðàáîòêà ý��åêòèâíûõ ÷èñëåííûõàëãîðèòìîâ è ïðîöåäóð äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ.×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïîäâèæíû�ìè ãðàíèöàìè ìîæíî óñëîâíî ðàçáèòü íà òðè êëàññà:ñ ïîäâèæíûìè ñåòêàìè � ëàãðàíæåâû ìåòîäû [5; 6℄,ñ íåïîäâèæíîé ãðàíèöåé îáëàñòè � ýéëåðîâû ìåòî�äû [7; 8℄ è ýéëåðîâî-ëàãðàíæåâû ìåòîäû [9; 10℄. Ëà�ãðàíæåâû ìåòîäû èìåþò äâà îñíîâíûõ ïðåèìóùå�*E-mail: maikov_i�mail.ru**E-mail: dire
tor�oivtran.ru

ñòâà: ÿâíî îòñëåæèâàþòñÿ ïîëîæåíèå è �îðìà ãðà�íèöû ðàçäåëà �àç è èìååòñÿ âîçìîæíîñòü òî÷íîãîçàäàíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Îñíîâíûå íåäîñòàòêèëàãðàíæåâûõ ìåòîäîâ çàêëþ÷àþòñÿ â ñèëüíîì èñêà�æåíèè âû÷èñëèòåëüíîé ñåòêè è ïîÿâëåíèè â ñâÿçè ñýòèì îáëàñòåé ñ íåîäíîçíà÷íûì ðåøåíèåì (íàðóøå�íèå òîïîëîãèè), ÷òî âåäåò ê óìåíüøåíèþ òî÷íîñòèè òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ êîððåêòèðóþùèõ ïðîöå�äóð. Òàê êàê ýéëåðîâû ìåòîäû îñíîâàíû íà �èêñè�ðîâàííîé ñåòêå, ãðàíèöà ðàçäåëà �àç íå ìîæåò áûòüÿâíî îïðåäåëåíà (íå ñîâïàäàåò ñ ñåòêîé) è èñïîëü�çîâàíèå òàêèõ ìåòîäîâ òðåáóåò ðàçðàáîòêè ñîîòâåò�ñòâóþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðîöåäóð, ïîçâîëÿþùèõîïðåäåëÿòü ïîëîæåíèå ãðàíèöû ðàçäåëà �àç è ìîäè��èöèðîâàòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.Òðåòüÿ ãðóïïà ìåòîäîâ ÿâíî îòñëåæèâàåò ïîëî�æåíèå è �îðìó ïîäâèæíîé ãðàíèöû íà íåïîäâèæ�íîé ñåòêå ñ ïîìîùüþ ÷àñòèö-ìàðêåðîâ èëè ïåðåìåí�íûõ øàãîâ ïî âðåìåíè [9℄. Êàê è â íåêîòîðûõ ýé�ëåðîâûõ ìåòîäàõ, ïîâåðõíîñòíûå ñèëû íà ãðàíèöåïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê îáúåìíûå è ââîäÿòñÿ â óðàâíå�íèå äâèæåíèÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðàíèöà ðàçäåëà�àç èìååò êîíå÷íóþ òîëùèíó è èçìåíåíèå �èçè÷å�ñêèõ ñâîéñòâ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé ñðåäû ê äðó�ãîé ïðîèñõîäèò âíóòðè ãðàíèöû. Ýòè ìåòîäû, ñî÷å�òàþùèå ïðåèìóùåñòâà è ëàãðàíæåâûõ, è ýéëåðîâûõìåòîäîâ, èìåþò ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè � áîëü�øèé îáúåì âû÷èñëåíèé è íå âñåãäà ïðèåìëåìóþ òî÷�íîñòü.1314



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008 ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è : : :Â öåëîì ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùåå: íåò óíèâåð�ñàëüíûõ ìåòîäîâ (âêëþ÷àÿ ìåòîäû äèñêðåòèçàöèè èìåòîäû ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ óðàâíåíèé), ïîçâîëÿþ�ùèõ ý��åêòèâíî ðåøàòü âñå êëàññû çàäà÷, ñâÿçàí�íûõ ñ äèíàìèêîé êàïëè.Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëüêîëåáàíèé êàïëè âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè è÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíè�åì àäàïòèâíûõ ñåòîê. Ïðè ðàçðàáîòêå ÷èñëåííîãîìåòîäà àâòîðû ðóêîâîäñòâîâàëèñü ïðèíöèïîì ñîçäà�íèÿ ý��åêòèâíîãî ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðàñ�÷åòà êîëåáàíèé �îðìû êàïëè ñ áîëüøîé íà÷àëüíîéàìïëèòóäîé.
2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜÒå÷åíèå íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè ñ ïîñòî�ÿííûìè ñâîéñòâàìè â ïîëå ñèëû òÿæåñòè îïèñûâàåò�ñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå �Ñòîêñà â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòå�ìå êîîðäèíàò ñ ñèììåòðèåé ïî àçèìóòàëüíîìó óãëó.Çàïèøåì óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè è äâèæåíèÿâ áåçðàçìåðíîì âèäå, èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå õàðàê�òåðíûõ âåëè÷èí äëÿ êîîðäèíàò, âðåìåíè, êîìïîíåíòñêîðîñòåé è äàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ R,pR3�=�, p�=R�, �p�=R3�, ãäå R � ðàäèóñ íåâîç�ìóùåííîé ñ�åðè÷åñêîé êàïëè, �� ïëîòíîñòü æèäêî�ñòè, � � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ,� � êîý��èöèåíò äèíàìè÷åñêîé âÿçêîñòè æèäêî�ñòè.Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîñòè èìååò âèä��� (ru sin �) + ��r (r2v sin �) = 0; (1)à óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ���(r2u sin �)�t + ��� (ru sin �)u+ ��r (r2v sin �)u��� 1Oh = �r sin ��p�� + ��� �sin ��u���++ ��r �r2 sin ��u�r�+ 2 sin ��v�� � usin � ++ r2 sin2 �BoOh ; (2)

��(r2v sin �)�t + ��� (�ru sin �)v + ��r (r2v sin �)v��� 1Oh = �r2 sin ��p�r + ��� �sin ��v���++ ��r �r2 sin ��v�r�+ 2v sin � �� 2 sin ���u�� + u 
tg ���� r2 sin � 
os �BoOh ; (3)ãäå u è v � áåçðàçìåðíûå òàíãåíöèàëüíàÿ è ðàäè�àëüíàÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè æèäêîñòè, p�áåçðàçìåðíîå äàâëåíèå, t � áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, �,r � áåçðàçìåðíûå êîîðäèíàòû, Oh = �=p��R � ÷èñ�ëî Îõà (Ohnesorge) è Bo = �gR2=� � ÷èñëî Áîíäà,ñîîòâåòñòâåííî ïðåäñòàâëÿþùèå îòíîøåíèÿ âÿçêèõè ãðàâèòàöèîííûõ ñèë ê êàïèëëÿðíûì ñèëàì, g �óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.Ïðè Bo = 0 ñèñòåìà (1)�(3) îïèñûâàåò êîëåáàíèÿêàïëè â íåâåñîìîñòè.Óðàâíåíèÿ (1)�(3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â îáîáùåí�íîé äèâåðãåíòíîé �îðìå â êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìåêîîðäèíàò êàê�J'�t + ��� �J � �U'� �'���'�� + � �'�����++ ��� �J � �V '� �'�� �'�� + 
 �'����� = S'; (4)ãäå ' îáîçíà÷àåò êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè æèä�êîñòè u è v (äëÿ óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè ' = 1).Â óðàâíåíèè (4) ÿêîáèàí J è ìåòðè÷åñêèå êîý���èöèåíòû ïðåîáðàçîâàíèÿ �, �, 
 âû÷èñëÿþòñÿ ïî�îðìóëàì J = r2 sin ����r � ���r ; � = �2� + �2r ;� = ���� + �r�r; 
 = �2� + �2r ; (5)ãäå r è � îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîé ñ�åðè÷åñêîéñèñòåìå êîîðäèíàò, �; � � ïîäâèæíàÿ êðèâîëèíåéíàÿñèñòåìà êîîðäèíàò,  x = � =�x ( = �; �; x = �; r).Ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè âû÷èñëÿåòñÿ â �èêñèðîâàí�íîé òî÷êå â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Êîíòðâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòè äâèæå�íèÿ æèäêîñòè è ñåòêè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííîêàê U = u�� + v�r ; V = u�� + v�r; (6)1315 11*



È. Ë. Ìàéêîâ, Ë. Á. Äèðåêòîð ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008è US = �����t �� + �r�t �r� ;V S = �����t �� + �r�t �r� : (7)Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (6), (7), ìîæíî ïîëó÷èòüîòíîñèòåëüíûå ñêîðîñòè�U = U + US ; �V = V + V S : (8)Êîý��èöèåíò îáîáùåííîé äè��óçèè â óðàâíå�íèè (4) îïðåäåëÿåòñÿ êàê�' = ( 0; ' = 1;Oh; ' = u; v: (9)Ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèÿ (4) èìåþò âèäSu = J ���� �p�� � �� �p�� + 2�vr2�� �� Oh ur2 sin2 � +Bo sin �� ;Sv = J ���r �p�� � �r �p�� +Oh 2vr2 �� 2r2 ��u�� + u 
tg ��� Bo
os �� : (10)
Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè çàäàþòñÿ ñëåäóþùèåóñëîâèÿ:n2r�rr + n2���� + 2nrn��r� = p+ divnOh ;nr�r�rr + n������ + (nr�� + �rn�)�r� = 0; (11)ãäå �rr, ���, �r� � êîìïîíåíòû òåíçîðà âÿçêèõ íà�ïðÿæåíèé, n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõ�íîñòè, nr, n� � åãî êîìïîíåíòû, �r, �� � êîìïîíåíòûêàñàòåëüíîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà � .Óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè çàïèøåòñÿ â âèäåF (�; r; t) = r � 1k(�; t) = 0; (12)ãäå k(�; t) � �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ �îðìó êàïëè.Êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå, çàäàþùåå èçìåíåíèå�îðìû êàïëè, èìååò âèäd (F (�; r; t))dt = 0: (13)Óðàâíåíèå (4) (èëè ñèñòåìà (1)�(3)) äîïîëíÿåòñÿ íà�÷àëüíûìè è äîïîëíèòåëüíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâè�ÿìè â çàâèñèìîñòè îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è.

3. ×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÌÅÒÎÄÄëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé èñïîëüçóåìïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå ãðàíèöó êàïëè â ñ�å�ðó åäèíè÷íîãî ðàäèóñà. Äëÿ ñëó÷àÿ Bo = 0 (êîëåáà�íèÿ êàïëè â íåâåñîìîñòè) èñïîëüçóåì ïðåîáðàçîâà�íèå êîîðäèíàò, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 1. Íà÷àëî ñèñòå�ìû êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ â öåíòðå òÿæåñòè êàïëè.Â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êàïëÿ èìååò�îðìó ñ�åðû ñ åäèíè÷íûì ðàäèóñîì.Äëÿ ñëó÷àÿ êîëåáàíèé êàïëè íà ïëîñêîé ïîâåðõ�íîñòè èñïîëüçóåì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, ïîêà�çàííîå íà ðèñ. 2. Íà÷àëî ñèñòåìû êîîðäèíàò íàõî�äèòñÿ â òî÷êå êàñàíèÿ êàïëè è ãîðèçîíòàëüíîé ïî�âåðõíîñòè. Â ïðåîáðàçîâàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàòêàïëÿ áóäåò èìåòü �îðìó ïîëóñ�åðû ñ åäèíè÷íûìðàäèóñîì.Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò ïåðå�âîäèò �èçè÷åñêóþ îáëàñòü (�; r) â îáëàñòü (�; �):� = �; � = rk(�; t): (14)Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (14) ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâ�íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ÿêîáèàíà è ìåòðè÷åñêèõ êîý���èöèåíòîâ ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (4).Äèñêðåòíûå àíàëîãè óðàâíåíèÿ (4) ïîëó÷àþò�ñÿ èíòåãðîèíòåðïîëÿöèîííûì ìåòîäîì (ìåòîäîì áà�ëàíñà) íà ñäâèíóòîé ñåòêå íà ïÿòèòî÷å÷íîì øàáëîíå(P;M = E;W;N; S � óçëîâûå òî÷êè ïÿòèòî÷å÷íîãîøàáëîíà) (ðèñ. 3) è ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäåa'P'P = XE;W;N;S a'M'M + b'� ÆpÆ� + b'� ÆpÆ� + s'; (15)ãäå a'M = DmA(jPem j) + max(�Fm; 0), m = e, w, n,s � òî÷êè, îïðåäåëÿþùèå ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ,Pem = Fm=Dm � ñåòî÷íîå ÷èñëî Ïåêëå,Fj = J �UjÆ�; Fi = J �ViÆ�;Dj = (J��')jÆ� ; Di = (J��')iÆ�äëÿ j = e; w è i = n; s. Â êà÷åñòâå �óíêöèè A(jPe j)âûáèðàåì ñòåïåííóþ �óíêöèþ.Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (15) äîïîëíèòåëüíîâêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñ àïïðîêñèìàöè�åé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, è ÷ëåíû, âîçíèêàþùèåïðè ïåðåõîäå ê äðóãîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Êîý��è�öèåíòû ïðè ãðàäèåíòàõ äàâëåíèÿ ðàâíûbu� = �Ju��Æ�Æ�; bu� = �Ju��Æ�Æ�;bv� = �Jv�rÆ�Æ�: (16)1316



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008 ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è : : :
F = 0
n � = 1 � r���

�èñ. 1. Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò (Bo = 0): èñ-õîäíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (�; r); ïðåîáðàçîâàííàÿñèñòåìà êîîðäèíàò (�; �); F = 0 � óðàâíåíèå ïî-âåðõíîñòè â êîîðäèíàòàõ (�; r); � = 1 � óðàâíåíèåïîâåðõíîñòè â êîîðäèíàòàõ (�; �)
F = 0
n � � = 1 � r

���èñ. 2. Ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò â ñëó÷àå êîëåáà-íèé êàïëè íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè (îáîçíà÷åíèÿ òåæå, ÷òî è íà ðèñ. 1)Àïïðîêñèìàöèÿ óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè (1)ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ[(JU)e � (JU)w℄ Æ� + [(JV )n � (JV )s℄ Æ� = 0: (17)Äèñêðåòíîå óðàâíåíèå (15) çàïèøåì â âèäåui = ~ui � �ij��ip; i = 1; 2; (18)ãäå u1 è u2 � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè u è v, �1 è �2 �êîîðäèíàòû � è �,~ui = XE;W;N;S aiMaiP uiM + siaiP ; �ij = bi�iaiP :

� � S ��=2��s e EPwW ni; j ��Ni; j + 1 i+1=2;ji�1;j ��2i+1;ji; j�1i; j�1=2
i; j+1=2i�1=2;j

�èñ. 3. Îñíîâíàÿ ñåòêà â ñèñòåìå êîîðäèíàò (�; �)äëÿ ïåðåìåííûõ p, � è óñëîâíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ñåòêàäëÿ u ïîëó÷àåòñÿ ñäâèãîì íà ��=2 ïî îñè �, ñåòêàäëÿ v � ñäâèãîì íà �� ïî îñè �Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (6) êîíòðâàðèàíòíûå êîìïî�íåíòû ñêîðîñòåé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå�kiui = Uk = ~Uk � �ki�ij��ip;~Uk = �ki~ui; (19)ãäå �ki � ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû, îïðåäåëÿå�ìûå ñîîòíîøåíèÿìè (5), ��i � äè��åðåíöèàëüíûéîïåðàòîð.Ìåòîä ðåøåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ: ¾ïðåäèê�òîð¿ è ¾êîððåêòîð¿.Íà øàãå ¾ïðåäèêòîð¿ äàâëåíèå, ïîëó÷åííîå íàâðåìåííîì øàãå tn, èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñêî�ðîñòåé èç óðàâíåíèÿ (18):ui(1) = ~ui(1) � �ij��ipn: (20)Êîíòðâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ñêîðîñòåé îïðåäåëÿ�þòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (19):Uk(1) = �kiui(1): (21)Íà øàãå ¾êîððåêòîð¿ îïðåäåëÿåì íîâûå êîìïî�íåíòû ñêîðîñòåé Uk(2),Uk(2) = ~Uk(1) � �ki�ij��i �p(1) � pn� ; (22)ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîëå Uk(2) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþíåïðåðûâíîñòè ��i �JUk(2)� = 0: (23)Óðàâíåíèå äëÿ íîâîãî ïîëÿ äàâëåíèÿ p(1) èìååò âèä��i �J�ki�ij��i �p(1) � pn�� = ��i �JUk(1)� : (24)1317



È. Ë. Ìàéêîâ, Ë. Á. Äèðåêòîð ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008Òàáëèöà 1. Ïåðèîä t1 ïåðâîãî êîëåáàíèÿOh = 0:1 Oh = 0:01 Ññûëêèf0 = 0:01 f0 = 0:5 f0 = 0:9 f0 = 0:01 f0 = 0:5 f0 = 0:92.2570 � � 2.2218 � � [12℄2.2904 2.4436 2.6604 2.2257 2.4805 2.9049 [13℄2.2900 2.4242 2.6400 2.2200 2.4800 2.9300 [14℄� � � 2.2232 � � [15℄2.3109 2.4529 2.6298 2.2269 2.4604 2.8853 Íàñòîÿùàÿ ðàáîòàÒàáëèöà 2. Îòíîøåíèå a=b ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà â ìîìåíò âðåìåíè t1Oh = 0:1 Oh = 0:01 Ññûëêèf0 = 0:01 f0 = 0:5 f0 = 0:9 f0 = 0:01 f0 = 0:5 f0 = 0:91.0049 � � 1.0135 � � [12℄1.0061 1.2908 1.4343 1.0136 1.7622 2.3307 [13℄1.0061 1.2876 1.4320 1.0135 1.7596 2.3043 [14℄1.0058 1.2782 1.4287 1.0132 1.7475 2.2879 Íàñòîÿùàÿ ðàáîòàØàã êîððåêòîðà ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áó�äåò âûïîëíåíî óñëîâèå (23).Âñÿ ïðîöåäóðà ïðåäèêòîð�êîððåêòîð ïîâòîðÿåò�ñÿ äî äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè óðàâíåíèéíåïðåðûâíîñòè è äâèæåíèÿ. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ (11)ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì íåïðåðûâíîñòè èñïîëüçó�þòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé äàâëåíèÿ è ñêîðî�ñòåé íà ãðàíèöå. Ôîðìà êàïëè ðàññ÷èòûâàåòñÿ èçóðàâíåíèÿ (12). Àëãîðèòì âû÷èñëåíèé ïåðåìåííûõ(u; v; p; k) íà îäíîì âðåìåííîì øàãå ïðåäñòàâëÿåòñÿñëåäóþùåé ñõåìîé:1) çàäàþòñÿ �îðìà êàïëè, ïîëÿ ñêîðîñòåé è äàâ�ëåíèÿ, âû÷èñëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû;2) âû÷èñëÿþòñÿ êîý��èöèåíòû óðàâíåíèé äâè�æåíèÿ è ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (20);3) ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (24) äëÿ ïîëÿ äàâëåíèÿ;4) âû÷èñëÿþòñÿ êîìïîíåíòû ñêîðîñòè ïî óðàâíå�íèþ (22); âîçâðàò ê ï. 2, åñëè íå âûïîëíÿåòñÿ óñëî�âèå (23);5) ïîñëå âû÷èñëåíèÿ íîâîé �îðìû êàïëè è ìåò�ðè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ âîçâðàùàåìñÿ ê ï. 1.Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà äîïîëíÿåòñÿ äâóìÿêîððåêòèðóþùèìè ïðîöåäóðàìè, îáåñïå÷èâàþùèìèïîñòîÿíñòâî îáúåìà êàïëè è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ�U = 0 è �V = 0 íà ãðàíèöå êàïëè. Äèñêðåòíûåóðàâíåíèÿ ðåøàëèñü ìåòîäîì ïðîãîíêè [11℄.

4. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛÄëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ðàçðàáîòàííîé ÷èñ�ëåííîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàëàñü çàäà÷à êîëåáàíèéêàïëè â íåâåñîìîñòè. Íà÷àëüíîå âîçìóùåíèå �îð�ìû êàïëè çàäàâàëîñü ñ�åðè÷åñêîé �óíêöèåé âòîðî�ãî ïîðÿäêà k = 1
 [1 + f0P2(
os �)℄ ;ãäå P2(
os �) � ïîëèíîì Ëåæàíäðà âòîðîãî ïîðÿä�êà, f0 � àìïëèòóäà ïåðâîíà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ,
 = [35=(35 + 21f20 + 2f30 )℄1=3.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ èñõîäíûõäàííûõ ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1 è 2. Â ÷èñëåííûõðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëîñü ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò,ïîêàçàííîå íà ðèñ. 1. Âñå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäèëèñüíà ñåòêå 
 ðàçáèåíèåì 40 � 40, øàã ïî âðåìåíè ñî�ñòàâëÿë �t = 0:0005. Àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðå�çóëüòàòîâ ê êîëè÷åñòâó òî÷åê ðàçáèåíèÿ ïîêàçàë,÷òî äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ÷èñëà òî÷åê íå ïðèâî�äèò ê óâåëè÷åíèþ òî÷íîñòè (ïðè ïåðåõîäå îò ñåòêè40�40 ê ñåòêå 60�60 ðàçáðîñ ïî çíà÷åíèÿì ïåðèîäàè àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñîñòàâëÿë ìåíåå 0.5%). Áû�ëà âûÿâëåíà ñëàáàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ðåçóëüòàòîâê øàãó ïî âðåìåíè, êîòîðûé èçìåíÿëñÿ îò 0.0005 äî1318
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�èñ. 4. �åæèìû êîëåáàíèé äëÿ f0 = 0:4 ïðè ðàç-ëè÷íûõ ÷èñëàõ Îõà: Oh = 0:01 (1 ), 0:1 (2 ), 1 (3 ),10 (4 )0.00001. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþò�ñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ. Â öåëîì íàáëþ�äàåòñÿ íåêîòîðîå óìåíüøåíèå ïåðèîäà è àìïëèòóäûêîëåáàíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ äàííûìè äðóãèõ àâòîðîâ.Ïî-âèäèìîìó, ýòî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî, ÷òî ðàç�ðàáîòàííàÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü îáëàäàåò áîëüøåé èñ�êóññòâåííîé âÿçêîñòüþ ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëÿìè,îñíîâàííûìè íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ [13; 14℄.�åæèìû êîëåáàíèé ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ Îõàïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4. Ïðè Oh > 1 êîëåáàíèÿ èìå�þò àïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð è æèäêîñòü ñ òå÷åíèåìâðåìåíè ñòðåìèòñÿ ïðèíÿòü ðàâíîâåñíóþ ñ�åðè÷å�ñêóþ �îðìó. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëà�ñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [13; 14℄.�àçðàáîòàííàÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü ïðè Bo 6= 0 ïîç�âîëÿåò ìîäåëèðîâàòü êîëåáàíèÿ êàïëè â ïîëå ñèëûòÿæåñòè. �àññìàòðèâàëàñü çàäà÷à êîëåáàíèé êàïëè,âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå åå ïàäåíèÿ ñ íåêîòîðîéâûñîòû h íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïîâåðõíîñòü. Ïðè ìî�äåëèðîâàíèè ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìî�ìåíò âðåìåíè êàïëÿ èìååò ñ�åðè÷åñêóþ �îðìó, êà�ñàåòñÿ ïîâåðõíîñòè â îäíîé òî÷êå è âñå òî÷êè êàïëèèìåþò ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ V
. Â îòëè÷èå îò êî�ëåáàíèé â íåâåñîìîñòè, óðàâíåíèÿ ìîäåëè äîïîëíÿ�þòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà ãîðèçîíòàëüíîé ïî�âåðõíîñòè (íóëåâûå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè) èçíà÷åíèåì óãëà ñìà÷èâàíèÿ â òî÷êå êîíòàêòà. Â ðà�áîòå ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî çíà÷åíèå óãëà ñìà÷èâàíèÿîñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, è êîîðäèíàòà òî÷êè êîíòàêòàâû÷èñëÿëàñü ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñòðàïîëÿöèåé ñâî�áîäíîé ïîâåðõíîñòè.�åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ è êàäðû ñêîðîñòíîéâèäåîñúåìêè (1000 êàäðîâ â ñåêóíäó) çàòóõàþùèõ
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39.2�èñ. 5. Êàäðû ñêîðîñòíîé âèäåîñúåìêè (ñëåâà) èðàñ÷åòíàÿ �îðìà êàïëè (ñïðàâà) â ðàçëè÷íûå ìî-ìåíòû âðåìåíè � , óêàçàííîãî îêîëî êàäðîâ â ìèë-ëèñåêóíäàõêîëåáàíèé êàïëè äèñòèëëèðîâàííîé âîäû, ïàäàþ�ùåé èç êàïèëëÿðà íà ïëîñêóþ �òîðîïëàñòîâóþ ïî�âåðõíîñòü [16℄, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5. Òî÷êè, îòîá�ðàæàþùèå ðàñ÷åòíóþ �îðìó êàïëè, ñîîòâåòñòâóþòðàñ÷åòíîé ñåòêå.�àññòîÿíèå îò êîíöà êàïèëëÿðà äî ïëîñêîé ïî�âåðõíîñòè ñîñòàâëÿëî 18 ìì, ðàäèóñ ñ�åðû ýêâè�âàëåíòíîãî îáúåìà êàïëè � 1.5 ìì. Ïðè ÷èñëåí�1319



È. Ë. Ìàéêîâ, Ë. Á. Äèðåêòîð ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008íûõ ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëîñü ïðåîáðàçîâàíèå êîîð�äèíàò, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 2. Áåçðàçìåðíûå êðèòå�ðèè Oh = 0:003 è Bo = 0:31 ñîîòâåòñòâóþò ñëåäó�þùèì çíà÷åíèÿì òåïëî�èçè÷åñêèõ ñâîéñòâ æèäêî�ñòè: ïëîòíîñòü � = 1000 êã/ì3, êîý��èöèåíò äèíà�ìè÷åñêîé âÿçêîñòè � = 0:001 êã/ì�ñ, êîý��èöèåíòïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ � = 0:073 Í/ì. Ñêîðîñòüöåíòðà ìàññ V
 = 0:55 ì/ñ.Ïðè � = 1:2 ìñ �îðìà êàïëè ÿâëÿåòñÿ ïðàê�òè÷åñêè ñ�åðè÷åñêîé. Â äàëüíåéøåì äî âðåìåíè� = 8:2 ìñ èäåò ïðîöåññ ðàñòåêàíèÿ êàïëè. Äî� = 4:2 ìñ ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíîå èçìåíåíèå �îð�ìû çà ñ÷åò ãîðèçîíòàëüíîãî òå÷åíèÿ æèäêîñòè ïîääåéñòâèåì èíåðöèîííûõ ñèë. Äàëåå äâèæåíèå êàïëèâ ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè çàìåäëÿåòñÿ çà ñ÷åòñèë òðåíèÿ è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë è �îðìà êàïëè îñòà�åòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé çà èñêëþ÷åíèåì öåí�òðàëüíîé ÷àñòè, ãäå ïðîäîëæàåòñÿ äâèæåíèå æèäêî�ñòè âåðòèêàëüíî âíèç ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè(� = 6:2 ìñ, � = 8:2 ìñ). Â äàëüíåéøåì öåíòðàëüíàÿ÷àñòü êàïëè ïðàêòè÷åñêè îñòàíàâëèâàåòñÿ è íà åå ïî�âåðõíîñòè âîçíèêàþò êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëèòóäûñ áîëåå âûñîêîé ÷àñòîòîé (ðÿáü). Äàëåå ïðîèñõîäèòäâèæåíèå êàïëè çà ñ÷åò íàêîïëåííîé ïîâåðõíîñò�íîé ýíåðãèè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè ñ óìåíüøåíèåìïëîùàäè ñîïðèêîñíîâåíèÿ (� = 12:2 ìñ, � = 20:2 ìñ)è ò. ä. Ïðè � > 39:2 ìñ ïëîùàäü ñîïðèêîñíîâåíèÿîñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è íàáëþäàþòñÿ ëèíåéíûå êîëå�áàíèÿ ìàëîé àìïëèòóäû; ðåøåíèå äëÿ ïåðèîäà êîëå�áàíèé ïåðåõîäèò â ñîîòíîøåíèå �ýëåÿ [18℄.�åçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ êàê ïî �àçàì è àì�ïëèòóäàì êîëåáàíèé, òàê è ïî �îðìå êàïëè õîðîøîñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè â ýêñïåðèìåíòå.5. ÂÛÂÎÄÛ�àçðàáîòàííàÿ ÷èñëåííàÿ ìîäåëü íåëèíåéíûõ êî�ëåáàíèé êàïëè âÿçêîé æèäêîñòè àäåêâàòíî îïèñû�âàåò ïðîöåññû êàê ñâîáîäíûõ (â íåâåñîìîñòè), òàêè âûíóæäåííûõ (ñ ó÷åòîì âíåøíèõ ñèë) êîëåáàíèé.Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè ý��åêòèâíîñòü àë�ãîðèòìà, â êîòîðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîåïðåîáðàçîâàíèå îáëàñòè è íå òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëü�íî íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå âû÷èñëÿòü êîîðäè�íàòû ñåòêè è ìåòðè÷åñêèå êîý��èöèåíòû. Êðîìåòîãî, èñïîëüçîâàííîå ïðåîáðàçîâàíèå íå íàðóøàåòãåîìåòðè÷åñêîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåòíå ðåøàòü îòäåëüíî óðàâíåíèå äëÿ èçìåíåíèÿ ÿêî�áèàíà ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîð�äèíàò. Çà ñ÷åò àíàëèòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñè�ñòåìû êîîðäèíàò îñóùåñòâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëî�
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