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ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÀß ÍÅËÈÍÅÉÍÀß ÂÎÑÏ�ÈÈÌ×ÈÂÎÑÒÜ��ÀÍÓËÈ�ÎÂÀÍÍÎÉ ÑÂÅ�ÕÏ�ÎÂÎÄßÙÅÉ ÏËÅÍÊÈÂ. Â. Êóðèí *, À. À. ÓòêèíÈíñòèòóò �èçèêè ìèêðîñòðóêòóð �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê603950, Íèæíèé Íîâãîðîä, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 13 èþíÿ 2007 ã.Ïðèâîäèòñÿ òåîðåòè÷åñêèé ðàñ÷åò ý��åêòèâíîé íåëèíåéíîñòè òîíêîé ãðàíóëèðîâàííîé ñâåðõïðîâîäÿùåéïëåíêè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëåíêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïëîøíóþ ñâåðõïðîâîäÿùóþ ìàòðèöó ñ âêëþ-÷åííûìè â íåå ñâåðõïðîâîäÿùèìè ãðàíóëàìè, ïðè÷åì ãðàíóëû èìåþò öèëèíäðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñ îáðà-çóþùåé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëåíêå. Äëÿ ðàñ÷åòà ý��åêòèâíîé íåëèíåéíîñòè íàéäåíî ðàñïðåäåëåíèå òîêàè ïîëÿ â ïëåíêå, ïðè ýòîì è ìàòðèöà, è ãðàíóëû ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè �èíçáóðãà �Ëàíäàó.�àññòîÿíèå ìåæäó ãðàíóëàìè ñ÷èòàåòñÿ ìíîãî áîëüøèì ðàçìåðîâ ãðàíóë, ïîýòîìó äëÿ ðàñ÷åòà ïîëåéïðèìåíÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå Ìàêñâåëëà � �àðíåòòà. Ïîëó÷åííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ ý��åêòèâ-íîé íåëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòè ïðîàíàëèçèðîâàíà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ.Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ðàçìåð ãðàíóë ìíîãî áîëüøå ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â âåùåñòâîìàòðèöû, à ïðîâîäèìîñòü ãðàíóë ìåíüøå ïðîâîäèìîñòè ìàòðèöû, òî ý��åêòèâíàÿ íåëèíåéíîñòü â ðàçûïðåâûøàåò íåëèíåéíîñòü êàê ìàòðèöû, òàê è ãðàíóë.PACS: 74.25.Nf 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍåòðèâèàëüíûå ýëåêòðîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâàêîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ïðîäîëæàþò ïðèâëåêàòüîãðîìíûé èíòåðåñ èññëåäîâàòåëåé. Íà îñíîâå ìèêðî-è íàíîòåõíîëîãèé ñîçäàíû èñêóññòâåííûå âåùåñòâà,îáëàäàþùèå îäíîâðåìåííî îòðèöàòåëüíûìè ìàãíèò�íîé è äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòÿìè � ëåâûåñðåäû [1, 2℄, âåùåñòâà ñ çîííîé äèñïåðñèîííîé õà�ðàêòåðèñòèêîé ñâåòà � �îòîííûå êðèñòàëëû [3�5℄,îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñîçäàíèÿ âåùåñòâ ñ çà�ðàíåå çàäàííîé äèñïåðñèåé [6℄. Ïðè èñïîëüçîâàíèèýòèõ ñòðóêòóð ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïðåîäîëåòüäè�ðàêöèîííûé ïðåäåë ïðè ïîëó÷åíèè èçîáðàæå�íèé ïðåäìåòîâ [7, 8℄, ïîÿâëÿþòñÿ ý��åêòû ïîëíî�ãî îòñóòñòâèÿ îòðàæåíèÿ íåçàâèñèìî îò óãëà ïàäå�íèÿ [9℄, à òàêæå äðóãèå íå ìåíåå èíòðèãóþùèå ÿâëå�íèÿ (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüè [10, 11℄, îáçîð [12℄).Îäíèì èç õàðàêòåðíûõ ñâîéñòâ êîìïîçèòîâ ÿâ�ëÿåòñÿ ñèëüíàÿ íåëèíåéíîñòü. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,÷òî ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå â íèõ êîíöåíòðèðóåòñÿ âíåêîòîðûõ íåáîëüøèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòÿõ.*E-mail: kurin�ipm.s
i-nnov.ru

Ïîýòîìó íàëè÷èå äàæå íåáîëüøîé íåëèíåéíîé âîñ�ïðèèì÷èâîñòè âåùåñòâà â ýòèõ îáëàñòÿõ ïðèâåäåòê èõ áîëüøîìó âêëàäó â îáùóþ íåëèíåéíîñòü âå�ùåñòâà [13℄. Ý��åêòèâíàÿ íåëèíåéíîñòü êîìïîçèò�íûõ ìàòåðèàëîâ ìîæåò çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàòü ñîá�ñòâåííûå íåëèíåéíîñòè âåùåñòâ, âõîäÿùèõ â êîìïî�çèò [14�16℄, ò. å. ìîæíî ãîâîðèòü îá ý��åêòå óñèëå�íèÿ íåëèíåéíîñòè íåîäíîðîäíîñòüþ.Ýòîò ý��åêò ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ñîçäà�íèÿ èñêóññòâåííûõ ñòðóêòóð, îáëàäàþùèõ áîëüøîéíåëèíåéíîñòüþ. Â ìèëëèìåòðîâîì è ñóáìèëëèìåò�ðîâîì äèàïàçîíàõ âåùåñòâàìè, îáëàäàþùèìè áîëü�øîé íåëèíåéíîñòüþ, ÿâëÿþòñÿ ñâåðõïðîâîäíèêè. Èç�ìåðåíèÿ ý��åêòà ãåíåðàöèè ãàðìîíèê ïðè îáëó÷å�íèè ìîíîêðèñòàëëè÷åñêèõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ âîëíà�ìè ÑÂ×-äèàïàçîíà ïîêàçûâàþò, ÷òî âáëèçè ñâåðõ�ïðîâîäÿùåãî �àçîâîãî ïåðåõîäà ýòè ñîåäèíåíèÿ äà�æå â îäíîðîäíîì ñîñòîÿíèè îáëàäàþò áîëüøèì êî�ý��èöèåíòîì íåëèíåéíîñòè [17�20℄. Êðîìå òîãî, èç�âåñòíî, ÷òî âûñîêîòåìïåðàòóðíûå êóïðàòíûå ñâåðõ�ïðîâîäíèêè (ÂÒÑÏ) ñêëîííû îáðàçîâûâàòü ñëîæ�íóþ ìíîãî�àçíóþ ïðîñòðàíñòâåííî-íåîäíîðîäíóþñòðóêòóðó [21℄. Ýòè îáñòîÿòåëüñòâà äåëàþò ïðèìå�íåíèå ÂÒÑÏ â êà÷åñòâå îñíîâû äëÿ ñèëüíî íåëèíåé�1238



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008 Ý��åêòèâíàÿ íåëèíåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü : : :íîãî êîìïîçèòà îñîáåííî ïðèâëåêàòåëüíûì.Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî îñíîâíûõ ìåõàíèçìîâíåëèíåéíîñòè â ñâåðõïðîâîäíèêàõ [19℄. Â ãðàíó�ëèðîâàííûõ îáðàçöàõ ìîãóò âîçíèêàòü äæîçå��ñîíîâñêèå ñâÿçè ìåæäó ãðàíóëàìè, ÷òî ïðèâîäèòê íåëèíåéíûì ý��åêòàì èç-çà ñèíóñîèäàëüíîãîòîêî-�àçîâîãî ñîîòíîøåíèÿ [22℄. Åñëè ìîäåëèðî�âàòü ãðàíóëèðîâàííûé ñâåðõïðîâîäíèê ñåòêîé èçäæîçå�ñîíîâñêèõ êîíòàêòîâ, òî ââåäåíèå íåîäíî�ðîäíîñòè, íàïðèìåð îòñóòñòâèå êîíòàêòà â êàêîì-òîìåñòå, ïðèâåäåò ê óñèëåíèþ íåëèíåéíûõ ý��åêòîâ,÷òî ñâÿçàíî ñ êîíöåíòðàöèåé òîêà [23℄. Âòîðîé ìå�õàíèçì ñâÿçàí ñ äâèæåíèåì àáðèêîñîâñêèõ âèõðåéâ íåãàðìîíè÷åñêîì ïîòåíöèàëå ïèííèíãà. Íåîäíî�ðîäíîñòü ñâåðõïðîâîäíèêà â ýòîì ñëó÷àå òàêæåïðèâîäèò ê êîíöåíòðàöèè âîçäåéñòâóþùèõ íàâèõðü âíåøíèõ ïîëåé è íàðàñòàíèþ íåëèíåéíîñòè[24℄. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìû õîòèì ðàññìîòðåòüãðàíóëèðîâàííûé ñâåðõïðîâîäíèê ñ õàðàêòåðíûìèðàññòîÿíèÿìè ìåæäó ãðàíóëàìè ìíîãî áîëüøèìèñâåðõïðîâîäÿùåé äëèíû êîððåëÿöèè. Â ýòîì ñëó÷àåäæîçå�ñîíîâñêèå ñâÿçè íå îáðàçóþòñÿ, à ìåõàíèçì,ñâÿçàííûé ñ ïèííèíãîì âèõðåé, íåñóùåñòâåí, ïî�ñêîëüêó íà ÑÂ×-÷àñòîòå ñèëà ïèííèíãà ìàëà [25℄. Âýòèõ óñëîâèÿõ îñíîâíûì ìåõàíèçìîì íåëèíåéíîñòèáóäåò íåëèíåéíîñòü �èíçáóðãà �Ëàíäàó, ñâÿçàí�íàÿ ñ çàâèñèìîñòüþ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïàðàìåòðàïîðÿäêà îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ [19℄.Ïðè òåîðåòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè âçàèìîäåé�ñòâèÿ ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñòðóêòóð ñ ýëåêòðîìàã�íèòíûìè ïîëÿìè ìèëëèìåòðîâîãî äèàïàçîíà ìîæíîñ÷èòàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿïîëåé ìíîãî áîëüøå ìàñøòàáà íåîäíîðîäíîñòèñðåäû. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè âíåøíåé çàäà÷èìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñðåäó êàê îäíîðîäíóþ, îáëà�äàþùóþ êàêèìè-òî íå çàâèñÿùèìè îò êîîðäèíàòý��åêòèâíûìè ïàðàìåòðàìè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòèõïàðàìåòðîâ ñëåäóåò îïðåäåëèòü ëîêàëüíûå òîêè èïîëÿ â êàæäîé òî÷êå ñðåäû, à çàòåì íàéòè ñâÿçüìåæäó ñðåäíèìè ïî îáúåìó òîêîì è ïîëåì. Ñóùå�ñòâóþò äâà îñíîâíûõ ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà:ïðèáëèæåíèå ìàëîé îáúåìíîé äîëè âêëþ÷åíèé(ïðèáëèæåíèå Ìàêñâåëëà ��àðíåòòà) [26℄ è ïðèáëè�æåíèå ý��åêòèâíîé ñðåäû (ïðèáëèæåíèå Áðóããåìà�íà) [27℄, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé ñïîñîáîìâû÷èñëåíèÿ ëîêàëüíîãî ïîëÿ â ñðåäå. Íà áàçå ýòèõïðèáëèæåíèé áûëà ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ ý��åêòèâ�íûõ ïðîâîäèìîñòè è íåëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòèìåòàëëîâ, ïðè ýòîì ñ÷èòàëîñü, ÷òî äëèíà âîëíûýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â âàêóóìå ìíîãî áîëüøåâñåõ îñòàëüíûõ ìàñøòàáîâ â çàäà÷å, è óðàâíåíèÿÌàêñâåëëà ðåøàëèñü â êâàçèñòàòè÷åñêîì ïðèáëè�

æåíèè [13; 16; 28℄. Â ñâåðõïðîâîäíèêå ðîëü äëèíûâîëíû èãðàåò ëîíäîíîâñêàÿ ãëóáèíà ïðîíèêíîâå�íèÿ. Êàê ïðàâèëî, îíà íå ïðåâûøàåò íåñêîëüêèõäåñÿòûõ ìèêðîíà, èç-çà ÷åãî õàðàêòåðíûé ìàñøòàáíåîäíîðîäíîñòåé â ñâåðõïðîâîäíèêå ìîæåò áûòüñðàâíèì è äàæå ìíîãî áîëüøå íåå. Ïîýòîìó ïðèðàññìîòðåíèè íåîäíîðîäíîãî ñâåðõïðîâîäíèêàõîòåëîñü áû âûéòè çà ðàìêè êâàçèñòàòè÷åñêîãîïðèáëèæåíèÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà.Êðîìå òîãî, ïëîòíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùåãî òîêà ëî�êàëüíî ñâÿçàíà íå ñ ýëåêòðè÷åñêèì èëè ìàãíèòíûìïîëåì, à ñ êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíîé ðàçíîñòüþâåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è ãðàäèåíòà �àçû ñâåðõ�ïðîâîäÿùåãî ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Èç-çà ýòîãî âðàññìîòðåíèå äîëæíà áûòü ââåäåíà äîïîëíèòåëü�íàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû, ñâÿçàííàÿ ñ äèíàìèêîé �àçûïàðàìåòðà ïîðÿäêà â ñâåðõïðîâîäíèêå. Îáîáùå�íèå, ó÷èòûâàþùåå ýòè îñîáåííîñòè íåîäíîðîäíûõñâåðõïðîâîäíèêîâ, è ïîñòðîåíî â íàñòîÿùåé ñòàòüå.Â äàííîé ðàáîòå ðàññ÷èòàíà ñâÿçü ìåæäó ñðåä�íèìè ïî ïðîñòðàíñòâó òîêîì è ïîëåì â íåîäíîðîä�íîì ñâåðõïðîâîäíèêå. Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ïîñòîÿí�íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ íàéäåíû ý��åêòèâíûå ëîí�äîíîâñêàÿ ãëóáèíà è êîý��èöèåíò êóáè÷íîé íåëè�íåéíîñòè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðåíà çàäà÷à î âçàèìî�äåéñòâèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ ñ òîíêîé ãðàíóëè�ðîâàííîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ïëåíêîé. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òîïëåíêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïëîøíîé ñâåðõïðîâîäÿ�ùèé ìàññèâ ñî ñâåðõïðîâîäÿùèìè æå âêëþ÷åíèÿìè(ãðàíóëàìè), ïðè÷åì �èçè÷åñêèå ïàðàìåòðû ìàòðè�öû è ãðàíóë ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé. Ïðè îïèñà�íèè òàêîé ïëåíêè ïëîòíîñòè òîêîâ ïîëàãàþòñÿ ìàëû�ìè íàñòîëüêî, ÷òîáû íèãäå íå âîçíèêàëè äâèæóùè�åñÿ âèõðè èëè öåíòðû ïðîñêàëüçûâàíèÿ �àçû. Êðî�ìå òîãî, ÷àñòîòû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÑÂ×-äèàïàçîíó,ìíîãî ìåíüøå õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò ðåëàêñàöèè ïàðà�ìåòðà ïîðÿäêà [29℄. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ìîæíî èñïîëü�çîâàòü äâóõæèäêîñòíóþ ìîäåëü ñâåðõïðîâîäíèêà, âêîòîðîé ðàñïðåäåëåíèÿ ñâåðõïðîâîäÿùåãî ïàðàìåò�ðà ïîðÿäêà è ñâåðõòîêà îïðåäåëÿþòñÿ ñòàòè÷åñêîéòåîðèåé �èíçáóðãà �Ëàíäàó, à ïîëíûé òîê åñòü ñóì�ìà òîêà íîðìàëüíûõ ýëåêòðîíîâ è ñâåðõïðîâîäÿùå�ãî òîêà. Ìû òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî òåìïåðàòóðà äî�ñòàòî÷íî äàëåêà îò êðèòè÷åñêîé, ïîýòîìó òîê íîð�ìàëüíûõ ýëåêòðîíîâ ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñî ñâåðõòî�êîì, è åãî ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîãðàíóëû öèëèíäðè÷åñêèå è ïðîòûêàþò ïëåíêó íà�ñêâîçü, à îáúåìíàÿ äîëÿ ãðàíóë ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñîáúåìíîé äîëåé ìàòðèöû. Â ïðèáëèæåíèè Ìàêñâåë�ëà � �àðíåòòà âûâåäåíà �îðìóëà äëÿ ñîîòíîøåíèÿìåæäó óñðåäíåííûìè ïî ïðîñòðàíñòâó òîêîì, ýëåê�òðîìàãíèòíûì ïîëåì è ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà, èç êî�1239



Â. Â. Êóðèí, À. À. Óòêèí ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008òîðîé îïðåäåëåíû ý��åêòèâíûå ëîíäîíîâñêàÿ ãëó�áèíà è êîý��èöèåíò êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòè.Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2ïîñòàâëåíà çàäà÷à î íåëèíåéíîì îòêëèêå òîíêîéíåîäíîðîäíîé ïëåíêè. Â ïðèáëèæåíèè ïëàâíûõ ïîñðàâíåíèþ ñ äëèíîé êîãåðåíòíîñòè íåîäíîðîäíîñòåéâûâåäåíû óðàâíåíèÿ äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ èïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Â ðàçä. 3 ýòè óðàâíåíèÿ ðåøå�íû â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè äëÿ ñëó÷àÿ îäíîé àêñè�àëüíî-ñèììåòðè÷íîé ãðàíóëû, ïîñëå ÷åãî â ïðèáëè�æåíèè Ìàêñâåëëà ��àðíåòòà íàéäåíà ý��åêòèâíàÿëîíäîíîâñêàÿ ãëóáèíà. Â ðàçä. 4 â ïðèáëèæåíèè ñëà�áîé íåëèíåéíîñòè ðåøåíà íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ñ îä�íîé àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîé ãðàíóëîé, çàòåì íàé�äåí ý��åêòèâíûé êîý��èöèåíò íåëèíåéíîñòè.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È�àññìîòðèì çàäà÷ó îá îòêëèêå ãðàíóëèðîâàííîéñâåðõïðîâîäÿùåé ïëåíêè íà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå.Ïóñòü ïëåíêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîðîäíóþ ñâåðõ�ïðîâîäÿùóþ ìàòðèöó ñ âêëþ÷åííûìè â íåå ñâåðõ�ïðîâîäÿùèìè ãðàíóëàìè, ïðè÷åì ïàðàìåòðû ìàòðè�öû è ãðàíóë ðàçëè÷íû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàíó�ëû öèëèíäðè÷åñêèå è ïðîòûêàþò ïëåíêó íàñêâîçü(ðèñ. 1). Èñòî÷íèêîì ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ íåêèé çàäàííûéâíåøíèé òîê jE(r; t) = jE(r) sin!t, ãàðìîíè÷åñêè èç�ìåíÿþùèéñÿ âî âðåìåíè. Â äàëüíåéøåì ìû ïîêà�æåì, ÷òî êîíêðåòíûé âèä ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðå�äåëåíèÿ ýòîãî òîêà íå âàæåí, âàæíî òîëüêî, ÷òîáûîí òåê äîñòàòî÷íî äàëåêî îò ïëåíêè � íà ðàññòîÿíè�ÿõ, ìíîãî áîëüøèõ õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ èçìåíå�íèÿ ïîëÿ â ïëîñêîñòè ïëåíêè.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ý��åêòèâíîé íåëèíåéíîñòèíåîáõîäèìî íàéòè ýëåêòðîìàãíèòíûå ïîëÿ è òîêèâ òàêîé ñèñòåìå. Îíè îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèÿìè
jE

z
y

x�èñ. 1. Çàäà÷à î ãðàíóëèðîâàííîé ñâåðõïðîâîäÿ-ùåé ïëåíêå. Òåìíûì öâåòîì ïîêàçàíû ãðàíóëû,ñâåòëûì � ìàòðèöà. Èñòî÷íèêîì ïîëÿ ÿâëÿåòñÿâíåøíèé òîê jE

Ìàêñâåëëà. Äëÿ ïîëåé ìèëëèìåòðîâîãî äèàïàçîíàâûïîëíåíî óñëîâèå � � 
=!, ãäå � � ëîíäîíîâñêàÿãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ â ñâåðõïðîâîäíèê, ïîýòîìóâ ïëåíêå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü òîêîì ñìåùåíèÿ ïîñðàâíåíèþ ñî ñâåðõïðîâîäÿùèì òîêîì. Êðîìå òîãî,åñëè âñå ãåîìåòðè÷åñêèå ìàñøòàáû â çàäà÷å ìíîãîìåíüøå 
=!, òî òîêîì ñìåùåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷üè ïðè ðàñ÷åòå ïîëåé ñíàðóæè ïëåíêè, âïëîòü äî ðàñ�ñòîÿíèé ïîðÿäêà 
=!. Òîãäà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿìàãíèòîñòàòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Ìàêñâåëëà, èçêîòîðûõ ñëåäóåò rot rotA = 4�
 j; (1)ãäå A � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíî�ãî ïîëÿ. ×òîáû ðåøèòü ýòî óðàâíåíèå, íåîáõîäèìîçíàòü âûðàæåíèå äëÿ òîêà j. Òîê â íàøåé çàäà÷åñêëàäûâàåòñÿ èç çàäàííîãî òîêà jE è òîêà â ïëåíêåjf . Òîê â ïëåíêå jf ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé âåëè÷èíîé.Ïðè åãî íàõîæäåíèè íåîáõîäèìî, âî-ïåðâûõ, ó÷åñòü,÷òî ýòîò òîê òå÷åò òîëüêî ïî ïëåíêå, è, âî-âòîðûõ,íàéòè åãî ñâÿçü ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì. Äëÿ çà�ïèñè ïðîñòðàíñòâåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ jf ïðåäïîëî�æèì, ÷òî òîëùèíà ïëåíêè ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ õà�ðàêòåðíûì ìàñøòàáîì ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà â íåé. Åñ�ëè ó÷åñòü, ÷òî íåîäíîðîäíîñòè â ïëåíêå èìåþò öè�ëèíäðè÷åñêóþ ñòðóêòóðó, òî ÿñíî, ÷òî â ýòîì ñëó�÷àå ïëîòíîñòü òîêà ðàñïðåäåëåíà ïî òîëùèíå ïëåíêèïðàêòè÷åñêè îäíîðîäíî. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâåííîåðàñïðåäåëåíèå òîêà jf ìîæåò áûòü çàïèñàíî êàêjf (r; z) = dÆ(z)jf (r; 0); (2)ãäå r = (x; y) � ðàäèóñ-âåêòîð â ïëîñêîñòè z = 0.Òàêàÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî â ïëîñêîñòè z = 0 òå�÷åò ïîâåðõíîñòíûé òîê âåëè÷èíîé djf (r; 0). Äëÿ íà�õîæäåíèÿ ñâÿçè ýòîãî ïîâåðõíîñòíîãî òîêà â ñâåðõ�ïðîâîäÿùåé ïëåíêå ñ ýëåêòðîìàãíèòíûì ïîëåì áó�äåì èñïîëüçîâàòü òåîðèþ �èíçáóðãà �Ëàíäàó. Ïðèýòîì çàìåòèì, ÷òî âðåìåíà ðåëàêñàöèè ïàðàìåòðàïîðÿäêà â ÂÒÑÏ èìåþò ïîðÿäîê 10�12 ñ [29℄ è èõìîæíî ñ÷èòàòü ìíîãî ìåíüøèìè âðåìåííîãî ïåðèî�äà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ïàðàìåòð ïî�ðÿäêà áóäåò óñïåâàòü ñðåëàêñèðîâàòü ê ðàâíîâåñíî�ìó çíà÷åíèþ, è äëÿ îïèñàíèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà ìîæ�íî èñïîëüçîâàòü ñòàöèîíàðíóþ òåîðèþ. Êðîìå òîãî,áóäåì ïîëàãàòü ïðîâîäèìîñòü íîðìàëüíûõ ýëåêòðî�íîâ ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîâîäèìîñòüþ ñâåðõïðî�âîäÿùèõ ýëåêòðîíîâ, ò. å. �n!=
2 � 1=�2. Ýòî óñëî�âèå âûïîëíÿåòñÿ ïðè òåìïåðàòóðàõ, äîñòàòî÷íî äà�ëåêî îòñòîÿùèõ îò êðèòè÷åñêîé, è ïðèâîäèò ê òî�ìó, ÷òî ïðè äàëüíåéøåì ðàññìîòðåíèè ìîæíî ïðå�íåáðå÷ü íîðìàëüíûì òîêîì.1240



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008 Ý��åêòèâíàÿ íåëèíåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü : : :Ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ ñâåðõïðîâîäíèêà èìååò âèäF = Z (a(r)j j2 + b(r)2 j j4 ++ 
(r) ������i~r� 2e
 A� ����2 + (rotA)28� ) dv: (3)Çäåñü  � ñâåðõïðîâîäÿùèé ïàðàìåòð ïîðÿäêà, èí�òåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî îáúåìó ïëåíêè. Èç-çà òîãî,÷òî ïëåíêà íåîäíîðîäíà, êîý��èöèåíòû a, b è 
 âýòîì ðàçëîæåíèè çàâèñÿò îò êîîðäèíàò. Âàðüèðóÿîáû÷íûì îáðàçîì ýòîò �óíêöèîíàë ïî A è  �, ïî�ëó÷èì óðàâíåíèå (1) ñ âûðàæåíèåì äëÿ òîêàj = 2e
(r)j j2(~r� � 2e
�1A) (4)è óðàâíåíèå äëÿ ïàðàìåòðà ïîðÿäêà�~2
(r)�j j�~2r
(r)rj j+a(r)j j+b(r)j j3++ 
(r)(~r� � 2e
�1A)2j j = 0; (5)ãäå � � �àçà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà  . Ýòè óðàâíåíèÿîáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó äëÿ ïîèñêà âåêòîðíîãîïîòåíöèàëà, ïëîòíîñòè òîêà è ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.�àññìîòðèì õàðàêòåðíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ìàñ�øòàáû â ýòèõ óðàâíåíèÿõ. Óðàâíåíèå äëÿ âåêòîð�íîãî ïîòåíöèàëà (1) 
 âûðàæåíèåì äëÿ òîêà, îïðå�äåëÿåìûì �îðìóëàìè (2), (4), èìååò õàðàêòåðíûéïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá�P = 
216�e2
j j2d = �2d ; (6)ãäå � = 
=p16�e2
j j2 � ëîíäîíîâñêàÿ ãëóáèíà ïðî�íèêíîâåíèÿ [30℄. Ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàåì ïëåíêó òîí�êîé ïî ñðàâíåíèþ ñ �, �P � �. Óðàâíåíèå äëÿ ïàðà�ìåòðà ïîðÿäêà (5) èìååò ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá� = p~2
a�1 � äëèíó êîãåðåíòíîñòè. Êðîìå òîãî,åñòü õàðàêòåðíûé ìàñøòàá L ïðîñòðàíñòâåííîãî èç�ìåíåíèÿ êîý��èöèåíòîâ a(r), b(r) è 
(r) â ïëîñêî�ñòè z = 0. Äëÿ ÂÒÑÏ âûïîëíåíî óñëîâèå � � �.Ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàñøòàá èçìåíåíèÿ êîý��è�öèåíòîâ L óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ � � L. Òîãäà âóðàâíåíèè (5) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûìè ñ �j jè r
rj j, ïîñêîëüêó îíè äàþò ëèøü ìàëûå ïîïðàâ�êè ñîîòâåòñòâåííî ïîðÿäêà �2=L2 è �=L. Óðàâíåíèåèç äè��åðåíöèàëüíîãî ïðåâðàùàåòñÿ â àëãåáðàè÷å�ñêîå. �åøàÿ åãî, ïîëó÷èìj j2 = �a(r)b(r) � 
(r)b(r) �~r� � 2e
 A�2 : (7)Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå äëÿ j j2 â (4), ïîëó÷èì ñëå�äóþùåå âûðàæåíèå äëÿ ñâÿçè ìåæäó òîêîì è ïîëåì:

j = � 
4�u(r)�A� �02�r��++ v(r)�A� �02�r��2�A� �02�r�� : (8)Â ìàòåðèàëüíîì ñîîòíîøåíèè (8) âåëè÷èíóu(r) = 16�e2
(r)ja(r)j
2b(r) (9)ìîæíî íàçâàòü ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ ñâåðõ�ïðîâîäíèêà. Âèäíî, ÷òî îíà îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ñëîíäîíîâñêîé ãëóáèíîé ïðîíèêíîâåíèÿ ñîîòíîøåíè�åì u(r) = f�(r)g�2. Êîý��èöèåíò ïðè êóáè÷íîé ÷à�ñòè (A��0f2�g�1r�)3, îïðåäåëÿåìûé �îðìóëîév(r) = 8e3
2(r)
2b(r) ; (10)íàçîâåì íåëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ ñâåðõïðî�âîäíèêà. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî è ëèíåéíàÿ, è íåëèíåéíàÿâîñïðèèì÷èâîñòè ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè êîîðäèíàò.Íàøåé êîíå÷íîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ý���åêòèâíûõ âåëè÷èí, êîòîðûå ñâÿçûâàþò ñðåäíèå ïîïðîñòðàíñòâó òîê è êàëèáðîâî÷íî-èíâàðèàíòíóþ âå�ëè÷èíó A��0f2�g�1r�. Ïîñêîëüêó è òîê, è âåêòîð�íûé ïîòåíöèàë ðàñïðåäåëåíû â ïðîñòðàíñòâå íåîä�íîðîäíî, ý��åêòèâíûå âåëè÷èíû ueff è veff íå áóäóòïðîñòî ñðåäíèìè hui è hvi ïî ïðîñòðàíñòâó. Äëÿ ïðà�âèëüíîãî íàõîæäåíèÿ ueff è veff íåîáõîäèìî çíàòüïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå òîêà, âåêòîðíîãîïîòåíöèàëà, à òàêæå ãðàäèåíòà �àçû ïàðàìåòðà ïî�ðÿäêà.Óðàâíåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðíîãî ïîòåí�öèàëà ìîæíî ïîëó÷èòü, ñîáèðàÿ âìåñòå ñîîòíîøå�íèÿ (1), (2) è (8):��A+ u(r) dÆ(z)(A � S)�� v(r) dÆ(z)(A � S)2(A� S) = 4�
�1jE(r; t); (11)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèåS = �02�r�: (12)Â ýòîì óðàâíåíèè ìû âûáðàëè äëÿ âåêòîðíîãî ïî�òåíöèàëà êàëèáðîâêó ÊóëîíàdivA = 0:Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (11) â âèäåA = A1 +AE ; (13)ãäå AE � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ��AE + uedÆ(z)AE = 4�
 jE(r; t): (14)1241



Â. Â. Êóðèí, À. À. Óòêèí ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008Çäåñü ue � çíà÷åíèå êîý��èöèåíòà u(r) âäàëè îòãðàíóë. Óðàâíåíèå (14) îïèñûâàåò âñïîìîãàòåëüíóþçàäà÷ó î òîêå jE(r; t), òåêóùåì íàä îäíîðîäíîé ëè�íåéíîé ïëåíêîé ñ ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ, ñîâ�ïàäàþùåé ñ ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòüþ ìàòðèöû.Îòëîæèì ïîêà îáñóæäåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ è ðàñ�ñìîòðèì óðàâíåíèå äëÿ A1. Âåëè÷èíà A1 ÿâëÿåòñÿïîïðàâêîé ê AE , îáóñëîâëåííîé, âî-ïåðâûõ, íàëè÷è�åì ãðàíóë, è, âî-âòîðûõ, íåëèíåéíîñòüþ ìàòðèöû èãðàíóë. Èç ñîîòíîøåíèÿ (11) óðàâíåíèå äëÿ A1 èìå�åò âèä��A1 + uedÆ(z)A1 == dÆ(z)f��(r)(A� S) + ueS+ v(r)(A � S)3g; (15)ãäå �(r) = u(r) � ue. Ïîëüçóÿñü �óíêöèåé �ðèíàýòîãî òðåõìåðíîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,íàéäåííîé â ðàáîòàõ [30, 31℄, ìîæíî ïðåîáðàçîâàòüåãî â äâóìåðíîå èíòåãðàëüíîå:A1(r) = Z G(r; r0)���(r0)A(r0) ++ u(r0)S(r0) + v(r0)(A(r0)� S(r0))3	d2r0; (16)ãäå âñå íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû âçÿòû ïðè z = 0, r �ðàäèóñ-âåêòîð â ïëîñêîñòè x; y, à �óíêöèÿ �ðèíàîïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìG(r; r0) = Z de�iq(r0�r)2q + k20d d2q(2�)2 : (17)Â îäíîì ýòîì âåêòîðíîì óðàâíåíèè äâå íåèçâåñò�íûõ âåëè÷èíû � âåêòîð A1 è ñêàëÿð �. Ïîýòîìóíåîáõîäèìî åùå îäíî ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå. Îíî ìî�æåò áûòü ïîëó÷åíî èç óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿrotB. Áåðÿ îò îáåèõ åãî ÷àñòåé äèâåðãåíöèþ, ïîëó�÷èì div j = 0; (18)îòêóäà, ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî z-êîìïîíåíòà òîêà â ïëåí�êå ðàâíà íóëþ, ïîëó÷èìdiv2fu(r)(A� S)� v(r)(A � S)2(A� S)g = 0; (19)ãäå div2A = �Ax�x + �Ay�y : (20)Äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ (16) è (19) îáðàçóþò çà�ìêíóòóþ ñèñòåìó äëÿ ïîèñêà âåêòîðíîãî ïîòåíöèà�ëà è �àçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà. Èñòî÷íèêîì â ýòèõóðàâíåíèÿõ ÿâëÿåòñÿAE � âåêòîðíûé ïîòåíöèàë òî�êà jE , ðàçìåùåííîãî íàä îäíîðîäíîé ïëåíêîé. Åãî

ìîæíî íàéòè èç óðàâíåíèÿ (14), êîòîðîå ðåøàåò�ñÿ ïðè ïîìîùè èñïîëüçîâàíèÿ �óíêöèè �ðèíà (17).Ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî åñëè õàðàêòåðíîå ðàññòî�ÿíèå îò ïðîâîäà äî ïëåíêè a ìíîãî áîëüøå âåëè�÷èíû (ued)�1, òî õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿAE íà ïëåíêå áóäåò ñîâïàäàòü ñ a. Ïðåäïîëîæèì,÷òî âíåøíèé òîê òå÷åò äîñòàòî÷íî äàëåêî îò ïëåí�êè, ò. å. a ìíîãî áîëüøå âñåõ ìàñøòàáîâ â ïëîñêîñòèïëåíêè, íî ìíîãî ìåíüøå 
=!. Òîãäà ïðè ðåøåíèèñèñòåìû (16), (19) ìîæíî ñ÷èòàòü AE ïîñòîÿííûì âïðîñòðàíñòâå âåêòîðîì.3. ËÈÍÅÉÍÎÅ Ï�ÈÁËÈÆÅÍÈÅÑèñòåìà (16), (19) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé. Áóäåìðåøàòü åå ïî òåîðèè âîçìóùåíèé, ñ÷èòàÿ íåëèíåé�íûå ÷ëåíû ìàëûìè. Òîãäà â íóëåâîì ïðèáëèæå�íèè òàêîé òåîðèè íàéäåì ý��åêòèâíóþ ëèíåéíóþâîñïðèèì÷èâîñòü, à â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíîíàéòè ý��åêòèâíóþ íåëèíåéíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü.Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ñëåäóåò ïðåíåáðå÷ü ÷ëåíà�ìè âèäà (A � S)3. Ïîëó÷àþùàÿñÿ ñèñòåìà íå ìî�æåò áûòü ðåøåíà òî÷íî, åñëè ÷èñëî ãðàíóë äâà èëèáîëüøå. Ñëåäóÿ ìåòîäèêå, èçëîæåííîé â ðàáîòå [16℄,ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæ�äó ãðàíóëàìè L ìíîãî áîëüøå õàðàêòåðíîãî ðàç�ìåðà ãðàíóë b (âûïîëíåíî ïðèáëèæåíèå Ìàêñâåë�ëà � �àðíåòòà), òî ðåøåíèå ïðèáëèæåííî ìîæåò áûòüçàïèñàíî â ñëåäóþùåì âèäå:A(r) = AE + NXk=1A�1(r�Nk); (21)S(r) = NXk=1S�(r�Nk); (22)ãäå A�1 è S� � ðåøåíèå ñèñòåìû äëÿ ñëó÷àÿ ñ îä�íîé öèëèíäðè÷åñêîé ãðàíóëîé,Nk � ïîëîæåíèå öåí�òðà k-é ãðàíóëû, N � ÷èñëî ãðàíóë. Ïëîòíîñòü òîêàîïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìj(r) = (ui(A� S); r 2 granulas;ue(A� S); r 2 matrix: (23)Ôàêòè÷åñêè, ýòî ðåøåíèå èñïîëüçóåò òî îáñòîÿòåëü�ñòâî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è îá îäíîé ãðàíóëå ÿâëÿåòñÿáûñòðî óáûâàþùèì, ïîýòîìó ãðàíóëû âëèÿþò äðóãíà äðóãà ëèøü â ìåðó íåêîåãî ìàëîãî ïàðàìåòðà.Èç-çà ýòîãî ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå, çíàÿ òîëüêîðåøåíèå çàäà÷è îá îäíîé ãðàíóëå [26℄.Çíàÿ ïðîñòðàíñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðíî�ãî ïîòåíöèàëà, ãðàäèåíòà �àçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà1242



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008 Ý��åêòèâíàÿ íåëèíåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü : : :è ïëîòíîñòè òîêà, ìîæíî íàéòè ñîîòíîøåíèå ìåæ�äó èõ óñðåäíåííûìè çíà÷åíèÿìè, êîòîðîå è îïðåäå�ëèò ý��åêòèâíóþ ëèíåéíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü. Ïðî�ñòðàíñòâåííîå óñðåäíåíèå ïðîâîäèòñÿ ñîãëàñíî �îð�ìóëå hGi = 1S ZS G(r) ds; (24)ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî íåêîé îáëàñòè S,âêëþ÷àþùåé â ñåáÿ áîëüøîå ÷èñëî ãðàíóë. Äàëåå,âûðàæàÿ hji ÷åðåç êàëèáðîâî÷íî èíâàðèàíòíóþ ðàç�íîñòü hAi�hSi, ïîëó÷èì èñêîìóþ ý��åêòèâíóþ âîñ�ïðèèì÷èâîñòü. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåòñÿâûðàæåíèå, ïî ñòðóêòóðå ñîâïàäàþùåå ñ èçâåñòíîé�îðìóëîé Ìàêñâåëëà ��àðíåòòà [26℄:ueff = ue + p(ui � ue)A; (25)(ãäå p = NS0=S � îáúåìíàÿ äîëÿ ãðàíóë), íî �îðì��àêòîð A, îïðåäåëÿåìûé çàäà÷åé îá îäíîé ãðàíóëå,îòëè÷àåòñÿ îò �îðì�àêòîðà â ïðîñòîé ïîòåíöèàëü�íîé çàäà÷å. Ôîðìóëà äëÿ íåãî ïðèâåäåíà â Ïðèëî�æåíèè.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ý��åêòèâíîéëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòè ñëåäóåò ðåøèòü çàäà÷óñ îäíîé ãðàíóëîé. Äåòàëüíàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ äëÿñëó÷àÿ ñ îäíîé àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íîé ãðàíóëîé ñðåçêèìè ãðàíèöàìè èçëîæåíà â Ïðèëîæåíèè. Îíàñâîäèò âåêòîðíóþ èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíóþ ñè�ñòåìó (16), (19) ê îäíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþäëÿ �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé (41), êîòîðîå çàòåìðåøàåòñÿ ÷èñëåííî. Ïðè ýòîì âåêòîðíûé ïîòåíöè�àë îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (34), �àçà ïàðàìåòðà ïî�ðÿäêà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëàìè (36), (37). Çíàÿ ÷èñ�ëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû, ìîæíî ñòðîèòü ïðîñòðàí�ñòâåííûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè òîêà, âåêòîðíîãîïîòåíöèàëà è �àçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà.Ïðîàíàëèçèðóåì ýòè ðàñïðåäåëåíèÿ â çàâèñèìî�ñòè îò �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Â çàäà÷å ñ îäíîéãðàíóëîé åñòü òðè õàðàêòåðíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõìàñøòàáà. Ýòî âåëè÷èíû �Pi = �2i =d è �Pe = �2e=d, àòàêæå ðàçìåð ãðàíóëû. Èç íèõ ìîæíî ñîñòàâèòü äâàáåçðàçìåðíûõ ïàðàìåòðà: �e � îòíîøåíèå ðàçìåðàãðàíóëû ê âåëè÷èíå (ued)�1 è �i � îòíîøåíèå ðàçìå�ðà ãðàíóëû ê (uid)�1. Â Ïðèëîæåíèè ïîêàçàíî, ÷òîòîëüêî ýòè ïàðàìåòðû è âëèÿþò íà ðåøåíèå. Ýòîçíà÷èò, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ïàðàìåòðîâ çàäà÷è îá îä�íîé ãðàíóëå ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ (�i; �e). �àçîáüåìýòó ïëîñêîñòü íà õàðàêòåðíûå îáëàñòè. Î÷åâèäíî,êàê �i, òàê è �e íàäî ñðàâíèâàòü ñ åäèíèöåé. Êðîìåòîãî, åñòü åùå ëèíèÿ áèññåêòðèñû: �i = �e, êîòîðàÿñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî ëîíäîíîâñêèå ãëóáèíû ìàò�ðèöû è ãðàíóëû ñîâïàäàþò, ò. å. îäíîðîäíîé ïëåíêå.

κi

κe

∼ 1
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòü jx(x = 0; y) äëÿ ðàçëè÷íûõñîîòíîøåíèé ìåæäó ðàçìåðîì ãðàíóëû è ëîíäîíîâ-ñêèìè äëèíàìè ãðàíóëû è ìàòðèöû. Ïî îñè îðäèíàòîòëîæåíà ïëîòíîñòü òîêà, èçìåðåííàÿ â åäèíèöàõ�(4�)�1
ueAEÂ èòîãå �àçîâàÿ ïëîñêîñòü ðàçáèâàåòñÿ íà õàðàêòåð�íûå îáëàñòè, êîòîðûå ïîêàçàíû íà ðèñ. 2.Ïîñòðîèì ðåøåíèÿ äëÿ âñåõ õàðàêòåðíûõ îáëà�ñòåé �àçîâîé äèàãðàììû. �àññìîòðèì âíà÷àëå ñëó�÷àé �e � 1. Áóäåì äâèãàòüñÿ âäîëü íåêîé ëèíèè,1243
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�èñ. 4. Ëèíèè òîêà ïðè �e = 0:01, �i = 10. Ïî îñÿìîòëîæåíû êîîðäèíàòû x è y, èçìåðåííûå â åäèíè-öàõ ðàçìåðà ãðàíóëû bóäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ �e = 
onst � 1 (íèæ�íÿÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 2). Òåì ñàìûì ìû èçó÷èì âñåîáëàñòè �àçîâîé äèàãðàììû, ãäå �e � 1. Íà÷íåìñî ñëó÷àÿ �e � 1, �i � 1. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçìåðãðàíóëû ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè äëèíà�ìè â óðàâíåíèè äëÿ âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà �2e=d è�2i =d. Â ýòîì ñëó÷àå âíóòðè ãðàíóëû òîê ïîñòîÿíåí(ðèñ. 3), à ñíàðóæè óáûâàåò, ïðè÷åì ïðîñòîé àíàëèçãðà�èêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòî óáûâàíèå ïîä÷èíÿåòñÿçàêîíó 1+
onst=r2. Òàêîå æå ðàñïðåäåëåíèå òîêà ïî�ëó÷èëîñü áû â äâóìåðíîé ¾òîêîñòàòè÷åñêîé¿ çàäà÷å,îïðåäåëÿåìîé óðàâíåíèÿìèdiv j = 0;j = u(r)r�:Òàêèì îáðàçîì, âáëèçè ìàëåíüêèõ ãðàíóë ðåàëèçóåò�ñÿ ïîòåíöèàëüíûé çàêîí îáòåêàíèÿ, êîãäà òîê îïðå�äåëÿåòñÿ ëèøü ãðàäèåíòîì �àçû ïàðàìåòðà ïîðÿä�êà, ïîýòîìó â �îðìóëå (25) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âëè�ÿíèåì âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà è îíà ïðåâðàùàåòñÿ âèçâåñòíóþ �îðìóëó äëÿ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàå�ìîñòè ñìåñè:ueff = u2 + p2u2(u1 � u2)u1 + u2 :Íà÷íåì óâåëè÷èâàòü �i ïðè ïîñòîÿííîì �e. Ýòîñîîòâåòñòâóåò óâåëè÷åíèþ ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâî�ñòè ãðàíóëû ïðè ïîñòîÿííîì ðàçìåðå ãðàíóëû èëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòè ìàòðèöû. Â ìîìåíò, êî�ãäà âîñïðèèì÷èâîñòü ãðàíóëû ïðåâûñèò âîñïðèèì�÷èâîñòü ìàòðèöû, ãðàíóëà íà÷íåò çàòÿãèâàòü â ñåáÿ

òîê. Ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå òîêà áóäåò ïðîäîëæàòüíîñèòü òîêîñòàòè÷åñêèé õàðàêòåð, ïîñêîëüêó �i = �eâñå åùå ìíîãî ìåíüøå åäèíèöû. Ïðîäîëæèì óâåëè�÷èâàòü âîñïðèèì÷èâîñòü ãðàíóëû. Êîãäà �i ñòàíåòïîðÿäêà åäèíèöû, òîê â ãðàíóëå ïåðåñòàíåò áûòü îä�íîðîäíûì, îí íà÷íåò ïðèæèìàòüñÿ ê êðàþ ãðàíó�ëû (ðèñ. 4). Âèäíî, ÷òî ñíàðóæè îò ãðàíóë ëèíèèòîêà íîñÿò ïîòåíöèàëüíûé õàðàêòåð, òîãäà êàê âíó�òðè ãðàíóëû ëèíèè òîêà íà÷èíàþò ïðèæèìàòüñÿ êåå ãðàíèöå, ò. å. ïîÿâëÿåòñÿ ñêèí-ý��åêò. Ýòî âïîëíåàíàëîãè÷íî îáû÷íîìó ðàññåÿíèþ ýëåêòðîìàãíèòíîéâîëíû íà ìåòàëëè÷åñêîì øàðèêå. Ïîêà ðàçìåðû øà�ðèêà ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ãëóáèíîé ñêèí-ñëîÿ, ðàñ�ïðåäåëåíèå òîêà â íåì ïîòåíöèàëüíî è îïðåäåëÿåò�ñÿ òîêîñòàòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, êîãäà ðàçìåðûøàðèêà âåëèêè, ñóùåñòâåí ñêèí-ý��åêò. Òàêèì îá�ðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî åñòü äâà òèïà ëèíèé òî�êà: ïîòåíöèàëüíûå, ò. å. òå, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïî�ëó÷åíû ïðè ðåøåíèè òîêîñòàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èñêèíèðîâàííûå, ïîõîæèå íà ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ïðèó÷åòå ñêèí-ý��åêòà. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðè �e � 1ðàñïðåäåëåíèå òîêà ñíàðóæè ãðàíóëû âñåãäà íîñèòïîòåíöèàëüíûé õàðàêòåð, òîãäà êàê ðàñïðåäåëåíèåâíóòðè ãðàíóëû ïðè �i � 1 ïîòåíöèàëüíîå, à ïðè�i � 1 � ñêèíèðîâàííîå.�àññìîòðèì òåïåðü ðåøåíèÿ ïðè �e � 1. Ïðè ìà�ëûõ �i àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ñíàðóæè îò ãðàíóëûðàñïðåäåëåíèå òîêà íîñèò ñêèíèðóþùèé õàðàêòåð,òîãäà êàê âíóòðè � ïîòåíöèàëüíûé. Íàêîíåö, ïðè�e � 1 è �i � 1 ðàñïðåäåëåíèÿ êàê âíóòðè, òàê èâíå áóäóò ñêèíèðîâàííûìè (ðèñ. 3). Â ýòîì ñëó÷àåîòìåòèì, ÷òî åñëè îòîéòè îò ãðàíèöû ãðàíóëû íàðàññòîÿíèå, ìíîãî áîëüøåå ãëóáèíû ñêèí-ñëîÿ, òîòîê ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíûì, ïðè÷åì âåëè÷èíà åãîðàâíà åäèíèöå êàê ñíàðóæè, òàê è âíóòðè ãðàíóëû.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè è ïðîàíàëèçèðîâà�ëè ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îäíîé àêñèàëüíî ñèììåòðè÷�íîé ãðàíóëå íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Ïîä�âîäÿ èòîãè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âîçìîæíû äâà òèïàðàñïðåäåëåíèÿ òîêà � ïîòåíöèàëüíîå è ñêèíèðîâàí�íîå. Ïðè ýòîì òèï ðàñïðåäåëåíèÿ òîêà âíóòðè ãðà�íóëû îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî �i, à òèï ðàñïðåäåëåíèÿòîêà â ìàòðèöå îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî �e.Òàêèì îáðàçîì, ìû çíàåì ðåøåíèå ñèñòåìû (16),(19) â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè. Ïðè äàëüíåéøåì íà�õîæäåíèè íåëèíåéíûõ ïîïðàâîê ýòî ðåøåíèå áóäåòÿâëÿòüñÿ íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì.1244



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008 Ý��åêòèâíàÿ íåëèíåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü : : :4. ÍÀÕÎÆÄÅÍÈÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕÏÎÏ�ÀÂÎÊ È ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÉÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ ÂÎÑÏ�ÈÈÌ×ÈÂÎÑÒÈÄëÿ îïðåäåëåíèÿ ý��åêòèâíîé íåëèíåéíîé âîñ�ïðèèì÷èâîñòè âåðíåìñÿ ê èñõîäíîé ñèñòåìå óðàâ�íåíèé (16), (19). Ìû èùåì ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìûïî òåîðèè âîçìóùåíèé, ñ÷èòàÿ íåëèíåéíûå ÷ëåíûv(r)(A � S)3 ìàëûìè. �åøåíèå èùåòñÿ â âèäå ðÿäàA1 = Al1 +Anl1 + : : : ; (26)S = Sl + Snl + : : : (27)Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû íàøëè ïåðâîå ñëàãàåìîå âýòèõ ðÿäàõ, ò. å. ïîëíîñòüþ ïðåíåáðåãëè ÷ëåíàìè âè�äà v(r)(A�S)3. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ý��åêòèâíîé íåëè�íåéíîñòè ñëåäóåò íàéòè ïîïðàâêè, âîçíèêàþùèå ïðèó÷åòå ýòèõ ÷ëåíîâ. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (26) è (27)â óðàâíåíèÿ (16) è (19), ïîëó÷èì äëÿ Anl1 è Snl ñëå�äóþùèå óðàâíåíèÿ:Anl1 = Z G���(r0)Anl1 + u(r0)Snl ++ v(r0)(AE +Al1 � Sl)3	 d2r0; (28)div2 �u(r)(Anl1 �Snl)�v(r)(AE+Al1�Sl)3	 = 0: (29)Âåëè÷èíû Al1 è Sl, êîòîðûå ìû çíàåì èç ïðåäûäó�ùåãî ðàçäåëà, ÿâëÿþòñÿ èñòî÷íèêàìè â ýòèõ óðàâíå�íèÿõ. Ïðèñòóïèì ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîé ñèñòåìû.Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî çàâèñèìîñòü êîý��èöè�åíòîâ ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû îò êîîðäèíàò ïîâòî�ðÿåò êîîðäèíàòíóþ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ ñè�ñòåìû íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ, ò. å. u(r) è v(r) ðàâíûñîîòâåòñòâåííî ui è vi âíóòðè ãðàíóë è ue è ve ñíà�ðóæè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ðàññóæäåíèÿ, ïðèìåíåííûåäëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîé çàäà÷è ñî ìíîãèìè ãðàíóëà�ìè, ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñèñòåìû (28), (29). Ïîýòîìóäîñòàòî÷íî ðåøèòü íåëèíåéíóþ çàäà÷ó îá îäíîé ãðà�íóëå, à ðåøåíèå ìíîãîãðàíóëüíîé çàäà÷è ñòðîèòñÿïî �îðìóëàì âèäà (21), (22).Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ñ îäíîé ãðàíóëîé ðåøàåò�ñÿ ïî ìåòîäèêå, àíàëîãè÷íîé ðåøåíèþ ëèíåéíîéçàäà÷è ñ îäíîé ãðàíóëîé. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó âèñòî÷íèêè óðàâíåíèé (28), (29) âõîäèò âåëè÷èíà(AE + Al1 � Sl), âîçâåäåííàÿ â êóá, â ðåøåíèè áó�äóò íå òîëüêî íóëåâàÿ è âòîðàÿ ãàðìîíèêè ïî ïîëÿð�íîìó óãëó �, îïðåäåëÿþùèå äèïîëüíûé âêëàä, íî è÷åòâåðòàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðóïîëüíîìó ÷ëåíó.Ýòî ïðèâîäèò ê áîëüøîé ãðîìîçäêîñòè âû÷èñëåíèé,
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�èñ. 5. Çàâèñèìîñòü ïðîåêöèè âåêòîðà u(Anl�Snl)íà îñü x îò y ïðè x = 0. Ïî îñè àáñöèññ îò-ëîæåíî ðàññòîÿíèå â åäèíèöàõ ðàçìåðà ãðàíóëû.Ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíî u(Anlx � Snlx ) â åäèíèöàõueAE. �ðà�èê ïîñòðîåí ïðè �e = 100, �i = 0:8�e,vi = ve = 0:001ue=A2E. Ïóíêòèðíîé ëèíèåé íàðèñî-âàíà òà æå âåëè÷èíà, íî â ñëó÷àå ui = ue � îäíî-ðîäíîé ïëåíêè áåç ãðàíóëûè ìû èõ ïðèâîäèòü íå áóäåì. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî ëî�ãèêà âû÷èñëåíèé ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íà ëîãèêå ðàñ�÷åòà â ëèíåéíîé çàäà÷å.Ïðè àíàëèçå ïîëó÷àþùèõñÿ ðåçóëüòàòîâ áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî íåëèíåéíîñòè ãðàíóë è ìàòðèöû ñîâïà�äàþò, ò. å. vi = ve. Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òîïðè vi 6= ve íå ïîÿâëÿåòñÿ êàêèõ-ëèáî ñóùåñòâåííûõîñîáåííîñòåé. Íà÷íåì ñ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ îäíî�ðîäíîé ïëåíêè, êîãäà ui = ue. Â ýòîì ñëó÷àåAl1 = 0,ïîýòîìó A1 = Anl1 . Ñèñòåìà (28), (29) ðåøàåòñÿ âýòîì ñëó÷àå òî÷íî è ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî Anl1 = vi=ui(ãäå v èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ ue=A2E). Ïîýòîìó äëÿâûïîëíåíèÿ óñëîâèé ïðèìåíèìîñòè òåîðèè âîçìóùå�íèé äîëæíî áûòü vi=ui � 1 èëè â ðàçìåðíûõ åäèíè�öàõ viA2E=ui � 1. �àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäàëèíåéíûå âîñïðèèì÷èâîñòè ãðàíóëû è ìàòðèöû íåñîâïàäàþò. �ðà�èê çàâèñèìîñòè íåëèíåéíîé ïîïðàâ�êè îò êîîðäèíàòû äëÿ ñëó÷àÿ ui = 0:8ue ïðèâåäåííà ðèñ. 5. Âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà u(Anlx � Snlx ) èìååòðåçêèå ýêñòðåìóìû âáëèçè ãðàíèöû ãðàíóëû, à íàáîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ñîâïàäàåò ñ ïîïðàâêîé â îäíî�ðîäíîì ñëó÷àå.Äåòàëüíîå èçó÷åíèå íåëèíåéíûõ ïîïðàâîê íå îá�íàðóæèâàåò êàêèõ-ëèáî êà÷åñòâåííûõ îñîáåííîñòåé,ïîýòîìó ìû ñðàçó ïðèâåäåì îòâåò äëÿ ý��åêòèâíîéíåëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòè:1245



Â. Â. Êóðèí, À. À. Óòêèí ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008veff = ve + p(vi � ve) + p veue Xk=i;e uk(N1)k ++ p Xk=i;e vk(N2)k � pveN3 � 3pveL; (30)ãäå (N1)i;e; (N2)i;e; N3 � �îðì�àêòîðû, îïðåäåëÿå�ìûå íåëèíåéíûìè ïîïðàâêàìè â çàäà÷å ñ îäíîé ãðà�íóëîé, L � �îðì�àêòîð, îïðåäåëÿåìûé ðåøåíèåìëèíåéíîé çàäà÷è îá îäíîé ãðàíóëå.Ïðîàíàëèçèðóåì ïîëó÷åííûå îòâåòû. Èç âûðà�æåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòè (25) âèäíî,÷òî ñðåäíÿÿ ëèíåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ìîæåò ïðè�íèìàòü çíà÷åíèÿ òîëüêî èç èíòåðâàëà ìåæäó ui èue, êàêèì áû íè áûë �îðì�àêòîð A. Äëÿ íåëèíåé�íîé æå âîñïðèèì÷èâîñòè òàêèõ îãðàíè÷åíèé íåò, îíàìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ â çàâèñèìîñòè îò�îðì�àêòîðîâ, âõîäÿùèõ â �îðìóëó (30). �àññ÷èòà�åì íåëèíåéíóþ âîñïðèèì÷èâîñòü (30) äëÿ âñåãî äèà�ïàçîíà �èçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Ïóñòü, êàê è ïðåæ�äå, vi = ve = v. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ ui = ue, ò. å. ðà�âåíñòâà ïðîâîäèìîñòåé. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþîäíîðîäíîé ïëåíêè, ïîýòîìó î÷åâèäíî, ÷òî veff = v.Òåïåðü èçó÷èì, ÷òî áóäåò ïðîèñõîäèòü, åñëè ïðîâî�äèìîñòü ãðàíóëû íå ðàâíà ïðîâîäèìîñòè ìàòðèöû.�åçóëüòàòû äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ ãðàíóë ïðèâå�äåíû íà ðèñ. 6. Âèäíî, ÷òî ý��åêòèâíàÿ íåëèíåé�íîñòü ñèëüíî ðàñòåò ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ãðà�íóëû è óìåíüøåíèè åå ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòè.Â ñëó÷àå æå, êîãäà ïðîâîäèìîñòü ãðàíóëû áîëüøåïðîâîäèìîñòè ìàòðèöû, ý��åêòèâíàÿ íåëèíåéíîñòüïðàêòè÷åñêè ðàâíà v (÷óòü ìåíüøå, êàê âèäíî èç÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîñòèæå�íèÿ áîëüøîé íåëèíåéíîñòè íåîáõîäèìî, ÷òîáû ëè�íåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ãðàíóë áûëà áû ìåíüøå ëè�íåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòè ìàòðèöû. Çàâèñèìîñòü ý���åêòèâíîé íåëèíåéíîñòè îò ðàçìåðà ãðàíóëû äëÿñëó÷àÿ ui = 0:01ue ïðèâåäåíà íà ðèñ. 7.Ý��åêò ñèëüíîãî (â ðàçû) íàðàñòàíèÿ ý��åê�òèâíîé íåëèíåéíîñòè ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ãðà�íóë ñâÿçàí ñ õàðàêòåðîì îáòåêàíèÿ òîêîì ãðàíóë. Âñëó÷àå, êîãäà ãðàíóëû ìàëåíüêèå, îáòåêàíèå íîñèòïîòåíöèàëüíûé õàðàêòåð, òîê âíóòðè ãðàíóëû ïðàê�òè÷åñêè îäíîðîäåí è íåò ðåçêèõ íåîäíîðîäíîñòåé âåãî ðàñïðåäåëåíèè. Â ñëó÷àå æå áîëüøèõ ãðàíóë òîêïðèæèìàåòñÿ ê ãðàíèöå ãðàíóëû è äîñòèãàåò âáëè�çè íåå áîëüøèõ âåëè÷èí. Ïðè ðàñ÷åòå íåëèíåéíûõ�îðì�àêòîðîâ ýòà áîëüøàÿ âåëè÷èíà, áóäó÷è âîç�âåäåííîé â êóá, äàåò íåïðîïîðöèîíàëüíî áîëüøîéâêëàä â ñðåäíåå, ÷òî è ïðèâîäèò ê áîëüøîé âåëè�÷èíå ý��åêòèâíîãî êîý��èöèåíòà íåëèíåéíîñòè.
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�èñ. 6. Çàâèñèìîñòü ý��åêòèâíîé íåëèíåéíîñòèîò ïðîâîäèìîñòè ãðàíóëû ïðè ðàçëè÷íûõ ðàçìå-ðàõ ãðàíóëû. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíà ïðîâîäè-ìîñòü ãðàíóëû â åäèíèöàõ ïðîâîäèìîñòè ìàòðèöû,ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíà ý��åêòèâíàÿ íåëèíåé-íîñòü â åäèíèöàõ v = vi = ve
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�èñ. 7. Çàâèñèìîñòü ý��åêòèâíîé íåëèíåéíîñòè îòðàçìåðà ãðàíóëû. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåí ðàçìåðãðàíóëû â åäèíèöàõ ý��åêòèâíîé äëèíû â ìàòðè-öå (ued)�1, ïî îñè îðäèíàò îòëîæåíà ý��åêòèâíàÿíåëèíåéíîñòü â åäèíèöàõ v = vi = ve5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÈñïîëüçóÿ ïðèáëèæåíèå Ìàêñâåëëà ��àðíåòòà,íàì óäàëîñü íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîìàãíèò�íûõ ïîëåé è òîêîâ â çàäà÷å î òîíêîé ãðàíóëèðîâàí�íîé ñâåðõïðîâîäÿùåé ïëåíêå. Íà îñíîâå ïîëó÷åííî�ãî ðåøåíèÿ íàéäåíû ý��åêòèâíûå ëèíåéíàÿ è íåëè�íåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòè. Îêàçàëîñü, ÷òî ý��åêòèâ�1246



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008 Ý��åêòèâíàÿ íåëèíåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü : : :íàÿ ëèíåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü, êîòîðàÿ åñòü ïðîñòîîáðàòíàÿ ëîíäîíîâñêàÿ ãëóáèíà â êâàäðàòå, âñåãäàóäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþmin(ui; ue)� ueff � max(ui; ue):Äëÿ íåëèíåéíîé æå âîñïðèèì÷èâîñòè òàêîãî îãðà�íè÷åíèÿ íåò, îíà ìîæåò áûòü ëþáîé. �èñóíîê 7 äå�ìîíñòðèðóåò, ÷òî ý��åêòèâíàÿ íåëèíåéíîñòü ìîæåòâ ðàçû ïðåâûøàòü íåëèíåéíîñòè êàæäîé èç êîì�ïîíåíò. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîãî íåîáõîäèìî äåëàòüáîëüøèå ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíîé äëèíîé �2e=dãðàíóëû ñ ëîíäîíîâñêîé ãëóáèíîé, áîëüøåé ÷åì ëîí�äîíîâñêàÿ ãëóáèíà ìàòðèöû. Íà ðèñ. 7 âèäíî, ÷òî÷åì áîëüøå ðàçìåð ãðàíóë, òåì áîëüøå íåëèíåé�íîñòü. Àíàëîãè÷íàÿ çàâèñèìîñòü ý��åêòèâíîé íåëè�íåéíîñòè îò ðàçìåðà íåîäíîðîäíîñòåé áûëà èçìåðå�íà â ðàáîòå [32℄, â êîòîðîé ýêñïåðèìåíòàëüíî èçó÷à�ëàñü çàâèñèìîñòü íåëèíåéíîãî îòêëèêà íà òðåòüåéãàðìîíèêå ïîäàâàåìîãî ïîëÿ îò ðàçìåðà ãðàíóë.Îáñóäèì âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ ïîñòðîåííîéíàìè òåîðèè. Ïîñêîëüêó â íîðìàëüíîì ñîñòîÿíèèÂÒÑÏ ÿâëÿþòñÿ ìåòàëëàìè, èíòåðåñíî áûëî áûó÷åñòü íîðìàëüíûé òîê, ðàññìîòðåâ ñâåðõïðîâîä�íèê â ðàìêàõ äâóõæèäêîñòíîé ìîäåëè. Ïîñêîëüêóïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè ìû ðåøàëè òîëüêî ëèíåé�íûå óðàâíåíèÿ, òàêîå îáîáùåíèå ëåãêî ïðîâåñòèíà îñíîâå ìåòîäà êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä. Âåñüìàïðèâëåêàòåëüíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèåçàäà÷è ïðè íàëè÷èè ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Â ñëó÷àå ãðàíóëèðîâàííîé ñðåäû ýêðàíèðóþùèéòîê, ñâÿçàííûé ñ ýòèì ïîñòîÿííûì ïîëåì, áóäåòêîíöåíòðèðîâàòüñÿ âáëèçè ãðàíóë, èç-çà ÷åãî êî�ý��èöèåíò íåëèíåéíîñòè ìîæåò áûòü áîëüøå ïîñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì îòñóòñòâèÿ ïîëÿ. Èíòåðåñíàïðîáëåìà îá îïòèìèçàöèè �îðìû ãðàíóë äëÿ äî�ñòèæåíèÿ íàèáîëüøåé ý��åêòèâíîé íåëèíåéíîñòè.Ìû óâèäåëè, ÷òî ðîñò íåëèíåéíîñòè ñâÿçàí ñ óâåëè�÷åíèåì êîíöåíòðàöèè òîêà. Åñëè ñäåëàòü ãðàíóëûíå êðóãëûìè, à áîëåå ñëîæíîé �îðìû, òî ìîæíîåùå ïîâûñèòü êîíöåíòðàöèþ òîêà, è òåì ñàìûì,óâåëè÷èòü íåëèíåéíîñòü.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò �06-02-16592-à) è â ðàìêàõ ïðîãðàìì�ÀÍ ¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà¿, ¾Êâàíòîâàÿ ìàêðî��èçèêà¿, ¾Ïðîáëåìû ðàäèî�èçèêè¿.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÂ ñëó÷àå, êîãäà åñòü îäíà àêñèàëüíî ñèììåòðè÷�íàÿ ãðàíóëà, ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà (16), (19) ìî�æåò áûòü ñóùåñòâåííî óïðîùåíà.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ïîñòîÿííîìAE çàäà÷à îá îä�íîé êðóãëîé ãðàíóëå îáëàäàåò îïðåäåëåííîé ñèììåò�ðèåé. Èìåííî, âñå âåêòîðíûå âåëè÷èíû êàê �óíêöèèêîîðäèíàò äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì ñîîò�íîøåíèÿì:Ax(x;�y) = Ax(x; y); Ax(�x; y) = Ax(x; y);Ay(x;�y) = �Ay(x; y);Ay(�x; y) = �Ay(x; y); (31)ãäå íà÷àëî êîîðäèíàò âçÿòî â öåíòðå ãðàíóëû, à îñüx íàïðàâëåíà âäîëü âíåøíåãî ïîëÿ AE . Ââåäåì ïî�ëÿðíûå êîîðäèíàòû (r; �) íà ïëîñêîñòè (x; y), ïðè�÷åì ïîëÿðíûé óãîë � áóäåì îòñ÷èòûâàòü îò íàïðàâ�ëåíèÿ x. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå äëÿ âåêòîðíîãî ïî�òåíöèàëà â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå ïî ïåðå�ìåííîé �. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèé (31) ÿñíî, ÷òî Axðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä ïî êîñèíóñàì, à Ay ðàñêëàäû�âàåòñÿ â ðÿä ïî ñèíóñàì, ïðè÷åì â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõïðèñóòñòâóþò òîëüêî ÷åòíûå ãàðìîíèêè.Çàïèøåì óðàâíåíèÿ â áåçðàçìåðíîì âèäå. Áóäåìèçìåðÿòü âåêòîðíûé ïîòåíöèàë è ãðàäèåíò �àçû ïà�ðàìåòðà ïîðÿäêà S â åäèíèöàõ âíåøíåãî ïîòåíöèà�ëà AE , à äëèíó â åäèíèöàõ ðàçìåðà ãðàíóë b. Âñåäàëüíåéøèå ñîîòíîøåíèÿ áóäåì ïèñàòü äëÿ íîâûõ,áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí.Äëÿ äàëüíåéøåãî ïðîäâèæåíèÿ ïðåäïîëîæèì,÷òî ãðàíèöû ãðàíóë ÿâëÿþòñÿ ðåçêèìè. Â ýòîì ñëó�÷àå õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì èçìåíåíèÿ ïîëåé ìî�æåò áûòü ëèáî âåëè÷èíà (ud)�1, ñîâïàäàþùàÿ ñ ý���åêòèâíîé ãëóáèíîé ïðîíèêíîâåíèÿ â ïëåíêó �2=d[31℄, ëèáî ðàçìåð ãðàíóë b. Ïðåäïîëîæåíèå î ðåçêèõãðàíèöàõ áóäåò ñàìîñîãëàñîâàííûì, åñëè õàðàêòåð�íûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ ëèíåéíîé âîñïðèèì÷èâîñòèL ìíîãî ìåíüøå ýòèõ âåëè÷èí. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ òðå�áîâàíèå ê �îðìóëå (7), äëÿ L íàõîäèì óñëîâèå� � L� minf(ud)�1; bg:Â ñëó÷àå ðåçêèõ ãðàíèö ãðàíóë óðàâíåíèå (19)ïåðåéäåò â �2� = 0 (32)âíóòðè è âíå ãðàíóëû è óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè íàãðàíèöå íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû âåêòîðàu(r)(A1 +AE � S) (33)è �àçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà �. ×òîáû ðåøèòü óðàâ�íåíèå (32) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (33), íåîáõîäèìîçíàòü A1, íî A1 ñàìî ÿâëÿåòñÿ íåèçâåñòíîé âåëè�÷èíîé. Ïðåäóãàäàåì âèä A1 èñõîäÿ èç ñëåäóþùåãîíàáëþäåíèÿ. Åñëè áû âåêòîð A1 +AE áûë ïîñòîÿí�íûì â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîì, òî óðàâíåíèå (32) ñ1247



Â. Â. Êóðèí, À. À. Óòêèí ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (33) íåìåäëåííî ðåøèëîñü áû.Ïðè ýòîì Sx è Sy ñîäåðæàëè áû òîëüêî íóëåâóþ èâòîðóþ ãàðìîíèêè ïî �, óìíîæåííûå íà îïðåäåëåí�íûå �óíêöèè îò êîîðäèíàò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñåâåêòîðû â çàäà÷å èìåþò òàêóþ ñòðóêòóðó, è áóäåìèñêàòü äëÿ A1 ðåøåíèå â âèäåA1x(r; �) = f0(r) + f2(r) 
os 2�;A1y(r; �) = f2(r) sin 2�; (34)ãäå f0(r) è f2(r) � íåêèå íåèçâåñòíûå �óíêöèè. Ýòîïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó (32), (33).Â ãðàíè÷íîå óñëîâèå (33) âõîäèò íîðìàëüíàÿ ê ãðà�íóëå êîìïîíåíòà âåêòîðíîãî ïîòåíöèàëà. Îíà ñîâïà�äàåò ñ ïðîåêöèåé íà íàïðàâëåíèå r è ðàâíàAn = Ar = AEr+A1r = (1+f0(1)+f2(1)) 
os�: (35)Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî íåèçâåñòíîãî âåêòîðíîãî ïî�ëÿ A1 â ãðàíè÷íîå óñëîâèå âõîäÿò òîëüêî íåèçâåñò�íûå ñêàëÿðíûå ïàðàìåòðû f0(1) è f2(1), è çàäà÷àðåøàåòñÿ. Äëÿ �àçû ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ïîëó÷èì�i = 2�AEb�0 (P; r); �e = 2�AEb�0 (P; r)r2 ; (36)ãäå �i � �àçà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà âíóòðè ãðàíóëû,�e � �àçà ïàðàìåòðà ïîðÿäêà ñíàðóæè ãðàíóëû, àP � äèïîëüíûé ìîìåíò ãðàíóëû,P = ui � ueui + ue (1 + f0(1) + f2(1)); (37)ãäå ui � ëèíåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü ãðàíóëû. Òàêèìîáðàçîì, ìû íàøëè �àçó ïàðàìåòðà ïîðÿäêà, íî âïîëó÷åííîì ðåøåíèè åñòü íåèçâåñòíàÿ âåëè÷èíà �çíà÷åíèå f0(r) + f2(r) íà ãðàíèöå ãðàíóëû.Òåïåðü ïîäñòàâèì ïîëó÷åííîå ðåøåíèå äëÿ Sâ óðàâíåíèå äëÿ A1 (16). Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ,âî-ïåðâûõ, äîêàçàòåëüñòâî ïðàâèëüíîñòè âûáîðà âè�äà ðåøåíèÿ (34) äëÿ A1, è, âî-âòîðûõ, âûâîä óðàâíå�íèé äëÿ f0(r) è f2(r). Ñïðîåêòèðóåì óðàâíåíèå (16)íà îñü x è ïîäñòàâèì â íåãî Sx, ïîëó÷àþùååñÿ äè���åðåíöèðîâàíèåì ïî x �îðìóëû (36), è A1x èç (34).Ïîëó÷èìf0(r) + f2(r) 
os 2� = Z G(r; �; r0; �0)�� ���(r0)(1 + f0(r0) + f2(r0) 
os 2�0) ++ u(r0)Sx(r0; �0)	r0dr0d�0: (38)Èíòåãðàë, ñòîÿùèé ñïðàâà, áóäåì âû÷èñëÿòü êàêñóììó èíòåãðàëîâ îò îòäåëüíûõ ñëàãàåìûõ, âõîäÿ�ùèõ â ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå. Âñå îíè èìå�þò âèä R G(r; r0)t(r0) ds0, ãäå t(r0) � íåêàÿ �óíêöèÿ.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ �ðèíà G(r; r0), îïðå�äåëÿåìàÿ �îðìóëîé (17), ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îò êîì�áèíàöèè r � r0, ïîýòîìó èíòåãðàëû ÿâëÿþòñÿ ñâåðò�êàìè �óíêöèé G è t. ÏîýòîìóZ G(r; r0)t(r0) ds0 = Z Gqtqeiq�r d2q(2�)2 ; (39)ãäå tq è Gq � �óðüå-îáðàçû t è G. Èç �îðìóëû (17)ñëåäóåò, ÷òî Gq = d2q + ued : (40)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ íàìíåîáõîäèìî íàõîäèòü tq â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó�÷àå, à çàòåì ïîëüçîâàòüñÿ �îðìóëîé (39). Ïðîâî�äÿ íåîáõîäèìûå âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëå (39), ìîæ�íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ t(r0) âèäà g0(r) + g2(r) 
os 2�ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå âèäàG0(r)+G2(r) 
os 2�, ãäå g0, g2, G0 è G2 � �óíêöèè r,ò. å. çàâèñèìîñòü îò óãëà � íå ìåíÿåòñÿ ïðè èíòåãðè�ðîâàíèè. Òîãäà, ïðèðàâíèâàÿ êîý��èöèåíòû ïåðåä
os 0� è 
os 2� â óðàâíåíèè (38), ìîæíî ïîëó÷èòü èñ�êîìûå óðàâíåíèÿ äëÿ f0(r) è f2(r). Óðàâíåíèå äëÿf0 èìååò âèäf0(r) = (���+ �iP )
0(r)���L0f0; (41)ãäå �e = uedb � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, ðàâíûé îò�íîøåíèþ ðàçìåðà ãðàíóëû ê �2e=d, �i = uidb, �� == �i � �e, ëèíåéíûé îïåðàòîð L0 îïðåäåëÿåòñÿ âû�ðàæåíèåì L0 = 1Z0 H0(r; r0) (r0) dr0; (42)H0(r; r0) = 1Z0 qr0J0(qr0)J0(qr)2q + �e dq; (43)ñâîáîäíûé ÷ëåí 
0 èìååò âèä
0(r) = 1Z0 J1(qr0)J0(qr)2q + �e dq: (44)Óðàâíåíèå äëÿ âòîðîé íåèçâåñòíîé �óíêöèè f2 íàõî�äèòü íå áóäåì, ïîñêîëüêó f2(r) îäíîçíà÷íî ñâÿçàíàñ f0(r) ñîîòíîøåíèåì divA1 = 0, îòêóäàf2(r) = 2r2 rZ0 (f0(r0)� f0(r))r0dr0: (45)1248



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 6, 2008 Ý��åêòèâíàÿ íåëèíåéíàÿ âîñïðèèì÷èâîñòü : : :Óðàâíåíèå (41) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíå�íèåì äëÿ îäíîé ñêàëÿðíîé �óíêöèè îò îäíîãî ñêà�ëÿðíîãî àðãóìåíòà. Çàìåòèì, ÷òî â íåãî âõîäèò äè�ïîëüíûé ìîìåíò ãðàíóëû P , êîòîðûé ñàì ÿâëÿåòñÿ�óíêöèîíàëîì, çàâèñÿùèì îò çíà÷åíèÿ f0 íà ãðàíè�öå ãðàíóëû. Ìû îáîéäåì ýòî çàòðóäíåíèå ñëåäóþ�ùèì îáðàçîì. Ïóñòü f�(r) � ðåøåíèå âñïîìîãàòåëü�íîãî óðàâíåíèÿf�(r) = 
0(r) ���L0f�: (46)Òîãäà ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ f�(r) = B
0(r)���L0f�,ãäå B � êîíñòàíòà, áóäåò Bf�(r). Ïîýòîìó ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ (41) áóäåòf0(r) = (���+ �1P )f�(r); (47)à âåëè÷èíà f�(r) ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî íàéäåíà èçóðàâíåíèÿ (46).Äëÿ ïîëíîãî çàìûêàíèÿ çàäà÷è íåîáõîäèìî ñî�ñòàâèòü óðàâíåíèå ñàìîñîãëàñîâàíèÿ äëÿ âåëè÷èíûf0(1), êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (47), âçÿ�òîãî ïðè r = 1:f0(1) = (���+ �1(1 + f0(1) + f2(1)))f�(r): (48)�åøàÿ åãî, íàéäåì f0(1), à çàòåì è äèïîëüíûé ìî�ìåíò â âèäåP = �0�1� 2�� 1Z0 f�(r)r dr1A��0�1� 2��1 1Z0 f�(r)r dr1A�1 ; (49)ãäå � = ui � ueui + ue :Èòàê, çàäà÷à ñâåëàñü ê ïîèñêó f�(r) � ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (46). Ýòî óðàâíåíèå íå ìîæåò áûòü ðåøå�íî àíàëèòè÷åñêè, îäíàêî õîðîøî ðåøàåòñÿ ÷èñëåí�íî. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ åãî ñëåäóåò ïðåîáðàçî�âàòü. Äåëî â òîì, ÷òî (46) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûìóðàâíåíèåì ñ ñèíãóëÿðíûì ïðè r = r0 ÿäðîì. Ïîýòî�ìó ìû, óìíîæèâ ýòî óðàâíåíèå íà rJ0(q00r) è ïðîèí�òåãðèðîâàâ ïî r îò 0 äî 1, ïîëó÷èì íîâîå èíòåãðàëü�íîå óðàâíåíèå
q = pq ��� 1Z0 q02q0 + �eHqq0
q0dq0 (50)
 êîíå÷íûì âñþäó ÿäðîìHqq0 = qJ1(q)J0(q0)� q0J1(q0)J0(q)q2 � q02 : (51)

Ýòî óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì ðåëàêñà�öèè. Çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ÿäðî âñþäó êîíå÷íî, ìåòîääàåò áûñòðóþ ñõîäèìîñòü íà âñåì ïðîñòðàíñòâå ïà�ðàìåòðîâ. Ôóíêöèÿ f�(r) çàòåì ìîæåò áûòü âûðà�æåíà ÷åðåç 
q ïî �îðìóëåf�(r) = 
0(r) � 1Z0 qJ0(qr)2q + �e 
qdq: (52)Ïîñëå ýòîãî ïî �îðìóëàì (49), (47) è (45) âîññòàíàâ�ëèâàþòñÿ âåêòîðíûé ïîòåíöèàë è ïëîòíîñòü òîêà.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ý��åêòèâíîé ëèíåéíîé âîñïðè�èì÷èâîñòè ñëåäóåò ïîäñòàâèòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿâ �îðìóëû (21), (22) è ïðîâåñòè ïðîñòðàíñòâåííîåóñðåäíåíèå. Â ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèéìîæíî ïîëó÷èòü �îðìóëó (25) ñ âûðàæåíèåì äëÿ�îðì�àêòîðà A âèäàA = 1 + hf0ii � P;ãäå P � äèïîëüíûé ìîìåíò ãðàíóëû, îïðåäåëÿåìûé�îðìóëîé (49), hf0ii = 2 1Z0 rf0(r) dr; (53)à f0(r) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (47).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. L. Zhang et al., Phys. Rev. E 74, 056615 (2006).2. Â. �. Âåñåëàãî, ÓÔÍ 92, 517 (1967).3. S. John, Phys. Rev. Lett. 58, 2486 (1987).4. E. Yablonovi
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