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ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ Ò�ÀÍÑÏÎ�Ò Â ÑËÎÆÍÛÕ��ÅÁÅØÊÎÂÛÕ ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÀÕÂ. Þ. Çàáóðäàåâ b, Ï. Â. Ïîïîâ a, À. Ñ. �îìàíîâ a, Ê. Â. ×óêáàð a*a�îññèéñêèé íàó÷íûé öåíòð ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò¿123182, Ìîñêâà, �îññèÿbInstit�ut f�ur Theoretis
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he Universit�at BerlinD-10623, Berlin, GermanyÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 6 íîÿáðÿ 2007 ã.Ñ ïîìîùüþ åäèíîãî ñòðîãîãî ïîäõîäà âûâåäåíû óðàâíåíèÿ â äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ, îïèñûâàþùèå ñóá-äè��óçèîííûé ïåðåíîñ â ãðåáåøêîâûõ ñòðóêòóðàõ ðàçëè÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ñëîæíîñòè. Îáðàùàåòñÿâíèìàíèå íà îáùóþ íåòðèâèàëüíîñòü âëèÿíèÿ âêëàäà íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö íà âñþ ïîñëå-äóþùóþ ýâîëþöèþ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîäÿùèõñÿ â êîíòàêòå ñòðóêòóð ñ ñèëüíîðàçëè÷àþùèìèñÿ äðîáíûìè ïîêàçàòåëÿìè, èìåþùèå êà÷åñòâåííûå âàæíûå äëÿ ïðàêòèêè îñîáåííîñòè.PACS: 05.40.Fb, 05.45.Df1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ïîñëåäíèå ãîäû ïðèñòàëüíîå âíèìàíèå ïðè�âëåêàåò òàê íàçûâàåìûé íåñòàíäàðòíûé ñòîõàñòè�÷åñêèé ïåðåíîñ, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèÿìè â äðîá�íûõ ïðîèçâîäíûõ. Ìàòåìàòè÷åñêèì è �èçè÷åñêèìàñïåêòàì ýòîãî ÿâëåíèÿ ïîñâÿùåíî ìíîæåñòâî îáçîð�íûõ (ñì., íàïðèìåð, [1�5℄) è îðèãèíàëüíûõ ñòàòåé.Î÷åíü óäîáíûì è øèðîêî èñïîëüçóåìûì ¾ïîëèãî�íîì¿ äëÿ àíàëèçà îñîáåííîñòåé è çàêîíîìåðíîñòåéäðîáíîãî òðàíñïîðòà ÿâëÿþòñÿ ãðåáåøêîâûå ñòðóê�òóðû � âñëåäñòâèå ïðîñòîòû è íàãëÿäíîñòè ïðè÷èí,ïðèâîäÿùèõ ê îòëè÷èÿì îò êëàññè÷åñêîé äè��ó�çèè, à òàêæå óäîáñòâó òåîðåòè÷åñêîãî îïåðèðîâàíèÿ.Îíè áûëè îäíèìè èç ïåðâûõ �èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ,äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà áûëè êàê ðàç ñòðî�ãî âûâåäåíû, à íå ïîñòóëèðîâàíû èç îöåíîê ñêåé�ëèíãà äëÿ ñðåäíåãî ñìåùåíèÿ hx2i / t�, � 6= 1, ñì.ïèîíåðñêóþ ñòàòüþ [6℄ (çàêîí ïîäîáèÿ � = 1=2 íàé�äåí â ðàáîòå [7℄). Íåïðåõîäÿùèé èíòåðåñ ê íèì (ñì.,íàïðèìåð, [8�10℄) ïîäîãðåâàåòñÿ è òåì çíà÷èìûì îá�ñòîÿòåëüñòâîì, ÷òî îíè ïðåäñòàâëÿþòñÿ àäåêâàòíîéìîäåëüþ â åùå îäíîé ìîäíîé òåìàòèêå � �èçèêåãåòåðîãåííûõ ñðåä ñî ñëîæíûìè ïî ãåîìåòðèè âêëþ�÷åíèÿìè. Öåëÿìè äàííîé ðàáîòû ñëóæàò, âî-ïåðâûõ,íåêîòîðîå îáîáùåíèå ñòðóêòóðû ãðåáåøêîâ, äîëæåí�*E-mail: 
hukbar�dap.kiae.ru

ñòâóþùåå âíåñòè ðàçíîîáðàçèå â ïðîÿâëÿåìûå èìèñâîéñòâà, è, âî-âòîðûõ, èçó÷åíèå íà èõ íàãëÿäíîéîñíîâå âàæíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ âçàèìíûì âëè�ÿíèåì ñðåä ñ äðîáíûì è îáû÷íûì äè��óçèîííûìòðàíñïîðòîì. Êðîìå òîãî, äîïîëíèòåëüíî íà íîâîìîáúåêòå ïðîñëåæèâàåòñÿ ïîêà, ê ñîæàëåíèþ, ìàëîîáñóæäàåìàÿ êà÷åñòâåííàÿ îñîáåííîñòü ÿçûêà äðîá�íûõ ïðîèçâîäíûõ â �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, íà êî�òîðóþ áûëî îáðàùåíî âíèìàíèå [11℄. Ñ íåå ìû è íà�÷íåì.2. ÎÁÛ×ÍÀß ��ÅÁÅØÊÎÂÀß ÑÒ�ÓÊÒÓ�ÀÏðîâåäåì ñòðîãèé ïîñëåäîâàòåëüíûé âûâîäý��åêòèâíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà äëÿ îáúåêòà,èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 1. Ñòàíäàðòíàÿ ãðåáåøêî�âàÿ ñòðóêòóðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áåñêîíå÷íûéöèëèíäð ïëîùàäè S1, ðàñïîëîæåííûé âäîëü îñè x(õðåáåò) âêóïå ñ ïðèêðåïëåííûìè ê íåìó íà ðàññòî�ÿíèè l äðóã îò äðóãà áåñêîíå÷íûìè öèëèíäðàìè ññå÷åíèåì S0 (îòðîñòêè). Âî âñåé ñòðóêòóðå èìååòìåñòî äè��óçèÿ ÷àñòèö ñ êîý��èöèåíòîì D �ïðè÷èíà íåñòàíäàðòíîñòè ïåðåíîñà çäåñü îòíþäü íåñïåöè�èêà áëóæäàíèé ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö, à÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèå ý��åêòû.Ïóñòü n1(x; t) � êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö íà õðåáòå,à n0(x; y; t) � â îòðîñòêå, èñõîäÿùåì èç òî÷êè x. Íàñ1140



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008 Ñòîõàñòè÷åñêèé òðàíñïîðò â ñëîæíûõ ãðåáåøêîâûõ ñòðóêòóðàõy
l xS0S1

�èñ. 1. Ñòàíäàðòíàÿ ãðåáåøêîâàÿ ñòðóêòóðàèíòåðåñóåò ìàêðîñêîïè÷åñêîå ïîâåäåíèå ÷àñòèö, ïî�ýòîìó â äàëüíåéøåì ïîä êîíöåíòðàöèåé áóäåì ïîíè�ìàòü åå óñðåäíåííîå íà ìàñøòàáàõ, ìíîãî á�îëüøèõl, çíà÷åíèå ïî ãîðèçîíòàëüíîé îñè. Òàêæå ïðåäïî�ëàãàåòñÿ, ÷òî ïðî�èëü ïëîòíîñòè ÷àñòèö óñòàíàâëè�âàåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèì, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðå�íåáðå÷ü èçìåíåíèåì åå ïîïåðåê öèëèíäðîâ è âäîëüîäíîãî ýëåìåíòà ñòðóêòóðû, ÷òî çàâåäîìî èìååò ìå�ñòî ïðè äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîé ýâîëþöèè â ñèñòå�ìå, Dt � S1; S0; l2. Óðàâíåíèÿ áóäåì çàïèñûâàòüäëÿ ïîëíîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íà åäèíèöó äëè�íû õðåáòà (èëè, èíûìè ñëîâàìè, ïðîåêöèè ïîëíîãî÷èñëà ÷àñòèö íà îñü x):N(x) = n1(x) + 1l S0S1 1Z0 n0(x; y) dy: (1)Ýòî íå ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåò âûâîä îò ïðîâåäåí�íîãî â ðàáîòå [6℄, ãäå èññëåäîâàëàñü ýâîëþöèÿ êîí�öåíòðàöèè n1. Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ áîëåå íàãëÿäíîéâåëè÷èíà N , îïèñûâàþùàÿ òî, ÷òî îñòàåòñÿ ïîñëåîòðåçàíèÿ îò ñòðóêòóðû êóñêà ïî x.Íàéäåì, êàê ìåíÿåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö â îò�ðîñòêàõ. Â êàæäîì èç íèõ ñïðàâåäëèâî êëàññè÷åñêîåóðàâíåíèå äè��óçèè�n0�t = D �2n0�y2 ;n0jt=0 = n00(y); n0jy=0 = n1(x; t); (2)ãäå n00(y) � íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ â îòðîñòêå (ååó÷åò äàåò ïðèíöèïèàëüíóþ ìîäè�èêàöèþ �îðìóëèç ðàáîòû [6℄, êàê ðàç ïîçâîëÿÿ ïðîñëåäèòü óïîìÿíó�òóþ âî Ââåäåíèè îñîáåííîñòü). Âàæíî, ÷òî ðîëü ãðà�íè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ òðàíñïîðòà â îòðîñòêå èãðàåòñîîòâåòñòâóþùàÿ êîíöåíòðàöèÿ íà õðåáòå. �åøåíèåóäîáíî èñêàòü ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñàïî âðåìåíè, ïåðåâîäÿùåãî óðàâíåíèå (2) â

pn0p = D d2n0pdy2 + n00; n0pjy=0 = n1p(x); (3)îòêóäàn0p(y) = n1p exp��r pD y�++ 1Z0 G(y; y0)n00(y0) dy0; (4)ãäå �óíêöèÿ �ðèíà äëÿ óðàâíåíèÿ (3) èìååò âèäG(y; y0) = 1ppD ��8>>><>>>: exp��r pD y0� sh�r pD y� ; y < y0;exp��r pD y� sh�r pD y0� ; y > y0:Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (4) â (1), ïîëó÷èì íåîáõîäè�ìîå äëÿ äàëüíåéøåãî âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé êîíöåí�òðàöèèNp = n1p�1 + S0S1 1pp� �+ S0S1 1l �� 1Z0 1� exp ��pp� y=l�p n00(y) dy; � = l2D: (5)Ýâîëþöèÿ ïîëíîé ïëîòíîñòè ÷àñòèö ïî x îïðå�äåëÿåòñÿ äè��óçèåé òîëüêî íà õðåáòå, ïîýòîìó äëÿíåå ñïðàâåäëèâî�N�t = D �2n1�x2 ! pNp = D d2n1pdx2 +N0 (6)â îáû÷íîì âèäå è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëà�ñà. Íàñ èíòåðåñóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèåêîíöåíòðàöèè íà äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõt � �S1=S0, êîãäà âñàñûâàíèå ÷àñòèö â îòðîñò�êè ñèëüíî ñêàçûâàåòñÿ íà èõ äèíàìèêå, ÷òî âëàïëàñ-ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóåò äóàëüíîìóñîîòíîøåíèþ p�S1=S0 � 1. Ñ ó÷åòîì îáðàùåí�íîé ñâÿçè ìåæäó N è n1 èç ñîîòíîøåíèÿ (5)ýâîëþöèÿ (6) â ýòîì ïðèáëèæåíèè ïåðåõîäèò âpp� Np = l2S1S0 d2Npdx2 +N0r�p �� l 1Z0 1� exp ��pp� y=l�p d2n00(x; y)dx2 dy (7)1141



Â. Þ. Çàáóðäàåâ, Ï. Â. Ïîïîâ À. Ñ. �îìàíîâ, Ê. Â. ×óêáàð ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008èëè, ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèèäðîáíîé ñòåïåíè ïàðàìåòðà Ëàïëàñà,p� �1=2N�t1=2 = l2 S1S0 �2N�x2 + N0p�r�t �� l 1Z0 �1� erf
� y2lr�t �� �2n00(x; y)�x2 dy (8)â îáû÷íîì ïðîñòðàíñòâå-âðåìåíè (erf
x = (2=p� )�� R1x exp(�t2) dt). Ýòî ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì èç ðàáî�òû [6℄ çà èñêëþ÷åíèåì áëîêà èç íà÷àëüíûõ çíà÷åíèéêîíöåíòðàöèé. Èçìåíåíèå â êîý��èöèåíòå ïðè N0ïî ñðàâíåíèþ ñ ìíîæèòåëåì ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèèn10 â ñëó÷àå âûâîäà àñèìïòîòè÷åñêîãî ýâîëþöèîííî�ãî óðàâíåíèÿ äëÿ n1 íåñóùåñòâåííî è ñâÿçàíî ïðî�ñòî ñî ñêåéëèíãîì Np / n1p=pp èç (5). À âîò ñëîæíîóñòðîåííûé èíòåãðàëüíûé ÷ëåí ñ n00, êàê ïðàâèëîíå ó÷èòûâàåìûé ðàíåå, êàê óæå ãîâîðèëîñü, ïðèíöè�ïèàëåí.Îí îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòü êðàéíå äîëãîãî âëè�ÿíèÿ èñõîäíî çàãíàííûõ â îòðîñòêè ÷àñòèö íà ýâîëþ�öèþ ñèñòåìû. Áóäó÷è ðàñïîëîæåííûìè äîñòàòî÷íîäàëåêî îò õðåáòà, îíè ìîãóò âêëþ÷èòüñÿ â àêòèâ�íûé ïåðåíîñ ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé çàäåðæêîéè íà ñêîëü óãîäíî áîëüøèõ âðåìåíàõ ìîäè�èöèðî�âàòü äèíàìèêó âåëè÷èíû N ïðè äîëæíîì ïîäáîðån00(y) ïðàêòè÷åñêè â ëþáîì íàïðàâëåíèè. Íàñòîÿ�ùèé äðîáíûé ïåðåíîñ â ãðåáåøêîâîé ñòðóêòóðå ñîñêåéëèíãîì ñ � = 1=2 (ñì. íèæå) âîçíèêàåò òîëüêîâ ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì íà÷àëüíîãî çàïîëíåíèÿîòðîñòêîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò íèêà�êîãî ìàêðîñêîïè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà â òåð�ìèíàõ òîëüêî N . Ó÷òåííîå âëèÿíèå íà÷àëüíîãî ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö ïî ñòðóêòóðå ñíèìàåò è êðàéíåíåïðèÿòíûé äëÿ �èçèêè ý��åêò íàðóøåíèÿ ¾ïðå�åìñòâåííîñòè ýâîëþöèè¿ â óðàâíåíèÿõ ñ äðîáíûìèâðåìåííûìè ïðîèçâîäíûìè � â íèõ íåëüçÿ óæå ïðî�ýâîëþöèîíèðîâàâøèé ïðî�èëü N(x) âçÿòü çà íîâîåíà÷àëüíîå óñëîâèå â ðàìêàõ ñòàíäàðòíî ïðèâîäèìî�ãî â öèòèðóåìûõ îáçîðàõ è ðàáîòàõ óðàâíåíèÿ (7)ñ n00 = 0, èáî âñå ïîéäåò íå òàê, êàê äîëæíî. Ïðî�âåäåííûé ïîñëåäîâàòåëüíûé âûâîä äåëàåò ïðè÷èíóáàíàëüíîé � ýâîëþöèÿ óñïåëà çàïîëíèòü ïåðâîíà�÷àëüíî ïóñòûå ó÷àñòêè ãðåáåøêîâîé ñòðóêòóðû, èó÷åò ýòîãî îáñòîÿòåëüñòâà îáÿçàòåëåí. Âñå ñêàçàííîåáûëî ðàçîáðàíî íà äðóãîé �èçè÷åñêîé ìîäåëè äðîá�íîãî ïî âðåìåíè òðàíñïîðòà [11℄, â êîòîðîé åãî ïîÿâ�ëåíèå ñâÿçàíî ñ îñîáåííîñòÿìè ìèêðîñêîïè÷åñêîãîäâèæåíèÿ ÷àñòèö. Íîâîå ðàññìîòðåíèå ïîä÷åðêèâà�åò óíèâåðñàëüíîñòü ïðè÷èíû (îòñóòñòâèå íà ñàìîìäåëå ìàêðîñêîïè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ) è ñîïóòñòâóþ�

ùèõ îáñòîÿòåëüñòâ (âîçìîæíîñòü ïðîèçâîëüíîé ìî�äè�èêàöèè ìàêðîñêîïè÷åñêîé ýâîëþöèè).Ïîä÷åðêíóâ ýòîò âàæíûé äëÿ �èçèêè ïåðåíîñàâ ãåîìåòðè÷åñêè ñëîæíûõ ñòðóêòóðàõ �àêò, äàëååíå áóäåì íà íåì îñòàíàâëèâàòüñÿ, à ñîñðåäîòî÷èìñÿíà îáû÷íîì äðîáíîì îïèñàíèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ïå�ðåíîñà, ò. å. âñþäó íèæå n00 � 0. Â òàêîì âàðèàíòåóðàâíåíèÿ (7), (8) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòàíäàðòíîåóðàâíåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî ñóáäè��óçèîííîãî ïåðå�íîñà ñ äðîáíîé âðåìåííîé ïðîèçâîäíîé ïîðÿäêà 1=2è, ñîîòâåòñòâåííî ýòîìó, ñêåéëèíãîì ñ � = 1=2.3. �ÀÇÂÅÒÂËÅÍÍÀß ��ÅÁÅØÊÎÂÀßÑÒ�ÓÊÒÓ�ÀÏåðåéäåì ê âîçìîæíûì îáîáùåíèÿì ãåîìåòðèèãðåáåøêîâ. Ïðåæäå âñåãî ìîæíî ñêîíñòðóèðîâàòü¾èåðàðõè÷íóþ¿ ãðåáåøêîâóþ ñòðóêòóðó, ó êîòîðîéîòðîñòêè òàêæå ÿâëÿþòñÿ ðàçâåòâëåííûìè. Çàìå�íèì êàæäûé îòðîñòîê íà èñõîäíóþ, òîëüêî ÷òî ðàçî�áðàííóþ, ñòðóêòóðó è ïîâòîðèì ýòó îïåðàöèþ äëÿâíîâü ïîëó÷èâøèõñÿ îòðîñòêîâ k ðàç (ðèñ. 2). Íàçî�âåì òàêóþ ñòðóêòóðó ðàçâåòâëåííîé ïîðÿäêà k (ïðî�ñòàÿ ãðåáåøêîâàÿ ñòðóêòóðà èìååò ïîðÿäîê k = 1) �ðîëü åå îòðîñòêîâ èãðàþò ñòðóêòóðû k� 1. Äëÿ ñíè�æåíèÿ ãðîìîçäêîñòè âûêëàäîê â äàííîì ðàçäåëå ïî�ëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîùàäè ñå÷åíèÿ âñåõ ëèíåéíûõ õðåá�òîâ è îòðîñòêîâ îäèíàêîâû (S0 = S1 â �îðìóëàõïðåäûäóùåãî ðàçäåëà).Â ñòðóêòóðå ñ ïðîèçâîëüíûì íîìåðîì 0 < i < kïîëíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîéêîíöåíòðàöèé íà åå õðåáòå è îòðîñòêàõ â âèäå (ñð. ñâûðàæåíèåì (1))Ni = ni + 1l 1Z0 Ni�1(xi�1) dxi�1;xk�1
xk�èñ. 2. �àçâåòâëåííàÿ ãðåáåøêîâàÿ ñòðóêòóðà1142



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008 Ñòîõàñòè÷åñêèé òðàíñïîðò â ñëîæíûõ ãðåáåøêîâûõ ñòðóêòóðàõãäå xi � êîîðäèíàòà âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåãî õðåá�òà, è ýâîëþöèîíèðóåò ñîãëàñíî (ñð. ñ (6))p�Nip = l2 d2nipdx2i ; nipjxi=0 = ni+1;p(ïðè t = 0 ÷àñòèöû ïðèñóòñòâóþò ëèøü íà õðåáòåñàìîé ñòàðøåé k-é ñòðóêòóðû). Åñëè ïîñ÷èòàòü, ÷òîNip = fi(p�)nip, òî èç âûïèñàííûõ �îðìóë ñëåäóåòïðîñòîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèåfi = 1 +sfi�1p� :Ó÷èòûâàÿ òîò î÷åâèäíûé �àêò, ÷òî f0 = 1 (îò ïî�ñëåäíèõ îòðîñòêîâ íè÷åãî íå îòâåòâëÿåòñÿ) â àñèì�ïòîòè÷åñêîì ïðåäåëå p� ! 0 (ðåàëüíî òðåáóåò�ñÿ, ÷òîáû ÷àñòèöû óñïåëè ïðîíèêíóòü êàê ðàç äîïîñëåäíèõ îòðîñòêîâ âêëþ÷èòåëüíî, íàïèòàâ âñþñòðóêòóðó) ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå fk = (p�)�k�1 ñ�k = 1=2k, îòêóäà ñëåäóåò èñêîìîå óðàâíåíèå äëÿïåðåíîñà ÷àñòèö â ðàçâåòâëåííîé ñòðóêòóðå (èíäåêñ¾k¿ óN îïóñêàåì, ¾0¿ îñòàâëÿåì çà íà÷àëüíûì óñëî�âèåì):(p�)�kNp = l2 d2Npdx2 + N0p (p�)�k !! ��k ��kN�t�k = l2 �2N�x2 + N0�(1� �k) ��t ��k : (9)Òàêèì îáðàçîì, òðàíñïîðò ÷àñòèö â èåðàðõè÷å�ñêè ðàçâåòâëåííîé ãðåáåøêîâîé ñòðóêòóðå òàêæåïîä÷èíÿåòñÿ ñóáäè��óçèîííîìó óðàâíåíèþ â äðîá�íûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ïîêàçàòåëåì � = 1=2k, ìîíîòîí�íî óìåíüøàþùèìñÿ ïî ìåðå ðîñòà ñòåïåíè âåòâëå�íèÿ. Ôîðìàëüíî óñòðåìèâ åå ê áåñêîíå÷íîñòè, ïî�ëó÷èì îòñóòñòâèå ïåðåíîñà âäîëü õðåáòà x è ñëà�áóþ ïåðåñòðîéêó íà÷àëüíîãî ïðî�èëÿ (çà âðåìÿ, ïî�òðåáíîå äëÿ ðåàëèçàöèè ðåæèìà). Ïðè ýòîì âûðàæå�íèå (9) ïåðåõîäèò âNp � N0p = l2 d2Npdx2 ! N(x; t) �N0(x) == l2 �2N(x; t)�x2 ; (10)ãäå ïðàâàÿ ÷àñòü â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæå�íèé ìàëà. Î÷åâèäíî, äåëî â òîì, ÷òî âñå ÷àñòèöûóõîäÿò â îòðîñòêè è êîíöåíòðàöèÿ èõ â ¾àêòèâíîì¿ñîñòîÿíèè � íà õðåáòå � ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ìûâñòðåòèìñÿ äàëåå ñ ïîõîæåé ñèòóàöèåé ïðè äðóãèõîáîáùåíèÿõ ñòðóêòóðû, ïîýòîìó îòìåòèì, ÷òî ïîëó�÷åííûé ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ âñàñûâà�íèÿ ÷àñòèö ñ êîíöåíòðàöèåé n â îòðîñòêè ñ êîíå÷�

íîé ñêîðîñòüþ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ðàìêàõ ðèñ. 1âìåñòî óðàâíåíèÿ (2) èìååò ìåñòî�n0�t + v �n0�y = 0; n0(t)jy=0 = n1(t);à âäîëü õðåáòà ïî-ïðåæíåìó ïðîèñõîäèò äè��óçèÿ,òî ñîîòíîøåíèå (8) òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â�p+ vl �Np = D d2Npdx2 +N0�1 + vlp� ;ïðè p! 0 ïåðåõîäÿùåå â (10) ñ çàìåíîé D=v ! l.4. ¾�È�ËßÍÄÛ¿Âîçìîæåí òàêæå âàðèàíò, â êîòîðîì ê õðåáòó áó�äóò ïðèñòûêîâàíû íå ëèíåéíûå îòðîñòêè, à îáúåêòûáîëüøåé ðàçìåðíîñòè � äèñêè ëèáî øàðû, îáðàçóþ�ùèå ïîäîáèå åëî÷íûõ ãèðëÿíä. Îòâåòâëåíèÿ òàêîãîðîäà ìîãóò âáèðàòü â ñåáÿ ÷àñòèöû çíà÷èòåëüíî áî�ëåå ý��åêòèâíî, ïîýòîìó åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òîýâîëþöèÿ êîíöåíòðàöèè N âäîëü îñè â íèõ áóäåòîñóùåñòâëÿòüñÿ ìåäëåííåå, ÷åì â ñëó÷àå êîíå÷íîéèåðàðõè÷íîñòè. Ýòè îòðîñòêè íåñòàíäàðòíîé �îðìûìîãóò ÿâëÿòüñÿ ìîäåëÿìè ðåàëüíûõ ñòðóêòóð (íà�ïðèìåð, �ðàêòàëüíûõ), êîòîðûå îáëàäàþò ñîîòâåò�ñòâóþùåé åìêîñòüþ è ñïîñîáíû òàêæå õîðîøî âïè�òûâàòü â ñåáÿ ÷àñòèöû, î ÷åì ãîâîðèò, â ÷àñòíîñòè,ðàçîáðàííûé â êîíöå ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ïðåäåëü�íûé ñëó÷àé.Íà÷íåì ñî ñòðóêòóðû, ó êîòîðîé íà õðåáåò ðàäèó�ñà r0 íàñàæåíû äèñêè (ðèñ. 3) òîëùèíû d, èìåþùèåáåñêîíå÷íûé ðàäèóñ. Êàê è â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àåïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íèõ, òàê æå êàê íà õðåáòå, èìå�åò ìåñòî äè��óçèÿ ñ êîý��èöèåíòîì D. Òîãäà âñå,â îáùåì, ñâîäèòñÿ ê òåõíè÷åñêè íåñëîæíûì ìîäè��èêàöèÿì �îðìóë äëÿ îáû÷íîé ãðåáåøêîâîé ñòðóê�òóðû: óðàâíåíèå (1) òðàíñ�îðìèðóåòñÿ âN = n1 + 2dlr20 1Zr0 n0(r)r dr; (11)
d
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�èñ. 3. �èðëÿíäà äèñêîâ1143



Â. Þ. Çàáóðäàåâ, Ï. Â. Ïîïîâ À. Ñ. �îìàíîâ, Ê. Â. ×óêáàð ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008à (3) � âpn0p = D 1r ddr �r dn0pdr � ; n0pjr=r0 = n1p (12)ñ ðåøåíèåì (ñð. ñ âûðàæåíèåì (4))n0p(r) = n1p K0 �pp=D r�K0 �pp=D r0� ; (13)ãäå K0 � �óíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà, â òî âðåìÿ êàê ñî�îòíîøåíèå (6) îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Â ðåçóëüòàòåñâÿçü (5) ïðåâðàùàåòñÿ âNp = n1p "1 + 2dr0 1pp� K1 �pp� r0=l�K0 �pp� r0=l�# ; (14)÷òî àñèìïòîòè÷åñêè ïðè p� ln(p�) � dl=r20 ïîðîæäà�åò ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå�Npln p = r20l2d d2Npdx2 � N0p ln p : (15)Ëþáîïûòíî, ÷òî èç íåãî ïîëíîñòüþ èñ÷åç êîý��è�öèåíò äè��óçèè.Âõîäÿùèé â óðàâíåíèå (15) îïåðàòîð 1= ln p ìî�æåò áûòü íàçâàí ëîãàðè�ìîì âðåìåííîé ïðîèçâîä�íîé. Íåïîñðåäñòâåííîå åãî èñïîëüçîâàíèå îïàñíî, ïî�ñêîëüêó â îòëè÷èå îò p� ïðè p = 1 ó íåãî ïðîèñõîäèòïåðåìåíà çíàêà, â ðåçóëüòàòå ÷åãî â (15) âîçíèêà�åò íå�èçè÷åñêàÿ âûñîêî÷àñòîòíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü.Òðèâèàëüíàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ � ln p! ln(1+1=p) [12℄(íàïîìíèì, ÷òî íàñ èíòåðåñóåò ïëàâíàÿ ýâîëþöèÿíà áîëüøèõ âðåìåíàõ), íåñîìíåííî, ñíèìàåò ïðîáëå�ìó, íî íå íàãëÿäíà ââèäó îòñóòñòâèÿ àíàëèòè÷åñêî�ãî âûðàæåíèÿ äëÿ îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëà�ñà ýòîé �óíêöèè. �àçáèðàåìûé ñëó÷àé õîðîø åùå èòåì, ÷òî â íåì ñóùåñòâóåò áîëåå òîíêàÿ ïðîöåäóðàèñïîëüçîâàíèÿ àñèìïòîòèêè ëèøü äëÿ K1(�) � 1=�ïðè � � 1 è ñîõðàíåíèÿ ïîðîæäàþùåé ln � �óíêöèèK0(�) â ÷èñòîì âèäå (îíà èìååò ïðàâèëüíûé çíàêíà âñåé ïîëóîñè (0;1)), ÷òî â îáû÷íîì ïðîñòðàí�ñòâå-âðåìåíè äàåòN(x; t) = N0(x) + r20l4d �2�x2 �� tZ0 N(x; t� t0)t0 exp�� r204Dt0� dt0: (16)Ôîðìàëüíî óðàâíåíèå (16) ñîîòâåòñòâóåò íóëåâîìóïîêàçàòåëþ ïðè äðîáíîé ïðîèçâîäíîé, íî ñâîèì îò�ëè÷èåì îò âûðàæåíèÿ (10) äåìîíñòðèðóåò íåòðèâè�àëüíîñòü ïðåäåëà �! 0. Ýòîò ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ ïðî�ìåæóòî÷íûì â òîì ñìûñëå, ÷òî ýâîëþöèÿ êîíöåí�òðàöèè íå ïðåêðàùàåòñÿ (êàê â ñëó÷àå øàðîâ, ñì.
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�èñ. 4. �èðëÿíäà øàðîâíèæå), íî ïðîèñõîäèò (áåñêîíå÷íî) ìåäëåííåå, ÷åìïî ëþáîìó ñòåïåííîìó çàêîíó.Òðàíñïîðò ÷àñòèö ñ êîíöåíòðàöèåéN â ãèðëÿíäåñ íàíèçàííûìè íà õðåáåò øàðàìè (ðèñ. 4) îïèñûâà�åòñÿ óðàâíåíèÿìèN = n1 + 4lr20 1Zr0 n0(r)r2 dr; (17)pn0p = D 1r2 ddr �r2 dn0pdr � ; n0pjr=r0 = n1p (18)è, êîíå÷íî, îïÿòü ñîîòíîøåíèåì (6). Èíòåãðèðîâà�íèå (18) äàåòn0p(r) = n1p r0r exp ��r pD (r � r0)� ; (19)ïîýòîìó óðàâíåíèå (17) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåNp = n1p �1 + 4� lr0 1p� + 1pp� �� ; (20)÷òî, áóäó÷è â ïðåäåëå p ! 0 ïîäñòàâëåííûì â (6),ïîðîæäàåò ñòàöèîíàðíîå (ò. å. âûðîæäåííîå) ýâîëþ�öèîííîå óðàâíåíèåNp � N0p = r0l4 d2Npdx2 ! N(x; t)�N0(x) == r0l4 �2N(x; t)�x2 ; (21)êàê è (15), ïîòåðÿâøåå D è ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíò�íîå (10). Ýòîò ðåçóëüòàò, èìåþùèé ìåñòî ïðè t� � ,î÷åâèäíî ñâÿçàí ñî ñïåöè�èêîé òðåõìåðíîé äè��ó�çèè � â îòëè÷èå îò ñèòóàöèé ñ ìåíüøåé ðàçìåðíî�ñòüþ, ïðè íåé �îðìèðóåòñÿ ïðî�èëü êîíöåíòðàöèè,îáåñïå÷èâàþùèé êîíå÷íûé (ïðè êîíå÷íîì ãðàíè÷�íîì çíà÷åíèè), à íå ìîíîòîííî óáûâàþùèé âñàñûâà�åìûé ïîòîê, ÷òî â äàííîì âàðèàíòå âûçûâàåò ýêñ�ïîíåíöèàëüíîå óáûâàíèå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö íàõðåáòå. Íàëè÷èå òàêèõ õîðîøèõ ¾íàñîñîâ¿ ïðèâîäèòê çàìåòíûì ðàçëè÷èÿì â âåëè÷èíå n1 íà âõîäå â øà�ðû è ìåæäó íèìè (äè��óçèÿ ïî õðåáòó óñïåâàåò1144



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008 Ñòîõàñòè÷åñêèé òðàíñïîðò â ñëîæíûõ ãðåáåøêîâûõ ñòðóêòóðàõïîñòàâëÿòü ÷àñòèöû â òàêèå îòðîñòêè òîëüêî ïðè íà�ëè÷èè çàìåòíûõ ãðàäèåíòîâ íà ìàñøòàáå l), ÷òî íà�ðóøàåò èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå î ïëàâíîñòè n1(x):íà ñàìîì äåëå, ãðàíè÷íûì óñëîâèåì äëÿ äè��óçèèâ øàð ñëóæèò íå hn1i, à ïðîïîðöèîíàëüíàÿ åé ìåíü�øàÿ âåëè÷èíà. Êîíå÷íî æå, ýòîò ý��åêò ñóùåñòâó�åò è â ñëó÷àÿõ, ðàññìîòðåííûõ â êîíöå ïðåäûäóùå�ãî ðàçäåëà. �åøåíèå ìîäåëüíîé äè��óçèîííîé çàäà�÷è î ïðèñòûêîâàííîì ê îòðîñòêó l øàðå ïîêàçûâàåò,÷òî â äàííîì âàðèàíòå ïîïðàâî÷íûé êîý��èöèåíòðàâåí r0=2l (ïðè r0 � l).Çàâåðøàÿ ðàçäåë, ñòîèò îáñóäèòü åùå îäèí âî�ïðîñ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñòðóêòóðó øàðîâ, íàíè�çàííûõ âïëîòíóþ äðóã äðóãó, òî îíà, êàçàëîñü áû,ýêâèâàëåíòíà ïîëíîìó îòñóòñòâèþ ñòðóêòóðû � ÷àñ�òèöû ìîãóò äâèãàòüñÿ êóäà óãîäíî, â ëþáîì íàïðàâ�ëåíèè. Íî â òàêîì ñëó÷àå êàê áû ïîãðóæåííîãî âñïëîøíóþ áåññòðóêòóðíóþ ñðåäó õðåáòà ýâîëþöèÿïî îñè x åñòü (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [13℄), è îíà ÿâëÿ�åòñÿ îáû÷íîé, äè��óçèîííîé. Ïàðàäîêñ ðàçðåøàåò�ñÿ, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ãèðëÿí�äå õðåáåò íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå ñî ñðåäîé ëèøü íàäàëåêî ðàçíåñåííûõ íåáîëüøèõ ó÷àñòêàõ è ïðÿìîéîáìåí ÷àñòèöàìè ìåæäó øàðàìè íåâîçìîæåí, ïîýòî�ìó ïîïàâøåé â îäèí èç òàêèõ îòðîñòêîâ ÷àñòèöå äëÿïåðåõîäà â ñîñåäíèé øàð (ïåðåìåùåíèÿ âäîëü îñè x)íåîáõîäèìî âåðíóòüñÿ â òî÷êó êðåïëåíèÿ ê õðåáòóäàííîãî øàðà.5. ÒÈÏÈ×ÍÛÅ ÇÀÄÀ×È Î ÊÎÍÒÀÊÒÅÍà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòüäåëî ñ ñèòóàöèÿìè, êîãäà ðàçëè÷àþùèåñÿ ïî òðàíñ�ïîðòíûì ñâîéñòâàì ñðåäû (ó÷àñòêè ñðåäû) íàõîäÿò�ñÿ â ïðÿìîì êîíòàêòå (íàïðèìåð, äè��óçèÿ ÷àñòèöèëè òåïëà ÷åðåç ãåòåðîãåííóþ ñðåäó ïðîõîäèò ÷åðåçó÷àñòêè ñ ðàçíûìè D). Ïî ýòîé ïðè÷èíå òåîðåòè÷å�ñêèé âîïðîñ î âëèÿíèè íà îáùèé ïåðåíîñ îòäåëüíûõâêëþ÷åíèé î÷åíü âàæåí è àêòóàëåí. Ïðè êëàññè÷å�ñêîé äè��óçèè ïðîñòûå ìîäåëè ðàçîáðàíû î÷åíüäàâíî è âõîäÿò â ó÷åáíèêè ïî ìàòåìàòè÷åñêîé �èçè�êå, èññëåäîâàíèþ ïîäâåðãàþòñÿ ñëîæíûå êîìïîçèò�íûå çàäà÷è [13℄. Îäíàêî â íåñòàíäàðòíîì äðîáíîìòðàíñïîðòå, íåñìîòðÿ íà åãî ïîïóëÿðíîñòü, ñèòóà�öèÿ ñîâåðøåííî äðóãàÿ. Àíàëèç ïðîñòåéøèõ ãðàíè÷�íûõ çàäà÷ çäåñü äàëåêî íå çàâåðøåí. Êàê íàì ïðåä�ñòàâëÿåòñÿ, ãðåáåøêîâûå ñòðóêòóðû áëàãîäàðÿ ñâî�åé �èçè÷åñêîé íàãëÿäíîñòè ìîãóò èãðàòü ðîëü ñâîå�îáðàçíîãî ïîëèãîíà è äëÿ òàêèõ èññëåäîâàíèé.Â äàííîé ñòàòüå ìû ðàññìàòðèâàåì íåñêîëüêîçàäà÷ ýòîãî òèïà, àíàëîãè÷íûõ ñîâåðøåííî ñòàí�

äàðòíûì äè��óçèîííûì. �àçëè÷èÿ â òðàíñïîðòíûõñâîéñòâàõ â íèõ íàõîäÿòñÿ íå íà óðîâíå êîý��èöè�åíòîâ ïðè âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî x, à íà áîëåå ñå�ðüåçíîì (è îòñóòñòâóþùåì äëÿ ÷èñòîé äè��óçèè)óðîâíå ðàçíûõ ñêåéëèíãîâ � ñòåïåíåé äðîáíîé âðå�ìåííîé ïðîèçâîäíîé. �àçîáðàííûå íàìè îáîáùåíèÿëèøü óìåíüøàþò âîçìîæíûå ñòåïåíè ïî ñðàâíåíèþñ èñõîäíîé 1/2, íî õîðîøî èçâåñòíî [8℄, ÷òî êîíñòðóê�öèè ñ îòðîñòêàìè ðàçëè÷íîé, íî â ñðåäíåì áåñêîíå÷�íîé äëèíû ïîçâîëÿþò èìåòü äåëî è ñ á�îëüøèìè �(çàâèñÿùèìè îò ñòåïåíè ðàñõîäèìîñòè ýòîãî ñðåä�íåãî). Àíàëîãè÷íûå äåéñòâèÿ ñî ñëîæíûìè ñòðóê�òóðàìè è ãèðëÿíäàìè áóäóò ïðèâîäèòü ê òîìó æåðåçóëüòàòó. Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äâå ãðåáåøêî�âûõ ñòðóêòóðû ñ ðàçíûìè � è � ñîñòûêîâàíû ñâî�èìè õðåáòàìè (ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íà îäíîì õðåá�òå ¾ðàñòóò¿ ðàçíûå îòðîñòêè). Êàêîâî èõ âçàèìíîåâëèÿíèå? Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì èñïîëüçîâàòü óðàâíå�íèÿ ïåðåíîñà â áåçðàçìåðíîì âèäå.5.1. Âçàèìîäåéñòâèå äâóõ êîíå÷íûõñòðóêòóðÏðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî èìåþùèå îäèíàêîâóþ äëè�íó L è ãðàíè÷àùèå â òî÷êå x = 0 ñòðóêòóðû � è �èñõîäíî èìåþò íà ñâîåì îáùåì õðåáòå ïîñòîÿííóþïëîòíîñòü ÷àñòèö. Óðàâíåíèÿ åå ýâîëþöèè åñòüp�Np = d2Npdx2 +N0p��1; x 2 [�L;0);p�Np = d2Npdx2 +N0p��1; x 2 (0;L℄: (22)�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ íèõ î÷åíü ïðîñòî ïî �èçèêåäåëà çàïèñûâàþòñÿ â òåðìèíàõ óæå êîíöåíòðàöèèn1 íà õðåáòå: â òî÷êå ñòûêîâêè äîëæíû áûòü ðàâ�íûìè è ýòè êîíöåíòðàöèè, è ñâÿçàííûå ñ íèìè ÷è�ñòî ¾õðåáòîâûå¿ ïîòîêè, à íà êîíöàõ ãåòåðîãåííîéñòðóêòóðû èìååò ìåñòî íåïðîòåêàíèå (ñð. ñ îáû÷íîéäè��óçèåé):n1jx=�0 = n1jx=+0; �n1�x ����x=�0 = �n1�x ����x=+0 ;�n1�x ����x=�L = �n1�x ����x=L = 0: (23)Ñâÿçü ìåæäó N è n1, êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùå�ãî, íåëîêàëüíà ïî âðåìåíè è ðàçëè÷íà â îáëàñòÿõx < 0 è x > 0: ñîîòâåòñòâåííî Np = p��1n1p èNp = p��1n1p. �åøåíèå çàäà÷è (22), (23) äàæå â òà�1145



Â. Þ. Çàáóðäàåâ, Ï. Â. Ïîïîâ À. Ñ. �îìàíîâ, Ê. Â. ×óêáàð ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008êîé îáåçðàçìåðåííîé ïîñòàíîâêå âåñüìà ãðîìîçäêî èèìååò âèäNp(x) == N0p ( f1 +A 
h[p�=2(x + L)℄g; x 2 [�L;0);f1 +B 
h[p�=2(x� L)℄g; x 2 (0;L℄;ãäå êîý��èöèåíòû A è B ðàâíûAB ) == b2 � a2(a+ b) sh(a+ b)� (b� a) sh(b� a) 8>><>>: � sh bbsh aa(çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ a = p�=2L, b = p�=2L).Îíî ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, ðàññ÷èòàòü âàæíûé ý���åêò àñèìïòîòè÷åñêîãî âñàñûâàíèÿ âñåõ ÷àñòèö áî�ëåå ðàçâåòâëåííîé ñòðóêòóðîé (ñêàæåì, �, åñëè� < �), ÿâëÿþùåéñÿ ëó÷øåé ¾ãóáêîé¿: ïðè t ! 1îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ îáëàñòè x < 0äàåò NN0 / t�
�(1� 
) ; 
 = �� �2 : (24)5.2. Âëèÿíèå êîíå÷íîé ¾âñòàâêè¿Åñëè ìû õîòèì ¾íàïèòàòü¿ èñõîäíî ïóñòóþ ñè�ñòåìó ÷àñòèöàìè (èëè, íàïðèìåð, òåïëîì), ïîäàâàÿíà åå õðåáåò ïîòîê q, òî î÷åíü âàæíî, íàñêîëüêî âîç�ìîæíûå âêëþ÷åíèÿ áîëåå ðàçâåòâëåííûõ ñòðóêòóðñïîñîáíû ¾çàýêðàíèðîâàòü¿ âíóòðåííèå îáëàñòè ñðå�äû. Ïóñòü ñòðóêòóðà �, ðàñïîëîæåííàÿ ïðè x > L,îòäåëåíà îò ïîäâîäèìîãî ê x = 0 ïîòîêà êîíå÷íûìó÷àñòêîì ñòðóêòóðû �. Òîãäà ýâîëþöèÿ â ñèñòåìåâ áîëåå óäîáíûõ äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ òåðìèíàõ n1îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìèp�n1p = d2n1pdx2 ; x 2 [0;L);p�n1p = d2n1pdx2 ; x 2 (L;1) (25)ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè�n1�x ����x=0 = �q� dn1pdx ����x=0 = �qp� ;n1pjx=L�0 = n1pjx=L+0;�n1�x ����x=L�0 = �n1�x ����x=L+0 : (26)

Èõ ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäån1p(x) = qp 1p�=2 ��(A exp a 
h(p�=2x)+ exp(�p�=2x); x 2 [0;L);B exp(b� a) exp(�p�=2x); x 2 (L;1) (27)(ïàðàìåòðû a è b èäåíòè÷íû ââåäåííûì ðàíåå) ñ êî�ý��èöèåíòàìèA = p�=2�p�=2p�=2 sha+p�=2 
h a ; B = p�=2 
h a�p�=2 sh ap�=2 sh a+p�=2 
h a :Èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî ïîïàäàþùèé â ñòðóêòóðó � ïî�òîê àñèìïòîòè÷åñêè âåäåò ñåáÿ êàêQp = �dn1pdx ����x=L � qp p�=2p�=2 + p�L ;÷òî ïðè îáðàòíîì ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà ïðåâðà�ùàåòñÿ ïðè t!1 âQ(t) � q8>>><>>>: 1� t�
L�(1� 
) ; 
 = �� �2 > 0;t
�(1+
)L; 
 < 0: (28)Òàêèì îáðàçîì, ïîòîê Q, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íåñëèøêîì ðàçâåòâëåííóþ ñòðóêòóðó ñ � > �=2 ñîâðåìåíåì ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì âõîäÿùåìó ïîòîêó q.Îäíàêî åñëè èìååò ìåñòî îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ, òî ÷àñ�òèöû çàñòðåâàþò â ñëèøêîì õîðîøåé ãóáêå � è ïî�òîê íå ïåðåäàåòñÿ äàëüøå: Q ! 0 ïðè t ! 1. Ýòîòðåçóëüòàò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñëåäóþùèì îá�ðàçîì: åñëè êàæäûé îòðîñòîê ñòðóêòóðû ñ ïîêàçàòå�ëåì � ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðàçâåòâëåííûì, ÷åì ïðèñîåäè�íåííàÿ ê õðåáòó ñòðóêòóðà ñ ïîêàçàòåëåì �, òî âñå÷àñòèöû ïîïàäàþò èìåííî â òàêèå îòðîñòêè.Ïåðåõîäíûé ñëó÷àé � = �=2 ñîîòâåòñòâóåò ñèòó�àöèè, êîãäà ïðèñîåäèíåííàÿ ñïðàâà ñòðóêòóðà ÿâëÿ�åòñÿ âñåãî-íàâñåãî åùå îäíèì äîïîëíèòåëüíûì îò�ðîñòêîì ëåâîé ñòðóêòóðû. Åñòåñòâåííî, â òàêîì âà�ðèàíòå â àñèìïòîòèêå ïîòîê q ðàâíîìåðíî äåëèòñÿìåæäó âñåìè ýêâèâàëåíòíûìè îòðîñòêàìè èQ(t) � qL+ 1 (1� 
onst � t��)(â îáåçðàçìåðåííûõ ïåðåìåííûõ äëèíà âäîëü õðåá�òà èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ l). Â ïðèíöèïå, èñïîëüçî�âàííûå ïðèáëèæåíèÿ òðåáóþò âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿL� 1, íî è äëÿ L � 1 îòâåò âûãëÿäèò âåñüìà ðàçóì�íî.1146



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 5, 2008 Ñòîõàñòè÷åñêèé òðàíñïîðò â ñëîæíûõ ãðåáåøêîâûõ ñòðóêòóðàõ5.3. Ïðîïóñêíûå âîçìîæíîñòè ñòðóêòóðÇàäàäèìñÿ íàïîñëåäîê âîïðîñîì î âëèÿíèè êî�íå÷íûõ ¾âñòàâîê¿ íà ïîòîê â ñëó÷àå åãî èäåàëüíî�ãî ¾óñâîåíèÿ¿ íà ïðàâîé ãðàíèöå, ò. å. ïðèñòûêîâêèñòðóêòóðû ê î÷åíü õîðîøî âïèòûâàþùåé ñðåäå. Âïðèíöèïå, òàêîé âàðèàíò çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò ïðå�äûäóùåé ïðè � ! 0, íî ìû ðàññìîòðèì åãî îòäåëü�íî äëÿ ëèøíåãî ïîäòâåðæäåíèÿ óäîáñòâà îïåðèðîâà�íèÿ ñ ãðåáåøêîâûìè ñòðóêòóðàìè â òåñòîâûõ çàäà�÷àõ. Ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå â îáëàñòè [0;L℄ èìååòâèä (25) ñ îäíèì ïàðàìåòðîì 0 < � < 1, à óñëî�âèÿ (26) òðàíñ�îðìèðóþòñÿ â�n1�x ����x=0 = �q� dn1pdx ����x=0 = �qp� ;n1jx=L = 0: (29)Êîíöåíòðàöèÿ íà õðåáòå ñòðóêòóðû íàðàñòàåò ïî çà�êîíó n1p = qp 1p�=2 sh[p�=2(L� x)℄
h(p�=2x) ;÷òî â ïðåäåëå t ! 1 ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîìóðàñïðåäåëåíèþ n1 = q(L� x);ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íîìó ïðî�èëþ, óñòàíàâëèâàþ�ùåìóñÿ â îáû÷íîé äè��óçèîííîé çàäà÷å. �àçëè÷èåçàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âûõîä íà ñòàöèîíàðíîå ðàñ�ïðåäåëåíèå ïðè � 6= 1 ïðîèñõîäèò íå ïî ýêñïîíåí�öèàëüíîìó, à ïî ñòåïåííîìó çàêîíó è ïðîïóñêàåìûéñòðóêòóðîé ïîòîê ��n1=�xjx=L âåäåò ñåáÿ êàêQp � qp 11 + p�L2=2 ! Q(t) � q�1� t��L22�(1� �)� ;ïðè÷åì åãî ïðèáëèæåíèå ê q ïðîèñõîäèò âåñüìà ìåä�ëåííî (R Qdt ðàñõîäèòñÿ): äå�èöèò ñâÿçàí ñ íåïðå�êðàùàþùåéñÿ ïðîïèòêîé ñòðóêòóðû â öåëîì, ïîë�íàÿ êîíöåíòðàöèÿ â íåé ðàñòåò êàêN = q(L� x) t1���(2� �) : (30)6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÈòàê, ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñïîëüçîâà�íèÿ ÿçûêà äðîáíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ îïèñàíèÿ ñòî�õàñòè÷åñêîãî òðàíñïîðòà âäîëü ãðåáåøêîâûõ ñòðóê�òóð ñ îòðîñòêàìè ðàçëè÷íîãî òèïà ïîëó÷åíû ñëåäó�þùèå ðåçóëüòàòû.

1. Âûâåäåíû ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ, ñòðîãîó÷èòûâàþùèå íàëè÷èå íà÷àëüíûõ äàííûõ. Äëÿ ïðî�ñòåéøåé ñòðóêòóðû âûïèñàíî âûðàæåíèå, â îáÿçà�òåëüíîì ïîðÿäêå çàâèñÿùåå îò ìèêðîñêîïè÷åñêèõîñîáåííîñòåé èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëíîé êîí�öåíòðàöèè â îòðîñòêàõ � îíî ïðèâîäèò ê íåñòàíäàðò�íîé çàâèñèìîñòè ïðàâîé ÷àñòè ìàêðîñêîïè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ îò âðåìåíè, ÷òî åùå ðàç äîêàçûâàåò íåîá�õîäèìîñòü åãî ó÷åòà ïðè ðåøåíèè ñóáäè��óçèîííûõóðàâíåíèé ëþáîãî âèäà.2. Ïîêàçàíî, ÷òî òðàíñïîðò â ðàçâåòâëåííûõ ãðå�áåøêîâûõ ñòðóêòóðàõ òàêæå èìååò ñóáäè��óçèîí�íûé õàðàêòåð è ïðîèñõîäèò ìåäëåííåå, ÷åì â îáû÷�íûõ ãðåáåøêîâûõ ñòðóêòóðàõ, ïðè÷åì ïîðÿäîê äðîá�íîé ïðîèçâîäíîé â îïèñûâàþùåì åãî óðàâíåíèèñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê � = 1=2k ïî ìåðå óâåëè÷å�íèÿ ñòåïåíè ðàçâåòâëåííîñòè. Ïðåäåë áåñêîíå÷íîéðàçâåòâëåííîñòè ýêâèâàëåíòåí óõîäó ÷àñòèö ñ õðåá�òà ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ïðèâîäÿùåìó ê ïîëíîìóïðåêðàùåíèþ ïåðåíîñà âäîëü ñòðóêòóðû.3. Ïðåäëîæåíû ñòðóêòóðû-ãèðëÿíäû, ïðîÿâëÿþ�ùèå áîëåå ìåäëåííóþ ýâîëþöèþ, äëÿ êîòîðûõ �îð�ìàëüíî � = 0. Ñëó÷àé, êîãäà íà õðåáåò íàñàæåíûäèñêè ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäíûì � ðàñïðîñòðàíåíèå ÷àñ�òèö ïî îñè íå ïðåêðàùàåòñÿ, íî ïðîèñõîäèò ìåäëåí�íåå, ÷åì ïî ñòåïåííîìó çàêîíó. Â ãèðëÿíäå øàðîâòðàíñïîðò âäîëü ñòðóêòóðû ñõîäèò íà íåò çà õàðàê�òåðíûå âðåìåíà äè��óçèè ÷àñòèö ìåæäó åå ýëåìåí�òàìè, ïîñêîëüêó øàðû âïèòûâàþò â ñåáÿ ÷àñòèöû ñïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ.4. Ïîñòàâëåíû è ðåøåíû íåêîòîðûå îáùèå çà�äà÷è äëÿ ñóáäè��óçèîííûõ óðàâíåíèé â äðîáíûõïðîèçâîäíûõ, äëÿ êîòîðûõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðè�îáðåòàþò íåëîêàëüíûé ïî âðåìåíè âèä. Ïðè êîí�òàêòå äâóõ ñòðóêòóð ñ ðàçëè÷íûìè äðîáíûìè ïî�êàçàòåëÿìè áîëåå ðàçâåòâëåííàÿ âïèòûâàåò â ñåáÿïî÷òè âñå ÷àñòèöû èç ìåíåå ðàçâåòâëåííîé. Ó÷àñòîêñòðóêòóðû, îáëàäàþùèé áîëåå ðàçâåòâëåííûìè îò�ðîñòêàìè, ÷åì åå îñíîâíàÿ ÷àñòü â öåëîì, ñòàíîâèòñÿý��åêòèâíûì áàðüåðîì íà ïóòè ÷àñòèö, íå ïðîïóñ�êàÿ ÷åðåç ñåáÿ âõîäÿùèé ïîòîê.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãîñêîíòðàêòà�îñíàóêè 02.513.11.3287, à òàêæå ñèñòåìû èíèöèà�òèâíûõ ïðîåêòîâ �ÍÖ ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò¿.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. E. W. Montroll and M. F. S
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