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Î ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÈ �ÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÅÑÊÎ�Î�ÅÍÅ�ÀÒÎ�À �ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î ÕÀÎÑÀÑ. Ï. Êóçíåöîâ *Ñàðàòîâñêèé �èëèàë Èíñòèòóòà ðàäèîòåõíèêè è ýëåêòðîíèêè èì. Â. À. Êîòåëüíèêîâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê410019, Ñàðàòîâ, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16 ìàÿ 2007 ã.�àññìîòðåíà ñõåìà ãåíåðàòîðà õàîñà, ïîñòðîåííàÿ èç äâóõ ïîäñèñòåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñîáîé ïàðó ïàðàìåòðè÷åñêè ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ ñ ðàçëè÷àþùèìèñÿ âäâîå ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòà-ìè. Îáå ïîäñèñòåìû âîçáóæäàþòñÿ ïî î÷åðåäè áëàãîäàðÿ ïîïåðåìåííîìó âêëþ÷åíèþ íàêà÷êè íà òðåòüåéãàðìîíèêå îñíîâíîé ÷àñòîòû è ïåðåäàþò âîçáóæäåíèå äðóã äðóãó ÷åðåç êâàäðàòè÷íûé íåëèíåéíûé ýëå-ìåíò ñâÿçè. Íà îñíîâàíèè êà÷åñòâåííûõ ðàññóæäåíèé è ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ âûñêàçûâàåòñÿïðåäïîëîæåíèå, ÷òî â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèé ñòðàííûé àòòðàêòîð.PACS: 05.45.-a 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìââîäèòñÿ â ðàññìîòðåíèå êëàññ îäíîðîäíî-ãèïåðáî-ëè÷åñêèõ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ [1�11℄. Áóäó÷èñîñòàâëåííûìè èñêëþ÷èòåëüíî èç �àçîâûõ òðàåêòî�ðèé ñåäëîâîãî òèïà, îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñòðóê�òóðíîé óñòîé÷èâîñòè (¾ãðóáîñòè¿), êîòîðîå çàêëþ�÷àåòñÿ â íå÷óâñòâèòåëüíîñòè ñòðóêòóðû àòòðàêòî�ðà ê âàðèàöèÿì �óíêöèé è ïàðàìåòðîâ â îïðåäå�ëÿþùèõ óðàâíåíèÿõ. Ýòî ñòðàííûå àòòðàêòîðû ññèëüíûìè õàîòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, äîïóñêàþùèåäàëåêî èäóùèé ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Ê ñîæàëå�íèþ, îäíîðîäíî-ãèïåðáîëè÷åñêèå àòòðàêòîðû íå õà�ðàêòåðíû äëÿ ïîäàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ðåàëü�íûõ ñèñòåì ñî ñëîæíîé äèíàìèêîé. Â ó÷åáíèêàõ èìîíîãðà�èÿõ ïî íåëèíåéíîé äèíàìèêå ãèïåðáîëè÷å�ñêèå õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû ïðåäñòàâëåíû ìàòåìà�òè÷åñêèìè êîíñòðóêöèÿìè, òàêèìè êàê àòòðàêòîðÏëûêèíà è ñîëåíîèä Ñìåéëà �Âèëüÿìñà [1�11℄.Íåäàâíî ïðåäëîæåíà �èçè÷åñêè ðåàëèçóåìàÿ ñè�ñòåìà, ñîñòàâëåííàÿ èç äâóõ ñâÿçàííûõ íåàâòîíîì�íûõ îñöèëëÿòîðîâ Âàí-äåð-Ïîëÿ [12�14℄, â êîòîðîéèìååò ìåñòî àòòðàêòîð Ñìåéëà �Âèëüÿìñà (ïðè îïè�ñàíèè â òåðìèíàõ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå). Â ðàáî�òàõ [15; 16℄ äëÿ ýòîé ñèñòåìû âûïîëíåíà êîìïüþòåð�íàÿ ïðîâåðêà èçâåñòíûõ èç ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðà�*E-mail: spkuz�rambler.ru

òóðû äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïðèñóòñòâèÿ ãèïåðáîëè�÷åñêîãî àòòðàêòîðà [1; 6℄.Äðóãèå âàðèàíòû ïîäîáíûõ ñõåì íà îñíîâå íåàâ�òîíîìíûõ è àâòîíîìíûõ îñöèëëÿòîðîâ îáñóæäàþò�ñÿ â ðàáîòàõ [16�19℄. Îáùèé ïðèíöèï, ïîëîæåí�íûé â îñíîâó �óíêöèîíèðîâàíèÿ ýòèõ ñèñòåì, ñî�ñòîèò â ìàíèïóëÿöèè �àçàìè êîëåáàíèé ïðè ïåðå�äà÷å âîçáóæäåíèÿ ìåæäó ïàðöèàëüíûìè îñöèëëÿòî�ðàìè, êîòîðûå ñòàíîâÿòñÿ àêòèâíûìè ïîïåðåìåííî,ñ òåì ÷òîáû òðàíñ�îðìàöèÿ �àç îòâå÷àëà èòåðàöè�ÿì îòîáðàæåíèÿ ñ õàîòè÷åñêîé äèíàìèêîé.Ñ òî÷êè çðåíèÿ ðåàëèçàöèè äàííîãî ïðèíöèïà,âåñüìà ïîäõîäÿùèì è óäîáíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èç�âåñòíûé â òåîðèè êîëåáàíèé è ïðèëîæåíèÿõ êëàñññèñòåì ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì âîçáóæäåíèåì [20�23℄.Òàêîãî ðîäà ñèñòåìû ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû íà ðàç�ëè÷íîé �èçè÷åñêîé îñíîâå, íàïðèìåð, â ýëåêòðîíè�êå, ìåõàíèêå, àêóñòèêå, íåëèíåéíîé îïòèêå.Îäíà èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ñõåì ïàðàìåòðè÷åñêî�ãî ãåíåðàòîðà îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè äâóõ ïàð�öèàëüíûõ îñöèëëÿòîðîâ, ñâÿçü ìåæäó êîòîðûìè îñó�ùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ðåàêòèâíîãî (áåçäèññèïà�òèâíîãî) ýëåìåíòà, õàðàêòåðèçóåìîãî èçìåíÿþùèì�ñÿ âî âðåìåíè ïàðàìåòðîì. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå÷àñòîòû îñöèëëÿòîðîâ !1, !2 è ÷àñòîòà èçìåíåíèÿïàðàìåòðà, èëè ÷àñòîòà íàêà÷êè !3 ñâÿçàíû ñîîò�íîøåíèåì !1 + !2 = !3, âûðàæàþùèì óñëîâèå ïà�ðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Â òàêîé ñèñòåìå â îáîèõïàðöèàëüíûõ îñöèëëÿòîðàõ âîçíèêàåò îäíîâðåìåí�438



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 Î âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ãåíåðàòîðà : : :
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ω3�èñ. 1. Áëîê-ñõåìà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ãåíåðàòîðàõàîñà. Áëîêè ñ ïîìåòêàìè !1 è !2 îáîçíà÷àþò îñ-öèëëÿòîðû ñ ñîîòâåòñòâóþùåé ñîáñòâåííîé ÷àñòî-òîé, êâàäðàòèêè ñ âîëíîîáðàçíîé ÷åðòîé � áåçäèñ-ñèïàòèâíûå ýëåìåíòû ñâÿçè ñ ïàðàìåòðîì, îñöèë-ëèðóþùèì ñ ÷àñòîòîé íàêà÷êè !3, çàøòðèõîâàííûåêâàäðàòû � ýëåìåíòû ñâÿçè, õàðàêòåðèçóåìûå êâà-äðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþíàÿ ðàñêà÷êà êîëåáàíèé, ñòàáèëèçàöèÿ àìïëèòóäûêîòîðûõ ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà, åñëè ââåñòè, íàïðè�ìåð, íåëèíåéíóþ äèññèïàöèþ.�àññìîòðèì ñèñòåìó, ñîñòàâëåííóþ èç äâóõ òà�êèõ ïîäñèñòåì, A è B, � ïàðàìåòðè÷åñêèõ ãåíåðà�òîðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðóïàðàìåòðè÷åñêè ñâÿçàííûõ îñöèëëÿòîðîâ (ðèñ. 1).Ïðè ýòîì ÷àñòîòû âûáðàíû òàê, ÷òî !2 = 2!1 è!3 = 3!1. (Óñëîâèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà,î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ.) Ïðèíàäëåæàùèé êàæäîéïîäñèñòåìå îñöèëëÿòîð ÷àñòîòû !1 ïîëàãàåì ñâÿçàí�íûì ÷åðåç êâàäðàòè÷íûé íåëèíåéíûé ýëåìåíò ñ îñ�öèëëÿòîðîì ÷àñòîòû !2, îòíîñÿùèìñÿ ê ïîäñèñòå�ìå-ïàðòíåðó. Â ñèëó ïðèíÿòîãî ñîîòíîøåíèÿ ÷àñòîòâîçäåéñòâèå íà âòîðîé ãàðìîíèêå îäíîãî îñöèëëÿòî�ðà íà äðóãîé áóäåò ý��åêòèâíûì, ò. å. ðåçîíàíñíûì.Ïóñòü íàêà÷êà âêëþ÷àåòñÿ ïî î÷åðåäè â îäíîéè äðóãîé ïîäñèñòåìàõ, òàê ÷òî �óíêöèîíèðîâàíèåóñòðîéñòâà ñîñòîèò â ïîïåðåìåííîì ïàðàìåòðè÷å�ñêîì âîçáóæäåíèè ïîäñèñòåì è çàòóõàíèè êîëåáàíèéâ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè ìåæäó àêòèâíûìè ñòàäèÿ�ìè. Â íà÷àëå î÷åðåäíîé ñòàäèè âîçáóæäåíèÿ êàæäîéïîäñèñòåìû ¾çàòðàâêîé¿ äëÿ âîçíèêàþùèõ êîëåáà�íèé ñëóæèò ñèãíàë íà âòîðîé ãàðìîíèêå îò ñèñòå�ìû-ïàðòíåðà, òàê ÷òî ïåðåäà÷à âîçáóæäåíèÿ ñîïðî�âîæäàåòñÿ êàæäûé ðàç óäâîåíèåì �àçû êîëåáàíèé.Çà ïîëíûé ïåðèîä ìîäóëÿöèè íàêà÷êè �àçà êîëåáà�íèé ïðåòåðïåâàåò óìíîæåíèå íà 4, ÷òî îáåñïå÷èâàåòõàîñ â ïîâåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé �à�

çû. Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà âûäàåò ñèãíàë â âèäåèìïóëüñîâ, ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì ñ ïåðèîäîììîäóëÿöèè íàêà÷êè, íî ïðè ýòîì �àçà âûñîêî÷àñòîò�íîãî çàïîëíåíèÿ õàîòè÷åñêè ìåíÿåòñÿ îò èìïóëüñà êèìïóëüñó.Êàê ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, â îáëàñòè ïàðàìåò�ðîâ, ãäå ðåàëèçóåòñÿ îïèñàííîå ïðåîáðàçîâàíèå �àç,õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíî-ãèïåð-áîëè÷åñêèì. Áîëåå êîíêðåòíî, àòòðàêòîð îòîáðàæå�íèÿ, îïðåäåëÿþùåãî èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìûçà ïåðèîä ìîäóëÿöèè íàêà÷êè, îòíîñèòñÿ ê ñåìåé�ñòâó ñîëåíîèäîâ Ñìåéëà �Âèëüÿìñà.Â ïðåäëàãàåìîé ñèñòåìå ìàíèïóëÿöèÿ �àçàìè êî�ëåáàíèé îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà ïåðåäà÷àêîëåáàòåëüíîãî âîçáóæäåíèÿ îò îäíîãî îñöèëëÿòî�ðà ê äðóãîìó ñîïðîâîæäàåòñÿ îáìåíîì çàïàñåííîéýíåðãèåé. Â ýòîì ñîñòîèò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îòðàíåå îáñóæäàâøèõñÿ ñõåì [12�19℄, ãäå â ïðèíÿòûõçà îñíîâó àâòîêîëåáàòåëüíûõ ýëåìåíòàõ îïðåäåëÿþ�ùåå çíà÷åíèå èìååò íå îáìåí ýíåðãèåé, à êîìïåíñà�öèÿ ïîòåðü â êàæäîì èç îñöèëëÿòîðîâ çà ñ÷åò âíåø�íåãî íåêîëåáàòåëüíîãî èñòî÷íèêà.2. ÈÑÑËÅÄÓÅÌÀß ÌÎÄÅËÜ, Ï�ÈÍÖÈÏÔÓÍÊÖÈÎÍÈ�ÎÂÀÍÈß È ÎÑÍÎÂÍÛÅÓ�ÀÂÍÅÍÈßÏóñòü ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ �óíêöèåé Ëà�ãðàíæàL = 12 � _x21 + _x22 + _y21 + _y22 � !21x21 �� !22x22 � !21y21 � !22y22�+ � [x1x2f(t) + y1y2g(t)℄�� sin!3t+ "(x21y2 + y21x2): (1)Çäåñü x1;2 è y1;2 � îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, à _x1;2è _y1;2 � îáîáùåííûå ñêîðîñòè äâóõ ïàð îñöèëëÿòî�ðîâ, èìåþùèõ ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû !1 è !2 = 2!1.Ïàðàìåòð � îïðåäåëÿåò èíòåíñèâíîñòü íàêà÷êè íà÷àñòîòå !3 = !1 + !2 = 3!1, à �óíêöèè f(t) è g(t)çàäàþò ìåäëåííóþ çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû íàêà÷êèîò âðåìåíè äëÿ äâóõ ïàð îñöèëëÿòîðîâ. Ïàðàìåòð "îòâå÷àåò çà íåëèíåéíóþ ñâÿçü ìåæäó îñöèëëÿòîðà�ìè, îòíîñÿùèìèñÿ ê ðàçíûì ïàðàì.Äëÿ ââåäåíèÿ íåëèíåéíîé äèññèïàöèè, ïðè�çâàííîé îáåñïå÷èòü íàñûùåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîéíåóñòîé÷èâîñòè è âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ àò�òðàêòîðà, çàäàäèì äèññèïàòèâíóþ �óíêöèþ �ýëåÿ[24℄ ñëåäóþùèì îáðàçîì:439



Ñ. Ï. Êóçíåöîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008R = 12 ��1 _x21 + �2 _x22 + �1 _y21 + �1 _y22�++ 14 ��1 _x41 + �2 _x42 + �1 _y41 + �1 _y42� ; (2)ãäå �1;2, �1;2 � ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Äèíàìè�÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû [24℄ddt � �L� _xi� = �L�xi � �R� _xi ;ddt � �L� _yi� = �L�yi � �R� _yi ; i = 1; 2; (3)ïðåäñòàâëÿþòñÿ òîãäà â âèäå�x1 + !21x1 = �x2f(t) sin!3t++ 2"x1y2 � �1 _x1 � �1 _x31;�x2 + !22x2 = �x1f(t) sin!3t++ "y21 � �2 _x2 � �2 _x32;�y1 + !21y1 = �y2g(t) sin!3t++ 2"y1x2 � �1 _y1 � �1 _x31;�y2 + !22y2 = �y1g(t) sin!3t++ "x21 � �2 _y2 � �2 _y32 : (4)
Âûáåðåì �óíêöèè f(t) è g(t) òàê, ÷òîáû äëÿ äâóõïàð îñöèëëÿòîðîâ àìïëèòóäà íàêà÷êè ñîâåðøàëàìåäëåííûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ â ïðîòèâî�à�çå: f(t) = sin2(�t=T ); g(t) = 
os2(�t=T ): (5)Ïåðèîä ìîäóëÿöèè áóäåì ñ÷èòàòü êðàòíûì ïåðèî�äó îñíîâíîé ÷àñòîòû íàêà÷êè, ò. å. T = 2�N=!3, ãäåN � öåëîå1).Ïðè N � 1, ñëåäóÿ ñòàíäàðòíîìó ïîäõîäó, äëÿîïèñàíèÿ äèíàìèêè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòî�äîì ìåäëåííûõ àìïëèòóä [21�23℄. Ïîëîæèìx1 = A1 exp(i!1t) +A�1 exp(�i!1t);x2 = A2 exp(i!2t) +A�2 exp(�i!2t);y1 = B1 exp(i!1t) +B�1 exp(�i!1t);y2 = B2 exp(i!2t) +B�2 exp(�i!2t); (6)1) Äàííîå óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (4) õà�ðàêòåðèçóåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ êîý��èöèåíòîâîò âðåìåíè ñ ïåðèîäîì T è äëÿ íåå ïðèìåíèìî îïèñàíèå äè�íàìèêè ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå, èëè ñòðîáîñêî�ïè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ, â òðàäèöèîííîé �îðìå (ñ èñïîëüçî�âàíèåì ñåêóùèõ ïëîñêîñòåé, ðàñïîëîæåííûõ ñ øàãîì T ïîâðåìåííîé îñè â ðàñøèðåííîì �àçîâîì ïðîñòðàíñòâå). Â ðàì�êàõ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ìåòîäå ìåäëåííûõ àìïëèòóä, ò. å.äëÿ óðàâíåíèÿ (8), óêàçàííîå óñëîâèå íåïðèíöèïèàëüíî è åãîìîæíî èãíîðèðîâàòü.

ãäå A1;2(t) = A01;2+iA001;2, B1;2(t) = B01;2+iB001;2 � ìåä�ëåííî ìåíÿþùèåñÿ êîìïëåêñíûå �óíêöèè âðåìåíè,íà êîòîðûå íàëîæåíû äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ_A1 exp(i!1t) + _A�1 exp(�i!1t) = 0;_A2 exp(i!2t) + _A�2 exp(�i!2t) = 0;_B1 exp(i!1t) + _B�1 exp(�i!1t) = 0;_B2 exp(i!2t) + _B�2 exp(�i!2t) = 0: (7)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýòèõ âûðàæåíèé â ñîîòíîøåíèÿ(4), óìíîæåíèÿ óðàâíåíèé äëÿ A1, B1 íà exp(�i!1t)è äëÿ A2, B2 íà exp(�i!2t) è óñðåäíåíèÿ ïî ïåðèîäóáûñòðûõ êîëåáàíèé ñ ó÷åòîì ïðèíÿòîãî ñîîòíîøå�íèÿ ÷àñòîò !1;2;3 ïîëó÷àåì:_A1 = � �4!1 f(t)A�2 � i "!1A�1B2 �� 12�1A1 � 32!21�1A1jA1j2;_A2 = � �4!2 f(t)A�1 � i "2!2B21 �� 12�2A2 � 32!22�2A2jA2j2;_B1 = � �4!1 g(t)B�2 � i "!1B�1A2 �� 12�1B1 � 32!21�1B1jB1j2;_B2 = � �4!2 g(t)B�1 � i "2!2A21 �� 12�2B2 � 32!22�2B2jB2j2:
(8)

Åñëè " = 0, òî ñèñòåìà ðàñïàäàåòñÿ íà äâå èçîëè�ðîâàííûå ïîäñèñòåìû, A è B, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îá�ðàçîâàíà äâóìÿ îñöèëëÿòîðàìè ñ ïàðàìåòðè÷åñêîéñâÿçüþ. �àññìîòðèì îäíó èç ïîäñèñòåì, íàïðèìåðÀ. (Äëÿ âòîðîé ïîäñèñòåìû ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷�íû.) Áåç äèññèïàöèè è ïðè ïîñòîÿííîé àìïëèòóäåíàêà÷êè f(t) � 1 ïîäñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ â òåðìè�íàõ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä óðàâíåíèÿìè_A1 = � �4!1 A�2; _A2 = � �4!2 A�1:Îáùåå ðåøåíèå èìååò âèäA1 = C+ exp� �t4p!1!2 �+ C� exp�� �t4p!1!2 � ;A2 = �r!2!1 �C�+ exp� �t4p!1!2 �++ C�� exp�� �t4p!1!2 �� ;440



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 Î âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ãåíåðàòîðà : : :ãäå C+ = R exp(i') è C� � êîìïëåêñíûå ïîñòîÿí�íûå, îïðåäåëÿåìûå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Âòîðîé÷ëåí çàòóõàåò, è íà áîëüøèõ âðåìåíàõ ïîëó÷àåìA1 � C+ exp� �t4p!1!2 � ;A2 � �r!2!1 C�+ exp� �t4p!1!2 � ;÷òî ñîîòâåòñòâóåòx1 � 2R exp� �t4p!1!2 � 
os(!1t+ ');x2 � �2Rr!2!1 exp� �t4p!1!2 � 
os(!2t� '):Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêøèå â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè êîëåáàíèÿ íà ïåð�âîé è âòîðîé ãàðìîíèêàõ îñíîâíîé ÷àñòîòû !1 èìå�þò �àçîâûé ñäâèã, çàäàâàåìûé îäíîé è òîé æå êîí�ñòàíòîé ', êîòîðàÿ çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.Ïðè ó÷åòå íåëèíåéíîé äèññèïàöèè àìïëèòóäà êîëå�áàíèé áóäåò ïðåòåðïåâàòü íàñûùåíèå, íî óêàçàííîå�àçîâîå ñîîòíîøåíèå ñîõðàíèòñÿ.Ïåðåéäåì ê ñèòóàöèè, êîãäà èìååò ìåñòî ïîïåðå�ìåííîå äåéñòâèå íàêà÷êè íà îáå ïîäñèñòåìû, A è B,ïðè íàëè÷èè ñâÿçè ìåæäó íèìè, îïðåäåëÿåìîé îò�ëè÷íûì îò íóëÿ ïàðàìåòðîì ".Âîçáóæäåíèå êàæäîé ïîäñèñòåìû ïðè âêëþ÷å�íèè íàêà÷êè áóäåò ïðîèñõîäèòü â ïðèñóòñòâèè âîç�äåéñòâèÿ íà åå ïàðöèàëüíûé îñöèëëÿòîð ñî ñòîðî�íû ïîäñèñòåìû-ïàðòíåðà. Âîçäåéñòâèå íà îñöèëëÿ�òîð, èìåþùèé ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó !2 = 2!1, îñóùå�ñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïîðîæäàåìîé íà íåëèíåéíîìýëåìåíòå âòîðîé ãàðìîíèêè ñèãíàëà îò îñöèëëÿòîðà,ñîâåðøàþùåãî êîëåáàíèÿ íà ÷àñòîòå !1. Ýòà âòîðàÿãàðìîíèêà èìååò óäâîåííóþ �àçó2), è åå æå óíàñëå�äóþò êîëåáàíèÿ âîçáóæäàåìîãî îñöèëëÿòîðà, ñòèìó�ëèðîâàííûå ýòèì âîçäåéñòâèåì. Íà ñëåäóþùåì ïî�ëóïåðèîäå ìîäóëÿöèè íàêà÷êè ïîäñèñòåìû A è Bìåíÿþòñÿ ðîëÿìè è �àçà ïåðåäàâàåìîãî âîçáóæäå�íèÿ ïðåòåðïåâàåò åùå îäíî óäâîåíèå. Ïîýòîìó çàïîëíûé ïåðèîä ìîäóëÿöèè íàêà÷êè òðàíñ�îðìàöèÿ�àçû áóäåò ïðèáëèæåííî îïðåäåëÿòüñÿ îòîáðàæåíè�åì 'new = 4'old + 
onst (mod 2�). Îíî îòíîñèòñÿ êñåìåéñòâó îòîáðàæåíèé Áåðíóëëè [25℄, åãî äèíàìèêàõàîòè÷åñêàÿ è õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíî�âà � = ln 4 � 1:386.2) Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî èçâåñòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé�îðìóëå èìååì 
os2(!1t + ') = 12 
os(2!1t + 2') + íåðåçî�íàíñíûé ÷ëåí.

Äëÿ áîëåå àêêóðàòíîãî îïèñàíèÿ äèíàìèêè ñè�ñòåìû â äèñêðåòíîì âðåìåíè ñëåäóåò îáðàòèòüñÿ êîòîáðàæåíèþ Ïóàíêàðå. �àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü�íîñòü ìîìåíòîâ âðåìåíè tn = nT . Ïóñòü â ìîìåíò tnñîñòîÿíèå ñèñòåìû çàäàíî íàáîðîì ïåðåìåííûõ �âîñüìèìåðíûì âåêòîðîì Xn. �åøàÿ óðàâíåíèÿ (4)èëè (8) íà èíòåðâàëå âðåìåíè T ñ íà÷àëüíûìè óñëî�âèÿìè Xn, ïîëó÷èì íàáîð ïåðåìåííûõ, îòâå÷àþùèéíîâîìó ñîñòîÿíèþ Xn+1. Ââåäåì �óíêöèþ, îòîáðà�æàþùóþ âîñüìèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî â ñåáÿ:Xn+1 = T(Xn): (9)Ýòî è åñòü îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå. Îíî îïðåäåëÿ�åòñÿ ýâîëþöèåé, îïèñûâàåìîé äè��åðåíöèàëüíûìèóðàâíåíèÿìè ñ ãëàäêèìè è îãðàíè÷åííûìè â êîíå÷�íîé îáëàñòè ïåðåìåííûõ ïðàâûìè ÷àñòÿìè. Â ñî�îòâåòñòâèè ñ òåîðåìàìè ñóùåñòâîâàíèÿ, åäèíñòâåí�íîñòè, íåïðåðûâíîñòè è äè��åðåíöèðóåìîñòè ðåøå�íèÿ ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îòîá�ðàæåíèå T ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äè��åîìîð�èçì �âçàèìíî îäíîçíà÷íîå è âçàèìíî äè��åðåíöèðóåìîåîòîáðàæåíèå [26℄. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ �àçîâîé ïåðå�ìåííîé ' èñïîëüçóåì îñöèëëÿòîð íà ÷àñòîòå !1, îò�íîñÿùåéñÿ ê òîé ïîäñèñòåìå, êîòîðàÿ àêòèâíà â ìî�ìåíòû âðåìåíè tn. Òîãäà â âîñüìèìåðíîì ïðîñòðàí�ñòâå ñîñòîÿíèé íàïðàâëåíèå, ñâÿçàííîå ñ �àçîé ',îòâå÷àåò ðàñòÿæåíèþ (ïðèáëèçèòåëüíî â ñîîòâåò�ñòâèè ñ îòîáðàæåíèåì 'n+1 = 4'n+
onst (mod 2�)),à ñåìü îñòàëüíûõ íàïðàâëåíèé � ñæàòèþ (ñì. íè�æå).3. ÕÀÎÒÈ×ÅÑÊÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÑÈÑÒÅÌÛ.�ÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÎ�Î �ÅØÅÍÈßÓ�ÀÂÍÅÍÈÉÎáðàòèìñÿ ê ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî�âàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåìû. Óäîáíî ïðèíÿòü !1 = 2�,!2 = 4�, !3 = 6�, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó ïåðè�îäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà âîäíîé è äðóãîé ïîäñèñòåìàõ çà åäèíèöó âðåìåíè.Íà ðèñ. 2 ïðèâîäÿòñÿ òèïè÷íûå îáðàçöû âðåìåí�íûõ çàâèñèìîñòåé â óñòàíîâèâøåìñÿ ðåæèìå ïàðà�ìåòðè÷åñêîé ãåíåðàöèè äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåí�íûõ x è y íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî ïåðèîäà ìîäóëÿ�öèè íàêà÷êè, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ â äâóõ ïîäñèñòåìàõ�óíêöèÿìè (5), ïðåäñòàâëåííûìè íà ðèñ. 2à. �åøå�íèå óðàâíåíèé (4) íà êîìïüþòåðå ïðîâîäèëîñü ìåòî�äîì �óíãå �Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ïðèT = 40; " = 0:5; � = 35;�1 = �2 = 0:6; �1 = �2 = 0:01: (10)441



Ñ. Ï. Êóçíåöîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008
0 5 10 15 20 25 30 35 t
0 5 10 15 20 25 30 35 t
0 5 10 15 20 25 30 35 t
0 5 10 15 20 25 30 35 t

0
02�220�220�2

à
á
â
ã

x2

y1
y1
y2

x1
x1

�èñ. 2. Òèïè÷íûå îáðàçöû âðåìåííîé çàâèñèìîñòè äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åííîé èç ÷èñëåííîãî ðå-øåíèÿ óðàâíåíèé (4) ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ (10): à � íàêà÷êà; íà äèàãðàììàõ á è â ïîêàçàíàîäíà ðåàëèçàöèÿ, à íà äèàãðàììå ã � âîñåìü íàëîæåííûõ äðóã íà äðóãà ðåàëèçàöèé � ó÷àñòêîâ îäíîãî è òîãî æåñèãíàëà, ÷òî èëëþñòðèðóåò íåïåðèîäè÷åñêèé (�àêòè÷åñêè, õàîòè÷åñêèé) õàðàêòåð äèíàìèêè. Îãèáàþùèå íà ðèñ. áè â ïîñòðîåíû íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (8) äëÿ êîìïëåêñíûõ àìïëèòóäÊàê ìîæíî âèäåòü, ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè ñîñòîèòâ òîì, ÷òî îáå ïîäñèñòåìû ñòàíîâÿòñÿ àêòèâíûìèïîïåðåìåííî â ñîîòâåòñòâèè ñ äåéñòâèåì íàêà÷êè.Êàæäàÿ ïîäñèñòåìà âûäàåò ñèãíàë, ïðåäñòàâëÿþ�ùèé ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èìïóëüñîâ, èìåþùèõâûñîêî÷àñòîòíîå çàïîëíåíèå è ñëåäóþùèõ ñ ïåðè�îäîì ìîäóëÿöèè íàêà÷êè. Îäíàêî ñèãíàë â öåëîìíåïåðèîäè÷åñêèé: �àçà âûñîêî÷àñòîòíîãî çàïîëíå�íèÿ ìåíÿåòñÿ îò èìïóëüñà ê èìïóëüñó õàîòè÷åñêè.Íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå ýòî õîðîøî âèäíî èç ðèñ. 2ã,ãäå ïðåäñòàâëåíû íà îäíîì ãðà�èêå âîñåìü ðåàëèçà�öèé � ó÷àñòêîâ ñèãíàëà, îòíîñÿùèõñÿ ê ïîñëåäîâà�òåëüíûì ïåðèîäàì ìîäóëÿöèè íàêà÷êè. Íà ðèñ. 2á,âïðèâîäÿòñÿ òàêæå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè àìïëè�òóä îñöèëëÿòîðîâ, ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûì ðåøåíè�åì óðàâíåíèé äëÿ ìåäëåííûõ àìïëèòóä (8). Äëÿ ïî�ëó÷åíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ â ìîìåíòâðåìåíè, ïðèíÿòûé çà íóëü, ïåðåñ÷èòàíû èç ñîîòâåò�

ñòâóþùåãî ìãíîâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (4) íà àò�òðàêòîðå ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé (6), (7). Âèäíî,÷òî ñîãëàñèå ìåæäó ìåòîäîì ìåäëåííûõ àìïëèòóäè òî÷íûì ðåøåíèåì õîðîøåå.Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû äèàãðàììû äëÿ �àç, îòâå÷àþ�ùèõ ïîñëåäîâàòåëüíûì ñòàäèÿì âîçáóæäåíèÿ îäíîéèç ïîäñèñòåì. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíà �àçà êîëåáà�íèé â ïîäñèñòåìå B, îòíîñÿùàÿñÿ ê ìîìåíòó âðåìå�íè tn = nT , à ïî îñè îðäèíàò � ê ìîìåíòó âðåìåíètn+1. �ðà�èê 3à ïîñòðîåí íà îñíîâàíèè ÷èñëåííîãîðåøåíèÿ óðàâíåíèé (4), à ãðà�èê 3á � àìïëèòóä�íûõ óðàâíåíèé (8). Ïðè ýòîì â ïåðâîì ñëó÷àå �àçàîïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëå'n = arg [y1(tn) + _y1(tn)=i!1℄ ;à âî âòîðîì � 'n = argB1(tn):442
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�èñ. 3. Èòåðàöèîííûå äèàãðàììû äëÿ �àçû íà ñòà-äèè àêòèâíîñòè îäíîé èç ïîäñèñòåì, ïîñòðîåííûåíà îñíîâàíèè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñõîäíûõ óðàâ-íåíèé (4) (à) è óðàâíåíèé (8) äëÿ êîìïëåêñíûõ àì-ïëèòóä (á ) ïðè âûáîðå ïàðàìåòðîâ â ñîîòâåòñòâèèñ (10)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îïðåäåëåíèå �àçû îòíîñèòñÿ ê àê�òèâíîé ñòàäèè ðàññìàòðèâàåìîé ïîäñèñòåìû, êîãäààìïëèòóäà çàâåäîìî îòëè÷íà îò íóëÿ3). Êàê âèäíîèç ðèñ. 3, îäíîêðàòíûé îáõîä îêðóæíîñòè äëÿ ïðî�îáðàçà, ò. å. âàðèàöèÿ �àçû 'n îò íóëÿ äî 2�, ñîîò�3) �ëîáàëüíî îïðåäåëèòü �àçó íà âñåé âðåìåííîé îñèíåëüçÿ, ïîñêîëüêó â ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè ìåæäó àêòèâíû�ìè ñòàäèÿìè àìïëèòóäà êîëåáàíèé â ïîäñèñòåìå ñòàíîâèòñÿáëèçêîé ê íóëþ. Åñëè áû òàêîå îïðåäåëåíèå áûëî âîçìîæíî,òî íåëüçÿ áûëî áû îáåñïå÷èòü ïðèíàäëåæíîñòü îòîáðàæåíèÿäëÿ �àçû ê íóæíîìó òîïîëîãè÷åñêîìó êëàññó.

âåòñòâóåò ÷åòûðåõêðàòíîìó îáõîäó äëÿ îáðàçà 'n+1.Ýòî çíà÷èò, ÷òî îòîáðàæåíèå äëÿ �àçû îòíîñèòñÿ êòîìó æå òîïîëîãè÷åñêîìó êëàññó, ÷òî è îòîáðàæåíèåÁåðíóëëè 'new = 4'old. Ñëàáîå ðàñùåïëåíèå âåòâåéãðà�èêà, ïî-âèäèìîìó, íåñóùåñòâåííî, è èì â îïðå�äåëåííîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.Ïîñêîëüêó âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò õîðîøåå ñî�îòâåòñòâèå ìåæäó ðåøåíèÿìè èñõîäíûõ è àìïëèòóä�íûõ óðàâíåíèé, îãðàíè÷èìñÿ â äàëüíåéøåì ðàññìîò�ðåíèåì ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèåñÿ òîëüêî ê àìïëè�òóäíûì óðàâíåíèÿì.×òîáû ïîëó÷èòü ñâèäåòåëüñòâî ïðèñóòñòâèÿ õàî�ñà íà êîëè÷åñòâåííîì óðîâíå, îáðàòèìñÿ ê ðàñ÷åòóïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ñòàí�äàðòíóþ ïðîöåäóðó, îñíîâàííóþ íà ìåòîäå Áåíåòòè�íà [27; 28℄. Ïðîâîäèòñÿ ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíå�íèé (8) è âîñüìè êîìïëåêòîâ óðàâíåíèé â âàðèàöèÿõÆ _A1 = � �4!1 f(t)ÆA�2�i "!1 (ÆA�1B2 +A�1ÆB2)�� 12�1ÆA1 � 32!21�1A21ÆA�1 � 3!21�1A�1A1ÆA1;Æ _A2 = � �4!2 f(t)ÆA�1�i "!2B1ÆB1 � 12�2ÆA2�� 32!22�2A22ÆA�2 � 3!22�2A�2A2ÆA2;Æ _B1 = � �4!1 f(t)ÆB�2�i "!1 (A2ÆB�1+B�1ÆA2)�� 12�1ÆB1 � 32!21�1B21ÆB�1 � 3!21�1B�1B1ÆB1;Æ _B2 = � �4!2 f(t)ÆB�1�i "!2A1ÆA1�12�2ÆB2�� 32!22�2B22ÆB�2 � 3!22�2B�2B2ÆB2:
(11)

Êàæäûé ðàç ïîñëå îïðåäåëåííîãî ÷èñëà øàãîâ ðàç�íîñòíîé ñõåìû â ïðîöåññå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé âû�ïîëíÿåòñÿ îðòîãîíàëèçàöèÿ �ðàìà �Øìèäòà è íîð�ìàëèçàöèÿ äëÿ âåêòîðîâ âîçìóùåíèÿ fÆA01; ÆA001 ,ÆA02; ÆA002 ; ÆB01; ÆB001 ; ÆB02; ÆB002 g.Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà îïðåäåëÿþòñÿ êàê ñðåäíèåñêîðîñòè ðîñòà èëè óìåíüøåíèÿ íàêàïëèâàþùèõñÿñóìì ëîãàðè�ìîâ îò íîðì âåêòîðîâ âîçìóùåíèÿ (ïî�ñëå îðòîãîíàëèçàöèè, íî ïåðåä íîðìàëèçàöèåé). Ïîë�íûé ñïåêòð ïîêàçàòåëåé Ëÿïóíîâà äëÿ àòòðàêòîðà,ðåàëèçóþùåãîñÿ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (10), ñî�ãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ, ñëåäóþùèé:443
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�èñ. 4. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðå-øåíèÿ óðàâíåíèé (8) è ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèéâ âàðèàöèÿõ äâà íàèáîëüøèõ ïîêàçàòåëÿ Ëÿïóíîâàîòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà" ïðè !1 = 2�, !2 = 4�, !3 = 6�, T = 40, � = 35,�1 = �2 = 0:6, �1 = �2 = 0:01�1 = 0:03456� 0:00006;�2 = �0:1320� 0:0003;�3 = �0:2247� 0:0004;�4 = �0:5220� 0:0004;�5 = �0:6826� 0:0008;�6 = �0:9012� 0:0018;�7 = �1:4189� 0:0004;�8 = �2:3248� 0:0007: (12)
Äëÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ïîêàçàòåëè Ëÿïóíî�âà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåëè÷èíû (12) î÷åâèäíûìñîîòíîøåíèåì �k = �kT . Îòñþäà ìîæíî íàéòè�1 = 1:3823�0:0023. Ýòî õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ âåëè�÷èíîé ln 4 = 1:3862 : : : , ïîëó÷àåìîé ïðè ïðèáëèæåí�íîì îïèñàíèè ýâîëþöèè �àçîâîé ïåðåìåííîé îòîá�ðàæåíèåì Áåðíóëëè 'n+1 = 4'n + 
onst (mod 2�).Íàëè÷èå ïîëîæèòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ �1 ñëóæèòêîëè÷åñòâåííûì ïîäòâåðæäåíèåì ïðèñóòñòâèÿ õàî�ñà. Âñå îñòàëüíûå ïîêàçàòåëè, �2; : : : ;�8, îòðèöà�òåëüíûå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò �àçîâîãî îáú�åìà ïðåòåðïåâàåò ðàñòÿæåíèå ïî îäíîìó íàïðàâëå�íèþ è ñæàòèå ïî ñåìè îñòàëüíûì íàïðàâëåíèÿì â�àçîâîì ïðîñòðàíñòâå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå.Íà ðèñ. 4 ïîêàçàí ãðà�èê äâóõ íàèáîëüøèõ ïîêà�çàòåëåé Ëÿïóíîâà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå â çàâèñè�ìîñòè îò âåëè÷èíû ñâÿçè " ìåæäó ïîäñèñòåìàìè ïðè�èêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðàõ. Âî âñåé ðàñ�ñìàòðèâàåìîé îáëàñòè îäèí ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëü�

íûé, à îñòàëüíûå îòðèöàòåëüíûå. Çàâèñèìîñòü îò ïà�ðàìåòðà " äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî ïîêàçàòåëÿ, îòâå÷àþ�ùåãî çà ïðèñóòñòâèå õàîñà, ãëàäêàÿ, áåç êàêèõ-ëèáîðåçêèõ èçìåíåíèé (¾ïðîâàëîâ¿), îáû÷íî õàðàêòåð�íûõ äëÿ íåãèïåðáîëè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ. Èç ðèñ. 4âèäíî, ÷òî â øèðîêîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà" âåëè÷èíà �1 îñòàåòñÿ áëèçêîé ê ln 4.Îöåíêà �ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà,èìåþùåãî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà (12), ïî �îðìóëåÊàïëàíà �Éîðêå [6; 8; 21; 28℄ äàåò äëÿ àòòðàêòîðà âîòîáðàæåíèè ÏóàíêàðåD = 1 + �1=j�2j � 1:26 (13)(ïîñêîëüêó �1 > 0 è �1 + �2 < 0). Ñîîòâåòñòâåí�íî äëÿ àòòðàêòîðà èñõîäíîé ñèñòåìû, âëîæåííîãîâ äåâÿòèìåðíîå ðàñøèðåííîå �àçîâîå ïðîñòðàíñòâî,ðàçìåðíîñòü ñîñòàâëÿåò D0 = D + 1 � 2:26.Íà ðèñ. 5à ïîêàçàí �àçîâûé ïîðòðåò àòòðàêòîðàâ ñå÷åíèè Ïóàíêàðå â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü äèíà�ìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà âòîðîéïîäñèñòåìû. Íà ðèñ. 5á, ïðåäñòàâëÿþùåì �ðàãìåíòðèñ. 5à â óâåëè÷åííîì âèäå, ìîæíî âèäåòü íåêîòî�ðûå äåòàëè òîíêîé ïîïåðå÷íîé �ðàêòàëüíîé ñòðóê�òóðû àòòðàêòîðà. Íà ðèñ. 5â ïðèâîäèòñÿ àíàëîãè÷�íûé ïîðòðåò ïðè âûáîðå ïàðàìåòðà ñâÿçè âáëèçèïîðîãà ñóùåñòâîâàíèÿ õàîòè÷åñêîãî àòòðàêòîðà, ãäåïîïåðå÷íàÿ �ðàêòàëüíàÿ ñòðóêòóðà ñòàíîâèòñÿ ëó÷�øå ðàçëè÷èìîé.4. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ: �ÈÏÎÒÅÇÀ Î�ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎÉ Ï�È�ÎÄÅÀÒÒ�ÀÊÒÎ�ÀÏðèðîäà ìåõàíèçìà, çàëîæåííîãî â îñíîâó �óíê�öèîíèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãîãåíåðàòîðà õàîñà, à òàêæå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû,ïîäòâåðæäàþùèå ðåàëèçàöèþ ýòîãî ìåõàíèçìà, ïîç�âîëÿþò âûñêàçàòü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî íàáëþäàå�ìûé â ñèñòåìå õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð ÿâëÿåòñÿ îä�íîðîäíî-ãèïåðáîëè÷åñêèì.Îáðàòèìñÿ ê ðàññóæäåíèÿì, ïðîâåäåííûìíåñêîëüêî â èíîì êîíòåêñòå Òóðàåâûì è Øèëü�íèêîâûì [5; 29℄. Ââåäåì êîîðäèíàòû â �àçîâîìïðîñòðàíñòâå òàê, ÷òî Xn = fxn; 'ng, ãäåxn = fA01; A001 ; A02; A002 ; jB1j; B02; B002 g 2 R7 ;'n = argB1jt=nT 2 S;R7 � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè ñåìü,444
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�èñ. 5. Ïîðòðåò àòòðàêòîðà â ñå÷åíèè Ïóàíêàðå â ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé, îòâå÷àþùåéàìïëèòóäå ïåðâîãî îñöèëëÿòîðà âòîðîé ïîäñèñòåìû ïðè " = 0:5 (à) è " = 0:125 (â); á � óâåëè÷åííûé �ðàãìåíòèñõîäíîé êàðòèíêèS � îäíîìåðíàÿ îêðóæíîñòü. Òîãäà îòîáðàæåíèåÏóàíêàðå (9) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåxn+1 = f(xn; 'n);'n+1 = m'n+g('n)+!+h(xn; 'n) (mod 2�): (14)Çäåñü m � öåëîå ÷èñëî (â íàøåì ñëó÷àå m = 4),! � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ïðèíàäëåæàùàÿ èíòåðâà�ëó [0; 2�). Ôóíêöèè f, g è h ãëàäêèå è èìåþò ïåðèîä2� ïî àðãóìåíòó '. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f è hìàëû ïî íîðìå, òî îòîáðàæåíèå (14) áëèçêî ê âûðî�æäåííîìó îòîáðàæåíèþxn+1 = 0; 'n+1 = m'n+g('n)+! (mod 2�): (15)Ñîãëàñíî ðàáîòàì [5; 29℄, â ñëó÷àå m � 2 è ïðè óñëî�âèè jm+g0(')j > 1 îòîáðàæåíèå (14) äëÿ äîñòàòî÷íîìàëûõ ïî íîðìå �óíêöèé f è h áóäåò èìåòü àòòðàê�òîð, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûé ñîëåíîèäó Ñìåé�ëà �Âèëüÿìñà (ò. å. ïåðåõîäÿùèé â íåãî ïðè íåïðå�ðûâíîé âçàèìíî îäíîçíà÷íîé çàìåíå ïåðåìåííûõ).Ñîîòâåòñòâåííî, èñõîäíàÿ ïîòîêîâàÿ ñèñòåìà, ïîðî�æäàþùàÿ äàííîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, ïî ïðèíÿ�òîé â ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå òåðìèíîëîãèè, áó�äåò èìåòü àòòðàêòîð òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûéíàäñòðîéêå íàä ñîëåíîèäîì Ñìåéëà �Âèëüÿìñà.Ïðèíöèïèàëüíûé ìîìåíò � íàëè÷èå ìíîæèòåëÿm = 4 â óðàâíåíèè äëÿ ïåðåìåííîé ', ÷òî îïðå�äåëÿåò ïðèíàäëåæíîñòü îòîáðàæåíèÿ èíòåðåñóþùå�ìó íàñ òîïîëîãè÷åñêîìó êëàññó. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâîî÷åâèäíî èç ãðà�èêîâ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 3.Ôîðìà âåòâåé íà ãðà�èêå, à òàêæå áëèçîñòü ïî�êàçàòåëÿ Ëÿïóíîâà äëÿ îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå ê âå�ëè÷èíå �1 � ln 4 äàþò îñíîâàíèå ïîëàãàòü âûïîëíåí�íûì óñëîâèå jm+ g0(')j > 1.

Òîò �àêò, ÷òî ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà �2; : : : ;�8îòðèöàòåëüíûå è äîñòàòî÷íî áîëüøèå ïî àáñîëþò�íîé âåëè÷èíå â ñðàâíåíèè ñ �1, ãîâîðèò î ìàëîñòè�óíêöèé f è h, �èãóðèðóþùèõ â çàïèñè îòîáðàæå�íèÿ Ïóàíêàðå (14).Èíòåðïðåòèðóÿ äåéñòâèå îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðåãåîìåòðè÷åñêè, ìû ìîæåì âîîáðàçèòü âëîæåííûé ââîñüìèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî òîðîèä (ïðÿìîå ïðîèç�âåäåíèå îäíîìåðíîé îêðóæíîñòè è ñåìèìåðíîãî øà�ðà) è ñâÿçàòü îäíó èòåðàöèþ îòîáðàæåíèÿ ñ ïðî�äîëüíûì ðàñòÿæåíèåì è ïîïåðå÷íûì ñæàòèåì ýòî�ãî îáúåêòà, âêëàäûâàåìîãî çàòåì â âèäå ÷åòûðåõ�êðàòíî ñëîæåííîé ïåòëè âíóòðü èñõîäíîé îáëàñòè.Íà êàæäîì øàãå ïîâòîðåíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû êîëè�÷åñòâî âèòêîâ óâåëè÷èâàåòñÿ â ÷åòûðå ðàçà. Â ïðåäå�ëå ïîëó÷àåòñÿ àòòðàêòîð, ñîäåðæàùèé áåñêîíå÷íîå÷èñëî âèòêîâ è èìåþùèé ïîïåðå÷íóþ ñòðóêòóðó, ïî�äîáíóþ ìíîæåñòâó Êàíòîðà, � îäèí èç âàðèàíòîâñîëåíîèäà Ñìåéëà �Âèëüÿìñà.Âîçìîæíîå ïîäòâåðæäåíèå ïðèíàäëåæíîñòè àò�òðàêòîðà ê êëàññó îäíîðîäíî-ãèïåðáîëè÷åñêèõ ìîã�ëî áû îñíîâûâàòüñÿ íà èñïîëüçîâàíèè âû÷èñëèòåëü�íîé ïðîöåäóðû [14; 15℄, ñîäåðæàíèå êîòîðîé ñîñòîèòâ ïðîâåðêå óñëîâèé íàäëåæàùåãî âçàèìíîãî ðàñïîëî�æåíèÿ ðàñòÿãèâàþùèõñÿ è ñæèìàþùèõñÿ êîíóñîâ âïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ ìàëûõ âîçìóùåíèé â òî÷êàõïîãëîùàþùåé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé àòòðàêòîð [1; 6℄.Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, îäíàêî, íåïîñðåäñòâåí�íîå ïðèìåíåíèå òàêîé ïðîöåäóðû ïîòðåáîâàëî áû÷ðåçìåðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ èç-çà îòíîñè�òåëüíî âûñîêîé ðàçìåðíîñòè �àçîâîãî ïðîñòðàíñòâà(ðàçìåðíîñòü îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå 8 â ñðàâíåíèèñ 4 â ðàáîòàõ [14; 15℄).445
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