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�ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÎ ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏÓÇÛ�ÜÊÀÀ. Î. Ìàêñèìîâ *Òèõîîêåàíñêèé îêåàíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Â. È. Èëüè÷åâàÄàëüíåâîñòî÷íîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê690041, Âëàäèâîñòîê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 9 ÿíâàðÿ 2007 ã.Äàíî ãàìèëüòîíîâî îïèñàíèå äèíàìèêè íåñ�åðè÷åñêîãî ïóçûðüêà â æèäêîñòè. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäå-ëåíî ââåäåíèþ êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Ïîëó÷åí ÿâíûé âèä ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà Äèðèõëå �Íåéìàíàïî ñòåïåíÿì ñìåùåíèÿ ñòåíêè ïóçûðüêà îò ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ. Íàéäåíû ïåðâûå ÷ëåíû (âòîðîé,òðåòüåé è ÷åòâåðòîé ñòåïåíåé) ðàçëîæåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ïî ñòåïåíÿì êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ, îïè-ñûâàþùèå ñïåêòð è âçàèìîäåéñòâèå òðåõ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ìîä: ìîíîïîëüíûõ (ïóëüñàöèîííûõ),äèïîëüíûõ (òðàíñëÿöèîííûõ) è ïîâåðõíîñòíûõ êîëåáàíèé. Àíàëèç êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè ïðîâåäåí äëÿçàäà÷è î ãåíåðàöèè ðÿáè Ôàðàäåÿ íà ñòåíêå ïóçûðüêà â àêóñòè÷åñêîì ïîëå. Èññëåäîâàíà âîçìîæíîñòü ðå-àëèçàöèè ðàñïàäíûõ ïðîöåññîâ ïðè âçàèìîäåéñòâèè ïîâåðõíîñòíûõ êîëåáàíèé äëÿ ïåðâûõ (íàáëþäàåìûõâ ýêñïåðèìåíòå) ïÿòíàäöàòè ìîä.PACS: 47.55.dd, 47.10.Df, 43.25.Rq1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ãàçîâîãî âêëþ÷åíèÿ (ïó�çûðüêà) â ñëàáîâÿçêîé æèäêîñòè, èñïûòûâàþùåãîâîçäåéñòâèå àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ, ÿâëÿëàñü ïðåäìå�òîì èíòåíñèâíûõ èññëåäîâàíèé â òå÷åíèå ïðîäîëæè�òåëüíîãî âðåìåíè. Öåëüþ áîëüøèíñòâà ðàííèõ ðà�áîò áûëî èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ ïóçûðüêà êàê èñòî÷�íèêà çâóêà. Äëÿ ýòîé ïðîáëåìû íàèáîëüøèé èíòå�ðåñ ïðåäñòàâëÿëè îáúåìíûå ïóëüñàöèè. Ïîñêîëüêóèñêàæåíèÿ �îðìû � ïîâåðõíîñòíûå êîëåáàíèÿ � ÿâ�ëÿþòñÿ ãîðàçäî áîëåå ñëàáûì èñòî÷íèêîì çâóêà (ïîêðàéíåé ìåðå â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè) è ïîâåäåíèåñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ïóçûðüêà ïðîùå àíàëè�çèðîâàòü, áîëüøèíñòâî òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîò ïî äè�íàìèêå ãàçîâûõ âêëþ÷åíèé îñíîâûâàëîñü íà ýòîéìîäåëè. Â òî æå âðåìÿ ãàçîâûå ïóçûðüêè î÷åíü ÷àñ�òî èçíà÷àëüíî ÿâëÿþòñÿ íåñ�åðè÷åñêèìè èëè ñòà�íîâÿòñÿ òàêîâûìè â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ íåóñòîé÷è�âîñòåé. Ïîâåäåíèå òàêèõ íåñ�åðè÷åñêèõ ïóçûðüêîâîïèñàíî ãîðàçäî ìåíåå ïîäðîáíî [1℄.Êëþ÷åâûì îáñòîÿòåëüñòâîì, îïðåäåëÿþùèì ïðå�èìóùåñòâà èñïîëüçîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâà �îðìàëèç�ìà äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìêè íåñ�åðè÷åñêèõ ïóçûðü�êîâ, ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ íåëèíåé�*E-mail: maksimov�poi.dvo.ru

íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêàñ ïîìîùüþ �óíêöèîíàëüíûõ ïðîèçâîäíûõ îò ýíåð�ãèè. Ýòîò �îðìàëèçì áûë ïðåäëîæåí Çàõàðîâûì [2℄äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí. �àçâèòèå ýòîãîïîäõîäà � óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ìåæäó ãàìèëüòîíî�âîé ñòðóêòóðîé óðàâíåíèé, ñèììåòðèåé è çàêîíàìèñîõðàíåíèÿ áûëî îñóùåñòâëåíî Áåíäæàìåíîì è Îë�âåðîì [3℄, è â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ìû ïðÿìîñëåäóåì äàííûì ðàáîòàì.2. �ÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÔÎ�ÌÀËÈÇÌ ÄËßÍÅÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÏÓÇÛ�ÜÊÀ�àññìîòðèì ãàçîâûé ïóçûðåê ðàäèóñà R0, èñïû�òûâàþùèé âîçäåéñòâèå àêóñòè÷åñêîé âîëíû ñ äàâëå�íèåì P1(t). Ñæèìàåìîñòü æèäêîñòè ìîæíî íå ó÷è�òûâàòü, åñëè ðàäèóñ ïóçûðüêà R0 ìíîãî ìåíüøå äëè�íû àêóñòè÷åñêîé âîëíû �. Â ýòîì ñëó÷àå ïîòåíöèàëñêîðîñòè ' óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñàr2' = 0; v = r'; (1)ãäå v � ñêîðîñòü. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñ�åðè÷å�ñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (r; #; �). Çàäàâàÿ óðàâíåíèå412



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 �àìèëüòîíîâî îïèñàíèå äèíàìèêè ïóçûðüêàïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, r = R0+�(#; �; t), ìû ìîæåìçàïèñàòü êèíåìàòè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå â âèäå� ��t + v � r� (r �R)r=R0+� = 0;èëè���t = ��'�r �r=R0+� � 1(R0+�)2 ���# ��'�#�r=R0+� �� 1(R0 + �)2 sin2 # ���� ��'���r=R0+� : (2)Äèíàìè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå ñîñòîèò â òîì, ÷òîðàçíîñòü äàâëåíèé íà ìåæ�àçíîé ïîâåðõíîñòè îïðå�äåëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì. Òàê, åñëè âå�ëè÷èíû Pl è Pg îïèñûâàþò äàâëåíèå â æèäêîñòè èãàçå (â ïóçûðüêå), òîPl = Pg � � (r � n) ; Pg = P0 (V0=V )
 ; (3)ãäå � � êîý��èöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ,n � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè ïó�çûðüêà,n = 1R �er � 1R0 + � ���#e# � 1(R0 + �) sin# ����e�� ;R = "1 + 1(R0 + �)2 � ���#�2 ++ 1(R0 + �)2 sin2 # � �����2#1=2 ;ãäå er, e#, e� � åäèíè÷íûå âåêòîðû âäîëü ñîîòâåò�ñòâóþùèõ îñåé. Ìû èñïîëüçóåì ïîëèòðîïíûé çàêîíóðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ãàçà â ïóçûðüêå, V , V0 � ìãíî�âåííûé è ðàâíîâåñíûé îáúåìû ïóçûðüêà, 
 � èíäåêñïîëèòðîïû, P0 � ðàâíîâåñíîå äàâëåíèå â ïóçûðüêå.Äàâëåíèå Pl â æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåìÁåðíóëëèPl = ��0 "�'�t + (r')22 #+ P1(t);ãäå �0 � ðàâíîâåñíàÿ ïëîòíîñòü, P1(t) = P1 ++ Pext(t) � âíåøíåå äàâëåíèå, P1 è Pext � ñîîò�âåòñòâåííî ïîñòîÿííàÿ è ïåðåìåííàÿ ñîñòàâëÿþùèåäàâëåíèÿ.Ïîâåäåíèå íåñòàöèîíàðíûõ áåçâèõðåâûõ ïîòî�êîâ æèäêîñòè â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè D, èìå�þùåé ñâîáîäíóþ ãðàíèöó S, ìîæåò áûòü ñâåäå�íî ê ðàññìîòðåíèþ äèíàìèêè ïîâåðõíîñòè [4�6℄. Â

ýòîì �îðìàëèçìå ñàìà �îðìà ïîâåðõíîñòè S è ãðà�íè÷íîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà ýòîé ïîâåðõíîñòè,� = ' (r; #; �; t) jr=R0+�, ÿâëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìèïåðåìåííûìè, îïðåäåëÿþùèìè ñîñòîÿíèå ñèñòåìû.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà âðåìåíè t�óíêöèÿ � (#; �; t) îïðåäåëÿåò îáëàñòü, çàïîëíåííóþæèäêîñòüþ, à � (#; �; t) � ðàñïðåäåëåíèå ïîòåíöèà�ëà (ñêîðîñòè) â æèäêîñòè, ïîñêîëüêó ' (r; #; �; t) ÿâ�ëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì âíåøíåé çàäà÷è Äè�ðèõëå ' (r; #; �) jr=R0+� = �(#; �; t) äëÿ óðàâíåíèÿËàïëàñà (1).Óðàâíåíèÿ (1)�(3) îáëàäàþò ãàìèëüòîíîâîéñòðóêòóðîé ñ ãàìèëüòîíèàíîìH = T + U +A; U = Vin + Vs;A = P1(t) (V � V0) ;T = �0 Z v22 dr;Vs = � Z R (R0 + �)2 sin# d# d�;Vin = � Z PgdV = P0 V0
 � 1 �V0V �
�1 ; (4)
ãäå T � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, U � ïîòåíöèàëüíàÿýíåðãèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ñóììîé âíóòðåííåé ýíåðãèèVin è ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè Vs, ñëàãàåìîå A îïè�ñûâàåò ðàáîòó, ñîâåðøàåìóþ âíåøíèì àêóñòè÷åñêèìïîëåì.�àìèëüòîíîâ �îðìàëèçì õîðîøî ðàçðàáîòàí äëÿâîëí íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè S [2, 3, 5℄, ãäå êà�íîíè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿîòêëîíåíèå ïîâåðõíîñòè îò ðàâíîâåñíîãî ïîëîæå�íèÿ, �(x; y; t), è ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà'(x; y; �(x; y; t); t) � �(x; y; t). Ñîîòâåòñòâóþùèå êà�íîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èìåþò âèä [2℄���t = ÆHÆ� ; ���t = �ÆHÆ� ;ãäå Æ=Æ�, Æ=Æ� îáîçíà÷àþò �óíêöèîíàëüíûå ïðîèç�âîäíûå.Îäíàêî ïîòåíöèàë �(#; �; t) è ñìåùåíèå �(#; �; t)íå ÿâëÿþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ïåðåìåííûìè â çàäà÷å îäèíàìèêå ïóçûðüêà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî õîðîøî èç�âåñòíî äëÿ ÷èñòî ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé [7℄. Â ýòîìñëó÷àå óðàâíåíèå (1) è êèíåìàòè÷åñêèå è äèíàìè�÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê óðàâíåíèþ�ýëåÿ, êîòîðîå â íîðìèðîâàííûõ ïåðåìåííûõu = RR0 ; _u = dud� ; � = t
0;
20 = 3
P0�0R20 ; u1 = P1 + PextP0413



À. Î. Ìàêñèìîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå�u = 1u ��32 _u2 + 13
 � 1u3
 � u1�� : (5)Óðàâíåíèå �ýëåÿ â ïîñòîÿííîì âíåøíåì ïîëå èìååòèíòåãðàë äâèæåíèÿ � ãàìèëüòîíèàí [7℄H = u3 _u22 ++ 13
 � 13(
 � 1)u3(
�1) + u3u13 � = 
onst: (6)Ïåðåìåííîé, ñîïðÿæåííîé íîðìèðîâàííîìó ðàäèóñóu ïóçûðüêà, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûé ðàäèàëüíûé èìïóëüñæèäêîñòè [7℄ � = u3 _u. Ïîòåíöèàë äëÿ ÷èñòî ðàäè�àëüíûõ êîëåáàíèé èìååò âèä' = ��R�t R2r ; ãäå �R�t = ��'�r �r=R :Òàêèì îáðàçîì, ñîïðÿæåííàÿ ïåðåìåííàÿ ìîæåòáûòü âûðàæåíà â òåðìèíàõ ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ ïî�òåíöèàëà � = u3 _u = � u2�
0R20 : (7)Ýòî âûðàæåíèå ïîäñêàçûâàåò �îðìó ñîïðÿæåííîéïåðåìåííîé äëÿ ãàìèëüòîíèàíà (4). Òàê, åñëè âêà÷åñòâå ¾èìïóëüñà¿ èñïîëüçîâàòü ïåðåìåííóþ� = ��0 (R0 + �)2� (#; �; t), òî êàíîíè÷åñêèåóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ���t = ÆHÆ� ; ���t = �ÆHÆ� (8)ñîâïàäàþò ñ êèíåìàòè÷åñêèì è äèíàìè÷åñêèìãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Âûâîä ýòèõ �îðìóëïðèâåäåí â Ïðèëîæåíèè À. Êîíå÷íî, âûáîð êà�íîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ íåîäíîçíà÷åí è çàâèñèòîò îñîáåííîñòåé àíàëèçèðóåìîé ïðîáëåìû. Òàê,äëÿ ïîâåðõíîñòè S, áëèçêîé ê ñ�åðè÷åñêîé,�óíêöèè ��0�(#; �; t), [R0 + �(#; �; t)℄3 =3 [6℄ èëè� (1 + �=2R0), ��0�(#; �; t) (1 + �=R0) [8℄ òàêæåìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå ñîïðÿæåí�íûõ ïåðåìåííûõ. Òåì íå ìåíåå âûáîð îòêëîíåíèÿ�(#; �; t) îò ðàâíîâåñíîé �îðìû â êà÷åñòâå îäíîéèç êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ïðåäïî÷òè�òåëüíûì äëÿ àíàëèçà èñêàæåíèé �îðìû ïóçûðüêà,â ÷àñòíîñòè îïèñàíèÿ ðÿáè Ôàðàäåÿ, ïîñêîëüêóîáåñïå÷èâàåò ïðÿìîå ñðàâíåíèå ñ ïîäàâëÿþùèìáîëüøèíñòâîì ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ.Ê ñîæàëåíèþ, ãàìèëüòîíèàí H íå ìîæåò áûòüçàïèñàí â çàìêíóòîì âèäå êàê �óíêöèîíàë � è �,

îäíàêî îí äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ðÿäà ïî¾êîîðäèíàòàì¿ � è ¾èìïóëüñàì¿ �H = H0 +H1 +H2 + : : :Âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìîæåò áûòüïðåîáðàçîâàíî ê âèäóT = �02 Z v2 dr = �02 Z �div ('r') � 'r2'� dr == ��02 Z ��(n)R (R0 + �)2 sin# d# d�; (9)ãäå �(n) = (n � r')r=R0+�. Çàìåòèì, ÷òî âñå âõîäÿ�ùèå â èíòåãðàë �óíêöèè, çà èñêëþ÷åíèåì íîðìàëü�íîé ïðîèçâîäíîé �(n), çàâèñÿò òîëüêî îò äâóìåðíûõêîîðäèíàò (#; �). Ïîñêîëüêó ' ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷å�ñêîé �óíêöèåé, íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ �(n) ñâÿçà�íà ñî çíà÷åíèåì ïîòåíöèàëà ' íà ãðàíèöå.Ýòà ñâÿçü ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíà ñ ïîìîùüþîïåðàòîðà Äèðèõëå �Íåéìàíà Î(�), êîòîðûé ñîïî�ñòàâëÿåò êàæäîìó ãðàíè÷íîìó çíà÷åíèþ ãàðìîíè÷å�ñêîé �óíêöèè çíà÷åíèå åå íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîéíà ãðàíèöå, óìíîæåííîå íà ìåòðè÷åñêèé ñîìíîæè�òåëü [9℄Î(�) [�(#; �; t)℄ = R�(n) == "�(r) � �(#)�#(R0 + �)2 � 1sin2 # �(�)��(R0 + �)2# : (10)Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîò îïåðàòîð � ëèíåéíûé ïî îòíîøå�íèþ ê �, îäíàêî îí ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì è, áîëååòîãî, íåëîêàëüíûì ïî îòíîøåíèþ ê ïåðåìåííîé �,êîòîðàÿ çàäàåò ãðàíèöó æèäêîé îáëàñòè S.Âàæíûì ñâîéñòâîì îïåðàòîðà Î(�) ÿâëÿåòñÿ òî,÷òî îí âû÷èñëÿåì. Â ðàáîòå [10℄ ïîêàçàíî, ÷òî îïå�ðàòîð Äèðèõëå �Íåéìàíà àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò� è ïîýòîìó îïåðàòîð Î(�) ìîæåò áûòü çàïèñàí ââèäå ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà Òýéëîðà. Ýòî ðàçëîæåíèåâ ðÿä Òýéëîðà ïî ñòåïåíÿì ñìåùåíèÿ ïîâåðõíîñòèóäîáíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèÿ ñëàáîíåëèíåéíîéäèíàìèêè ïîâåðõíîñòíûõ âîëí, òàê êàê â ýòîì ñëó�÷àå ñëåäóåò ó÷åñòü òîëüêî íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâðàçëîæåíèÿ (êàê ïðàâèëî, äî òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî�(#; �; t) âêëþ÷èòåëüíî). �àçëîæåíèå â ðÿä Òýéëî�ðà îïåðàòîðà Äèðèõëå �Íåéìàíà Î(�) íà ïîâåðõíî�ñòè íåñ�åðè÷åñêîãî ïóçûðüêà ñ òî÷íîñòüþ äî O ��3�âêëþ÷èòåëüíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïî àíàëîãèè ñîñëó÷àåì âîëí íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòè (ñì. Ïðèëîæå�íèå Á):414



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 �àìèëüòîíîâî îïèñàíèå äèíàìèêè ïóçûðüêàÎ(�) [�(#; �; t)℄ = 1R0��D̂� + sD̂(D̂ + 1)�� D̂ �sD̂��� ���# �s�# � 1sin2 # ���� �s�� �� 12s2D̂(D̂ + 1)(D̂ + 2)� + s ��#s ��# h(D̂ + 2)�i+ 1sin2 #s ���s ��� h(D̂ + 2)�i+ 12D̂ hs2D̂(D̂ + 1)�i++ sD̂(D̂+1)�sD̂��� D̂ hsD̂ �sD̂��i� �s�# ��# �sD̂��� 1sin2 # �s�� ��� �sD̂���; (11)ãäå s � �=R0, à D̂ = 12 +rÎ2 + 14� ëèíåéíûé îïåðàòîð, âûðàæàþùèéñÿ ÷åðåç êâàä-ðàò óãëîâîãî ìîìåíòà I2. Äåéñòâèå îïåðàòîðà D̂ íàïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ u(#; �) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäó�þùèì îáðàçîì:D̂u(#; �) = 1Xl=0 lXm=�l(l + 1)ulmYlm(#; �);ãäå ulm = 2�Z0 d� �Z0 sin# d#Y �lm(#; �)u(#; �);à Ylm(#; �) � ñ�åðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Îïåðàòîð D̂ ÿâ�

ëÿåòñÿ àíàëîãîì ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî îïåðàòî�ðà â çàäà÷å î âîëíàõ íà ïëîñêîé ïîâåðõíîñòèD̂u(x; y) = ZZ dkxdkyqk2x + k2y u(kx; ky)�� exp [i(kxx+ kyy)℄ :Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå îïåðàòîðà Äèðèõ-ëå �Íåéìàíà â âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåð�ãèè è ñîõðàíÿÿ ÷ëåíû íóëåâîãî, ïåðâîãî è âòîðîãîïîðÿäêîâ ïî �=R0, ïîëó÷àåìT = ��02 Z ��(n)R (R0 + �)2 sin# d# d� �� T0 + T1 + T2;ãäåT0 = ��0R02 Z �Î0 (�) sin# d# d� == �0R02 Z �D̂ (�) sin# d# d�; (12)T1 = ��0R02 Z � hÎ1 (�) + 2sÎ0 (�)i sin# d# d� == �0R02 Z � ��sD̂(D̂ + 1)� + D̂ �sD̂�� + ���# �s�# + 1sin2 # ���� �s�� + 2sD̂�� sin# d# d�; (13)T2 = ��0R02 Z � hÎ2 (�) + 2sÎ1 (�) + s2Î0 (�)i sin# d# d� = �0R02 Z ���12s2D̂(D̂+1)(D̂+2)�+s ��#s ��#�� h(D̂ + 2)�i+ 1sin2 #s ���s ��� h(D̂ + 2)�i+ 12D̂ hs2D̂(D̂ + 1)�i+ sD̂(D̂ + 1)�sD̂���� D̂ hsD̂ �sD̂��i� �s�# ��# �sD̂��� 1sin2 # �s�� ��� �sD̂��� 2s2D̂(D̂ + 1)� + 2sD̂ �sD̂��++ 2s���# �s�# + 2sin2 #s���� �s�� + s2D̂�� sin# d# d�: (14)Ó÷åò ÷ëåíîâ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà íå âûçûâàåòïðèíöèïèàëüíûõ ñëîæíîñòåé, íî áîëüøèíñòâî ý���åêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ âîçáóæäåíèåì ðÿáè Ôàðàäåÿ íàïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà, ìîæåò áûòü îáúÿñíåíî â ðàì� êàõ íàñòîÿùåãî ïîäõîäà, ò. å. ïðè ðàññìîòðåíèè íåëè�íåéíûõ ÷ëåíîâ äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî.Íåëèíåéíûå âêëàäû (13) è (14) â êèíåòè÷åñêóþýíåðãèþ ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû ê âèäó415



À. Î. Ìàêñèìîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008T1 = �0R02 Z s ��D̂��2 � (rs�)2� sin# d# d�;T2 = �0R02 Z sD̂(�) hD̂ �sD̂��+ sr2s�� sD̂�i sin# d# d�; (15)äîïóñêàþùåìó íåïîñðåäñòâåííîå ñîïîñòàâëåíèå ñ âûðàæåíèåì äëÿ âêëàäà ïîâåðõíîñòíûõ âîëí íà ïëîñêîéïîâåðõíîñòè [11℄. Âûøå ìû ââåëè ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå äëÿ ïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà:rs � e# ��# + e� 1sin# ���:Ïîäñòàâëÿÿ ïîòåíöèàë, âûðàæåííûé ÷åðåç êàíîíè÷åñêóþ ïåðåìåííóþ,� (#; �; t) = �� h�0 (R0 + �)2i�1 ;ïîëó÷èì èñêîìóþ �îðìó ãàìèëüòîíèàíà â âèäå ðÿäà ïî êàíîíè÷åñêèì ïåðåìåííûì:H0 = 12�0R30 Z �D̂ (�) sin# d# d�+ 6�
�P1 + 2�R0�R30�s2 �� �R202 Z s �r2ss� sin# d# d�� 4��R20s2 + 4�PextR30�s; (16)H1 = 12�0R30 Z s ��D̂(�)�2� (rs�)2�4�D̂(�)� sin# d# d�++ 12�
R30�P1 + 2�R0� �s �s2 � 12 (
 + 1) �s2�� 8��R203 s3 + 4�PextR30s2; (17)H2 = 12�0R30 Z �sD̂(�) hD̂ �sD̂(�)�+ sr2s(�)i + s �4rs(�) � rs (s�)� 4D̂(�)D̂ (s�)� s�D̂ (�)�2�++ 2s h3s�D̂(�) + 2�D̂ (s�)i� sin# d# d� + 4�
R30�P1 + 2�R0��� ��s s3 + 32 �s2�2 � 92 (
 + 1) �s2s2 + 98 (
 + 1) (
 + 2) �s4��� �R208 Z �r2s �s22 �� s �r2ss��2 sin# d# d�+ 4�3 PextR30s3; (18)ãäå ìû ââåëè îáîçíà÷åíèå �A � (4�)�1 R A sin# d# d�. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÷èñòî ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé âûðà�æåíèÿ (16)�(18) ïåðåõîäÿò â ïåðâûå òðè ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ ãàìèëüòîíèàíà (6).Èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä ãàìèëüòîíèàíà (16)�(18), ìîæíî íàéòè ñòðóêòóðó êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (8):_s = 1�0R40�D̂(�) + D̂ �sD̂(�)�+rs � srs�� 2sD̂(�)� 2D̂ (s�) + D̂ �sD̂ �sD̂(�)�+ 12s2r2s��++ 12r2s �s2D̂(�)�� 2rs � srs (s�)� 2srs � srs�� D̂ �s2D̂(�)�+ 3s2D̂(�) + 3D̂ �s2��+ 4sD̂ (s�)�; (19)416



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 �àìèëüòîíîâî îïèñàíèå äèíàìèêè ïóçûðüêà_� = � 1�0R30�12 ��D̂(�)�2 � (rs�)2�� 2�D̂(�) + 2 [rs� � rs(s�)��rs � srs�℄ ++ D̂(�) hD̂ �sD̂(�)�+ sr2s�i� 2s hD̂(�)D̂ (s�) + �D̂ �sD̂(�)�i� 2s�D̂(�)�2 + 3s�D̂(�) + 3�D̂(s�)� �� 3
�P1 + 2�R0�R20��s+ �s2 � 32 (
 + 1) �s2+2�ss�+ 13�s3 + 3s2 �s+ 3s �s2 � 9 (
 + 1) s �s2 + �s2�++ 92 (
 + 1) (
 + 2) �s3��+ �R20��r2s + 2� s+ 2s2 + s�r2s s22 � sr2ss���r2s s22 � sr2ss�r2ss��r2s �s�r2s s22 �sr2ss����PextR20 �1+2s+s2� : (20)Ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèÿìè (8) èëè èõ ðåäóöèðîâàííîé �îðìîé (19), (20), ñîõðàíÿåòðÿä �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí. Òåîðåìà Í�åòåð óòâåðæäàåò, ÷òî êàæäàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ñèììåòðèèäëÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è îïðåäåëÿåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùå�ãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà �Ëàãðàíæà. Îëâåð [12℄ óñòàíîâèë ñâÿçü ìåæäó ñèììåòðèÿìè è çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿäëÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Äèíàìè÷åñêèå ñèììåòðèè áûëè âûÿâëåíû â ðÿäå óðàâíå�íèé, îïèñûâàþùèõ êàâèòàöèîííûå ÿâëåíèÿ [4; 13�15℄. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [15℄ ïðèâåäåíà ïîëíàÿ ãðóïïàñèììåòðèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Íèæå ìû óêàæåì �èçè÷åñêè î÷åâèäíûå ïðîÿâëåíèÿ ñèììåòðèé.Èíâàðèàíòû, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèåé çàäà÷è î äèíàìèêå ãàçîâîãî ïóçûðüêà â îäíîðîä�íîì ïîëå, à èìåííî ñ òðàíñëÿöèÿìè è âðàùåíèÿìè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìïîíåíòû êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ(èìïóëüñ Êåëüâèíà) è ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ [4℄. Èìïóëüñ Êåëüâèíà ìîæåò áûòü âûðàæåí â âèäåñëåäóþùåãî ïîâåðõíîñòíîãî èíòåãðàëà:K = ��0 ZZS �n dS = ��0 �Z0 2�Z0 ��er � 1R0 + � ���#e# � 1(R0 + �) sin# ����e�� sin# d# d�; (21)à ñîîòâåòñòâóþùèé ìîìåíò êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ èìååò âèäL = ��0 ZZS � r� n dS = �0 �Z0 2�Z0 ���e# 1sin# ���� + e� ���#� sin# d# d�: (22)Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî K è L ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííûìè âåêòîðàìèdKdt = �0 ddt ZZZV v dV = �0 ddt ZZZV r'dV = ��0 ddt ZZS �n dS � �0 ZZS ��'�t + v22 �n dS == ZZS [Pg � P1(t)� � (r � n)℄n dS = 0; (23)òàê êàê äëÿ ïðîèçâîëüíîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòèZZS n dS = �Z0 2�Z0 sin# d# d� (R0 + �)2�er � 1R0 + � ���#e# � 1(R0 + �) sin# ����e�� == �12 �Z0 2�Z0 d# d� � ��# �(R0 + �)2 sin#e#�+ ��� �(R0 + �)2 e��� = 0; (24)12 ÆÝÒÔ, âûï. 2 417



À. Î. Ìàêñèìîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008ZZS (r � n)n dS = �Z0 2�Z0 sin# d# d� (R0 + �)2�er � 1R0 + � ���#e# � 1(R0 + �) sin# ����e���� " R2 + 1R (R0 + �) � 1(R0 + �)2 sin# ��# � sin#R ���#�� 1(R0 + �)2 sin2 # ��� � 1R �����# == �Z0 2�Z0 d# d� � ��# �(R0 + �)2 sin#R e#�+ ��� �(R0 + �)2R e��� = 0: (25)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ L ïîëó÷àåìdLdt = �0 ddt ZZZV r� v dV = ��0 ddt ZZZV r� ('r) dV = ��0 ddt ZZS r� n� dS == ��0 ZZS r� n��'�t + v22 � dS = ZZS r� n [Pg � P1(t)� � (r � n)℄ dS = 0: (26)Âûøå ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:ZZS r� n dS = �Z0 2�Z0 sin# d# d� (R0 + �)3 �er��er � 1R0 + � ���#e# � 1(R0 + �) sin# ����e��� == �13 �Z0 2�Z0 d# d� � ��� �(R0 + �)3 e#�� ��# �sin# (R0 + �)3 e��� = 0; (27)ZZS [r� n℄ (r � n)� n dS = �Z0 2�Z0 sin# d# d� (R0 + �)3 �er��er� 1R0 + � ���#e#� 1(R0+�) sin# ����e����� " R2 + 1R (R0 + �) � 1(R0 + �)2 sin# ��# � sin#R ���#�� 1(R0 + �)2 sin2 # ��� � 1R �����# == �Z0 2�Z0 d# d� � ��� �(R0 + �)2R e#�� ��# �(R0 + �)2 sin#R e��� = 0: (28)Äðóãèì î÷åâèäíûì ñâîéñòâîì ñèììåòðèè óðàâíåíèé (1)�(3) è (8) ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå óðîâíÿ ïîòåíöèàëà �äîáàâëåíèå ëþáîãî ÷èñëà ê ' (è ê �) íå ìåíÿåò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Êàê áûëî ïîêàçàíî Áåíäæàìåíîì [4℄, âýòîì ñëó÷àå çàêîí ñîõðàíåíèÿ âîñïðîèçâîäèò ïðîñòîå êèíåìàòè÷åñêîå òîæäåñòâîdVdt = ZZS1 �'�r dS = �4�A0; (29)ãäå A0 � êîý��èöèåíò ïðè ìîíîïîëüíîé ñîñòàâëÿþùåé â ðàçëîæåíèè ' â äàëüíåé çîíå.Îòìåòèì, ÷òî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:fK; Hg = 0; fL; Hg = 0;ãäå ñêîáêà Ïóàññîíà ìåæäó äâóìÿ �óíêöèîíàëàìè F è H îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:fF; Hg = Z �ÆFÆ� ÆHÆ� � ÆFÆ� ÆHÆ� � sin# d# d�:418



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 �àìèëüòîíîâî îïèñàíèå äèíàìèêè ïóçûðüêà3. ÍÎ�ÌÀËÜÍÛÅ ÌÎÄÛ�àìèëüòîíèàí (16) â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áèëèíåéíóþ �îðìó ïî ïåðåìåííûì �è �, äèàãîíàëèçàöèÿ êîòîðîé ðåøàåò ïðîáëåìó óñòîé÷èâîñòè ãàçîâîãî âêëþ÷åíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûìâîçìóùåíèÿì. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäñòàâèì êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå â âèäå ðÿäîâ ïî ñ�åðè÷åñêèìãàðìîíèêàì: �(#; �; t) = 1Xl=0 m=lXm=�l �lm(t)Ylm (#; �) ;�(#; �; t) = 1Xl=0 m=lXm=�l�lm(t)Ylm (#; �) ;Ylm (#; �) = (�1)m �2l+ 14� (l �m)!(l +m)!�1=2 Pml (
os#)eim�; (30)
ãäå Pml � ïðèñîåäèíåííàÿ �óíêöèÿ Ëåæàíäðà ïåðâîãî ðîäà. Îòìåòèì, ÷òî Yl�m = (�1)mY �lm (m � 0).Ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè íîðìèðîâàíû òàêèì îáðàçîì2�Z0 d� �Z0 sin# d#Y �lmYlm = 1;÷òî �00 = ��p4�. Ñìåùåíèå è ïîòåíöèàë ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè �óíêöèÿìè � = ��, � = �� (çäåñü çâåçäî÷�êà îáîçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå), ÷òî ïðèâîäèò ê îïðåäåëåííûì ñîîòíîøåíèÿì ìåæäó êîìïîíåíòàìèðàçëîæåíèÿ: �lm = (�1)m��l�m, �lm = (�1)m��l�m.Ïåðåõîä ê êîìïîíåíòàì ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïðè ýòîìóðàâíåíèÿ (8) ïðèíèìàþò âèä ��lm�t = ÆHÆ��lm ; ��lm�t = � ÆHÆ��lm : (31)Óðàâíåíèÿ äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå âàðüèðîâàíèÿ ãàìèëüòîíèàíà H0H0 = 12 1Xl=0 m=lXm=�l � 1�0R30 (l + 1)��lm�lm + 3
�P1 + 2�R0�R0��00�00Æl0 + �(l + 2)(l � 1)��lm�lm� : (32)Àíàëèç ýòèõ óðàâíåíèé äåìîíñòðèðóåò íàëè÷èå ñëåäóþùèõ ìîä: îáúåìíûõ � ìîíîïîëüíûõ ïóëüñàöèé (l = 0)ñ ÷àñòîòîé !0 =s 3
�0R20 �P1 + 2�R0�;äèïîëüíûõ (l = 1) � òðàíñëÿöèîííûõ äâèæåíèé, îñöèëëÿöèé �îðìû (l � 2), êîòîðûå èìåþò âèä ïîâåðõ�íîñòíûõ êàïèëëÿðíûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà ñ ÷àñòîòîé!l =r ��0R30 (l + 1)(l + 2)(l � 1) :Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé ìîíîïîëüíîé (l = 0) è ïîâåðõíîñòíûõ (l � 2) êîìïîíåíò,�00 = 1p2 ��0R30!0��1=2 (a00 + a�00) ;�00 = ip2 ��0R30!0�1=2 (a00 � a�00) ;a00 = 1p2 h��0R30!0�1=2 �00 � i ��0R30!0��1=2�00i ; (33)
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À. Î. Ìàêñèìîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008�lm = 1p2 ��0R30!ll + 1 ��1=2 �alm + (�1)ma�l�m� ;�lm = ip2 ��0R30!ll + 1 �1=2 �alm � (�1)ma�l�m� ;alm = 1p2 "��0R30!ll + 1 �1=2 �lm � i��0R30!ll + 1 ��1=2�lm# ; (34)
ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíà äèàãîíàëèçàöèÿ êâàäðàòè÷íîãî ãàìèëüòîíèàíà (l � 2):H0 = !0a�00a00 + m=1Xm=�1 ��1m�1m�0R30 + 1Xl=2 !l m=lXm=�l a�lmalm: (35)Ïåðåõîäÿ ê àíàëèçó íåëèíåéíûõ ý��åêòîâ, ñëåäóåò ðàçäåëèòü âêëàä ýòèõ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ ìîä.Êóáè÷åñêèé ãàìèëüòîíèàí (17) ïðè ýòîì ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:H1 = Hmmm+Hsss+Hmdd+Hmss+Hdds+Hdss; (36)ãäå Hmmm îïèñûâàåò ñàìîâîçäåéñòâèå ìîíîïîëüíîé ìîäû,Hmmm = 18p2� !0(�0R30!0)1=2R0 ����2� 
 � 19 !22!20� [a00a00a00 + a�00a�00a�00℄��4 + 
 + 19 !22!20� [a�00a00a00 + a00a�00a�00℄� ; (37)÷ëåí Hsss îòâåòñòâåí çà âçàèìîäåéñòâèå ïîâåðõíîñòíûõ ìîä,Hsss = 1Xl1=2 l1Xm1=�l1 1Xl2=2 l2Xm2=�l2 1Xl3=2 l3Xm3=�l3� 14p2 1R0 � !l2!l3(l1 + 1)�0R30!l1(l2 + 1)(l3 + 1)�1=2 hYl1m1Yl2m2Yl3m3i �����al1m1al2m2al3m3 + a�l1�m1a�l2�m2a�l3�m3�+ (�1)m1 �al1m1a�l2�m2a�l3�m3 + a�l1�m1al2m2al3m3���� �(l2 + 1)(l3 + 1)� 12 [(l2 + 1)l2 + (l3 + 1)l3 � (l1 + 1)l1℄� 2(l2 + 1)� 2(l3 + 1) + (l2 + 1)(l3 + 1)18 !22!l2!l3 ��� �(�1)m2 �al1m1a�l2�m2al3m3 + a�l1�m1al2m2a�l3�m3�+ (�1)m3 �al1m1al2m2a�l3�m3 + a�l1�m1a�l2�m2al3m3�����(l2+1)(l3+1)�12 [(l2+1)l2+(l3+1)l3�(l1+1)l1℄�2(l2+1)�2(l3+1)� (l2 + 1)(l3 + 1)18 !22!l2!l3 ��: (38)Âêëàä âçàèìîäåéñòâóþùèõ äèïîëüíûõ ìîä ïðîïîðöèîíàëåí ìàòðè÷íîìó ýëåìåíòóhY1m1Y1m2Y1m3i � �Z0 2�Z0 sin# d# d�Y1m1 (#; �)Y1m2 (#; �)Y1m3(#; �);êîòîðûé â ñèëó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ÷åòíîñòè îáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ p = l1+l2+l3. Ñëåäóþùèå÷ëåíû â �îðìóëå (36) îòâåòñòâåííû çà âçàèìîäåéñòâèå ìîíîïîëüíîé è äâóõ äèïîëüíûõ ìîä,Hmdd = 1Xm=�1 12p2� !0(�0R30!0)1=2R0 ���a00���1m �3��1m + 2i�0R30!0�lm��0R30!0 + �0R30!0�1� 16 !22!20� ��1m�1m�+ 
.
.�; (39)à òàêæå ìîíîïîëüíîé è äâóõ ïîâåðõíîñòíûõ ìîä, 420



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 �àìèëüòîíîâî îïèñàíèå äèíàìèêè ïóçûðüêàHmss = 1Xl=2 lXm=�l 18p2� !0(�0R30!0)1=2R0 ����a00al�malm + a�00a�l�ma�lm� (�1)m�3 !l!0 + (2l + 6) + 2(l + 1)!0!l �1� 16 !22!20��++ (a00alma�lm + a�00alma�lm) ��6!l!0 + 4(l + 1)!0!l �1� 16 !22!20��++ (�1)m �a00a�lma�l�m + a�00almal�m� �3!l!0 � (2l+ 6) + 2(l+ 1)!0!l �1� 16 !22!20���: (40)Îòìåòèì, ÷òî îðòîãîíàëüíîñòü ñ�åðè÷åñêèõ ãàðìîíèê èñêëþ÷àåò ïðîöåññû, â êîòîðûõ äâå ìîíîïîëüíûåìîäû ìîãóò âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ îäíîé äèïîëüíîé èëè îäíîé ïîâåðõíîñòíîé ìîäîé, ïîýòîìó ñëåäóþùèìâ �îðìóëå (36) ñòîèò ÷ëåí, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèå äâóõ äèïîëüíûõ è îäíîé ïîâåðõíîñòíîé ìîäû.Ïðàâèëà îòáîðà ïðè âû÷èñëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîçâîëÿþò âçàèìîäåéñòâîâàòü âýòîì ïðîöåññå òîëüêî ìîäå ñ l = 2:Hdds = 1Xm1=�1 1Xm2=�1 2Xm3=�2r32 !0(�0R30!0)1=2R0 hY1m1Y1m2Y2m3i ���a2m3��143 i�!2!0�1=2 �1m1�1m2 � 3�1m1�1m2�0R30!0 �!0!2�1=2 � �0R30!06 �!2!0�3=2 �1m1�1m2�++ (�1)m3a�2�m3�143 i�!2!0�1=2 �1m1�1m2 � 3�1m1�1m2�0R30!0 �!0!2�1=2 � �0R30!06 �!2!0�3=2 �1m1�1m2��: (41)Âçàèìîäåéñòâèå îäíîé äèïîëüíîé è äâóõ ïîâåðõíîñòíûõ ìîä ó÷èòûâàåòñÿ ÷ëåíîìHdss = 1Xm1=�1 1Xl2=2 l2Xm2=�l2 1Xl3=2 l3Xm3=�l3 14R0 � !l2!l3(l2 + 1)(l3 + 1)�1=2 hY1m1Yl2m2Yl3m3i�al2m2al3m3 �� ���1m1 �(l2+1)(l3+1)�12 [(l2+1)l2+(l3+1)l3�2℄�2(l2 + 1)� 2(l3 + 1) + (l2 + 1)(l3 + 1)6 !22!l2!l3�++ i(l3 + 1)�1m1�0R30!l2 [(l2 + 1)(l2 � 2)� (l3 + 1)l3 � 10℄�+ (�1)m2a�l2�m2al3m3��1m1�(l2 + 1)(l3 + 1)�� 12 [(l2 + 1)l2 + (l3 + 1)l3 � 2℄� 2(l2 + 1)� 2(l3 + 1)� (l2 + 1)(l3 + 1)6 !22!l2!l3��� i(l3 + 1)�1m1�0R30!l2 [(l2 + 1)(l2 � 2)� (l3 + 1)l3 � 10℄�+ (�1)m3al2m2a�l3�m3��1m1�(l2 + 1)(l3 + 1)�� 12 [(l2 + 1)l2 + (l3 + 1)l3 � 2℄� 2(l2 + 1)� 2(l3 + 1)� (l2 + 1)(l3 + 1)6 !22!l2!l3��� i(l3 + 1)�1m1�0R30!l2 [(l2 + 1)(l2 � 2)� (l3 + 1)l3 � 10℄�+ (�1)m2+m3a�l2�m2a�l3�m3���1m1�(l2 + 1)(l3 + 1)�+ 12 [(l2 + 1)l2 + (l3 + 1)l3 � 2℄� 2(l2 + 1)� 2(l3 + 1)� (l2 + 1)(l3 + 1)6 !22!l2!l3��� i(l3 + 1)�1m1�0R30!l3 [(l2 + 1)(l2 � 2)� (l3 + 1)l3 � 10℄��: (42)Ïðàâèëà îòáîðà ïîçâîëÿþò ó÷àñòâîâàòü â ýòèõ ïðîöåññàõ òîëüêî ïîâåðõíîñòíûì âîëíàì, íîìåðà êîòîðûõðàçëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû, âõîäÿùèå â ïðèâåäåííûé âûøå ãàìèëüòîíèàí, âûðàæàþòñÿ÷åðåç 3j-ñèìâîëû Âèãíåðà [16℄:hYl1m1Yl2m2Yl3m3i =r (2l1+1)(2l2+1)(2l3+1)4�  l1 l2 l30 0 0 ! l1 l2 l3m1 m2 m3 ! : (43)421



À. Î. Ìàêñèìîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008Ìû íå ïðèâîäèì ÿâíûé âèä ãàìèëüòîíèàíà H2 ÷åò�âåðòîãî ïîðÿäêà (ñì. (18)), âûðàæåííîãî ÷åðåç íîð�ìàëüíûå êîîðäèíàòû (33), (34), ââèäó åãî ãðîìîçä�êîñòè. Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â ðàçâèòèèïðèáëèæåííîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ñëàáîíåëèíåé�íûõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí íà ïîâåðõíîñòè ïóçûðüêà.Íèæå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äîìèíèðóþ�ùåé íåëèíåéíîñòè òðåòüåãî ïîðÿäêà.4. �ßÁÜ ÔÀ�ÀÄÅß ÍÀ ÏÎÂÅ�ÕÍÎÑÒÈÏÓÇÛ�ÜÊÀÍåóñòîé÷èâîñòè, ïðèâîäÿùèå ê �îðìèðîâàíèþðåãóëÿðíûõ ñòðóêòóð, íàáëþäàþòñÿ âî ìíîãèõ íåëè�íåéíûõ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ. Êîãäà ñëîé æèä�êîñòè ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ïîäâåðãàåòñÿ âåð�òèêàëüíûì âèáðàöèÿì, íà åãî ïîâåðõíîñòè âîçíèêà�åò ðÿáü Ôàðàäåÿ � ïàðàìåòðè÷åñêè âîçáóæäåííàÿñèñòåìà ïîâåðõíîñòíûõ âîëí [17℄. Ïîäîáíûå ñòðóê�òóðû âîçíèêàþò íà ñòåíêå ïóçûðüêà â àêóñòè÷åñêîìïîëå â ðåçóëüòàòå áè�óðêàöèé ÷èñòî ðàäèàëüíûõ êî�ëåáàíèé [18℄. Ýòè ñòðóêòóðû ðåãèñòðèðóþòñÿ êàê îï�òè÷åñêèìè, òàê è àêóñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè, îäíàêîäî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå äàíà íè èõ êëàññè�èêà�öèÿ, íè óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ.Èíòåðåñ ê ýòîìó ý��åêòó îáóñëîâëåí ïðîáëå�ìîé �îðìèðîâàíèÿ ïîòîêîâ æèäêîñòè íà ìàëûõìàñøòàáàõ â ìèêðîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.�åçóëüòàòû íåäàâíèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäî�âàíèé ïðîäåìîíñòðèðîâàëè âîçìîæíîñòü èñïîëüçî�âàòü ïóçûðåê â êà÷åñòâå ïðèâîäà äëÿ âðàùåíèÿ ìè�êðîðîòîðà [19℄, ý��åêòèâíîé ãåíåðàöèè ìèêðîïîòî�êîâ, èíòåíñèâíîñòü êîòîðûõ äîñòàòî÷íà äëÿ ëèçèñàâèçèêóë [20, 21℄.Â íàñòîÿùåå âðåìÿ çàðåãèñòðèðîâàíî ïîÿâëåíèåïîâåðõíîñòíûõ ìîä (l = 2�15) íà âêëþ÷åíèÿõ ðàçìå�ðîì îò íåñêîëüêèõ ìèêðîìåòðîâ äî íåñêîëüêèõ ìèë�ëèìåòðîâ. Áîëüøèíñòâî ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâîäèëîñüíà ïóçûðüêàõ, çàêðåïëåííûõ íà ñòåíêå, ïðîâîëî÷êå,íèòè èëè ñòåêëÿííîé ïàëî÷êå. Êîíå÷íî, äèíàìèêàçàêðåïëåííîãî ïóçûðüêà îòëè÷àåòñÿ îò ïîâåäåíèÿñâîáîäíîãî ïóçûðüêà [22, 23℄, íî åñëè îáëàñòü êîíòàê�òà ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùåé ïëîùàäüþ ïóçûðüêà,òî òàêîå âëèÿíèå îòíîñèòåëüíî íåâåëèêî. Íàëè÷èåêîíòàêòà ïðèâîäèò ê ïîäàâëåíèþ òðàíñëÿöèîííûõäâèæåíèé � äèïîëüíîé ìîäû. Ïîýòîìó ïðè èíòåð�ïðåòàöèè ýêñïåðèìåíòîâ ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî ìîíî�ïîëüíûå è ïîâåðõíîñòíûå èñêàæåíèÿ (ñëàãàåìûåH0,Hmmm, Hmss è Hsss â ãàìèëüòîíîâîì îïèñàíèè).Íàèáîëåå ëåãêî ðÿáü Ôàðàäåÿ íàáëþäàåòñÿ â

11 10 9
l = 15141312
1 2 3R0; ìì0

654321
!=2�; ê�ö

�èñ. 1. �ðà�è÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå óñëîâèé ïàðà-ìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà !0 (R0) = 2!l (R0) ìåæäóìîíîïîëüíîé è ïîâåðõíîñòíûìè ìîäàìè äëÿ íàèáî-ëåå õîðîøî èçó÷åííîãî èíòåðâàëà ÷àñòîò è ðàçìå-ðîâ ïóçûðüêîâóñëîâèÿõ äâîéíîãî ðåçîíàíñà, êîãäà ÷àñòîòà âíåø�íåãî ïîëÿ ñîâïàäàåò ñ ÷àñòîòîé ñîáñòâåííûõ (ìîíî�ïîëüíûõ) êîëåáàíèé, ! � !0, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷å�ðåäü, áëèçêà ê óäâîåííîé ÷àñòîòå ïîâåðõíîñòíîé ìî�äû, !0 � 2!l. �åçîíàíñíîå óñëîâèå !0(R0) = 2!l(R0)ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ òîëüêî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà�÷åíèÿõ ðàâíîâåñíîãî ðàäèóñà. Íà ðèñ. 1 ãðà�è÷å�ñêè ïðåäñòàâëåíû óñëîâèÿ òàêîãî ðåçîíàíñà â íàèáî�ëåå èçó÷åííîì äèàïàçîíå ÷àñòîò è ðàçìåðîâ ïóçûðü�êîâ [24℄.Áîëüøèíñòâî èññëåäîâàòåëåé ýòîé çàäà÷è[1; 25�34℄, çà èñêëþ÷åíèåì àâòîðîâ ðàáîò [35, 36℄, èñ�ïîëüçîâàëè óïðîùåííóþ ìîäåëü îñåñèììåòðè÷íûõêîëåáàíèé. Íî äàæå â òåõ ðàáîòàõ, ãäå ó÷èòûâàë�ñÿ âåñü íàáîð âûðîæäåííûõ ìîä, ïðàêòè÷åñêèíå èññëåäîâàííûì îñòàâàëñÿ âîïðîñ î ðàñïàäíîìõàðàêòåðå ñïåêòðà ïîâåðõíîñòíûõ ìîä: â êàêèõèç ïðîöåññîâ, îïèñûâàåìûõ ãàìèëüòîíèàíîì Hsss,ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ðåçîíàíñà!l3 = !l1 + !l2 ; (44)è, åñëè òàêèå ïðîöåññû ðåàëèçóþòñÿ, òî äîïóñêàþòëè èõ ïðàâèëà îòáîðà, ò. å. îòëè÷åí ëè îò íóëÿ â ýòîìñëó÷àå ìàòðè÷íûé ýëåìåíò hY �l1m1Yl2m2Yl3m3i?Óñëîâèå (44) äëÿ íîðìèðîâàííûõ ÷àñòîò!l =r ��0R30 ~!l; ~!l �p(l + 1)(l + 2)(l � 1)ìîæíî çàïèñàòü â âèäå422
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�èñ. 2. Óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè ðàñïàäíîãî ïðîöåñ-ñà !l3 = !l1 + !l2 . Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ l3 îò15 äî 3 ïðîâîäèòñÿ îñü ÷àñòîò, íà êîòîðîé îò-êëàäûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ p(l3 + 1)(l3 + 2)(l3 � 1) ��p(l2 + 1)(l2 + 2)(l2 � 1), ïîìå÷åííûå Æ (l3 �èê-ñèðîâàíî, l2 ìåíÿåòñÿ îò 2 äî l3 � 1), è çíà÷åíèÿp(l1 + 1)(l1 + 2)(l1 � 1), îáîçíà÷àåìûå � (l1 ìåíÿ-åòñÿ îò 2 äî l3). Áëèçîñòü òî÷åê ýòèõ äâóõ ðÿäîâîòâå÷àåò ðåàëèçàöèè ðàñïàäíîãî ïðîöåññàp(l3 + 1)(l3 + 2)(l3 � 1) ==p(l1 + 1)(l1 + 2)(l1 � 1) ++p(l2 + 1)(l2 + 2)(l2 � 1): (45)×èñëåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ îñóùåñòâëÿ�ëîñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ l3îò 15 äî 3 âû÷èñëÿëàñü âåëè÷èíàp(l3 + 1)(l3 + 2)(l3 � 1)��p(l2 + 1)(l2 + 2)(l2 � 1)ïðè �èêñèðîâàííîì l3 è çíà÷åíèÿõ l2, èçìåíÿþ�ùèõñÿ îò 2 äî l3 � 1. Ýòè çíà÷åíèÿ íàíîñèëèñüíà îñü ÷àñòîò (ðèñ. 2). Íà êàæäóþ èç ïîëó÷àå�ìûõ òàêèì îáðàçîì îñåé íàíîñèëèñü òàêæå çíà÷åíèÿp(l1 + 1)(l1 + 2)(l1 � 1), ãäå âåëè÷èíà l1 èçìåíÿëàñüîò 2 äî l3. Áëèçîñòü òî÷åê ýòèõ äâóõ ðÿäîâ êàê ðàçè ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì ðåçîíàíñà (44).¾Ïîäîçðèòåëüíûå¿ ïðîöåññû, â êîòîðûõ ðàñ�ñòðîéêà ìàëà è, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè Æ è � áëèçêîðàñïîëîæåíû íà îñè, îòáèðàëèñü è èç èõ ÷èñëà èñ�êëþ÷àëèñü çàïðåùåííûå ïðàâèëàìè îòáîðà. �åçóëü�òàò çàíîñèëñÿ â òàáëèöó. Äëÿ ýòèõ ïðîöåññîâ âû÷èñ�

ëÿëèñü íîðìèðîâàííûå ÷àñòîòû ~!3, ~!2, ~!1 è âåëè÷è�íà � = ~!3 � ~!2 � ~!1.Â òðîéíûõ ïðîöåññàõ ðåçîíàíñíàÿ ïåðåêà÷êàýíåðãèè ý��åêòèâíî îñóùåñòâëÿåòñÿ è â óñëîâèÿõ,êîãäà àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàññòðîéêè õîòÿ è íåîáðàùàåòñÿ â íóëü, íî ïðèíèìàåò ìàëûå çíà÷åíèÿ,ìåíüøèå êîý��èöèåíòà çàòóõàíèÿ âîëí [37℄. Ó÷åòêîíå÷íîãî âðåìåíè æèçíè ó÷àñòâóþùèõ âî âçàèìî�äåéñòâèè âîëí ìîæíî êà÷åñòâåííî ïðåäñòàâèòü êàê¾ðàçìàçûâàíèå¿ èõ çàêîíîâ äèñïåðñèè. Î÷åâèäíî,÷òî êîãäà çàòóõàíèå, îïðåäåëÿþùåå âåëè÷èíó ýòîãîðàñïëûâàíèÿ, ñòàíåò áîëüøå ðàññòðîéêè, ïðîöåññûáóäóò èäòè ý��åêòèâíî.Â ïîñëåäíåé êîëîíêå òàáëèöû ïîìåùåíû íîðìè�ðîâàííûå çíà÷åíèÿ çàòóõàíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí,âçÿòûå èç ðàáîòû [38℄, äëÿ çíà÷åíèé ðàäèóñîâ ïó�çûðüêîâ, îòâå÷àþùèõ óñëîâèÿì ïàðàìåòðè÷åñêîãîðåçîíàíñà ìåæäó ìîíîïîëüíîé è ïîâåðõíîñòíûìèìîäàìè (ñì. ðèñ. 1). Ýòè çíà÷åíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ âå�ëè÷èíàìè íîðìèðîâàííîé ðàññòðîéêè, ïîìåùåííû�ìè â ïîñëåäíþþ êîëîíêó òàáëèöû.Êàê ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ äàííûõ, óñëîâèÿ ðå�çîíàíñà îêàçûâàþòñÿ çàòðóäíåííûìè òîëüêî äëÿ îä�íîãî ïðîöåññà, (10)! (2)+ (8), ãäå â ñêîáêàõ óêàçàííîìåð ìîäû. Êðîìå òîãî, áîëåå ãëóáîêîãî àíàëèçàçàñëóæèâàåò ïðîöåññ (4)! (2)+(2). Îöåíèâàÿ ñèòó�àöèþ â öåëîì, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî ìîäû ñ íèçøèìèíîìåðàìè l íå ìîãóò ó÷àñòâîâàòü â ðàñïàäíûõ ïðî�öåññàõ. Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò ìîäà ñ l = 4, ý��åê�òèâíîñòü ðàñïàäà êîòîðîé òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãîèññëåäîâàíèÿ. Íà÷èíàÿ ñ l = 9, ðàñïàäíûå ïðîöåññûñòàíîâÿòñÿ âîçìîæíûìè, îäíàêî èõ ý��åêòèâíîñòüìåíÿåòñÿ ñ ðîñòîì íîìåðà ìîäû, ïîñêîëüêó îáÿçà�òåëüíûì ïàðòíåðîì â òàêèõ ïðîöåññàõ âûñòóïàåò ñà�ìàÿ íèçêî÷àñòîòíàÿ ìîäà, äîïóñêàåìàÿ ïðàâèëàìèîòáîðà (l = 3), ÷òî ïðèâîäèò ê ÷èñëåííîé ìàëîñòèàìïëèòóäû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîöåññîâ, ïðîïîðöèî�íàëüíîé îòíîøåíèþ ÷àñòîò.Âëèÿíèå ìåæìîäîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïîâåðõ�íîñòíûõ âîëí íà ïðîöåññ ïàðàìåòðè÷åñêîé ãåíåðà�öèè ðÿáè Ôàðàäåÿ áûëî çàðåãèñòðèðîâàíî â ýêñïå�ðèìåíòàõ [39℄. Ïðè ïîâûøåíèè ÷àñòîòû è àìïëèòó�äû àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ íà ïîâåðõíîñòè ìèêðîííîãîïóçûðüêà ðåàëèçîâûâàëèñü ñòðóêòóðû, îòâå÷àþùèåíå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðåçîíàíñîâ (4) ! (3) ! (2),à áîëåå ñëîæíîìó ïðîöåññó, õàðàêòåðèçóþùåìóñÿ ïå�ðåìåæàåìîñòüþ, ïðè÷åì íåîáû÷íûé õàðàêòåð âîç�áóæäåíèÿ äåìîíñòðèðîâàëà èìåííî ìîäà l = 4. Êàêáûëî ïîêàçàíî âûøå, îíà ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé èçìîä ñ íèçøèìè íîìåðàìè, êîòîðàÿ ìîæåò ó÷àñòâî�âàòü â òðîéíûõ ïðîöåññàõ.423



À. Î. Ìàêñèìîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008Íîìåðìîäû l3 Òèï ðàñïàäíîãîïðîöåññà ~!l3 ~!l1 ~!l2 � j�j=!l3 
l3=!l315 (15)! (3) + (14) 61.709 55.857 6.325 �0:473 0.0076 0.02314 (14)! (3) + (13) 55.857 50.200 6.325 �0:668 0.012 0.02613 (13)! (3) + (12) 50.200 44.744 6.325 �0:869 0.017 0.02812 (12)! (3) + (11) 44.744 39.497 6.325 �1:078 0.025 0.031(12)! (4) + (10) 44.744 34.467 9.487 0.790 0.018 0.03111 (11)! (4) + (9) 39.497 29.665 9.487 0.355 0.009 0.03410 (10)! (2) + (8) 34.467 25.100 3.464 5.903 0.170 0.038(10)! (4) + (8) 34.467 25.100 9.487 �0:12 0.0035 0.038(10)! (5) + (7) 34.467 20.785 12.961 0.721 0.020 0.0389 (9)! (4) + (7) 29.665 20.785 9.487 �0:607 0.020 0.0428 íå ðåàëèçóåòñÿ � � � � � �7 íå ðåàëèçóåòñÿ � � � � � �6 íå ðåàëèçóåòñÿ � � � � � �5 íå ðåàëèçóåòñÿ � � � � � �4 (4)! (2) + (2) 9.487 3.464 3.464 2.560 0.270 0.1003 íå ðåàëèçóåòñÿ � � � � � �5. ÂÛÂÎÄÛÓñòàíîâëåíèå ãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðû óðàâíå�íèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ãàçîâîãî âêëþ÷åíèÿ,ïîçâîëÿåò ñâåñòè èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ê ñè�ñòåìå íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿàìïëèòóä âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìîä. Íàõîæäåíèåÿâíîãî âèäà êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ çíà÷èòåëüíîóïðîùàåò è ñòàíäàðòèçóåò òåîðèþ âîçìóùåíèé.Ïîëó÷åí ÿâíûé âèä îïåðàòîðà Äèðèõëå �Íåéìàíàñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Ñ åãîïîìîùüþ ïîñòðîåíî ðàçëîæåíèå ãàìèëüòîíèàíà ïîñòåïåíÿì êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ. Â êà÷åñòâåïðèëîæåíèÿ ðàññìîòðåíà çàäà÷à ãåíåðàöèè ðÿáè Ôà�ðàäåÿ íà ñòåíêå ïóçûðüêà. Èññëåäîâàí ðàñïàäíûéõàðàêòåð èñêàæåíèé �îðìû ïóçûðüêà äëÿ ïåðâûõ(íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòå) ïÿòíàäöàòè ìîä.Ïðèâåäåííûé ïðèìåð, åñòåñòâåííî, íå èñ÷åðïûâàåòâñåõ âîçìîæíûõ ïðèëîæåíèé, à ÿâëÿåòñÿ òîëüêîïåðâûì øàãîì íà ýòîì ïóòè.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò �04-02-16412).

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÄëÿ òîãî ÷òîáû óñòàíîâèòü ãàìèëüòîíîâó ñòðóê�òóðó óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ïóçûðü�êà, ñëåäóåò âû÷èñëèòü âàðèàöèîííûå ïðîèçâîäíûåH� = ÆH=Æ� è H� = ÆH=Æ �. Ïðè âû÷èñëåíèè ýòèõâåëè÷èí ìû ñëåäóåì ðàáîòå [3℄ è èñïîëüçóåì òðàäè�öèîííîå îïðåäåëåíèå âàðèàöèé:� _�;H�� = � ddgH �� + g _�;���g=0 ;� _�; H�� = � ddgH ��;�+ g _���g=0 ; (A.1)ãäå (: : : ; : : : ) îáîçíà÷àåò âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå âïðîñòðàíñòâå L2. Ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèÿ ïîòåí�öèàëà è åãî ïðîèçâîäíûõ íà èçìåíÿþùåéñÿ ïîâåðõ�íîñòè S ïóçûðüêà èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà�÷åíèÿ:424



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 �àìèëüòîíîâî îïèñàíèå äèíàìèêè ïóçûðüêà� = '(r; #; �; t)jr=R0+�;�(r) = �'�r ����r=R0+� ; �(#) = �'�# ����r=R0+� ;�(�) = �'�� ����r=R0+� ; �(t) = �'�t ����r=R0+� : (A.2)Îòìåòèì, ÷òî �t � ���t = �(t) +�(r)�t (A.3)è ïîäîáíûå �îðìóëû ñïðàâåäëèâû äëÿ �# è ��. Ïðèâåäåì òàêæå ÿâíûé âèä íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé:�(n) = (n � r') jr=R0+� = R�1 "�(r) � �(#)�#(R0 + �)2 � �(�)��(R0 + �)2 sin2 ## ;ãäå �# = ��=�#, �� = ��=��, è ââåäåì îáîçíà÷åíèåq2 = v � v = ��'�r �2+ 1r2 ��'�#�2+ 1r2 sin2 # ��'���2 :Âû÷èñëåíèå âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé îò êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (9),äàåò� ddgT �� + g _�; ���g=0 = � _�; T�� = ��02 Z _�q2 (R0 + �)2 sin# d# d��� �0 Z � ddg'�Sg=0 �(n)R (R0 + �)2 sin# d# d�:Ïîñêîëüêó � ddg'�Sg=0 = � ddg��g=0 ��(r) _�;� ddg��g=0 = �264 ddg ��0 �R0 + � + g _��2375g=0 = 2 _���0 (R0 + �)3 ;ìû ïîëó÷àåì T� = ��02 q2 (R0 + �)2 � �0R (R0 + �)2�(n) 2��0 (R0 + �)3 ��(r)! :Âû÷èñëåíèå âàðèàöèé îò âíóòðåííåé ýíåðãèè Vin, ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè Vs è ðàáîòû A ïðèâîäèò êñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì:� ddgVin �� + g _�; ���g=0 = �P0�V0V �
 � ddgV �� + g _�; ���g=0 = �P0�V0V �
 �(R0 + �)2 ; _�� ;� ddgVs �� + g _�; ���g=0 = � Z �2R (R0 + �)� " 1(R0 + �)R � ���#�2+ 1(R0 + �)R sin2 # � �����2#��� 1sin# ��# � sin#R ���#�+ 1sin2 # ��� � 1R ������� _� sin# d# d� = � �(R0 + �)2 (r � n); _�� ;425



À. Î. Ìàêñèìîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008� ddgA�g=0 = (P1 + Pext) � ddgV �� + g _�;���g=0 = (P1 + Pext)�(R0 + �)2 ; _�� :Â ðåçóëüòàòå âàðèàöèîííàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò âñåãî ãàìèëüòîíèàíà ïðèíèìàåò âèäH� = (R0 + �)2 "��0q22 � �0R�(n) 2��0 (R0 + �)3 ��(r)!� P0�V0V �
 + �(r � n) + (P1 + Pext)# : (A.4)Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïðîèçâîäíîé îò ¾èìïóëüñà¿ äàåò���t = ��0 �2���t (R0 + �) � + (R0 + �)2 ���t � :Èñïîëüçóÿ èíòåãðàë Áåðíóëëè, êèíåìàòè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2) è ñîîòíîøåíèå (A.3), ïîëó÷àåì���t = ��0 h2R�(n) (R0 + �) � + (R0 + �)2 ��(t) +�(r)�t�i = (R0 + �)2���0R�(n) � 2�R0 + � +�(r)� ++ ��0q22 + P0�V0V �
 � �(r � n)� (P1 + Pext)�� ;÷òî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê �H�.Ñðàâíèì òåïåðü ïðàâóþ ÷àñòü êèíåìàòè÷åñêîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (2) è âàðèàöèîííóþ ïðîèçâîäíóþãàìèëüòîíèàíà ïî �:� ddgH ��;�+g _���g=0 = � _�; T�� = �0 Z �r' � r � ddg'��g=0 dr = ��0 R (R0+�)2�(n);� ddg'�Sg=0! == ��0 R (R0 + �)2�(n);� _��0 (R0 + �)2! = �R�(n); _�� :Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ��=�t = H�. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÁÏðè âû÷èñëåíèè îïåðàòîðà Äèðèõëå �Íåéìàíà áóäåì ñëåäîâàòü ðàáîòå [9℄, â êîòîðîé ñòðîèòñÿ ðàçëîæå�íèå ðåçóëüòàòà âîçäåéñòâèÿ îïåðàòîðà Äèðèõëå �Íåéìàíà íà îïðåäåëåííûå (áàçèñíûå) �óíêöèè. Â ðàññìàò�ðèâàåìîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âûáèðàþòñÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà:'el(r; #; �) = (R0=r)l+1 Ylm(#; �): (Á.1)Ïåðâûé øàã ñîñòîèò â ïîäñòàíîâêå ýòîé �óíêöèè â îïðåäåëåíèå Î (10):Î(�)['el℄ = �(l + 1) 1R0 � R0R0 + ��l+2 Ylm(#; �)� 1(R0 + �)2 � R0R0 + ��l+1 �Ylm(#; �)�# ��(#; �)�# �� 1(R0 + �)2 sin2 # � R0R0 + ��l+1 �Ylm(#; �)�� ��(#; �)�� : (Á.2)Ââåäåì ìàëûé ïàðàìåòð � / s = �=R0 è ðàçëîæèì îïåðàòîð Äèðèõëå �Íåéìàíà è ïðîáíóþ �óíêöèþ (Á.1)ïî ñòåïåíÿì ýòîãî ïàðàìåòðà:Î(�)['el℄ = 1R0 ��(l + 1)(1 + s)Ylm � �Ylm�# �s�# � 1sin2 # �Ylm�� �s��� 1Xk=0(�1)k (l + 2 + k)!(l + 2)!k! sk;426



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 �àìèëüòîíîâî îïèñàíèå äèíàìèêè ïóçûðüêàÎ �sl+1Ylm� = 1Xp=0 �pÎp 1Xk=0(�1)k (l + k)!(l)!k! skYlm(#; �) == 1R0 ��(l+ 1)(1 + s)Ylm � �Ylm�# �s�# � 1sin2 # �Ylm�� �s��� 1Xk=0(�1)k (l + 2 + k)!(l + 2)!k! sk: (Á.3)Â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî � ïîëó÷àåìÎ0(�) ['el℄ = � l + 1R0 Ylm = � 1R0 "12 +rl̂2 + 14 #Ylm;ãäå l̂2 � � � 1sin# ��# �sin# ��#�+ 1sin2 # �2��2 �� îïåðàòîð êâàäðàòà óãëîâîãî ìîìåíòà. Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà � ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ðÿäà ïî ñ�åðè÷åñêèì ãàðìîíèêàì, � = P1l=0Plm=�l ~�lmYlm(#; �); è ââåäåì ñëå�äóþùèé îïåðàòîð:D̂ [�℄ � �R0Î0 1Xl=0 lXm=�l ~�lmYlm(#; �) = � 1Xl=0 lXm=�l ~�lmR0Î0 [Ylm(#; �)℄ == 1Xl=0 lXm=�l ~�lm "12 +rl̂2 + 14 #Ylm = "12 +rl̂2 + 14 #�:Ïðèðàâíèâàÿ ÷ëåíû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ � â (Á.3), ïîëó÷èì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèåâûðàçèòü n-é ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà Äèðèõëå �Íåéìàíà ÷åðåç îïåðàòîðû áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà:În [Ylm(#; �)℄ = 1R0��(l + 1)(�1)n (l + 1+ n)!(l + 1)!n! snYlm � (�1)n�1 (l + 1 + n)!(l + 2)!(n� 1)!sn�1 �� ��Ylm�# �s�# + 1sin2 # �Ylm�� �s����� n�1Xp=0 �pÎp �(�1)n�p (l + 1 + n� p)!(l + 1)!(n� p)! sn�pYlm(#; �)� :Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå îïåðàòîðà D̂ è òîò �àêò, ÷òî �óíêöèÿ � ïðåäñòàâèìà â âèäå ðÿäà ïî ñ�åðè÷åñêèìãàðìîíèêàì, ïîëó÷àåì èñêîìûé ðåçóëüòàò � ïåðâûå òðè ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðà Äèðèõëå �Íåéìàíà:Î1 [Ylm(#; �)℄ = 1R0 �(l + 1)(l + 2)sYlm ���Ylm�# �s�#+ 1sin2 # �Ylm�� �s�����Î0 [�(l+1)sYlm℄ == 1R0 �sD̂(D̂+1)Ylm���Ylm�# �s�#+ 1sin2 # �Ylm�� �s���� D̂ �sD̂Ylm�� ;Î1 [�℄ = 1R0 �sD̂(D̂ + 1)�� D̂ �sD̂�������# �s�# + 1sin2 # ���� �s���� ;Î2 [Ylm(#; �)℄ = 1R0 �� (l + 1)(l + 2)(l + 3)2 s2Ylm + (l + 3)s��Ylm�# �s�# + 1sin2 # �Ylm�� �s������ Î0 � (l + 1)(l + 2)2 s2Ylm�� Î1 [�(l + 1)sYlm℄ = 1R0��12s2D̂(D̂ + 1)(D̂ + 2)Ylm ++ s � �s�# ��# �(D̂ + 2)Ylm�+ 1sin2 # �s�� ��� �(D̂ + 2)Ylm��++ 12D̂ �s2D̂(D̂ + 1)Ylm�+ sD̂(D̂ + 1)�sD̂Ylm�� D̂ �sD̂ �sD̂Ylm���� � �s�# ��# �sD̂Ylm�+ 1sin2 # �s�� ��� �sD̂(Ylm���;427
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