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ËÎÊÀËÈÇÀÖÈß È ÊÈÍÅÒÈÊÀ ÀÒÎÌÀ Ï�È ÑÏÅÊÒ�ÀËÜÍÎÉÔÈËÜÒ�ÀÖÈÈ Å�Î �ÅÇÎÍÀÍÑÍÎÉ ÔËÓÎ�ÅÑÖÅÍÖÈÈË. Â. Èëüè÷åâ *Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ýëåêòðîìåòðèè Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 11 èþëÿ 2007 ã.Ïîêàçàíî, ÷òî, åñëè çíà÷èòåëüíàÿ äîëÿ èçëó÷åíèÿ ðåçîíàíñíî �ëóîðåñöèðóþùåãî àòîìà ïîäâåðãàåòñÿñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè, åãî êèíåòèêà ïðåòåðïåâàåò èçìåíåíèå. Âîçäåéñòâèå �àêòà ñïåêòðàëüíûõ íà-áëþäåíèé íà ïîâåäåíèå àòîìà ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà äâóõ ïðèìåðàõ: íà ïðîöåññå ëîêàëèçàöèè àòîìàïðè åãî ïðîëåòå ïîïåðåê îáëàñòè, çàíÿòîé ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíîé, è íà ïîñòóïàòåëüíîé äèíàìèêå àòîìàïðè åãî äâèæåíèè âäîëü ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíû. Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññ÷èòàíû âåðîÿòíîñòè ëîêàëèçà-öèè ïðè îòñóòñòâèè ñïîíòàííûõ èñïóñêàíèé è ïðè îäíîì �îòîèñïóñêàíèè. Äëÿ îäíîãî �îòîèñïóñêàíèÿðàññ÷èòàíî òàêæå âîçíèêàþùåå ðàñïðåäåëåíèå ïî èìïóëüñó àòîìà, ÷óâñòâèòåëüíîå ê �àêòó ñïåêòðàëü-íîé �èëüòðàöèè. Âî âòîðîì ïðèìåðå ïîêàçàíî, ÷òî ñïåêòðàëüíàÿ �èëüòðàöèÿ ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ àíîìàëüíîé äîáàâêè ê ñèëå, äåéñòâóþùåé íà àòîì â ïîëå ñòîÿ÷åé âîëíû.PACS: 32.80.Pj 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ îòêðûòîé êâàíòîâîé ñèñòå�ìû îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðîì èí�îðìàöèè, ïîñòó�ïèâøåé è çà�èêñèðîâàííîé â åå îêðóæåíèè [1℄. Ýòîòîáùèé ïðèíöèï õîðîøî èëëþñòðèðóåòñÿ ìíîãîîáðà�çèåì îïòè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ëîêàëèçàöèè àòîìîâ íàìàñøòàáàõ, ìåíüøèõ äëèíû âîëíû. Ïðàêòè÷åñêèéèíòåðåñ ê äàííîé îáëàñòè îáóñëîâëåí îáùèìè ïðî�áëåìàìè íàíîòåõíîëîãèè, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ñ âû�ñîêîé òî÷íîñòüþ êîíòðîëèðîâàòü ïîëîæåíèå âçàè�ìîäåéñòâóþùèõ êîìïîíåíò. Ïåðñïåêòèâíûìè ïðåä�ñòàâëÿþòñÿ ïðèëîæåíèÿ îïòè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ëîêà�ëèçàöèè àòîìîâ â íàíîëèòîãðà�èè [2; 3℄, àòîìíîéîïòèêå [4℄, ëàçåðíîì îõëàæäåíèè [5℄ è çàõâàòå íåé�òðàëüíûõ àòîìîâ [6℄.Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðåäëîæåíî íåñêîëüêîñõåì ëîêàëèçàöèè àòîìà ïðè åãî ïðîëåòå ïîïåðåêïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè, çàíÿòîé ñòîÿ÷åé ñâåòî�âîé âîëíîé. Â îäíîé èç íèõ òðåõóðîâíåâûé �-àòîì,âçàèìîäåéñòâóþùèé ñî ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíîé èïðîáíûì ëàçåðíûì ïó÷êîì, ïîäâåðæåí ëîêàëèçà�öèè ïðè èçìåðåíèè íàñåëåííîñòè âåðõíåãî ñîñòîÿ�íèÿ [7; 8℄. Ïîõîæàÿ ñõåìà, íî ñ èñïîëüçîâàíèåì ý��*E-mail: leonid�iae.nsk.su

�åêòà êîãåðåíòíîãî ïëåíåíèÿ íàñåëåííîñòåé ïðåäëî�æåíà â ðàáîòå [9℄. Âîçìîæíà ëîêàëèçàöèÿ ïðè äè��ðàêöèè àòîìà íà ðåøåòêå, èíäóöèðîâàííîé èçìå�ðåíèÿìè åãî âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ [10℄ è ïîñðåä�ñòâîì èçìåðåíèÿ êâàäðàòóðíîé �àçû ïîëÿ [11; 12℄. Âðàáîòå [13℄ îïèñàí ñïîñîá ëîêàëèçàöèè ïðè êîìáèíè�ðîâàííîì èçìåðåíèè êâàäðàòóðíîé àìïëèòóäû ïîëÿè âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà. Â ðàáîòàõ [14�18℄ëîêàëèçàöèÿ àòîìà îêàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàòîì äåòåê�òèðîâàíèÿ ñïîíòàííûõ �îòîíîâ. Àíàëîãè÷íûé ìåõà�íèçì, ìîäè�èöèðîâàííûé êîîïåðàòèâíûìè ý��åê�òàìè, ïðåäëîæåí â ðàáîòå [19℄ äëÿ ëîêàëèçàöèè àí�ñàìáëÿ àòîìîâ.Îáùèì ïðèíöèïîì âñåõ ïðåäëîæåííûõ ñõåì ÿâ�ëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êâàíòîâîé êîððåëÿöèè, òàêíàçûâàåìîé ¾çàöåïëåííîñòè¿ (entanglement), ìåæ�äó ïðîñòðàíñòâåííûì ïîëîæåíèåì àòîìà è åãî âíó�òðåííèì ñîñòîÿíèåì è ñîñòîÿíèåì ïîëÿ. Òàêîãî ðîäàçàöåïëåííîñòü âîçíèêàåò ïðè âçàèìîäåéñòâèè àòî�ìà ñ èçëó÷åíèåì. �åçóëüòàòîì âîçíèêíîâåíèÿ çàöåï�ëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîòåðÿ êîãåðåíòíîñòè (åñëè îíàñóùåñòâîâàëà èçíà÷àëüíî) ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïðî�ñòðàíñòâåííûìè ïîëîæåíèÿìè àòîìà. Èí�îðìàöèÿî êîîðäèíàòàõ àòîìà îêàçûâàåòñÿ ¾çàïèñàííîé¿ âïðîñòðàíñòâå âíóòðåííèõ ñîñòîÿíèé àòîìà è (èëè) âïðîñòðàíñòâå ïîëåâûõ ñîñòîÿíèé. Ëîêàëèçàöèÿ àòî�279



Ë. Â. Èëüè÷åâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008ìà åñòü ñëåäñòâèå èçìåðåíèé, ïðîâîäèìûõ â ýòèõïðîñòðàíñòâàõ1).Ïðåäëîæåííûå ñõåìû ëîêàëèçàöèè îòëè÷àþòñÿäðóã îò äðóãà ðàçíûìè ñïîñîáàìè ñîçäàíèÿ çàöåï�ëåííîñòè è ðàçíûìè òèïàìè ïðîâîäèìûõ èçìåðåíèé.Â ïðèâåäåííîì ðÿäó ñõåìû èç ðàáîò [14�19℄ âûäå�ëÿþòñÿ êðàéíåé ïðîñòîòîé è ëàêîíè÷íîñòüþ �îð�ìóëèðîâêè: ñèñòåìà ñâåòîâûõ ïîëåé ñîñòîèò âñåãîèç îäíîé êëàññè÷åñêîé ñòîÿ÷åé âîëíû, à èçìåðåíèÿñâîäÿòñÿ ê äåòåêòèðîâàíèþ ñïîíòàííî èñïóùåííûõêâàíòîâ. Ýòî äåòåêòèðîâàíèå ìîæåò áûòü îðãàíèçî�âàíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Åñëè ñòðåìèòüñÿ êàê ìîæ�íî òî÷íåå ëîêàëèçîâàòü ìîìåíòû �îòîîòñ÷åòîâ âîâðåìåíè, òî (ñ ïîïðàâêîé íà âðåìÿ ðàñïðîñòðàíå�íèÿ �îòîíîâ îò èñòî÷íèêà ê äåòåêòîðó) ãåíåðèðóå�ìàÿ ïðè òàêîì èçìåðåíèè èí�îðìàöèÿ êàñàåòñÿ âðå�ìåíí�ûõ êîîðäèíàò ñîáûòèé âíóòðèàòîìíûõ ñïîíòàí�íûõ ïåðåõîäîâ. Ïðè ýòîì îòñóòñòâóåò èí�îðìàöèÿî ÷àñòîòàõ çàðåãèñòðèðîâàííûõ êâàíòîâ. Ïðîñòðàí�ñòâåííàÿ ëîêàëèçàöèÿ ïðè òàêîãî ðîäà èçìåðåíèÿõðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå [19℄.Èíà÷å âûãëÿäèò ðåæèì ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõ èç�ìåðåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå äåòåêòèðîâàíèå �îòîíîâïðåäâàðÿåòñÿ èõ ÷àñòîòíîé ñåëåêöèåé. Ñîçäàåòñÿ áî�ëåå èëè ìåíåå òî÷íàÿ èí�îðìàöèÿ î ÷àñòîòå �îòî�íîâ, íî, òàê êàê ñïåêòðàëüíàÿ ñåëåêöèÿ çàíèìàåòíåêîòîðîå âðåìÿ, ñòàíîâÿòñÿ íåîïðåäåëåííûìè ìî�ìåíòû �îòîèñïóñêàíèé. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ëîêàëè�çàöèÿ àòîìîâ, âûçâàííàÿ èçìåðåíèåì ÷àñòîò ñïîí�òàííûõ �îòîíîâ, èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [16; 17℄ (íàáëþ�äåíèå äóáëåòà Àóòëåðà �Tàóíñà) è [18℄ (íàáëþäåíèåòðèïëåòà �àóòèàíà �Ìîëëîó). Â óêàçàííûõ ðàáîòàõîáëàñòü ëîêàëèçàöèè àòîìà A îïðåäåëÿëàñü ïî âíó�òðåííåìó ñîñòîÿíèþ îäíîàòîìíîãî äåòåêòîðà B, òî÷�íåå, ïî ýíåðãèè óðîâíÿ, íà êîòîðîì îêàçàëñÿ àòîìB â ðåçóëüòàòå ïîãëîùåíèÿ êâàíòà, ñïîíòàííî èñïó�ùåííîãî àòîìîì A. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâåí�íàÿ ëîêàëèçàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê àêò. Îïèñà�íèå ëîêàëèçàöèè êàê ïðîöåññà òðåáóåò èíîãî ïîä�õîäà. Íåîáõîäèìî êâàíòîâîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíå�íèå, â êîòîðîì ÿâíî îòðàæåí ñïåöè�è÷åñêèé õàðàê�1) Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ê ìîìåíòó èçìåðåíèÿ êîãåðåíòíîñòüìåæäó ðàçëè÷íûìè ïðîñòðàíñòâåííûìè ïîëîæåíèÿìè àòîìàóæå îòñóòñòâóåò, ò. å. ñîîòâåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿñìåøàííûì, �èêñàöèÿ èñõîäà èçìåðåíèÿ è ñâÿçàííîé ñ íèìîáëàñòè ëîêàëèçàöèè (â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçíà÷àëüíî äëèíàïðîñòðàíñòâåííîé êîãåðåíòíîñòè çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèëàìàñøòàáû îáëàñòè ëîêàëèçàöèè) íå ñëåäóåò òðàêòîâàòü êëàñ�ñè÷åñêè, êàê îïðåäåëåíèå õàðàêòåðèñòèê, ñóùåñòâîâàâøèõ äîè íåçàâèñèìî îò èçìåðåíèÿ. Ýòîãî íå ñëåäóåò äåëàòü, òàê êàêêîîðäèíàòû àòîìà ñêîððåëèðîâàíû êâàíòîâûì îáðàçîì ñ ïå�ðåìåííûìè îãðàíè÷åííîé êâàíòîâîé ñèñòåìû, à íå ñî âñåìîêðóæåíèåì.

òåð èí�îðìàöèîííîé ñâÿçè èçëó÷àþùåãî àòîìà èåãî îêðóæåíèÿ ïðè ïðîâåäåíèè íåïðåðûâíûõ ñïåê�òðîñêîïè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Òàêîå óðàâíåíèå ïîç�âîëÿåò ëåãêî ïîëó÷èòü âñå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèå�ñÿ ê åäèíè÷íûì àêòàì ëîêàëèçàöèè è, ÷òî çíà÷è�òåëüíî áîëåå âàæíî, ïîçâîëÿåò òàêæå èçó÷èòü âîç�äåéñòâèå íåïðåðûâíûõ ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõ íàáëþ�äåíèé íà êèíåòèêó âíóòðåííèõ è ïîñòóïàòåëüíûõñòåïåíåé ñâîáîäû àòîìà.2. ÂÛÂÎÄ ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈßÍàøåé áëèæàéøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ âûâîä êâàí�òîâîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàòèñòè÷åñêî�ãî îïåðàòîðà ðåçîíàíñíî �ëóîðåñöèðóþùåãî àòîìàâ óñëîâèÿõ ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Óäîáíîíà÷àòü ñ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãîîïåðàòîðà ñâîáîäíîãî êâàíòîâàííîãî ñâåòîâîãî ïî�ëÿ. Èñõîäíûì ïóíêòîì íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ âûáå�ðåì õîðîøî èçâåñòíóþ ñèòóàöèþ, êîãäà îêðóæåíèåóñòðîåíî òàê, ÷òî ïðîèñõîäèò ëîêàëèçàöèÿ âî âðåìå�íè ñîáûòèé ïîãëîùåíèÿ êâàíòîâ ïîëÿ. Ýòîìó ïðî�öåññó îòâå÷àåò ñëåäóþùåå ìîäåëüíîå êèíåòè÷åñêîåóðàâíåíèå (ñì., íàïðèìåð, [20℄):�t%̂+ i[Ĥf ; %̂℄ = ��Ê%̂Êy � 12fÊyÊ; %̂g�: (1)Çäåñü Ê = Pi E(i)âi � ïîëîæèòåëüíî÷àñòîòíàÿñîñòàâëÿþùàÿ îïåðàòîðà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ,âi � îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ �îòîíà â ìîäå i,E(i) � íåêîòîðàÿ ñòàíäàðòíàÿ àìïëèòóäà ìîäû,Ĥf = Pi !iâyi âi � ãàìèëüòîíèàí ñâîáîäíîãî ïîëÿ,!i � ÷àñòîòà �îòîíîâ i-é ìîäû. Çäåñü âàæíî îòìå�òèòü èñïîëüçóåìîå â ìîäåëè óïðîùåíèå. À èìåííî,ìû ñîçíàòåëüíî íå ââîäèì ïðîñòðàíñòâåííóþ êîí��èãóðàöèþ ìîä. Ýòî äåëàåòñÿ ñ öåëüþ óïðîùåíèÿìàòåìàòè÷åñêèõ âûðàæåíèé. Ó÷åò ïðîñòðàíñòâåí�íîé êîí�èãóðàöèè ïîëåâûõ ìîä, â îòëè÷èå îòèõ âðåìåíí�îãî ïîâåäåíèÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïè�àëüíûì äëÿ ïðåäìåòà íàñòîÿùåé ðàáîòû. Äåòàëèêîí�èãóðàöèé ìîä è ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóêòóðûîáëàñòè îêðóæåíèÿ, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïîãëîùå�íèå �îòîíîâ, îòðàæåíû â ñîâîêóïíîñòè ââåäåííûõàìïëèòóä fE(i)g. Íåîáðàòèìûé õàðàêòåð ýâîëþöèèñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ïîëÿ %̂ ïðèäàåò ïðàâàÿ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1). Ïåðâûé � ¾ñýíäâè÷íûé¿ �÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ñòàòèñòè�÷åñêîãî îïåðàòîðà ïðè ïîãëîùåíèè (ðåãèñòðàöèè)�îòîíà. Ñëàãàåìîå ñ àíòèêîììóòàòîðîì, îáîçíà÷à�åìûì �èãóðíûìè ñêîáêàìè, îòâå÷àåò ýâîëþöèè âïðîìåæóòêàõ ìåæäó ñîáûòèÿìè ïîãëîùåíèé êâàí�280



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 Ëîêàëèçàöèÿ è êèíåòèêà àòîìà : : :òîâ. Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà â äàííîé ðàáîòå ïðèíÿòà çàåäèíèöó, � � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà, çàäàþùàÿñêîðîñòü ïîãëîùåíèÿ êâàíòîâ ïîëÿ. Óðàâíåíèå èìå�åò õàðàêòåðíóþ òàê íàçûâàåìóþ �îðìó Ëèíäáëàäàñ îïåðàòîðîì p�Ê, îïèñûâàþùèì åäèíñòâåííûéòèï ñîáûòèé, ïðèñóòñòâóþùèé â ìîäåëè � ïî�ãëîùåíèå êâàíòà ïîëÿ îêðóæåíèåì. �àññìîòðèìòåïåðü èäåàëüíûé ðåæèì ñïåêòðàëüíûõ íàáëþäå�íèé. Ïîëîæèì, ÷òî îí îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþêîíòèíóóìà íàñòðîåííûõ íà ïðîïóñêàíèå �îòî�íîâ îïðåäåëåííîé ÷àñòîòû îïòè÷åñêèõ �èëüòðîâ,êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò â êîìáèíàöèè ñðàñïîëîæåííûì çà íèì äåòåêòîðîì. Ñëåäîâàòåëüíî,â ñèòóàöèè ñïåêòðàëüíûõ íàáëþäåíèé ìû èìååì äå�ëî ñ ìíîæåñòâîì òèïîâ ñîáûòèé è, ñîîòâåòñòâåííî,ñ ìíîæåñòâîì îïåðàòîðîâ Ëèíäáëàäà, íóìåðóåìûõíåïðåðûâíûì ïàðàìåòðîì ! è îòâå÷àþùèõ ðåãè�ñòðàöèè �îòîíà, ïðîøåäøåãî ÷åðåç ñïåêòðàëüíûé�èëüòð, íàñòðîåííûé íà ÷àñòîòó !. Òàêèì îáðàçîì,ìîäè�èöèðîâàííîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äîëæíîèìåòü âèä�t%̂+ i[Ĥf ; %̂℄ == � Z d!� ��Ê(!)%̂Êy(!)� 12fÊy(!)Ê(!); %̂g�: (2)Èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà â ïðàâîé ÷àñòè (2) ââåäåíàñïåêòðàëüíàÿ øèðèíà �èëüòðîâ � (åäèíàÿ äëÿ âñåõ�èëüòðîâ) è ÷èñëîâîé ìíîæèòåëü � â çíàìåíàòåëå.Îïðåäåëÿÿ âèä îïåðàòîðà Ê(!), áóäåì ðóêîâîäñòâî�âàòüñÿ ñîîáðàæåíèåì, ÷òîáû âåëè÷èíàhÊy(!)Ê(!)i � Tr Êy(!)Ê(!)%̂çàäàâàëà �îòîòîê, ïîðîæäåííûé èçëó÷åíèåì, ïðî�øåäøèì ÷åðåç �èëüòð2). Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ðà�áîòû [21℄, ýòî äàåò íàì âûðàæåíèåÊ(!) = 0Z�1 Êt exp(i!t+ �t) dt; (3)â êîòîðîì â ÿâíîì âèäå îòðàæåíà èíåðöèîííîñòü,âíîñèìàÿ ñïåêòðàëüíûì �èëüòðîì â ïðîöåññ ðåãè�ñòðàöèè èçëó÷åíèÿ. �åéçåíáåðãîâñêèé îïåðàòîð íà�ïðÿæåííîñòè ïîëÿ Êt ïîä÷èíÿåòñÿ, ñîãëàñíî (2),óðàâíåíèþ�tÊt � i[Ĥf ; Êt℄ = ��2� �� Z d!�Êy(!)[Êt; Ê(!)℄ + [Êy(!); Êt℄Ê(!)� (4)2) Ýòî åñòü, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ïîäûíòåãðàëüíîå âû�ðàæåíèå, âîçíèêàþùåå ïðè âçÿòèè ñëåäà ÷ëåíà ïðèõîäà èçïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2).

è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ Ê0 = Ê. Â îáùåì ñëó÷àå, ò. å.äëÿ ïðîèçâîëüíûõ �, èç (3) è (4) ïîëó÷àåòñÿ íåÿâíîåâûðàæåíèå äëÿ Ê(!). Äëÿ åãî âûâîäà îáîçíà÷èìÊt =Xi E(i)t âi; Ê(!) =Xi E(i)(!)âi: (5)Èìååì, ñîãëàñíî (3),E(i)(!) = 0Z�1 E(i)t exp(i!t+ �t) dt: (6)Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî�tE(i)t + i!iE(i)t +Xj ijE(j)t = 0; (7)ãäå ij = ��2� Z d!E(i)(!)E(j)�(!): (8)Èç �îðìóë (6), (7) è óñëîâèÿ E(i)0 = E(i) èìååìE(i)(!) =Xj [G�1(!)℄ijE(j): (9)Çäåñü [G(!)℄ij = [� + i(! � !i)℄Æi;j � ij : (10)Êîìáèíàöèÿ (8) è (9) äàåò ñëåäóþùåå íåÿâíîå âûðà�æåíèå äëÿ ij :ij = ��2� �� Z d!Xm;n[G�1(!)℄im[G�1(!)℄jnE(m)E(n): (11)Ïðåïÿòñòâèåì ê íàõîæäåíèþ ÿâíîãî âûðàæåíèÿäëÿ ij ñëóæèò ñòðóêòóðà ýëåìåíòîâ ìàòðèöû G(!)(10) � â íèõ âõîäÿò èñêîìûå âåëè÷èíû. Äàííîå îá�ñòîÿòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íåîáðàòèìîé ñî�ñòàâëÿþùåé â ýâîëþöèè Êt. Åñëè íà ïðîòÿæåíèèâðåìåíè ñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè ��1 ìîæíî ïðå�íåáðå÷ü íåîáðàòèìîñòüþ (ýòî ýêâèâàëåíòíî ìàëîñòèõàðàêòåðíîé âåëè÷èíû jij j ïî ñðàâíåíèþ ñ �), âñåðàññìîòðåíèå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ. Êàê ëåãêîçàìåòèòü, â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî (3) ìîæíî ïîëüçî�âàòüñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:Ê(!) = 0Z�1 exp(iĤf t)Ê exp(�iĤf t+i!t+�t) dt ==Xi E(i)âi� + i(! � !i) : (12)281



Ë. Â. Èëüè÷åâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008Â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå äëÿ âñåõ âîçáóæäåííûõìîä ñ áîëüøèì çàïàñîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî!i � �. Ïîýòîìó èíòåãðèðîâàíèå ïî ! ìîæíî ðàñ�ïðîñòðàíèòü íà âñþ äåéñòâèòåëüíóþ îñü, ÷òî ïðèâî�äèò ê óðàâíåíèþ�t%̂+ i[Ĥf ; %̂℄ =Xi;j kij�âi%̂âyj � 12fâyj âi; %̂g�; (13)ãäå kij = 2��E(i)E(j)2� + i(!j � !i) : (14)Ïðè � � �! (�! � õàðàêòåðíûé äèàïàçîí âîçáó�æäåííûõ ÷àñòîò), ò. å. â îòñóòñòâèå ÷àñòîòíîé �èëü�òðàöèè, èìååì kij � �E(i)E(j) (15)è óðàâíåíèå (13) ïåðåõîäèò â (1). Â ïðîòèâîïîëîæ�íîì ñëó÷àå, êîãäà � � j!i � !j j ïðè i 6= j, âûðàæå�íèå (14) òàêæå óïðîùàåòñÿ:kij � �E(i)E(j)Æi;j : (16)Ýòî åñòü ñëó÷àé ïðåäåëüíîé ÷àñòîòíîé ñåëåêöèè,ïîçâîëÿþùèé îäíîçíà÷íî èäåíòè�èöèðîâàòü ïîëå�âóþ ìîäó, êîòîðîé ïðèíàäëåæàë êàæäûé çàðåãè�ñòðèðîâàííûé êâàíò.Äî ñèõ ïîð èçó÷àëñÿ ñëó÷àé ñâîáîäíîãî ïîëÿ. Òå�ïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èñòî÷íèêîì êâàíòîâàííî�ãî ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ äâóõóðîâíåâûé àòîì, íàêà÷èâàå�ìûé êëàññè÷åñêîé ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíîé ÷àñòî�òû !0. �àññìîòðåíèå ýòîé ìîäåëè åñòü ñëåäóþùèéøàã ê ïîëó÷åíèþ íåîáõîäèìîãî íàì óðàâíåíèÿ äëÿàòîìíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè. �àìèëüòîíèàí ñèñòå�ìû ¾àòîì + êâàíòîâàííîå ïîëå¿Ĥ(x̂; t) = Ĥf + 12!eg�̂0 ++ 12
(x̂)��̂ exp(i!0t) + �̂y exp(�i!0t)��� �(Ê�̂y + Êy�̂) (17)âêëþ÷àåò â ñåáÿ â âèäå ïåðâûõ äâóõ ñëàãàåìûõñîáñòâåííûå ãàìèëüòîíèàíû ïîëÿ è àòîìà (!eg �÷àñòîòà ïåðåõîäà ìåæäó îñíîâíûì jgi è âîçáóæäåí�íûì jei ñîñòîÿíèÿìè àòîìà, �̂0 = jeihej � jgihgj),âçàèìîäåéñòâèå àòîìà ñ êëàññè÷åñêîé âîëíîé(
(x) = 
0 os(kx) � ÷àñòîòà �àáè, çàâèñÿùàÿ îòêîîðäèíàòû x àòîìà3), �̂ = jgihej) è âçàèìîäåéñòâèå3) Èñïîëüçóåìîå îáîçíà÷åíèå êîîðäèíàòû (êàê è ââîäèìîåäàëåå îáîçíà÷åíèå èìïóëüñà p) ìîæåò ïîäðàçóìåâàòü òî÷êóîäíîìåðíîãî èëè òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâ.

àòîìà ñ êâàíòîâàííûì ïîëåì ñïîíòàííî èñïóùåí�íûõ êâàíòîâ (� � äèïîëüíûé ìîìåíò àòîìíîãîïåðåõîäà). Ìû íå âêëþ÷èëè â âûðàæåíèå (17)ãàìèëüòîíèàí p̂2=2m ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ(m � ìàññà àòîìà). Ýòî ñäåëàíî â ïðåäïîëîæåíèèäîñòàòî÷íî ìåäëåííîãî àòîìà, òàê ÷òî âûïîëíåíîíåðàâåíñòâî hp2i2m � �; (18)ãàðàíòèðóþùåå ìàëîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîñðàâíåíèþ ñ �. Ýòî ïîçâîëÿåò íå ó÷èòûâàòü êèíåòè�÷åñêóþ ýíåðãèþ ïðè îïðåäåëåíèè ðåçóëüòàòà ñïåê�òðàëüíîé �èëüòðàöèè â âûâîäèìîì äàëåå âûðàæå�íèè (25).Èñïîëüçóåì ñòàíäàðòíîå ïðåîáðàçîâàíèå%̂! exp(iĤ0t)%̂ exp(�iĤ0t);Ĥ(x̂; t)! exp(iĤ0t)Ĥ(x̂; t) exp(�iĤ0t) = (19)= Ĥ(x̂; 0) = Ĥ(x̂);ãäå Ĥ0 = !0 12 �̂0 +Xi âyi âi! ; (20)äëÿ óñòðàíåíèÿ ÿâíîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè â âû�ðàæåíèè (17). Îáðàòèìàÿ ýâîëþöèÿ òåïåðü çàäàåòñÿãàìèëüòîíèàíîìĤ1(x̂) = Ĥ(x̂)� Ĥ0: (21)Êàê è ðàíåå ïðè ðàññìîòðåíèè ñâîáîäíîãî ïîëÿ, áó�äåì ñ÷èòàòü âîçìîæíûì îãðàíè÷èòüñÿ îáðàòèìîéýâîëþöèåé ïðè âû÷èñëåíèè îïåðàòîðàÊ(!) =Xi E(i)âi(!): (22)Èìååì â ýòîì ïðèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì ïðåîáðàçîâà�íèÿ (19):âi(!) = 0Z�1 exp(iĤ1(x̂)t) exp(iĤ0t)âi �� exp(�iĤ0t) exp(�iĤ1(x̂)t+ i!t+ �t) dt: (23)Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåìâi(!) = âi � i�E(i)�̂(x̂; !)� + i(! � !i) : (24)Çäåñü îïåðàòîð �̂(x̂; !) ñâÿçàí ñ îïåðàòîðîì �̂ ñîîò�íîøåíèåì, àíàëîãè÷íûì (23). Ìû ïðåíåáðåæåì ïðî�öåññàìè âîçáóæäåíèÿ àòîìà çà ñ÷åò ïåðåïîãëîùåíèÿ282



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 Ëîêàëèçàöèÿ è êèíåòèêà àòîìà : : :èñïóùåííûõ ðàíåå ñïîíòàííûõ �îòîíîâ. Ýòî ïðè�áëèæåíèå ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîå âû�ðàæåíèå:�̂(x̂; !) = 0Z�1 exp(iĤat(x̂)t) exp(iĤ0t)�̂ �� exp(�iĤ0t) exp(�iĤat(x̂)t+ i!t+ �t) dt; (25)ãäå Ĥat(x̂) = �12 Æ �̂0 + 12 
(x̂) ��̂ + �̂y� ; (26)Æ = !0 � !eg . �àìèëüòîíèàí Ĥat(x̂) äèàãîíàëèçóåòñÿâ áàçèñå îäåòûõ ñîñòîÿíèé:Ĥat(x̂) = 12�(x̂)�j1; x̂ih1; x̂j � j2; x̂ih2; x̂j�; (27)ãäå �(x̂) =p
(x)2 + Æ2;j1; x̂i = os �(x)jei + sin �(x)jgi;j2; x̂i = os �(x)jgi � sin �(x)jei;tg 2�(x) = �
(x)=Æ:Â áàçèñå îäåòûõ ñîñòîÿíèé îïåðàòîð �̂ èìååò ðàçëî�æåíèå �̂ = X�=0;�1 L̂�(x); (28)ãäå L̂0(x) = sin �(x) os �(x) ���j1; x̂ih1; x̂j � j2; x̂ih2; x̂j�;L̂�1(x) = � sin2 �(x)j1; x̂ih2; x̂j;L̂1(x) = os2 �(x)j2; x̂ih1; x̂j: (29)Â òàê íàçûâàåìîì ñåêóëÿðíîì ïðèáëèæåíèè [22; 23℄ýòèì îïåðàòîðàì ñîîòâåòñòâóþò ñîáûòèÿ �îòîèñïóñ�êàíèé ñîîòâåòñòâåííî â öåíòðàëüíóþ, ëåâóþ è ïðà�âóþ êîìïîíåíòû òðèïëåòà ðåçîíàíñíîé �ëóîðåñöåí�öèè. Âûðàæåííûé ÷åðåç L̂�(x̂) îïåðàòîð �̂(x̂; !) èìå�åò ñëåäóþùèé ïðîñòîé âèä:�̂(x̂; !) = X�=0;�1 L̂�(x̂)� + i(! � !0 � ��(x̂)) : (30)Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòíàÿ çàâèñèìîñòü â ýòîìîïåðàòîðå åñòü ñëåäñòâèå ñïåêòðàëüíîé �èëüòðà�öèè, òàê êàê âåðîÿòíîñòü ðåãèñòðàöèè �îòîíà ñ ÷àñ�òîòîé ! ÷óâñòâèòåëüíà ê âåëè÷èíå ðàçíîñòè ýíåðãèé

�(x̂) îäåòûõ ñîñòîÿíèé â ìåñòå íàõîæäåíèÿ àòîìà.Â ñîîòíîøåíèè (24) ïðèñóòñòâóåò òàêæå îïåðàòîðâi. Îí îòâå÷àåò ñëó÷àþ ñðàáàòûâàíèÿ äåòåêòîðà ïîääåéñòâèåì ñâîáîäíûõ �îòîíîâ èç ìîäû i. Óïðîùàÿäàëüíåéøåå ðàññìîòðåíèå, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òàêèõ�îòîíîâ íåò: âi%̂ = %̂ âyi = 0. Ýòî ïðèáëèæåíèå îòâå�÷àåò ñèòóàöèè ïîãëîùåíèÿ �îòîíîâ íà ðàññòîÿíèèîò èñòî÷íèêà, íå ïðåâûøàþùåì õàðàêòåðíóþ äëè�íó êîãåðåíòíîñòè ïîðÿäêà �1 �îòîííîãî öóãà ( �ñêîðîñòü ñâåòà,  � ââîäèìàÿ íèæå ñêîðîñòü ñïîí�òàííîãî ðàñïàäà àòîìà). Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå ìîæ�íî ãîâîðèòü îá îòñóòñòâèè ñâîáîäíûõ �îòîíîâ è âïðåäåëå � ! 1 îòîæäåñòâëÿòü ñîáûòèå ñðàáàòûâà�íèÿ äåòåêòîðà ñ âíóòðèàòîìíûì ïåðåõîäîì.Êîìáèíèðóÿ â ðàìêàõ äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ âû�ðàæåíèÿ (24) è (30) è ïåðåõîäÿ ïóòåì âû÷èñëåíèÿñëåäà ïî ïîëåâûì ïåðåìåííûì ê àòîìíîìó ñòàòèñòè�÷åñêîìó îïåðàòîðó �̂ = Trf %̂; (31)ïîëó÷àåì èñêîìîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå:�t�̂+ i[p̂2=2m+ Ĥat(x̂); �̂℄ = �� �� Z d!�2�̂(x̂; !)�̂�̂y(x̂; !)�� f�̂y(x̂; !)�̂(x̂; !); �̂g�: (32)Çäåñü ââåäåíà ñêîðîñòü ñïîíòàííîãî ðàñïàäà: = ��22 �����Xi E(i)� + i(! � !i) �����2 : (33)Çàâèñèìîñòü  îò ! ìîæíî íå ó÷èòûâàòü, åñëè íàìàñøòàáå � ïîìåùàåòñÿ ìíîãî ñîáñòâåííûõ ÷àñòîòïîëåâûõ ìîä. Äëÿ ïðîñòîòû â äàëüíåéøåì ìû áó�äåì ïîëàãàòü  êîíñòàíòîé, ïðåíåáðåãàÿ åå çàâèñè�ìîñòüþ îò �. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè âûâîäå âûðàæå�íèÿ (30) ìû ïðåíåáðåãëè íåîáðàòèìîñòüþ ýâîëþöèèàòîìà íà ìàñøòàáå âðåìåíè ñïåêòðàëüíîé �èëüòðà�öèè. Ýòî èìååò ìåñòî ïðè ñîîòíîøåíèè � �; (34)êîòîðîå áóäåì äàëåå ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì. Â óðàâ�íåíèè (32) ïîäðàçóìåâàåòñÿ (è ýòî âàæíî äëÿ äàëü�íåéøåãî), ÷òî ïðàêòè÷åñêè âñå ñïîíòàííî èñïóùåí�íîå èçëó÷åíèå ïîäâåðãàåòñÿ ñïåêòðàëüíîìó àíàëèçó.Ïî ýòîé ïðè÷èíå íàçûâàòü ýòîò ïðîöåññ ñïåêòðîñêî�ïè÷åñêèì íàáëþäåíèåì â îáû÷íîì ñìûñëå íå ñîâñåìâåðíî. Ìû, îäíàêî, áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ è äàëåå òåð�ìèíîì ¾ñïåêòðîñêîïè÷åñêîå íàáëþäåíèå¿, ïîíèìàÿ283



Ë. Â. Èëüè÷åâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008ïîä ýòèì ðåæèì ïîãëîùåíèÿ îêðóæåíèåì èñïóùåí�íîãî àòîìîì èçëó÷åíèÿ, ñîïðîâîæäàþùèéñÿ âîçíèê�íîâåíèåì (è çàïèñüþ) èí�îðìàöèè î ÷àñòîòå ñïîí�òàííûõ �îòîíîâ.3. ËÎÊÀËÈÇÀÖÈß ÀÒÎÌÀÓðàâíåíèå (32) ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü �åíîìåíëîêàëèçàöèè ðåçîíàíñíî �ëóîðåñöèðóþùåãî àòîìàâñëåäñòâèå ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Áóäåìðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ ñòàíäàðòíóþ ïîñòàíîâ�êó. Àòîì çà âðåìÿ � ïåðåñåêàåò â ïîïåðå÷íîì íà�ïðàâëåíèè îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà, çàíÿòóþ ñòîÿ÷åéñâåòîâîé âîëíîé. Ïðèìåì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü âîëíûîäíîðîäíà â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè äàííîé îáëàñòè.Ïðîëåò àòîìà ñîïðîâîæäàåòñÿ ðåãèñòðàöèåé íåêîòî�ðîãî ÷èñëà �îòîíîâ â îïðåäåëåííûõ ñïåêòðàëüíûõîáëàñòÿõ. Çàðåãèñòðèðîâàííóþ èí�îðìàöèþ áóäåìíàçûâàòü èñòîðèåé h. Íàèáîëåå ïîäðîáíûé âàðèàíòèñòîðèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìî�ìåíòîâ ðåãèñòðàöèè 0 � t1 < : : : < tn è ñîîòâåòñòâó�þùèõ ñïåêòðàëüíûõ äèàïàçîíîâ �1; : : : ;�n, ê êîòî�ðûì ñëåäóåò îòíåñòè ÷àñòîòû çàðåãèñòðèðîâàííûõ�îòîíîâ. Òàêèì îáðàçîìh = ft1;�1; : : : ; tn;�ng: (35)Ïðè îãðóáëåííîì îïèñàíèè èñòîðèè ìîæíî îãðà�íè÷èòüñÿ, íàïðèìåð, òîëüêî ÷èñëîì n çàðåãèñòðè�ðîâàííûõ êâàíòîâ. Çàìåòèì, ÷òî ñïåöè�èêîé ñïåê�òðàëüíûõ íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ðàñ�ïðîñòðàíåíèÿ èñòîðèè çà ïðåäåëû èíòåðâàëà [0; � ℄.Ýòî ñâÿçàíî ñ óïîìÿíóòîé âûøå íåíóëåâîé äëèòåëü�íîñòüþ ÷àñòîòíîé �èëüòðàöèè �îòîíîâ.Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíîå àòîìíîå ñîñòîÿ�íèå �̂0 êîãåðåíòíî â ïîïåðå÷íîì ê ñêîðîñòè àòîìàíàïðàâëåíèè (ò. å. âäîëü k) íà ìàñøòàáàõ, çíà÷è�òåëüíî ïðåâûøàþùèõ îïòè÷åñêóþ äëèíó âîëíû �.Ïîñëå ðåãèñòðàöèè ñïîíòàííûõ �îòîíîâ è, ñëåäîâà�òåëüíî, ïîñëå ëîêàëèçàöèè âîçíèêàåò íåêîòîðûé íî�âûé õàðàêòåðíûé ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá �x ñî�ñòîÿíèÿ àòîìà. Ýòîò ìàñøòàá îïðåäåëÿåòñÿ èñòîðè�åé h è çàâèñèò, åñòåñòâåííî, îò âðåìåíè ïðîëåòà � :�x = �x(h; �). Áóäåì ñ÷èòàòü âûïîëíåííûì ñëåäó�þùåå óñëîâèå � � m[�x(h; �)℄2; (36)êîòîðîå ãëàñèò, ÷òî íåîïðåäåëåííîñòü èìïóëüñà, âû�çâàííàÿ ëîêàëèçàöèåé íà ìàñøòàáå �x, íå ïðèâå�äåò çà âðåìÿ ïðîëåòà ê ïîïåðå÷íîìó ñìåùåíèþ àòî�ìà, ñðàâíèìîìó ñ �x. Ýòî ïîçâîëèò ïðè ðàññìîòðå�íèè ëîêàëèçàöèè àòîìà íå ó÷èòûâàòü åãî äâèæåíèåâäîëü âîëíîâîãî âåêòîðà êëàññè÷åñêîãî ïîëÿ.

Îáðàùàÿñü ê ñòðóêòóðå óðàâíåíèÿ (32), çàìå÷à�åì, ÷òî ýâîëþöèÿ àòîìà â îòñóòñòâèå ðåãèñòðàöèé�îòîíîâ çàäàåòñÿ íåýðìèòîâûì ãàìèëüòîíèàíîìK̂(x̂) = Ĥat(x̂)� i�� Z d! �̂y(x̂; !)�̂(x̂; !): (37)Ìîë÷àíèþ äåòåêòîðîâ íà ïðîòÿæåíèè âðåìåíí�îãîèíòåðâàëà [0; t℄ ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèå ñòàòèñòè÷å�ñêîãî îïåðàòîðà�̂! L(0)t [�̂℄ = exp(�iK̂(x̂)t)�̂ exp(iK̂y(x̂)t): (38)Åñëè ïîñëå ïåðèîäà [0; t℄ ìîë÷àíèÿ äåòåêòîðîâ áûëçàðåãèñòðèðîâàí �îòîí, ïðîøåäøèé ñèñòåìó �èëü�òðîâ èç äèàïàçîíà �� , ìû èìååì ñëåäóþùåå èçìåíå�íèå ñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà:�̂! Z�� d�L(1)�; t[�̂℄: (39)Çäåñü L(1)�; t[�̂℄ = 2�� �̂(x̂; �)L(0)t [�̂℄�̂y(x̂; �): (40)Íà ÿçûêå ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ñòàòèñòè÷åñêèéîïåðàòîð �̂(h), âîçíèêøèé â ðåçóëüòàòå �èêñàöèè èñ�òîðèè (35), èìååò ñëåäóþùèé âèä:�̂(h) = Z�n d�n : : : Z�1 d�1L(00)1 [L(0)��tn �� [L(1)�n; tn�tn�1 [: : :L(1)�1; t1 [�̂0℄ : : : ℄℄℄: (41)Çäåñü L(00)t îòëè÷àåòñÿ îò L(0)t îòñóòñòâèåì âçàèìî�äåéñòâèÿ ñ êëàññè÷åñêèì ñâåòîâûì ïîëåì (ò. å. ïîëà�ãàåòñÿ 
(x) = 0). Îïåðàöèÿ L(00)1 �èêñèðóåò ñòàòóññîáûòèÿ äåòåêòèðîâàíèÿ â ìîìåíò tn êàê ïîñëåäíåãîâ èñòîðèè. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òîL(00)1 [�̂℄ = P̂g �̂P̂g ;ãäå P̂g = jgihgj � ïðîåêòîð íà îñíîâíîå âíóòðåííååñîñòîÿíèå àòîìà. Âûðàæåíèå (41) ïðèâåäåíî â ïðåä�ïîëîæåíèè, ÷òî âñÿ èñòîðèÿ h ïîìåùàåòñÿ âíóòðèèíòåðâàëà [0; � ℄. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ òîé ÷àñòèèñòîðèè, êîòîðàÿ ðàçâèâàåòñÿ ïîñëå âûëåòà àòîìà èçîáëàñòè ïîëÿ, ñëåäóåò çàìåíèòü âñå îïåðàöèè L(0)tíà L(00)t . Ñëåä îïåðàòîðà �̂(h) ïðè óñëîâèè Tr �̂0 = 1çàäàåò ìíîãîâðåìåííîå (ïî ìîìåíòàì t1; : : : ; tn) ðàñ�ïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè èñòîðèè h.�àññìîòðèì ñëó÷àé ëîêàëèçàöèè, ïîðîæäåííîéèñòîðèåé h(0) � îòñóòñòâèåì èñïóùåííûõ ñïîíòàí�íûõ �îòîíîâ. Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïðè òàêèõ284



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 Ëîêàëèçàöèÿ è êèíåòèêà àòîìà : : :óñëîâèÿõ àòîì îêàæåòñÿ ëîêàëèçîâàííûì âáëèçè óç�ëîâ ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíû. Èç îáùåãî âûðàæå�íèÿ (41) äëÿ äàííîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñëåäóåò, ÷òî�̂(h(0)) = P̂g L(0)� [�̂0℄ P̂g : (42)Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðåä ïîïàäàíèåì â îáëàñòü ñâå�òîâîãî ïîëÿ àòîì íàõîäèëñÿ â îñíîâíîì âíóòðåííåìñîñòîÿíèè. Â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååìhxj�̂0jx0i = P̂g �0(xjx0): (43)Çäåñü �0(xjx0) � ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìàòðèöà ïëîò�íîñòè íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Âíóòðåííåå ñîñòîÿíèåîñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Ý��åêò ëîêàëèçàöèè îòðà�æåí â ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòàõ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðà�òîðà (42):hxj�̂(h(0))jx0i = P̂g	(x)	�(x0)�0(xjx0): (44)Çäåñü	(x) = Xs=+;� exp(�i"s(x)t) h ?�s ; xjgihgj s; xih ?�s ; xj s; xi ; (45)j �; xi è "�(x) � ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà K̂(x):K̂(x)j �; xi = "�(x)j �; xi; (46)à j ?� ; xi � ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîãîíàëüíûå âåê�òîðû (ñì. Ïðèëîæåíèå À); ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî�s � ñèìâîë, ïðîòèâîïîëîæíûé s. Èç âèäà âûðàæå�íèÿ (44) ñëåäóåò �àêò ñîõðàíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîéêîãåðåíòíîñòè ïðè ëîêàëèçàöèè. À èìåííî, åñëè íà�÷àëüíàÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè �àê�òîðèçóåòñÿ, ò. å. �0(xjx0) =  0(x) 0(x0)�, òî ýòî ñâîé�ñòâî ñîõðàíèòñÿ è ó ìàòðèöû hxj�̂(h(0))jx0i. Íà ðèñ. 1ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ëîêàëèçàöèè àòîìàíà ìàñøòàáå äëèíû ñâåòîâîé âîëíû. �àñïðåäåëåíèåâåðîÿòíîñòè P (0)(x) / hxj�̂(h(0))jxi ëîêàëèçàöèè íîð�ìèðîâàíî íà åäèíèöó. Íà÷àëüíîå ïðîñòðàíñòâåííîåñîñòîÿíèå ïðåäïîëàãàëîñü ïîëíîñòüþ êîãåðåíòíûì:�0(xjx0) = onst. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, îòñóò�ñòâèå �îòîîòñ÷åòîâ ëîêàëèçóåò àòîì âáëèçè óçëîâñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíû � òàì, ãäå ñàìàÿ íèçêàÿ âå�ðîÿòíîñòü âîçáóæäåíèÿ. Ôàêò íàëè÷èÿ èëè îòñóò�ñòâèÿ ñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè ïðè íóëåâîì ÷èñëåñïîíòàííûõ �îòîíîâ íå îòðàæàåòñÿ íà ïðîöåññå ëî�êàëèçàöèè.�àññìîòðèì òåïåðü ëîêàëèçàöèþ, ïîðîæäåííóþîãðóáëåííîé èñòîðèåé h(1) îäíîãî �îòîäåòåêòèðîâà�íèÿ, êîãäà íåèçâåñòíû ìîìåíò ðåãèñòðàöèè êâàíòàè ñîâîêóïíîñòü �èëüòðîâ, ÷åðåç êîòîðûå ïðîøåë
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x/λ�èñ. 1. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (0)(x) ëîêàëèçà-öèè àòîìà â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ �îòîäåòåêòèðîâà-íèé (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ) íà �îíå ïðî�èëÿ èíòåíñèâ-íîñòè ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíû (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ);
0 = 3, Æ = 2, � = 10. Çàâèñèìîñòü îò âåëè÷è-íû � (ïðè � & 3) ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåòêâàíò. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäàêâàíò çàðåãèñòðèðîâàí âî âðåìÿ ïðîëåòà àòîìà ÷å�ðåç îáëàñòü ïîëÿ:h(1) = ft1 2 [0; � ℄;�1 = (�1;1)g: (47)Òàêèì îáðàçîì, ñåëåêöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ òîëüêî ïî÷èñëó �îòîäåòåêòèðîâàíèé. Ñîãëàñíî (41), èìååì âýòîì ñëó÷àå:�̂(h(1)) = �Z0 dt 1Z�1 d� P̂g L(1)�;t [�̂0℄ P̂g : (48)Îñóùåñòâèâ â ýòîì âûðàæåíèè èíòåãðèðîâàíèå ïî÷àñòîòå è çàïèñàâ ðåçóëüòàò äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëå�ìåíòîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà â êîîðäèíàòíîìïðåäñòàâëåíèè, ïîëó÷èìhxj�̂(h(1))jx0i = P̂gX�;�0 4��0(xjx0)2�� i(��(x) � �0�(x0)) �� �Z0 dt	�(x; t)	��0(x0; t) : (49)Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå	�(x; t) = hgj exp(�iK̂(x)(� � t))L̂�(x)�� exp(�iK̂(x)t)jgi: (50)285
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�èñ. 2. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè P (1)(x) ëîêàëèçà-öèè àòîìà ïðè îäíîì �îòîäåòåêòèðîâàíèè. Ñïëîø-íàÿ êðèâàÿ � âåðîÿòíîñòü ëîêàëèçàöèè â ðåæèìåñïåêòðàëüíûõ íàáëþäåíèé (� = 3), øòðèõîâàÿ �âåðîÿòíîñòü ëîêàëèçàöèè â îòñóòñòâèå ñïåêòðàëü-íîé �èëüòðàöèè (� = 200). Îñòàëüíûå ïàðàìåòðûòå æå, ÷òî è íà ðèñ. 1Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà âåðîÿò�íîñòè ëîêàëèçàöèèP (1)(x) / hxj�̂(h(1))jxiäëÿ òåõ æå çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ 
0, Æ è � , ÷òî èäëÿ èñòîðèè h(0). Â ñðàâíåíèè ñ P (0)(x) ó �óíê�öèè P (1)(x) ïîÿâèëèñü ïðîâàëû âáëèçè óçëîâ ñòîÿ�÷åé âîëíû, òàê êàê ðåãèñòðàöèÿ õîòÿ áû îäíîãî ñïîí�òàííîãî �îòîíà äåëàåò ìàëîâåðîÿòíûì íàõîæäåíèåàòîìà â îáëàñòÿõ íèçêîé èíòåíñèâíîñòè âîçáóæäàþ�ùåãî èçëó÷åíèÿ. Òàê æå, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó�÷àå îáíàðóæèâàåòñÿ î÷åíü ñëàáîå âëèÿíèå íà P (1)(x)�àêòà ïðîâåäåíèÿ ñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè. Â òîæå âðåìÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîãåðåíòíîñòü âîçíèêà�þùåãî ïðè ëîêàëèçàöèè ñîñòîÿíèÿ âåñüìà ÷óâñòâè�òåëüíà ê âåëè÷èíå �. Äåéñòâèòåëüíî, èç âûðàæåíèÿ(49) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè hxj�̂(h(1))jx0iêàê �óíêöèÿ êîîðäèíàò x è x0 íå �àêòîðèçóåòñÿ. Âñëó÷àå îòñóòñòâèÿ ñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè (ò. å.ïðè � ! 1) ïîòåðÿ ïðîñòðàíñòâåííîé êîãåðåíòíî�ñòè îáóñëîâëåíà òîëüêî óñðåäíåíèåì ïî ìîìåíòàìðåãèñòðàöèè êâàíòà:hxj�̂(h(1))jx0i ! 2P̂g �Z0 dt�X� �	�(x; t)����X�0 �	�0(x0; t)��: (51)

Çäåñü �óíêöèè �	�(x; t) ïîëó÷àþòñÿ èç �óíêöèé	�(x; t) â ïðåäåëå �!1. Ïðè óìåðåííûõ � åñòü äî�ïîëíèòåëüíûé �àêòîð ðàçðóøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåí�íîé êîãåðåíòíîñòè, ñâÿçàííûé ñ ÷àñòîòíîé �èëüòðà�öèåé ñïîíòàííûõ �îòîíîâ. Åìó îòâå÷àåò ïðåäûíòå�ãðàëüíûé ìíîæèòåëü â (49).Ïðîèñõîæäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî �àêòîðà, ðàç�ðóøàþùåãî êîãåðåíòíîñòü, ìîæíî ïðîèëëþñòðèðî�âàòü ñëåäóþùåé ïðîñòîé ìîäåëüþ. Ïóñòü íà÷àëüíàÿâîëíîâàÿ �óíêöèÿ àòîìà åñòü ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ õî�ðîøî ëîêàëèçîâàííûõ ñîñòîÿíèé:j 0i = �1jx1i+ �2jx2i; (52)ãäå �1 è �2 � ñîîòâåòñòâóþùèå àìïëèòóäû âåðîÿòíî�ñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìîìåíò ðåãèñòðàöèè �îòî�íà èçâåñòåí, òàê ÷òî íåò äåêîãåðåíòíîñòè, ñâÿçàííîéñ óñðåäíåíèåì ïî ýòîìó ìîìåíòó. Ïðè îòñóòñòâèèñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè ðåãèñòðàöèÿ �îòîíà ïðè�âîäèò ê ñëåäóþùåìó èçìåíåíèþ âîëíîâîé �óíêöèè:j 0i ! 1pj�1�1j2 + j�2�2j2 �� (�1�1jx1i+ �2�2jx2i): (53)Çäåñü �1 è �2 � àìïëèòóäû âåðîÿòíîñòè âîçáóæäå�íèÿ ñ ïîñëåäóþùèì èñïóñêàíèåì �îòîíà äëÿ àòî�ìà, íàõîäÿùåãîñÿ ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ x1 è x2.Ñîñòîÿíèå îñòàåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííî êîãåðåíòíûì,êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå ïðè îáñóæäåíèè îáùåãîñëó÷àÿ. Åñëè ñïåêòðàëüíàÿ �èëüòðàöèÿ ñïîíòàííûõ�îòîíîâ èìååò ìåñòî è åñëè øèðèíà ñïåêòðàëüíûõ�èëüòðîâ äîñòàòî÷íî ìàëà, òàê ÷òî�� j�(x1)��(x2)j; (54)òî ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëåííûì ìåñòî, ãäå íàõîäèëñÿàòîì, èñïóñòèâøèé �îòîí. Èí�îðìàöèÿ î ïîëîæå�íèè àòîìà çàøè�ðîâàíà â âèäå ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû�èëüòðà, ïðîïóñòèâøåãî �îòîí. Åñëè íàì íå äîñòóï�íà ýòà èí�îðìàöèÿ èëè ïî êàêîé-íèáóäü ïðè÷èíå ìûåå èãíîðèðóåì (ò. å. îñóùåñòâëÿåì íåñåëåêòèâíîå èç�ìåðåíèå), òî èìååì ñëåäóþùåå èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ:j 0ih 0j ! j�1�1j2j�1�1j2 + j�2�2j2 jx1ihx1j++ j�2�2j2j�1�1j2 + j�2�2j2 jx2ihx2j: (55)×èñòîå êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ïåðåøëî â ñìåøàííîå,ãäå ðàçðóøåíà êîãåðåíòíîñòü ìåæäó ðàçëè÷íûìèïîëîæåíèÿìè àòîìà, íî âåðîÿòíîñòè ëîêàëèçàöèè òåæå, ÷òî è â ñîñòîÿíèè (53).286



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 Ëîêàëèçàöèÿ è êèíåòèêà àòîìà : : :
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�èñ. 3. Ïîïåðå÷íîå ðàñïðåäåëåíèå àòîìà ïî èì-ïóëüñó ïîñëå åãî ëîêàëèçàöèè ïðè îäíîì �îòî-äåòåêòèðîâàíèè. �àñïðåäåëåíèå Q(p) åñòü ÷åòíàÿ�óíêöèÿ. Ïðèâåäåíû òîëüêî çíà÷åíèÿ ïðè p � 0.
0 = 3, Æ = 2, � = 10. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ðàñ-ïðåäåëåíèå ïðè äåòåêòèðîâàíèè �îòîíîâ áåç ñïåê-òðàëüíîé �èëüòðàöèè (� = 200), øòðèõîâàÿ �ðàñïðåäåëåíèå â ðåæèìå ñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè(� = 3)�àçëè÷èå äëèí êîãåðåíòíîñòè ñîñòîÿíèé àòîìà,âîçíèêàþùèõ ïðè ðàçíûõ òèïàõ íàáëþäåíèÿ, ïðè�âîäèò ê ðàçëè÷èþ ðàñïðåäåëåíèé ïî èìïóëüñàìQ(1)(p):Q(1)(p) = ZZ exp(ip(x0�x))hxj�̂(h(0))jx0idx dx0: (56)Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ðåæèìàñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè è áåç íåå. Äëÿ ïðîñòîòûïîëàãàëîñü, ÷òî íà÷àëüíàÿ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ àòîìàïîñòîÿííà íà îäíîì èç ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðèîäîâñòîÿ÷åé âîëíû è îáðàùàåòñÿ â íóëü âíå åãî. Èç ðèñ. 3âèäíà á�îëüøàÿ øèðèíà ðàñïðåäåëåíèÿ Q(1)(p), ïî�ëó÷àåìîãî â ðåæèìå ñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè. Ýòîÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îòìå÷åííîãî âûøå óìåíüøåíèÿäëèíû ïðîñòðàíñòâåííîé êîãåðåíòíîñòè.4. Ï�ÎÄÎËÜÍÎÅ ÄÂÈÆÅÍÈÅ ÀÒÎÌÀ ÂÑÂÅÒÎÂÎÉ ÂÎËÍÅ�àññìîòðåíèå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïðîöåññàëîêàëèçàöèè àòîìà ïðè åãî ïðîëåòå ïîïåðåê îáëà�ñòè ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíû ïðåäïîëàãàëî êîãåðåíò�íîñòü ñîñòîÿíèÿ àòîìà âäîëü îñè âîëíû íà ìàñøòà�áå åå äëèíû �. Êðîìå òîãî, óñëîâèå (36) ïîçâîëèëîíå ó÷èòûâàòü ïðîäîëüíîå (îòíîñèòåëüíî îñè âîëíû)äâèæåíèå àòîìà âî âðåìÿ åãî ïðîëåòà. Òåïåðü ìû

ðàññìîòðèì ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé � äâèæåíèåàòîìà âäîëü îñè âîëíû ïðè ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ� äëèíå êîãåðåíòíîñòè åãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ñîñòî�ÿíèÿ. Ïîñëåäíåå óñëîâèå ïîçâîëèò îïèñûâàòü äâè�æåíèå àòîìà â êëàññè÷åñêèõ ïîíÿòèÿõ. À èìåííî,àäåêâàòíûì îêàçûâàåòñÿ ïåðåõîä ê âèãíåðîâñêîìóïðåäñòàâëåíèþ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ àòîìà:�̂(x; p) = Z exp(�ipy)Dx+ y2 j�̂jx� y2E dy; (57)ñ âîçìîæíîñòüþ òðàêòîâàòü �(x; p) = Tr �̂(x; p) êàêîáû÷íîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî êîîðäèíà�òàì è èìïóëüñàì àòîìà.Ââåäåì íåêîòîðûå óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ.Äâèæåíèå àòîìà áóäåì ïîëàãàòü äîñòàòî÷íî ìåäëåí�íûì ñ öåëüþ ñäåëàòü äîïóñòèìûì îïèñàíèå ñïîíòàí�íûõ è âûíóæäåííûõ ïåðåõîäîâ òàê, êàê åñëè áû îíèïðîèñõîäèëè â íåïîäâèæíîì àòîìå. Ó÷åò äâèæåíèÿîñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëå. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òàêîãîïðèáëèæåíèÿ èìåþò âèäkhpim � ; h�(x)i; (58)kh(�p)2i1=2m � ; h�(x)i: (59)Óñëîâèå (58) ãàðàíòèðóåò, ÷òî çà âðåìÿ ïðîõîæäå�íèÿ íåîäíîðîäíîñòè ïîëÿ ìàñøòàáà äëèíû âîëíûk�1 ñî ñðåäíåé ñêîðîñòüþ âîëíîâîãî ïàêåòà ïðîèçîé�äåò äîñòàòî÷íî ìíîãî ïåðåõîäîâ âíóòðè àòîìà. Âòî�ðîå óñëîâèå, âçÿòîå âìåñòå ñ ïåðâûì, îáåñïå÷èâà�åò ìåäëåííîñòü ïîñòóïàòåëüíîé äèíàìèêè ïî ñðàâ�íåíèþ ñ âíóòðåííåé äëÿ îñíîâíîé ÷àñòè âîëíîâîãîïàêåòà. Óñëîâèå ìàëîé äëèíû êîãåðåíòíîñòè, âûðà�æåííîå â òåðìèíàõ øèðèíû èìïóëüñíîãî ðàñïðåäå�ëåíèÿ, óòâåðæäàåò, ÷òî k � h(�p)2i1=2. Ýòî íåðàâåí�ñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåk2m � kh(�p)2i1=2m ; (60)ïîçâîëÿþùåì ñðàâíèòü åãî ñ óñëîâèåì (59). Îíè íåïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, òàê êàê ýíåðãèÿ îòäà÷è èçëåâîé ÷àñòè (60) çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âåëè÷èí  è�.Íåðàâåíñòâî (60) îòðàæàåò ïðåäïîëàãàåìóþ ìà�ëîñòü èçìåíåíèÿ Ĥat(x) è �̂(x; !) íà ìàñøòàáå øè�ðèíû hx1j�̂jx2i êàê �óíêöèè ðàçíîñòè x1 � x2. Ýòîïîçâîëÿåò ïðè ïåðåõîäå ê âèãíåðîâñêîìó ïðåäñòàâ�ëåíèþ â êèíåòè÷åñêîì óðàâíåíèè (32) îãðàíè÷èòüñÿíóëåâîé è ïåðâîé ïðîèçâîäíûìè îò Ĥat(x) è �̂(x; !)ïî êîîðäèíàòå. Ìû ñðàçó ïðåäñòàâèì ðåçóëüòèðóþ�ùåå óðàâíåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ �(x; p), âçÿâ ñëåäïî âíóòðåííèì ñîñòîÿíèÿì àòîìà:�t�(x; p) + pm�x�(x; p) = F [�̂; x℄�p�(x; p): (61)287



Ë. Â. Èëüè÷åâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008×ëåíû ñ íóëåâûìè ïðîèçâîäíûìè íå äàëè âêëàäàâ ýòî óðàâíåíèå, à ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îïðåäåëÿþòñèëó F [�̂; x℄, äåéñòâóþùóþ íà àòîì. Áîëåå ïîñëåäî�âàòåëüíàÿ ìîäåëü êèíåòèêè àòîìà òðåáóåò ïðèñóò�ñòâèÿ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ÷ëåíîâ, îïèñûâàþ�ùèõ äè��óçèþ ïî èìïóëüñàì. Èìåííî ýòè ÷ëåíûîïèñûâàþò ðàçðóøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé êîãåðåíò�íîñòè âñëåäñòâèå ñïåêòðàëüíûõ íàáëþäåíèé. Â êî�ý��èöèåíò äè��óçèè â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâåäàäóò âêëàä âòîðûå ïðîèçâîäíûå îò Ĥat(x) è �̂(x; !)ïî êîîðäèíàòå. Îäíàêî äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷íîãîâèäà ýòîãî êîý��èöèåíòà íåîáõîäèìî òàêæå ïðè�íÿòü âî âíèìàíèå èìïóëüñ ñïîíòàííûõ êâàíòîâ èñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâåííûõ îáëàñòåé, ãäå ïðîèñõî�äèò èõ ïîãëîùåíèå. Êàê îòìå÷àëîñü ïðè îáñóæäåíèèïðèíÿòîé â ðàáîòå ìîäåëè ðåãèñòðàöèè èçëó÷åíèÿ,ó÷åò äàííûõ �àêòîðîâ (ïðîñòðàíñòâåííîé êîí�èãó�ðàöèè ïîëåâûõ ìîä è ðåãèñòðèðóþùåé àïïàðàòóðû)íåñîìíåííî âàæåí, íî ñóùåñòâåííî óñëîæíèò �îð�ìàëèçì è óâåäåò íåñêîëüêî â ñòîðîíó îò îñíîâíîéòåìû äàííîé ðàáîòû � âûÿñíåíèÿ ðîëè ñïåêòðàëü�íîé �èëüòðàöèè. Ïî ýòîé ïðè÷èíå íèæå ìû îãðàíè�÷èìñÿ àíàëèçîì ñèëû, ò. å. êîý��èöèåíòîì ñíîñà âèìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå, íî íå äè��óçèåé. Áîëååñòðîãèé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî ó÷åò îòäà÷è ñïîí�òàííûõ êâàíòîâ íå ìåíÿåò âèäà ñèëû.Ñèëó óäîáíî ðàçáèòü íà äâå ÷àñòè ïî òèïó èõïðîèñõîæäåíèÿ (îò ïðîèçâîäíûõ ãàìèëüòîíèàíà èëèîïåðàòîðîâ ñïîíòàííîãî ðàñïàäà):F = FHam + FDe; (62)ãäåFHam[�̂; x℄�(x; p) � �Tr��̂(x; p) �xĤat(x)�; (63)è FDe[�̂; x℄�(x; p) � �i�� �� 1Z�1 d!Tr��̂(x; p)��̂y(x; !)��x�̂(x; !)�����x�̂y(x; !)��̂(x; !)��: (64)Îáîçíà÷åíèå ñèëû F [�̂; x℄ îòìå÷àåò åå çàâèñèìîñòüîò âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà.Ïåðâàÿ èç ñîñòàâëÿþùèõ, FHam, õîðîøî èçâåñò�íà. Ñîãëàñíî (63), äëÿ íåå èìååò ìåñòî âûðàæåíèå

FHam[�̂; x℄�(x; p) == �
(x)
0(x)2�(x) ��11(x; p)� �22(x; p)�++ Æ
0(x)2�(x)��12(x; p) + �21(x; p)�: (65)Çäåñü è íèæå 
0(x) îáîçíà÷àåò ãðàäèåíò ðàáèåâñêîé÷àñòîòû; çàâèñèìîñòü îò âíóòðåííåãî ñîñòîÿíèÿ àòî�ìà âûðàæåíà â òåðìèíàõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñòà�òèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà, âû÷èñëåííûõ â áàçèñå îäå�òûõ ñîñòîÿíèé, îòíåñåííûõ ê òî÷êå x, ò. å.�ij(x; p) � hi; xj�̂(x; p)jj; xi:Âûðàæåíèå äëÿ FDe ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðà�çîì:FDe[�̂; x℄�(x; p) == �Æ
(x)
0(x)(2�2 +�2(x))��2(x)(4�2 +�2(x)) �(x; p) ++ 
(x)
0(x)(4�2Æ2 +�4(x) + �2(x)Æ)4��3(x)(4�2 +�2(x)) ����11(x; p)� �22(x; p)� � �Æ
0(x)�3(x) �� � 
2(x)4(�2 +�2(x)) + 2�4(x) + (4�2 ��2(x))Æ2(4�2 +�2(x))2 �����12(x; p) + �21(x; p)�� 2�Æ
0(x)�2(x) �� ��(4�2 + 3�2(x) � Æ2)(4�2 +�2(x))2 + �
2(x)8�2(x)(�2 +�2(x)) �� 3�2(x) � Æ28��2(x) �i��12(x; p)� �21(x; p)�: (66)Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, FDe îáðàùàåòñÿ â íóëüïðè � ! 1, ò. å. êîãäà ñïåêòðîñêîïè÷åñêèå íà�áëþäåíèÿ óñòóïàþò ìåñòî íåïîñðåäñòâåííîìó äå�òåêòèðîâàíèþ �îòîèñïóñêàíèé. Ïðèíöèïèàëüíîå îò�ëè÷èå FDe îò FHam â òîì, ÷òî FDe íå èñ÷å�çàåò äàæå äëÿ àòîìà, èçíà÷àëüíî ïðèãîòîâëåííî�ãî â ìàêñèìàëüíî ñìåøàííîì âíóòðåííåì ñîñòîÿ�íèè: �̂(x; p) = �(x; p) 1̂=2. Îá ýòîì ñâèäåòåëüñòâó�åò ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (66). Íîâûìïî ñðàâíåíèþ ñ FHam ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïðèñóòñòâèåâ FDe ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî, ïðîïîðöèîíàëüíîãîi(�12(x; p)� �21(x; p)).Îêîí÷àòåëüíîå îïðåäåëåíèå ñèëû F òðåáóåò âû�÷èñëåíèÿ �̂(x; p). Â èñïîëüçóåìîì ïðèáëèæåíèè, êî�ãäà ñàìîé áûñòðîé ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííÿÿ äèíàìèêààòîìà, äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàöèîíàðíûìðåøåíèåì êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, â êîòîðîì íåó÷òåíî äâèæåíèå àòîìà è óäåðæàíû òîëüêî íóëå�âûå ïðîèçâîäíûå ïî x îò Ĥat(x) è �̂(x; !). Ïðè ýòîì288



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 Ëîêàëèçàöèÿ è êèíåòèêà àòîìà : : :
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòè ñèëû, äåéñòâóþùåé íà àòîì,îò åãî êîîðäèíàòû. 
0 = 4, Æ = 0:5. Ñïëîøíàÿêðèâàÿ � ñèëà â ðåæèìå ñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè(� = 3), ïóíêòèðíàÿ � ñèëà â îòñóòñòâèå ñïåê-òðàëüíîé �èëüòðàöèè (� = 200), øòðèõîâàÿ �ïðî�èëü èíòåíñèâíîñòè ñòîÿ÷åé ñâåòîâîé âîëíû
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�èñ. 5. Çàâèñèìîñòè ñèëû, äåéñòâóþùåé íà àòîì,îò ÷àñòîòíîé ðàññòðîéêè Æ â òî÷êå x = 0:4�.
0 = 4. Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ � ñèëà â ðåæè-ìå ñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè (� = 3), ïóíêòèð-íàÿ � ñèëà â îòñóòñòâèå ñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè(� = 200)�ij(x; p) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç �(x; p). Ýòî ðåøåíèå äëÿ�̂(x; p) ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè B. �åçóëüòèðóþùååîêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ñèëû îêàçûâàåòñÿ äî�âîëüíî ãðîìîçäêèì è ïîýòîìó íå âûïèñûâàåòñÿ.�èñóíêè 4, 5 ïîçâîëÿþò ñðàâíèòü ñèëû, äåéñòâó�þùèå íà àòîì, â ðåæèìå ñïåêòðîñêîïè÷åñêèõ íàá-ëþäåíèé è â èõ îòñóòñòâèå. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíûêîîðäèíàòíûå çàâèñèìîñòè ñèë â ýòèõ äâóõ ðåæè�

ìàõ. Ôîðìà êîîðäèíàòíîé çàâèñèìîñòè â öåëîì íåìåíÿåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè,íî ýòà çàâèñèìîñòü ñòàíîâèòñÿ áîëåå ðåçêîé (îñî�áåííî âáëèçè óçëîâ ñòîÿ÷åé âîëíû ïðè íåáîëüøèõðàññòðîéêàõ) è ñèëà âîçðàñòàåò ïðèìåðíî â ïîëòîðàðàçà. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòèñèëû â äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ðåæèìàõ äëÿ òî÷êèx = 0:4�.5. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ È ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî �àêò ïðîâå�äåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ íàáëþäåíèé ðåçîíàíñíîé �ëó�îðåñöåíöèè àòîìà ìîäè�èöèðóåò åãî äèíàìèêó âñðàâíåíèè ñ ðåæèìîì ñ÷åòà �îòîíîâ, ïðè êîòîðîìñîáûòèÿ �îòîèñïóñêàíèé ëîêàëèçóþòñÿ âî âðåìåíè.Äàííîå ÿâëåíèå ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ îñíîâíûìèïðèíöèïàìè òåîðèè îòêðûòûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì,ñâÿçûâàþùèìè õàðàêòåð èõ ýâîëþöèè ñ îáúåìîì èñîäåðæàíèåì èí�îðìàöèè, ïîñòóïàþùåé âî âíåø�íþþ ñðåäó.Äëÿ àíàëèçà áûëè âûáðàíû ñèòóàöèè, êîãäàñïåêòðîñêîïè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ âîçäåéñòâîâàëè íàâåðîÿòíîñòü íàõîæäåíèÿ àòîìà â òîé èëè èíîé òî÷êåïðîñòðàíñòâà. Â ïåðâîì ñëó÷àå èññëåäîâàëàñü ëîêà�ëèçàöèÿ àòîìà ïðè ðåãèñòðàöèè åãî �ëóîðåñöåíöèèçà âðåìÿ ïîïåðå÷íîãî ïðîëåòà ÷åðåç îáëàñòü ñòîÿ÷åéñâåòîâîé âîëíû. Íà ïðèìåðå ñèòóàöèè ñ ðåãèñòðàöè�åé îäíîãî ñïîíòàííîãî êâàíòà áûëà ïðîäåìîíñòðè�ðîâàíà ðîëü ñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè èçëó÷åíèÿ.Ñàì �àêò ïîÿâëåíèÿ èí�îðìàöèè î ÷àñòîòå �îòîíà(äàæå ïðè åå èãíîðèðîâàíèè, ò. å. â ðåæèìå íåñåëåê�òèâíûõ ñïåêòðàëüíûõ èçìåðåíèé) ïðîÿâëÿåò ñåáÿêàê äîïîëíèòåëüíûé �àêòîð ðàçðóøåíèÿ ïðîñòðàí�ñòâåííîé êîãåðåíòíîñòè ñîñòîÿíèÿ àòîìà4). Ýòîò ý���åêò ïðèâîäèò ê óøèðåíèþ èìïóëüñíîãî ðàñïðåäå�ëåíèÿ. Íåñêîëüêî óòðèðóÿ, ìîæíî ãîâîðèòü î âëè�ÿíèè ñïåêòðàëüíûõ íàáëþäåíèé íà äè��óçèþ àòî�ìà â èìïóëüñíîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî êðîìå äè���óçèè ñïåêòðîñêîïè÷åñêèå íàáëþäåíèÿ ìîäè�èöè�ðóþò òàêæå ïðîöåññ ñíîñà àòîìà â èìïóëüñíîì ïðî�ñòðàíñòâå, ò. å. ìîäè�èöèðóþò ñèëó, äåéñòâóþùóþíà àòîì. Êàê ïîêàçàíî â äàííîé ðàáîòå, ýòà ñèëàïðèîáðåòàåò íîâûå ñïåöè�è÷åñêèå ÷åðòû â ñðàâíå�íèè ñ ñèëîé, äåéñòâóþùåé íà àòîì â îòñóòñòâèåñïåêòðàëüíîé �èëüòðàöèè ñïîíòàííûõ �îòîíîâ. Â÷àñòíîñòè, îíà îêàçûâàåòñÿ àñèììåòðè÷íîé �óíêöè�åé îòñòðîéêè ÷àñòîòû íàêà÷èâàþùåãî ïîëÿ îò ðå�çîíàíñà. Èñòî÷íèêîì îáíàðóæåííîé äîáàâêè ê ñè�4) Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [18℄, ñåëåêöèÿ ïî ÷àñòîòå ñïîíòàí�íîãî êâàíòà ñóùåñòâåííî ìåíÿåò ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäå�ëåíèå âåðîÿòíîñòè ëîêàëèçàöèè.4 ÆÝÒÔ, âûï. 2 289



Ë. Â. Èëüè÷åâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008ëå íå ÿâëÿåòñÿ îòäà÷à ïðè èñïóñêàíèè ñïîíòàííûõ�îòîíîâ. Äàííûé �àêò ÿñåí óæå ïîòîìó, ÷òî â ðà�áîòå èìïóëüñ ñïîíòàííûõ �îòîíîâ íå ó÷èòûâàëñÿ.Ýòî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðàññìîòðåíèå è ïîçâîëÿ�åò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ìîäè�èêàöèÿ ñèëû îáóñëîâëå�íà ìîäè�èêàöèåé èí�îðìàöèîííîãî îáìåíà ìåæäóàòîìîì è îêðóæåíèåì â ñëó÷àå ïåðåõîäà îò ðåãèñòðà�öèè ìîìåíòîâ �îòîèñïóñêàíèé ê ðåãèñòðàöèè ÷àñòîòèñïóùåííûõ êâàíòîâ. Áîëåå ïðèâû÷íûé ñïîñîá ðàñ�ñóæäåíèÿ ïðèâîäèò ê çàêëþ÷åíèþ î ìîäè�èêàöèèïðîöåññà ñïîíòàííûõ èñïóñêàíèé âñëåäñòâèå áëèçêî�ãî (íå äàëåå äëèíû êîãåðåíòíîãî �îòîííîãî öóãà)ðàñïîëîæåíèÿ ñèñòåìû îïòè÷åñêèõ �èëüòðîâ è äå�òåêòîðîâ. Ïðè ýòîì ïðîöåññû èñïóñêàíèÿ, �èëüòðà�öèè è äåòåêòèðîâàíèÿ ñïîíòàííûõ êâàíòîâ îêàçûâà�þòñÿ íåðàçðûâíûìè âî âðåìåíè. Òàêèå óñëîâèÿ ìå�íÿþò äèíàìèêó îáìåíà èìïóëüñîì ìåæäó àòîìîì èâñòðå÷íûìè áåãóùèìè êîìïîíåíòàìè ñòîÿ÷åé ñâåòî�âîé âîëíû, ÷òî è ïðèâîäèò â èòîãå ê ìîäè�èêàöèèðàäèàöèîííîé ñèëû. Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òîèçìåíåíèå ïðîöåññà ñïîíòàííûõ èñïóñêàíèé âñëåä�ñòâèå ñïåêòðàëüíûõ íàáëþäåíèé íå ñëåäóåò îòîæäå�ñòâëÿòü ñ èçâåñòíûì ÿâëåíèåì ìîäè�èêàöèè ñïîí�òàííîãî ðàñïàäà àòîìà â ðåçîíàòîðå. Ïîñëåäíèé ý���åêò îáóñëîâëåí ïåðåñòðîéêîé ñïåêòðà è êîí�èãó�ðàöèé ðàäèàöèîííûõ ìîä, â êîòîðûå ïîïàäàþò ñïîí�òàííûå �îòîíû.Âàæíûì ïóíêòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû, íåîáõîäè�ìûì äëÿ ïðîÿâëåíèÿ ïðåäñêàçûâàåìûõ ý��åêòîâ,ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå î çíà÷èòåëüíîé äîëå ñïîíòàí�íîãî èçëó÷åíèÿ, ïîäâåðãàåìîãî ÷àñòîòíîé �èëüòðà�öèè. Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îæèäàòü äîñòà�òî÷íî ñèëüíîãî îáðàòíîãî âëèÿíèÿ ñïåêòðàëüíûõ íà�áëþäåíèé íà ýâîëþöèþ àòîìà. Îáû÷íûå ýêñïåðèìåí�òàëüíûå óñëîâèÿ, êîãäà ëèøü ìàëàÿ äîëÿ èñïóùåí�íîãî àòîìîì èçëó÷åíèÿ ïîïàäàåò â ñïåêòðàëüíûéïðèáîð, âåñüìà äàëåêè îò òàêîé ñèòóàöèè. ×òîáûïðîèëëþñòðèðîâàòü ñêàçàííîå, îáðàòèìñÿ ñíîâà êîñíîâíîìó óðàâíåíèþ (32) íàñòîÿùåé ðàáîòû è íà�ìåòèì ïóòè åãî îáîáùåíèÿ.Ïðåæäå âñåãî ìû ó÷òåì ïðîñòðàíñòâåííóþ êîí��èãóðàöèþ ïîëåâûõ ìîä. À èìåííî, áóäåì ñ÷èòàòüèõ ïëîñêèìè âîëíàìè, ñïåöè�èöèðóåìûìè âîëíî�âûì âåêòîðîì k = kn. Âåëè÷èíó âîëíîâîãî âåê�òîðà ìîæíî ñ÷èòàòü ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ åäèíîéäëÿ âñåõ ìîä, ñóùåñòâåííûõ â ðàññìàòðèâàåìûõ ý���åêòàõ. Ââåäåíèå åäèíè÷íîãî âåêòîðà n, çàäàþùåãîíàïðàâëåíèå âûëåòà ñïîíòàííîãî êâàíòà, ïîçâîëÿåòââåñòè n-çàâèñèìóþ âåëè÷èíó �(n) � ñïåêòðàëüíóþøèðèíó ýëåìåíòîâ ÷àñòîòíî-ñåëåêòèðóþùåé ñèñòå�ìû, â êîòîðóþ ïîïàäåò äàííûé êâàíò. Ïðàâàÿ ÷àñòüóðàâíåíèÿ (32) ïðèíèìàåò âèä

4�2 Z d2n�(n)�� Z d! exp(�ikn � r̂)�2�̂(r̂;n; !)�̂ �̂y(r̂;n; !)�� f�̂y(r̂;n; !)�̂(r̂;n; !); �̂g� exp(ikn � r̂): (67)Çäåñü çàâèñèìîñòü �̂(r̂;n; !) îò n åñòü ñëåäñòâèåñîîòâåòñòâóþùåé çàâèñèìîñòè �(n). Ïî ñðàâíåíèþñ ïðàâîé ÷àñòüþ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ (32) â âûðà�æåíèè (67) ó÷òåí ý��åêò îòäà÷è ïðè èñïóñêàíèèñïîíòàííûõ �îòîíîâ è ïîÿâèëîñü äîïîëíèòåëüíîåèíòåãðèðîâàíèå ïî íàïðàâëåíèÿì èõ âûëåòà. Äëÿîñóùåñòâëåíèÿ ýòîãî èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìîçàäàòü êîíêðåòíûé âèä �(n). Ïðè îáû÷íîé îðãàíè�çàöèè íàáëþäåíèé âõîäíàÿ àïåðòóðà ñïåêòðàëüíûõïðèáîðîâ âûäåëÿåò íåêîòîðûé òåëåñíûé óãîë Síàïðàâëåíèé n. Äëÿ n 2 S óìåðåííûå çíà÷åíèÿâåëè÷èíû �(n) (ñðàâíèìûå, íàïðèìåð, ñ ÷àñòîòîé�àáè â àòîìå) ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü ñïåêòðàëüíûåèçìåðåíèÿ. Äëÿ îñòàëüíûõ íàïðàâëåíèé n ñïåê�òðàëüíàÿ �èëüòðàöèÿ, êàê ïðàâèëî, îòñóòñòâóåò(�(n) ! 1). Ïðè îáû÷íûõ ñïåêòðàëüíûõ íàáëþäå�íèÿõ S � 4�. Ìîæíî îæèäàòü, ÷òî êîý��èöèåíòS=4� áóäåò â ïðîñòåéøåì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿòüâåëè÷èíó ý��åêòîâ, èíäóöèðîâàííûõ ñïåêòðàëüíû�ìè íàáëþäåíèÿìè.Àâòîð áëàãîäàðåí Ï. Ë. ×àïîâñêîìó è À. Â. Òàé�÷åíà÷åâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. �àáîòà âûïîë�íåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíòû��06-02-16415, 06-02-08134), Ïðåçèäèóìà ÑÎ �ÀÍè ïðîãðàììû Îòäåëåíèÿ �èçè÷åñêèõ íàóê �ÀÍ ¾Îï�òè÷åñêàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ è ñòàíäàðòû ÷àñòîòû¿.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÏðîâåäÿ â âûðàæåíèè (37) èíòåãðèðîâàíèå ïî÷àñòîòå, ïîëó÷àåìK̂(x) = 12�(x)�j1; xih1; xj � j2; xih2; xj��� 2i�X�;�0 L̂y�0(x)L̂�(x)2�� i(�� �0)�(x) == 12(�(x) � 2i os2 �(x))j1; xih1; xj �� 12(�(x) + 2i sin2 �(x))j2; xih2; xj ++ 2i� os �(x) sin �(x)��� j2; xih1; xj2�� i�(x) + j1; xih2; xj2� + i�(x)� : (68)290



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 2, 2008 Ëîêàëèçàöèÿ è êèíåòèêà àòîìà : : :Âûðàæåííûé ÷åðåç ñîáñòâåííûå âåêòîðû è ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ (46) îïåðàòîð K̂(x) èìååò âèäK̂(x) = "+(x)h ?� ; xj +; xi j +; xih ?� ; xj++ "�(x)h ?+ ; xj �; xi j �; xih ?+ ; xj: (69)Çäåñü"�(x) = �i12 � 12 ��s
2(x) + (Æ + i)2 � 2
2(x)4�2 +�(x)2 ; (70)j �; xi = j1; xi+ f�(x)j2; xi;j ?� ; xi = f��(x)j1; xi � j2; xi;f�(x) = 2i���(x)2�
(x) "�2(x) + iÆ �� �(x)s
2(x) + (Æ + i)2 � 2
2(x)4�2 +�2(x) # : (71)Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÊâàçèñòàöèîíàðíûé ñòàòèñòè÷åñêèé îïåðàòîð�̂(x; p) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿi[Ĥat(x); �̂(x; p)℄ == �� 1Z�1 d!�2�̂(x; !)�̂(x; p)�̂y(x; !)�� f�̂y(x; !)�̂(x; !); �̂(x; p)g�: (72)Èìååì �11(x; p) = 12(1 +R(x))�(x; p);�22(x; p) = 12(1�R(x))�(x; p); (73)�12(x; p) = �
(x)D(x)(4�2 +�(x)2)�2� Æ�(x)R(x)��� ���(x) + 2��(x)�1 + 
2(x)4(�2 +�2(x))��� 2i�� i�1 + 
2(x)2(�2 +�2(x))���(x; p): (74)
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