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eÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 6 èþëÿ 2007 ã.Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïðîñòàÿ ìîäåëü ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäûè èçó÷àþòñÿ ïðîñòåéøèå êèíåìàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêîé ÷àñòèöû. Äåòàëüíî àíàëè-çèðóåòñÿ ïðîöåññ ñòîëêíîâåíèÿ ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ îäíîé âíóòðåííåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñáàðüåðîì. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îòðàæåíèè òàêîé ÷àñòèöû ìîãóò íàáëþäàòüñÿ êàê ïîëíîå îõëàæäåíèå âíó-òðåííåé ñòåïåíè ñâîáîäû, òàê è åå ¾íàãðåâ¿. Âû÷èñëåíû îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñòîëêíîâåíèÿ, òàêèåêàê äëèòåëüíîñòü ñòîëêíîâåíèÿ, ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé çà âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ è ñêîðîñòè îáîëî÷êè èâíóòðåííåé ÷àñòèöû ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñòîëêíîâåíèè ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöûñ áàðüåðîì ïîÿâëÿþòñÿ ñâîéñòâà, õàðàêòåðíûå äëÿ õàîòè÷åñêîãî ðàññåÿíèÿ.PACS: 05.45.-a 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏðè ðàññìîòðåíèè ìàêðîñêîïè÷åñêîé ÷àñòèöûäîâîëüíî ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î íåéêàê î òî÷å÷íîé ÷àñòèöå. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå îñòà�åòñÿ äîñòàòî÷íî íàäåæíûì, åñëè èçó÷àòü åå ñâîé�ñòâà íà ìàñøòàáàõ, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ ååðàçìåðû. Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ âûçûâàþò èíòåðåññâîéñòâà ÷àñòèö, êîòîðûå çàâèñÿò îò èõ âíóòðåííåãîóñòðîéñòâà è ðàçìåðîâ. Òàêèå ÷àñòèöû óæå íåëüçÿðàññìàòðèâàòü êàê òî÷å÷íûå è âëèÿíèå èõ óñòðîé�ñòâà, ò. å. âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ìîæåò ïðè�âîäèòü ê íåîáû÷íîìó ïîâåäåíèþ. Îñîáûé èíòåðåñïðåäñòàâëÿåò ÷àñòèöà ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì âíóòðåí�íèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû, êîãäà åå ñâîéñòâà çàâèñÿò îòèõ ÷èñëà. Êðîìå ýòîãî ñåé÷àñ èíòåíñèâíî ðàçâèâàåò�ñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ ðàçíîîáðàçíûõ íàíîñèñòåì. Èí�òåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ìîäåëü ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé÷àñòèöû, ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå, ðåàëèçóåòñÿ ýêñ�ïåðèìåíòàëüíî â âèäå íàíîòðóáêè ñ �óëåðåíîì âíó�òðè [1�3℄. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ òàêæå èíòåðåñíî èçó�÷èòü îáùèå ñâîéñòâà íåêîòîðûõ ¾ñëîæíûõ ÷àñòèö¿,*E-mail: yanovsky�is
.kharkov.ua

îáëàäàþùèõ íåáîëüøèì ÷èñëîì âíóòðåííèõ ñòåïå�íåé ñâîáîäû. Ê ÷èñëó âàæíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå ìå�íÿþòñÿ ïðè èçìåíåíèè ÷èñëà âíóòðåííèõ ñòåïåíåéñâîáîäû, îòíîñÿòñÿ äàæå òàêèå ïðîñòûå è �óíäà�ìåíòàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè êàê òèïû ñâîáîäíîãîäâèæåíèÿ è õàðàêòåð âçàèìîäåéñòâèÿ òàêèõ ÷àñòèöñ äðóãèìè îáúåêòàìè. Ýòî îçíà÷àåò íåîáõîäèìîñòüèçó÷åíèÿ êèíåìàòèêè è äèíàìèêè äàííûõ ÷àñòèö.Íàäî îòìåòèòü, ÷òî èçó÷åíèå ñòîëêíîâåíèé ìà�êðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö íà÷àòî äîñòàòî÷íî äàâíî.Àíàëèç òàêèõ ñòîëêíîâåíèé ïîçâîëèë ïîíÿòü è óñòà�íîâèòü îñíîâíûå çàêîíû âçàèìîäåéñòâèÿ (ñì., íà�ïðèìåð, [4℄) ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö èëè ìàññ.Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ÷àñòèö ñ ãèãàíòñêèì ÷èñëîìâíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñòîëêíîâåíèå ñ ìàñ�ñèâíîé ñòåíêîé (áåñêîíå÷íî áîëüøîé ìàññû), ñîãëàñ�íî ãèïîòåçå Íüþòîíà, îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåìeV = �V 0, ãäå V è V 0 � ñêîðîñòè ìàêðîñêîïè÷å�ñêîãî òåëà äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñî ñòåíêîé, àe-êîý��èöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ. �èïîòåçà Íüþòîíàõîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàìè [4℄. Äëÿ àáñî�ëþòíî óïðóãèõ ñòîëêíîâåíèé e = 1, à äëÿ àáñîëþò�íî íåóïðóãèõ e = 0. Äëÿ áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ òåë220



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008 Ñòîëêíîâåíèå ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ áàðüåðîì0 < e < 1. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñêîðîñòü ìàêðîñêîïè�÷åñêîé ÷àñòèöû ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ïî àáñîëþòíîéâåëè÷èíå ìîæåò òîëüêî óìåíüøàòüñÿ. Ýòî ñîâåðøåí�íî åñòåñòâåííîå ñâîéñòâî îêàçûâàåòñÿ ìîæåò íàðó�øàòüñÿ äëÿ ÷àñòèö ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì âíóòðåííèõñòåïåíåé ñâîáîäû.Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ïðîñòàÿ ìîäåëü ñòðóêòóð�íî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâî�áîäû è èçó÷àþòñÿ ïðîñòåéøèå êèíåìàòè÷åñêèå è äè�íàìè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêîé ÷àñòèöû. Â ðàçä. 2, 3îáñóæäàþòñÿ åå êèíåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà è èõ çà�âèñèìîñòü îò âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â íèõîñíîâíîå âíèìàíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà ìåòîäàõ, îñíî�âàííûõ íà áèëëèàðäíîé èäåîëîãèè, êîòîðàÿ ñèñòå�ìàòè÷åñêè èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòå. Â ðàçä. 4 äå�òàëüíî àíàëèçèðóåòñÿ ïðîöåññ ñòîëêíîâåíèÿ ñòðóê�òóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ îäíîé âíóòðåííåé ñòåïå�íüþ ñâîáîäû ñ áàðüåðîì. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îòðà�æåíèè òàêîé ÷àñòèöû ìîãóò íàáëþäàòüñÿ êàê ïîë�íîå îõëàæäåíèå âíóòðåííåé ñòåïåíè ñâîáîäû, òàêè åå ¾íàãðåâ¿. Âû÷èñëåíû îñíîâíûå õàðàêòåðèñòè�êè ñòîëêíîâåíèÿ. Ýòî äëèòåëüíîñòü ñòîëêíîâåíèÿ,÷èñëî ñòîëêíîâåíèé çà âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ, à òàê�æå ñêîðîñòè îáîëî÷êè è âíóòðåííåé ÷àñòèöû ïîñëåñòîëêíîâåíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñòîëêíîâåíèå ñòðóê�òóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ áàðüåðîì â îïðåäåëåííîìñìûñëå ïðîÿâëÿåò ÷åðòû ïðîñòåéøåãî õàîòè÷åñêîãîðàññåÿíèÿ.2. ×ÀÑÒÈÖÀ Ñ ÎÄÍÎÉ ÂÍÓÒ�ÅÍÍÅÉÑÒÅÏÅÍÜÞ ÑÂÎÁÎÄÛ È ÅÅÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀÂâåäåì ïðîñòóþ ìîäåëü ñëîæíîé ÷àñòèöû, èìå�þùåé âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû. Íà÷íåì ñ îä�íîìåðíîé ìîäåëè ÷àñòèöû ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîìâíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïóñòü îáîëî÷êà ÷àñ�òèöû � ýòî öèëèíäð äëèíîé L ñ áîðòàìè, èìåþ�ùèé ìàññó M . Âíóòðè îáîëî÷êè ñâîáîäíî äâèæåò�ñÿ âíóòðåííÿÿ ÷àñòèöà ìàññû m (ñì. ðèñ. 1). Òàêóþ
M

m V

U�èñ. 1. Îäíîìåðíàÿ ìîäåëü ñëîæíîé ÷àñòèöû ñâíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû

ñèñòåìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîìåðíóþ ìî�äåëü ñëîæíîé ÷àñòèöû, îáëàäàþùåé âíóòðåííèìèñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ñïåöè�èêà ýòîé ìîäåëè â òîì,÷òî ïðè ñòîëêíîâåíèè âíóòðåííåé ÷àñòèöû ñ îáîëî÷�êîé îíà ìåíÿåò ñâîé èìïóëüñ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêî�íîì ñîõðàíåíèÿ ñóììàðíîãî èìïóëüñà ñèñòåìû ÷à�ñòèöà�îáîëî÷êà. Ñòîëêíîâåíèÿ îáîëî÷êè ñ âíóòðåí�íåé ÷àñòèöåé áóäåì ïðåäïîëàãàòü àáñîëþòíî óïðó�ãèìè.Âîçíèêàåò î÷åâèäíûé âîïðîñ î ñâîéñòâàõ ñâîáîä�íîãî äâèæåíèÿ òàêîé ÷àñòèöû. Äëÿ ÷àñòèöû áåçâíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû îòâåò íà íåãî òðèâèà�ëåí � ñâîáîäíàÿ ÷àñòèöà ñîõðàíÿåò íà÷àëüíóþ ñêî�ðîñòü. Äðóãèìè ñëîâàìè, îíà äâèæåòñÿ ïðÿìîëèíåé�íî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. ßñíî, ÷òî äëÿ ñòðóêòóð�íî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ýòî óæå íå âñåãäà òàê. Ïîýòî�ìó èíòåðåñíî âûÿñíèòü, êàêèå ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíî�ãî äâèæåíèÿ ðåàëèçóþòñÿ äëÿ òàêîé ÷àñòèöû è êàêîíè çàâèñÿò îò ÷èñëà åå âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáî�äû. Òàêóþ çàâèñèìîñòü ëåãêî îáíàðóæèòü â ðàìêàõýòîé æå ìîäåëè ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû. ßñíî,÷òî óâåëè÷èâàÿ ÷èñëî âíóòðåííèõ ÷àñòèö ìîæíî óâå�ëè÷èâàòü ÷èñëî âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû òàêîé÷àñòèöû. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ââîäèìûå òàêèìîáðàçîì ñòåïåíè ñâîáîäû âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñäðóãîì è ñ îáîëî÷êîé ÷àñòèöû. Ñ �èçè÷åñêîé òî÷�êè çðåíèÿ ýòî îñîáåííî èíòåðåñíûé ñëó÷àé. Èçó÷àÿâñå ñîñòîÿíèÿ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ òàêîé ñòðóêòóð�íî-ñëîæíîé ÷àñòèöû, ìîæíî âûÿñíèòü çàâèñèìîñòüèõ îò ÷èñëà âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ñ óâåëè�÷åíèåì ÷èñëà âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû ñëåäó�åò îæèäàòü ïåðåõîäà ê ìàêðîñêîïè÷åñêîé ÷àñòèöå èîáîñíîâàíèþ ãèïîòåçû Íüþòîíà î çàêîíîìåðíîñòÿõñòîëêíîâåíèé òàêèõ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òåë. Òàêàÿìîäåëü ñòðóêòóðíî ñëîæíîé ÷àñòèöû ïðè M ! 1,ïåðåõîäèò â èçâåñòíóþ ìîäåëü îäíîìåðíîãî ãàçà ÷àñ�òèö íà îòðåçêå [5; 6℄.Ïåðåéäåì ê îáñóæäåíèþ ñîñòîÿíèé ñâîáîäíîãîäâèæåíèÿ ïðîñòîé ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû.Îñíîâíûå ïðèíöèïû, êîòîðûå íóæíî èñïîëüçîâàòü,ýòî çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà è ýíåðãèè êîìïî�çèòíîé ÷àñòèöû. Îáîçíà÷èì ñêîðîñòü âíóòðåííåé÷àñòèöû äî n-ãî ñòîëêíîâåíèÿ ñ îáîëî÷êîé Vn, à ñêî�ðîñòü îáîëî÷êè Un. Î÷åâèäíî, ÷òî ìåæäó ñòîëêíî�âåíèÿìè ýòè ñêîðîñòè ñîõðàíÿþòñÿ. Ïîýòîìó ñìåíóñîñòîÿíèé ìîæíî èçó÷àòü â äèñêðåòíîì âðåìåíè nñòîëêíîâåíèé ìåæäó îáîëî÷êîé è âíóòðåííåé ÷àñòè�öåé.Ïðåæäå âñåãî ëåãêî óñòàíîâèòü ñðåäíþþ ñêî�ðîñòü äâèæåíèÿ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû. Î÷åâèäíî,÷òî ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ñîâïà�äàåò ñî ñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ öåíòðà èíåðöèè221



Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Þ. Í. Ìàñëîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008V = MU0 +mV0M +m ; (1)êîòîðàÿ ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ çàìêíóòûõ ñèñòåì (ñì., íà�ïðèìåð, [7℄). �àçóìååòñÿ, ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü äâèæå�íèÿ è äëÿ áîëåå ñëîæíûõ ÷àñòèö ñ ëþáûì ÷èñëîìâíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû òàêæå ñîâïàäàåò ñîñêîðîñòüþ äâèæåíèÿ åå öåíòðà èíåðöèè. Ýòî âàæ�íûé èíâàðèàíò ñâîáîäíûõ äâèæåíèé çàìêíóòûõ ñè�ñòåì.Òåïåðü ïåðåéäåì ê áîëåå äåòàëüíîìó àíàëèçó ñâî�áîäíîãî äâèæåíèÿ. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñàmVn+1 +MUn+1 = mVn +MUn (2)è çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ïðè ñòîëêíîâåíèÿõmV 2n+1 +MU2n+1 = mV 2n +MU2n (3)ëåãêî ïîëó÷èòü îáû÷íóþ ñâÿçü ìåæäó ñêîðîñòÿìèäî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ âíóòðåííåé ÷àñòèöû ñ îáî�ëî÷êîé: Vn+1 � Un = Un+1 � Vn: (4)Ñëåäîâàòåëüíî, â òàêîé ñèñòåìå ñîõðàíÿåòñÿjUn � Vnj. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå,îïðåäåëÿþùåå ýâîëþöèþ ñêîðîñòåé âíóòðåííåé÷àñòèöû è îáîëî÷êè â äèñêðåòíîì âðåìåíè ñòîëêíî�âåíèé:Vn+1 = m�Mm+MVn + 2Mm+MUn � f(Vn; Un);Un+1 = 2mm+MVn + M �mm+MUn � g(Vn; Un): (5)Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòè îáîëî÷êè è âíóòðåííåé÷àñòèöû îïðåäåëÿþòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì ïî�ñëå êàæäîãî ñòîëêíîâåíèÿ îáîëî÷êè ñ âíóòðåííåé÷àñòèöåé. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñâîéñòâî ëèíåéíî�ñòè ìîæåò íàðóøàòüñÿ ïðè áîëåå ñëîæíîì âçàèìî�äåéñòâèè îáîëî÷êè è âíóòðåííåé ÷àñòèöû. Çàìå÷à�òåëüíûì ñâîéñòâîì îòîáðàæåíèÿ (5) ÿâëÿåòñÿ åãîèíâîëþòèâíîñòü. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òîVn+2 = f(f(Vn; Un); g(Vn; Un)) � Vn;Un+2 = g(f(Vn; Un); g(Vn; Un)) � Un:Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòè îáîëî÷êè è âíóòðåííåé÷àñòèöû ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè ìîãóò íàõîäèòü�ñÿ òîëüêî â äâóõ ñîñòîÿíèÿõ, îïðåäåëÿåìûõ íà÷àëü�íûìè ñêîðîñòÿìè è ìàññàìè ÷àñòèöû è îáîëî÷êè.Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå ñêîðîñòü ñòðóêòóð�íî-ñëîæíîé ÷àñòèöû èëè åå îáîëî÷êè ïðè ñâîáîäíîì

äâèæåíèè ìîæåò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ �U0 è U1 = g(V0; U0), êîòîðûå çàâèñÿò îò íà÷àëüíîéñêîðîñòè âíóòðåííåé ñòåïåíè ñâîáîäû V0. Àíàëîãè÷�íî ñîñòîÿíèÿ âíóòðåííåé ñòåïåíè ñâîáîäû òàêæå ìî�ãóò ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè � V0 èV1 = f(V0; U0). Êðîìå òîãî, âîçìîæåí åñòåñòâåííî èâûðîæäåííûé ñëó÷àé, êîãäà V0 = U0 è ÷àñòèöà äâè�æåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ êàê òî÷å÷íàÿ ÷àñòè�öà. Â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå âíóòðåííÿÿ ÷àñòèöàíå ñòàëêèâàåòñÿ ñ îáîëî÷êîé.Ïîëó÷åííûå ¾ñïåêòðû¿ ñêîðîñòè ñòðóêòóð-íî-ñëîæíîé ÷àñòèöû íå èñ÷åðïûâàþò âñå êèíåìà�òè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè åå ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ.Äëÿ ïîëíîãî îïèñàíèÿ íóæíî óñòàíîâèòü âðåìåíàñìåíû ýòèõ ñîñòîÿíèé. Õîòÿ ïåðèîä êîëåáàíèé÷àñòèöû ëåãêî ïîëó÷èòü èç ïðåäûäóùèõ ñîîòíîøå�íèé, çäåñü óäîáíî èñïîëüçîâàòü äðóãîé ïîäõîä êîïèñàíèþ ïîâåäåíèÿ ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû,êîòîðûé ïîíàäîáèòñÿ è ïðè èçó÷åíèè åå äèíàìèêè.�îëü ýòîãî ïîäõîäà âîçðàñòàåò è ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñ�ëà âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè÷èíà ýòîãî âòîì, ÷òî äâóõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ óæå íåäîñòàòî÷íîäëÿ äåòàëüíîãî àíàëèçà êèíåìàòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèéòàêèõ ÷àñòèö.Äëÿ àíàëèçà ãåîìåòðè÷åñêîãî è �èçè÷åñêîãîñìûñëà ðåàëèçàöèè äâóõóðîâíåâîãî ñâîáîäíîãî äâè�æåíèÿ ïåðåéäåì ê äðóãîìó ïîäõîäó, èñïîëüçóåìîìóïðè ñâåäåíèè íåêîòîðûõ ìåõàíè÷åñêèõ çàäà÷ ê ìà�òåìàòè÷åñêèì áèëëèàðäàì (ñì. [5; 6; 8℄). �àññìîòðèìêîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî êîìïîçèòíîé ÷àñ�òèöû. Äëÿ ýòîãî ââåäåì êîîðäèíàòó x1 � ïîëîæåíèÿâíóòðåííåé ÷àñòèöû è êîîðäèíàòó x2 � ïîëîæåíèÿöåíòðà åå îáîëî÷êè. Òîãäà âñå âîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿòàêîé ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìèjx1 � x2j � L=2:Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâîñîñòîÿíèé òàêîé ñèñòåìû, ýòî ïîëîñà øèðèíîé L, ïî�êàçàííàÿ íà ðèñ. 2.�àññìîòðèì, êàê âûãëÿäèò â êîí�èãóðàöèîííîìïðîñòðàíñòâå äâèæåíèå âíóòðåííåé ÷àñòèöû è îáî�ëî÷êè ÷àñòèöû â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Íà÷àëü�íîå ïîëîæåíèå âíóòðåííåé ÷àñòèöû x01 è îáîëî÷êèx02 íàõîäèòñÿ â ïîëîñå. Îáîçíà÷èì èõ íà÷àëüíûåñêîðîñòè ñîîòâåòñòâåííî V0 è U0. Òîãäà, êîîðäèíàòûâíóòðåííåé ÷àñòèöû è îáîëî÷êè ìåíÿþòñÿ ñî âðåìå�íåì äî ìîìåíòà ñòîëêíîâåíèÿ êàêx1 = tV0 + x01;x2 = tU0 + x02: (6)Ýòè óðàâíåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêè îïðåäåëÿþò ïðÿìóþëèíèþ â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ñ óãëîì222
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�èñ. 2. Îáëàñòü ìåæäó íàêëîíåííûìè ïîä óãëîì45Æ ê îñè x1 ïðÿìûìè � êîí�èãóðàöèîííîå ïðî-ñòðàíñòâî, îáñóæäàåìîãî áèëëèàðäà. Ïîêàçàíû òàê-æå òðàåêòîðèè ñèñòåìû äî è ïîñëå ïåðâîãî ñòîëê-íîâåíèÿ. Íîðìàëü â òî÷êå ñòîëêíîâåíèÿ îáîçíà÷å-íà níàêëîíà tg' = U0=V0, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó(x02; x01) (ñì. ðèñ. 2). Òî÷êà ñòîëêíîâåíèÿ âíóòðåí�íåé ÷àñòèöû ñ îáîëî÷êîé ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ïåðå�ñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ñ ãðàíèöåé êîí�èãóðàöèîííîéîáëàñòè. Ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ òðàåêòîðèÿ ñíîâà ïðÿ�ìàÿ ëèíèÿ, ïàðàìåòðè÷åñêè îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíè�ÿìè x1 = (t� t
l)V1 + x
l1;x2 = (t� t
l)U1 + x
l2:Çäåñü äëÿ óäîáñòâà ââåäåíû êîîðäèíàòû íåêîòîðîé1-îé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ (x
l2; x
l1) ëèíèè ñ ãðàíèöåéêîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà â ìîìåíò âðåìå�íè t
l, è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñêîðîñòåé V1 è U1 ïîñëåñòîëêíîâåíèÿ. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû õàðàêòåðíûå èçìå�íåíèÿ òðàåêòîðèé ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ. Óãîë '1 îïðå�äåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ tg'1 = U0=V0, à óãîë '2 � èçtg'2 = U1=V1. Âíåøíå ýòè èçìåíåíèÿ íàïîìèíàþòñòîëêíîâåíèå ÷àñòèöû ñî ñòåíêîé íåçàìêíóòîãî áèë�ëèàðäà. Îñòàåòñÿ îáñóäèòü çàêîí òàêîãî ñòîëêíîâå�íèÿ. Îïðåäåëèì óãîë ïàäåíèÿ íà ¾ñòåíêó¿ �1 è óãîëîòðàæåíèÿ �2. Äëÿ ýòîãî íàäî íàéòè óãëû íàêëîíàìåæäó ïðÿìîé x2 = x1 + L=2 è ïðÿìûìèx2 = U0V0 (x1 � x01) + x02;

x2 = U1V1 (x1 � x(1)1) + x(1)2:Â íàøåì ñëó÷àå ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî �1 = '1��=4, à�2 = �+�=4�'2. Âàæíûì íàáëþäåíèåì èç ýòîãî ÿâ�ëÿåòñÿ, ÷òî óãîë ïàäåíèÿ íå ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ.Ñëåäîâàòåëüíî, òàêîå îòðàæåíèå íåëüçÿ òðàêòîâàòüêàê óïðóãîå îòðàæåíèå îò ãðàíèöû áèëëèàðäà íåêî�òîðîé ý��åêòèâíîé ¾÷àñòèöû¿. Ïåðåéäåì òåïåðü êíîâûì áèëëèàðäíûì êîîðäèíàòàì êîí�èãóðàöèîí�íîãî ïðîñòðàíñòâà, âûïîëíÿÿ çàìåíóex1 = pmx1; ex2 = pMx2:Ôàêòè÷åñêè ýòî ñîîòâåòñòâóåò ìàñøòàáíûì ïðåîáðà�çîâàíèÿì êîîðäèíàò. Ïåðâûé âîïðîñ, êàê èçìåíèò�ñÿ êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ïðè òàêîé çà�ìåíå êîîðäèíàò? ßñíî, ÷òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ îá�ëàñòü êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà óäîâëåòâî�ðÿåò óñëîâèþ ���� ex1pm � ex2pM ���� � L2 :Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êîí�èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâîñèñòåìû îñòàíåòñÿ ïîëîñîé, íî èçìåíèòñÿ óãîë íà�êëîíà ïîëîñû, êîòîðûé áóäåò çàâèñåòü îò îòíîøå�íèÿ ìàññ. Òåïåðü îïðåäåëèì çàêîí èçìåíåíèÿ òðàåê�òîðèè ïðè ñòîëêíîâåíèè. Ñàìè òðàåêòîðèè ïðåîáðà�çóþòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Äî ñòîëêíîâåíèÿex2 = pMpm UnVn (ex1 � ex01) + ex02;à ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿex2 = pMpm Un+1Vn+1 (ex1 � exn1) + exn2:Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ëåãêî äîêàçàòü,÷òî â ýòèõ ïåðåìåííûõ óãîë ïàäåíèÿ òðàåêòîðèèíà ãðàíèöó ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ. Äåéñòâèòåëü�íî, âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî êàñàòåëüíîé ê ãðà�íèöå � = (pM;pm ), à âåêòîð âäîëü ïàäàþùåéòðàåêòîðèè vin = (pMUn;pmVn) è îòðàæåííîévout = (pMUn+1;pmVn+1). Óãîë ìåæäó íèìè ëåã�êî îïðåäåëèòü èç ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñîîòâåò�ñòâóþùèõ âåêòîðîâ. Òàê,sin �1 = � � vinj� jjvinj � MUn +mVn(pm+M)(pMU2n +mV 2n ) ;sin �2 = � � voutj� jjvoutj �� MUn+1 +mVn+1�pm+M � �qMU2n+1 +mV 2n+1 � :223



Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Þ. Í. Ìàñëîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü ýòèõ âûðàæåíèéîïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñîõðàíÿþùèìèñÿ âåëè÷èíàìè:èìïóëüñîì è ýíåðãèåé ñèñòåìû. Ñëåäîâàòåëüíî, óãîëïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ �1 = �2. Ôèçè÷å�ñêàÿ ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ý��åêòèâíà òàêàÿ çàìå�íà, ñâÿçàíà ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ñêîðîñòåé. Äåéñòâè�òåëüíî, â áèëëèàðäíûõ êîîðäèíàòàõ ñêîðîñòè îáî�ëî÷êè è âíóòðåííåé ÷àñòèöû ðàâíû ñîîòâåòñòâåí�íî UpM è Vpm. Òîãäà âåëè÷èíà ñêîðîñòè âäîëüòðàåêòîðèè v = (UpM;Vpm) ñîâïàäàåò ñ óäâîåí�íîé ýíåðãèåé ÷àñòèöû è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîõðàíÿåò�ñÿ ïîñëå îòðàæåíèÿ îò ãðàíèö áèëëèàðäà èëè ïðèñòîëêíîâåíèè îáîëî÷êè ñ âíóòðåííåé ÷àñòèöåé. Òà�êèì îáðàçîì, çàäà÷à î ñâîáîäíîì äâèæåíèè ñòðóê�òóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñâîäèòñÿ ê îáû÷íîìó áèëëè�àðäó â ïîëîñå. Îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ òîëüêî â òðàê�òîâêå ýòîãî áèëëèàðäà. Òàê, òî÷êà êîí�èãóðàöèîí�íîãî ïðîñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ êàê âíó�òðåííåé ÷àñòèöû, òàê è îáîëî÷êè â èñõîäíûõ òåð�ìèíàõ. Ñåãìåíò òðàåêòîðèè äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ãðàíè�öåé ñîîòâåòñòâóåò ñâîáîäíîìó äâèæåíèþ îáîëî÷êèè âíóòðåííåé ÷àñòèöû. Îòðàæåíèå îò ãðàíèöû áèë�ëèàðäà � ñòîëêíîâåíèþ âíóòðåííåé ÷àñòèöû ñ îáî�ëî÷êîé. Åñòåñòâåííûé ïåðåõîä ê òàêîìó ïðîñòîìóáèëëèàðäó ïîçâîëÿåò íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü è ïåðå�÷èñëèòü âñå òèïû ñâîáîäíûõ äâèæåíèé ÷àñòèöû.1. Äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Èí�èíèò�íûå äâèæåíèÿ. Âûðîæäåííûé ñëó÷àé V0 = U0. Ñî�îòâåòñòâóåò òðàåêòîðèÿì áèëëèàðäà, ïàðàëëåëüíûìåãî ãðàíèöàì.2. Ïåðèîäè÷åñêàÿ ñìåíà ñêîðîñòåé ñ íóëåâîé ñêî�ðîñòüþ öåíòðà ìàññ. Ôèíèòíûå äâèæåíèÿ. Òàêæåâûðîæäåííûé ñëó÷àé. Ñîîòâåòñòâóåò áèëëèàðäíûìòðàåêòîðèÿì, ïàäàþùèì îðòîãîíàëüíî íà ãðàíèöóáèëëèàðäà. Äàëåå ïîä ïåðèîäîì òðàåêòîðèé óäîáíîïîíèìàòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ñêîðîñòåé îáîëî÷êè èëèâíóòðåííåé ÷àñòèöû, ïîñëå êîòîðûõ îíè ïîâòîðÿþò�ñÿ. Òîãäà ïåðèîä òàêèõ äâèæåíèé ðàâåí 2.3. Ïåðèîäè÷åñêàÿ îñöèëëÿöèÿ ñêîðîñòåé ñ ïîñòî�ÿííûì óõîäîì íà áåñêîíå÷íîñòü. Èí�èíèòíûå äâè�æåíèÿ. Ñëó÷àé îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñîîòâåòñòâóåòòðàåêòîðèÿì, ïàäàþùèì íà ãðàíèöó ïîä óãëàìè íåðàâíûìè �=2. Ïåðèîä îñöèëëÿöèé 2.Òåïåðü ëåãêî îïðåäåëèòü âðåìåííîé ïåðèîä ñìå�íû ñêîðîñòåé ïðîñòîé êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ïðè ñâî�áîäíîì äâèæåíèè. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ïàðà�ìåòðè÷åñêèé âèä òðàåêòîðèè (6), ëåãêî âû÷èñëèòüâðåìÿ ñòîëêíîâåíèé òðàåêòîðèé, íà÷èíàþùèõñÿ íàîäíîé ãðàíèöå áèëëèàðäà è äîñòèãàþùåé âòîðîé ãðà�íèöû t
l = LjU0 � V0j :

Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ òðàåêòîðèé è ñîõðàíåíèåjUn � Vnj = 
onst ïðè îòðàæåíèÿõ (ñì. (4)), ëåãêîïîëó÷èòü ïåðèîä ñìåíû ñîñòîÿíèé ÷àñòèöû â âèäåT = 2LjU0 � V0j : (7)Ïîëó÷åííûå õàðàêòåðèñòèêè èñ÷åðïûâàþò ïîëíîåîïèñàíèå êèíåìàòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñâîáîäíîéñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ îäíîé âíóòðåí�íåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òîñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ âñå êèíåìàòè÷åñêèåñâîéñòâà ÷àñòèöû ñ îäíîé âíóòðåííåé ñòåïåíüþñâîáîäû îïðåäåëÿþòñÿ íàëè÷èåì äâóõ èíâàðèàíòîâñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ, ýòî ñêîðîñòü öåíòðà ìàññè îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü îáîëî÷êè è âíóòðåííåé÷àñòèöû jUn � Vnj = 
onst.Ïðåäñòàâëåíèå ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñîäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû â òåðìèíàõ áèëëèàðäà âïîëîñå, ïîçâîëÿåò ëåãêî óñòàíîâèòü îòñóòñòâèå ýð�ãîäè÷íîñòè ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè, íå ãîâîðÿ óæåî ïåðåìåøèâàíèè. Îäíàêî ñèòóàöèÿ ïðèíöèïèàëüíîèçìåíèòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ÷èñëà âíóòðåííèõ ñòåïå�íåé ñâîáîäû.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îáñóäèì èíòåðåñíûéâîïðîñ. Ìîæíî ëè îïðåäåëèòü ïîëíîå ñîñòîÿíèå ÷àñ�òèöû ñ îäíîé âíóòðåííåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ïî äàí�íûì íàáëþäåíèÿ? Äëÿ òîãî ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòîòâîïðîñ, íåîáõîäèìî óòî÷íèòü, êàêèå äàííûå ìîæ�íî ïîëó÷èòü èç êèíåìàòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé. Áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî ìîæíî óñòàíîâèòü îñíîâíûå õàðàêòåðè�ñòèêè îáîëî÷êè. Äðóãèìè ñëîâàìè, èç ýêñïåðèìåí�òà ìîæíî ïîëó÷èòü L, U0, U1, V , T . Òàêèì îáðàçîìïî ýòèì äàííûì òðåáóåòñÿ óñòàíîâèòü m, M , V0, V1.Íà ïåðâûé âçãëÿä, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëü�íûé, òàê êàê äëÿ îïðåäåëåíèÿ 4 íåèçâåñòíûõ èìååò�ñÿ ñèñòåìà 4-õ óðàâíåíèé (1), (5), (7). Îäíàêî ëåãêîçàìåòèòü, ÷òî â óðàâíåíèÿ (5) è (1) âõîäèò òîëüêîîòíîøåíèå ìàññ, íàïðèìåð m=M . Ïîýòîìó óñòàíî�âèòü ìàññûm èM èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå íàáëþäà�åìûõ íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, äàæå äëÿ ñòðóê�òóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ îäíîé âíóòðåííåé ñòåïå�íüþ ñâîáîäû ïî äàííûì íàáëþäåíèÿ íåëüçÿ îïðå�äåëèòü ïîëíîå ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû. Äëÿ òîãî ÷òîáûýòî ñòàëî âîçìîæíûì, íåîáõîäèìî èçìåðåíèå ìàññûîáîëî÷êè èëè ïîëíîé ìàññû òàêîé ÷àñòèöû.3. ×ÀÑÒÈÖÀ Ñ ÄÂÓÌß ÂÍÓÒ�ÅÍÍÈÌÈÑÒÅÏÅÍßÌÈ ÑÂÎÁÎÄÛÎáñóäèì, êàê ìåíÿþòñÿ êèíåìàòè÷åñêèå ñâîé�ñòâà ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ óâåëè÷åíèåì224



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008 Ñòîëêíîâåíèå ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ áàðüåðîì
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c − L/2

c + L/2

x2

c − L/20 c + L/2
x1�èñ. 3. Çàøòðèõîâàíà îáëàñòü ñå÷åíèÿ êîí�èãóðà-öèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ïëîñêîñòüþ x3 = 
÷èñëà âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. �àññìîòðèì ÷à�ñòèöó ñ äâóìÿ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïî�ìåñòèì â îáîëî÷êó äâå ÷àñòèöû. Ñíîâà íà÷íåì ñêîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû. Â ýòîìñëó÷àå èñõîäíûìè êîîðäèíàòàìè áóäóò êîîðäèíàòûäâóõ âíóòðåííèõ ÷àñòèö x1 x2 ñ ìàññàìè m1 è m2,è êîîðäèíàòà öåíòðà îáîëî÷êè x3 ñ ìàññîé M . Íè�æå ïðèâåäåíû óñëîâèÿ, îãðàíè÷èâàþùèå äîïóñòè�ìûå ñîñòîÿíèÿ òàêîé ñèñòåìû. Óñëîâèåx1 � x2îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê ðàçìåùåíèÿ ÷àñòèö â îáîëî÷êåè ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îäíîìåðíîñòè ìîäåëè. Óñëî�âèÿ jx3 � x1j � L2 ; jx3 � x2j � L2îïðåäåëÿþò íåêîòîðóþ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R3ñ êîîðäèíàòàìè (x1; x2; x3). Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ýòîòðóá÷àòàÿ îáëàñòü ñ òðåóãîëüíîé ãðàíèöåé. Ñå÷åíèåýòîé îáëàñòè, íàïðèìåð, ïëîñêîñòüþ x3 = 
onst ïî�êàçàíî íà ðèñ. 3. Îòìåòèì, ÷òî äîñòèæåíèå áèëëè�àðäíîé òðàåêòîðèåé ãðàíè â ñå÷åíèè, îáðàçóþùåéãèïîòåíóçó ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, ñîîòâåò�ñòâóåò ñòîëêíîâåíèþ âíóòðåííèõ ÷àñòèö ìåæäó ñî�áîé, à äîñòèæåíèå ãðàíåé â ñå÷åíèè, îáðàçóþùèõ êà�òåòû � ñòîëêíîâåíèþ ñîîòâåòñòâóþùåé âíóòðåííåé÷àñòèöû ñ îáîëî÷êîé. Âñå õàðàêòåðèñòèêè ýòîé îáëà�ñòè îïðåäåëÿþòñÿ ðàçìåðîì îáîëî÷êè L. Ïåðåéäåìòåïåðü ê êîîðäèíàòàìex1 = pm1x1; ex2 = pm2x2; ex3 = pMx3:

Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî â ýòèõ êîîðäèíàòàõ çàêîí îòðà�æåíèÿ òðàåêòîðèè ñèñòåìû îò ãðàíèö íîâîãî êîí�è�ãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà èìååò â òî÷íîñòè áèëëè�àðäíûé õàðàêòåð, óãîë ïàäåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæå�íèÿ. Ïðè÷èíà ýòîãî, êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, â ñîõðà�íåíèè âåëè÷èíû ñêîðîñòè âäîëü áèëëèàðäíîé òðàåê�òîðèè ïîñëå îòðàæåíèÿ åå îò ãðàíèöû áèëëèàðäà. Âðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óäîáíóþ è ý��åêòèâíóþ áèë�ëèàðäíóþ ìîäåëü îïèñàíèÿ êèíåìàòèêè ÷àñòèöû ñäâóìÿ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Òàêèì îáðà�çîì, îñòàåòñÿ îïèñàòü ïîâåäåíèå ëó÷åé â òðåõìåðíîìíåçàìêíóòîì áèëëèàðäå ñïåöèàëüíîãî âèäà.Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàññìîò�ðåòü ÷àñòèöó ñ 2-ìÿ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáî�äû â ñèñòåìå öåíòðà ìàññ. Òàê êàê ñêîðîñòü öåíòðàìàññ ñîõðàíÿåòñÿ, òî ýòî íàèáîëåå ïîäõîäÿùåå ñå÷å�íèå èñõîäíîãî îòêðûòîãî áèëëèàðäà. Òàêîå ñå÷åíèåîïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåìm1x1 +m2x2 +Mx3 = 0:È â íîâûõ êîîðäèíàòàõpm1~x1 +pm2~x2 +pM ~x3 = 0:Î÷åâèäíî, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ïëîñ�êîñòü ñ âåêòîðîì íîðìàëè n = (pm1, pm2, pM ),ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò. Óðàâíåíèÿïëîñêîñòåé, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò òðåóãîëüíóþïðèçìó è �îðìèðóþò áèëëèàðä, îïðåäåëÿþòñÿ êàêpm1~x2 +pm2~x1 = 0;�pM ~x1 +pm1~x3 �pMm1 L2 = 0;�pM ~x2 +pm2~x3 �pMm2 L2 = 0:Îòñþäà ëåãêî íàéòè íàïðàâëÿþùèå âåêòîðà ïåðåñå�÷åíèé ýòèõ ïëîñêîñòåé ñ ïëîñêîñòüþ, â êîòîðîé ïðî�èñõîäèò äâèæåíèå:a1 = ��pm1M;�pm2M;m1 +m2� ;a2 = ��pm1m2;�M �m1;pm2M � ;a3 = �M +m2;�pm1m2;pMm1 � :Òåïåðü ìîæíî âû÷èñëèòü òàíãåíñû óãëîâ ìåæäó ýòè�ìè âåêòîðàìè:15 ÆÝÒÔ, âûï. 1 225



Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Þ. Í. Ìàñëîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008tg([a1a2) =sm1(m1 +m2 +M)m2M ;tg([a3a2) =sM(m1 +m2 +M)m1m2 ;tg(a3a1) =sm2(m1 +m2 +M)m1M : (8)
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ êèíåìàòèêè ñëîæíîé÷àñòèöû ñ äâóìÿ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäûäîñòàòî÷íî èçó÷èòü òðàåêòîðèè â òðåóãîëüíîì áèë�ëèàðäå, óãëû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíè�åì ìàññ (8). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷åííûé òðå�óãîëüíûé áèëëèàðä ïðè ëþáîì ñîîòíîøåíèè ìàññ �îñòðîóãîëüíûé. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â òî÷íîñòèòàêîé òðåóãîëüíûé áèëëèàðä ïîÿâëÿåòñÿ ïðè èçó÷å�íèè 3-õ ÷àñòèö, äâèæóùèõñÿ â òðóá÷àòîì êîëüöå [9℄.Äëÿ îïèñàíèÿ êèíåìàòèêè ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñ�òèöû èñïîëüçóåì çàìå÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó�÷åííûå ïðè èçó÷åíèè òðåóãîëüíûõ áèëëèàðäîâ. Äëÿíèõ îñíîâíóþ ðîëü ïðåæäå âñåãî èãðàåò ñîîòíîøå�íèå óãëîâ òðåóãîëüíèêà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî áèë�ëèàðä â òðåóãîëüíèêå ñ ðàöèîíàëüíî ñîèçìåðèìû�ìè óãëàìè íå ýðãîäè÷åí [5℄. Â ïðèíöèïå äîêàçàíàè áîëåå îáùàÿ òåîðåìà. Äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ïîëèãî�íà è ëþáîãî íàïðàâëåíèÿ, áèëëèàðäíûé ïîòîê íåïå�ðåìåøèâàåìûé [10℄. Íà îñíîâàíèè ÷èñëåííûõ ýêñïå�ðèìåíòîâ óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî åñëè òîëüêî îäèí óãîëòðåóãîëüíèêà ðàöèîíàëüíî ñîèçìåðèì ñ �, òî áèëëè�àðä â íåì ýðãîäè÷åí è ñëàáî ïåðåìåøèâàþùèé [11℄.Â ðàáîòå [9℄ ÷èñëåííî ïîêàçàíî, ÷òî â òðåóãîëüíè�êå ñ òðåìÿ óãëàìè ðàöèîíàëüíî íåñîèçìåðèìûìè ñ� áèëëèàðä ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåøèâàþùèì. �àçóìååò�ñÿ ñèëüíûé õàîñ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàçáåãàíèåìòðàåêòîðèé â òàêèõ áèëëèàðäàõ íå âîçíèêàåò. Ïðè�÷èíà â ñòðîãî äîêàçàííîì ðàâåíñòâå íóëþ òîïîëî�ãè÷åñêîé ýíòðîïèè äëÿ òðåóãîëüíûõ è äàæå ïîëè�ãîíàëüíûõ áèëëèàðäîâ [10℄. Ìåõàíèçì õàîòèçàöèè âòàêèõ áèëëèàðäàõ áîëåå òîíêèé è ñâÿçàí ñ íàëè÷èåìðàçðûâîâ â äèíàìè÷åñêèõ çàêîíàõ ýâîëþöèè ëó÷åé.Êðîìå ýòîãî äîñòàòî÷íî ìíîãî èçâåñòíî î ïåðèîäè÷å�ñêèõ òðàåêòîðèÿõ â òðåóãîëüíûõ áèëëèàðäàõ. Â êíè�ãàõ [6; 8℄ äåòàëüíî îáñóæäàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèå òðà�åêòîðèè â òðåóãîëüíûõ áèëëèàðäàõ è ïðèâîäèòñÿ ÷à�ñòè÷íàÿ áè�óðêàöèîííàÿ äèàãðàììà ïåðèîäè÷åñêèõòðàåêòîðèé äëÿ íèõ. �àçóìååòñÿ, âñå ýòè ðåçóëüòàòûî÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñÿòñÿ íà êèíåìàòè÷åñêèåñâîéñòâà ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáî�äû. Îïèøåì, îñíîâûâàÿñü íà ýòèõ ðåçóëüòàòàõ, òèïûñâîáîäíûõ äâèæåíèé ÷àñòèöû ñ äâóìÿ âíóòðåííèìèñòåïåíÿìè ñâîáîäû.1. Èí�èíèòíîå äâèæåíèå, àíàëîãè÷íîå òî÷å÷íîé

7 5 3 5 70:2 0:4 0:6 m1=M

m2=M

00:20:40:60:8

0:8�èñ. 4. Â ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíûõ ìàññ ïîêà-çàíû îáëàñòè ðàçëè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ.Â îáëàñòè 3 ðåàëèçóåòñÿ ðåæèì ñ ïåðèîäîì 3. Â îá-ëàñòè 5 âîçìîæíû ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû 3 è 5. Âîáëàñòè 7 âîçìîæíû ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû 7, 5 è3. Àíàëîãè÷íî óñòðîåíû è áîëåå óçêèå çîíû ñ åùåáîëüøèìè ïåðèîäàìè 9; 11; : : :÷àñòèöå. Âûðîæäåííûé ñëó÷àé ïðè U = V1 = V2.Áèëëèàðäíàÿ òðàåêòîðèÿ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãðàíèöà�ìè áèëëèàðäà.2. Ïðè ðàöèîíàëüíî ñîèçìåðèìûõ óãëàõ (8) äâè�æåíèå íå ýðãîäè÷íî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ¾ñïåêòð¿ ñêî�ðîñòåé êîíå÷åí.3. Ïðè îäíîì íåñîèçìåðèìîì ñ � óãëîì (8) áîëü�øèíñòâî òðàåêòîðèé ýðãîäè÷íî.4. Ïðè íåñîèçìåðèìûõ ñ � óãëàìè (8) âîçíèêàåòïåðåìåøèâàíèå è ïîÿâëÿåòñÿ ñëàáûé õàîñ, êîòîðûéïðîÿâëÿåòñÿ â óáûâàíèè êîððåëÿöèîííîé �óíêöèèè çàáûâàíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé.5. Ïðè îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è ðàç�ëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìàññ âîçìîæíû ïåðèîäè÷å�ñêèå ðåæèìû ñ ïåðèîäàìè 3; 5; 7; 9; 11; : : : , êàê ñ ðå�ãóëÿðíûì äðåé�îì ñî ñêîðîñòüþ öåíòðà ìàññ, òàêè áåç äðåé�à. �åæèì ñ ïåðèîäîì 3 âîçìîæåí ïðèëþáûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìàññ. Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿïîêàçàíû íà ðèñ. 4 â ïðîñòðàíñòâå îòíîñèòåëüíûõìàññ âíóòðåííèõ ÷àñòèö ê ìàññå îáîëî÷êè è ñîîòâåò�ñòâóþò èçâåñòíîé áè�óðêàöèîííîé äèàãðàììå [6; 8℄.Âàæíî çàìåòèòü, ÷òî êèíåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâàñëîæíîé ÷àñòèöû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñóùå�ñòâåííî çàâèñÿò îò ñîîòíîøåíèÿ ìàññ, âõîäÿùèõ âíåå. Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïîÿâëÿåòñÿ íåîáû÷íàÿ226



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008 Ñòîëêíîâåíèå ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ áàðüåðîì÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ìàññàì. Ïðè ýòîì âíóòðåííèåñòåïåíè ñâîáîäû ìîãóò ïðèâîäèòü ê ðåãóëÿðíûì ïå�ðèîäè÷åñêèì ðåæèìàì, ê ýðãîäè÷åñêèì è õàîòè÷å�ñêèì ðåæèìàì. Âñå ýòè ðåæèìû êà÷åñòâåííî îòëè÷�íû îò äîïóñòèìûõ ðåæèìîâ ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ îä�íîé âíóòðåííåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Íàïðèìåð, ðåæè�ìû ñ ïåðèîäîì 2 íåâîçìîæíû äëÿ ÷àñòèöû ñ äâó�ìÿ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ñ ðîñòîì ÷èñëàâíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû êèíåìàòè÷åñêèå ñâîé�ñòâà ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû àíàëîãè÷íî, íî âîçíè�êàþùèå áèëëèàðäû ñòàíîâÿòñÿ ¾îòêðûòûìè ïðèçìà�ìè¿ â ïðîñòðàíñòâàõ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè è ìíîãèåâîïðîñû äëÿ íèõ îñòàþòñÿ íåâûÿñíåííûìè. Íàïðè�ìåð, àíàëèç ðåæèìîâ ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöûñ òðåìÿ âíóòðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â ñèñòåìåöåíòðà ìàññ ñâîäèòñÿ ê àíàëèçó áèëëèàðäíûõ òðà�åêòîðèé â òðåõìåðíîì áèëëèàðäå, ãðàíèöà êîòîðîãîîáû÷íàÿ ïèðàìèäà.4. ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅÑÒ�ÓÊÒÓ�ÍÎ-ÑËÎÆÍÎÉ ×ÀÑÒÈÖÛ ÑÁÀ�ÜÅ�ÎÌÏåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñ�òèöû ñ îäíîé âíóòðåííåé ñòåïåíüþ ñâîáîäû ñ òâåð�äîé ñòåíêîé èëè ñ áàðüåðîì. Âçàèìîäåéñòâèå îáî�ëî÷êè ñ áàðüåðîì ïðåäïîëàãàåòñÿ àáñîëþòíî óïðó�ãèì. Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò èçó÷åíèå çàêîíà îò�ðàæåíèÿ ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû. Ïîäõîä ñèñïîëüçîâàíèåì áèëëèàðäíîé èäåîëîãèè èñêëþ÷è�òåëüíî ý��åêòèâåí äëÿ ýòîé çàäà÷è. �àññìîòðèìñòðóêòóðíî-ñëîæíóþ ÷àñòèöó, ïàäàþùóþ íà ïëîñ�êóþ òâåðäóþ ñòåíêó. Íàëè÷èå ñòåíêè ìåíÿåò êîí��èãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî òàêîé ÷àñòèöû. Â ââå�äåííûõ ðàíåå áèëëèàðäíûõ êîîðäèíàòàõ êîí�èãóðà�öèîííîå ïðîñòðàíñòâî áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íà�êëîííóþ ïîëîñó ���� ~x1pm � ~x2pM ���� � L2 ;îãðàíè÷åííóþ ñíèçó ïðÿìîé~x2 = L2pM:Ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå ñâÿçàíî ñ ïîëîæåíèåì ñòåí�êè â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äîñòóïíîå ïîëîæåíèå îáî�ëî÷êè ~x2 � L2pM:Óãîë íàêëîíà ïîëîñû � îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíè�åì ìàññ îáîëî÷êè è âíóòðåííåé ÷àñòèöû tg� == pM=pm. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì äëÿ óäîáñòâàðàññòîÿíèå ìåæäó ñòåíêîé è âíóòðåííåé ÷àñòèöåé â
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0 x�èñ. 5. Ïîêàçàí ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ðàññòîÿíèÿl1. Ýòî ðàññòîÿíèå äî áàðüåðà îò âíóòðåííåé ÷àñ-òèöû â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ îáîëî÷êè ñ áàðüåðîì.Ïîëîæåíèå áàðüåðà îòìå÷åíî øòðèõîâêîé. Íàïðàâ-ëåíèå äâèæåíèÿ äî ñòîëêíîâåíèÿ êîìïîçèòíîé ÷àñ-òèöû ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ êîîðäèíàòíîéîñèìîìåíò ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ îáîëî÷êè ñî ñòåíêîél1 (ñì. ðèñ. 5). Â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ~l1 = l1pm.Âèä êîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà è îáîçíà÷å�íèÿ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 6. Ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî áèë�ëèàðäíàÿ òðàåêòîðèÿ îòðàæàåòñÿ îò ñòåíîê ý��åê�òèâíîãî áèëëèàðäà ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó � óãîë ïà�äåíèÿ ðàâåí óãëó îòðàæåíèÿ.Î÷åâèäíî, ÷òî ñòîëêíîâåíèÿì îáîëî÷êè ñ áàðüå�ðîì â êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ñîîòâåòñòâó�þò îòðàæåíèÿ áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèè îò ãðàíèöû~x2 = L2pM:Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåð ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèöû ñáàðüåðîì îïðåäåëÿåòñÿ áèëëèàðäíûìè òðàåêòîðèÿ�ìè â ¾óãëîâîì¿ áèëëèàðäå (ñì. ðèñ. 6). Òðàåêòî�ðèè â áèëëèàðäå â �îðìå óãëà áûëè äåòàëüíî èçó�÷åíû Ñèíàåì [12℄ äàæå â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå. Âðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå, êîí�èãóðàöèÿ áèë�ëèàðäà íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíàÿ (ñì. ðèñ. 6, 7). Îä�íàêî âûâîä î âûõîäå òðàåêòîðèè èç óãëà çà êîíå÷íîå÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ñîõðàíÿåòñÿ. Îáùèé êà÷åñòâåí�íûé âûâîä èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé òàêîâ � êîìïîçèò�íàÿ ÷àñòèöà îòðàçèòñÿ îò ñòåíêè òîëüêî ïîñëå íåêî�òîðîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé ñ íåé. ßñíî,÷òî ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ÷àñòèöû ñ áàðüåðîì ÿâëÿ�åòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé âçàè�ìîäåéñòâèÿ. Ïîýòîìó âû÷èñëèì åãî, èñïîëüçóÿ ìå�òîä âûïðÿìëåíèÿ áèëëèàðäíûõ òðàåêòîðèé, ïðåä�ëîæåííûé Øâàðöåì (ñì., íàïðèìåð, [6; 8℄). Ïîñòðî�227 15*
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β1�èñ. 6. Îáëàñòü âíóòðè ïîëîñû, îãðàíè÷åííîé æèð-íûìè ëèíèÿìè, ÿâëÿåòñÿ êîí�èãóðàöèîííûì ïðî-ñòðàíñòâîì ñòàëêèâàþùåéñÿ ñ áàðüåðîì êîìïîçèò-íîé ÷àñòèöû. Ïîêàçàí ïðèìåð òðàåêòîðèè, ñîîòâåò-ñòâóþùåé äâóì ñòîëêíîâåíèÿì îáîëî÷êè ñ áàðüå-ðîì äî åå îòðàæåíèÿ; ~l1 îáîçíà÷åíî ðàññòîÿíèå îòâåðøèíû óãëà äî òî÷êè ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ îáî-ëî÷êè ñ áàðüåðîìåíèå ðàçâåðòêè áèëëèàðäà äëÿ ñïðÿìëåíèÿ òðàåê�òîðèè ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ áàðüåðîì ïðèâåäåíîíà ðèñ. 7. Èç íåãî ÿñíî, ÷òî ìàêñèìàëüíî âîçìîæ�íîå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé îáîëî÷êè ñ áàðüåðîì Nmaxïðè � = 2k� (ãäå k � öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ�ëî) ñîâïàäàåò ñ Nmax = [�=2�℄ è â îñòàëüíûõ ñëó�÷àÿõ ñ Nmax = 1 + [�=2�℄. Òàêèì îáðàçîì, ìàêñè�ìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé âîçðàñòàåòñ óìåíüøåíèåì � èëè îòíîøåíèÿ ìàññ M=m. �à�çóìååòñÿ, ðåàëüíîå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ñ áàðüåðîì(1 � N � Nmax) çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ êîìïîçèò�íîé ÷àñòèöû è åå ñîñòîÿíèÿ äî ñòîëêíîâåíèÿ ñ áà�ðüåðîì.Îïðåäåëèì ýòó çàâèñèìîñòü, âûáèðàÿ â êà÷å�ñòâå óäîáíûõ íà÷àëüíûõ õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèò�íîé ÷àñòèöû ðàññòîÿíèå ~l1 â ìîìåíò ïåðâîãî ñòîëê�íîâåíèÿ ñ áàðüåðîì è óãîë ïàäåíèÿ (ñì. ðèñ. 7) áèë�ëèàðäíîé òðàåêòîðèè �1, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñî�îòíîøåíèåì tg �1 = U1pM=V1pm:Çäåñü U1 è V1 � ñêîðîñòè îáîëî÷êè è âíóòðåííåé÷àñòèöû íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ñòîëêíîâåíèåì ñ áà�ðüåðîì. Ïðè �èêñèðîâàííîì ~l1 ÷èñëî ñòîëêíîâåíèéñ áàðüåðîì çàâèñèò îò óãëà �1. Ïðè óãëàõ ïàäåíèÿ,�C(N�1) � �1 � �CN , êîìïîçèòíàÿ ÷àñòèöà áóäåòèñïûòûâàòü ðîâíî N ñòîëêíîâåíèé ñ áàðüåðîì (ñì.ðèñ. 7). Êðèòè÷åñêèå óãëû �CN îïðåäåëÿþòñÿ ãåî�ìåòðè÷åñêè ñîîòíîøåíèÿìè

~L ~l1 �1�C1 �C(N�1)2�
�èñ. 7. Èëëþñòðèðóåò ñïîñîá ñïðÿìëåíèÿ òðàåêòî-ðèè çà ñ÷åò óêëàäêè ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóþùèì¾áèëëèàðäîì¿. Òî÷êè ñèìâîëèçèðóþò âñå ïðîïó-ùåííûå ñåãìåíòû áèëëèàðäà. Ïîêàçàíà áèëëèàðä-íàÿ òðàåêòîðèÿ (ïðÿìàÿ 
 íàïðàâëåíèåì). Ïåðåñå÷å-íèå æèðíûõ îòðåçêîâ ñîîòâåòñòâóåò ñòîëêíîâåíèþñ áàðüåðîì. �àäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí ~L = pmL.Îáîçíà÷åíèå ~l1 ñîîòâåòñòâóåò ðàññòîÿíèþ îò îáùåéâåðøèíû óãëîâ � äî ïåðâîãî ïåðåñå÷åíèÿ áèëëèàðä-íîé òðàåêòîðèåé, ïàäàþùåé ïîä óãëîì �1. Ïîêàçàíûòàêæå äâà êðèòè÷åñêèõ óãëà �C1 è �C(N�1)

0 0:5 1:0 1:5 2:0 2:5123
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�1�èñ. 8. Çàâèñèìîñòü ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé îò óãëà�1 ïðè ïàðàìåòðàõ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû � = 0:2,L = 1 è l1 = 0:7
228



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008 Ñòîëêíîâåíèå ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ áàðüåðîìtg �CN = l1 sin(2N�)L� l1 
os(2N�) ;ãäå N = 1; 2; : : : ; Nmax. Áóäåì ñ÷èòàòü ïî îïðåäåëå�íèþ �C(0) = �, ÷òî ðàñïðîñòðàíÿåò êðèòåðèé ÷èñ�ëà ñòîëêíîâåíèé �C(N�1) � �1 � �CN è íà îäíîñòîëêíîâåíèå (N = 1). Ñïåêòð êðèòè÷åñêèõ óãëîâçàâèñèò îò íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé l1 è õàðàêòåðèñòèêêîìïîçèòíîé ÷àñòèöû L, �. Åñòåñòâåííî, èñïîëüçóÿïðîñòûå ãåîìåòðè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ, ìîæíî óñòà�íîâèòü è ÿâíóþ çàâèñèìîñòü ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé ñáàðüåðîì îò îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòîëêíîâåíèÿ.Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé ñ ðàäèàëü�íûìè ëèíèÿìè, óãëû ìåæäó êîòîðûìè 2�, ñ ïðÿ�ìîé ëèíèåé, óãëîì ïàäåíèÿ êîòîðîé íà ïåðâóþ ðà�äèàëüíóþ ëèíèþ �1, ñ ðàññòîÿíèåì îò öåíòðà l1 (ñì.ðèñ. 7). Óñëîâèå, îïðåäåëÿþùåå ÷èñëî ïåðåñå÷åíèé,à ñëåäîâàòåëüíî, è ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ñ áàðüåðîì,ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàññòîÿíèå ïîñëåäíåãî ïåðåñå÷å�íèÿ îò öåíòðà ðàäèàëüíûõ ëèíèé íå ïðåâûøàåò ~L.Èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñèíóñîâ, ëåãêî äîêàçàòü, ÷òîN = 1 + 2664� � �1 � ar
sin� l1L sin�1�2� 3775 : (9)Çäåñü [: : : ℄ � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà. Âàæíûì ñëåä�ñòâèåì (9) ÿâëÿåòñÿ ðàçðûâíîñòü çàâèñèìîñòè ÷èñëàñòîëêíîâåíèé N îò íà÷àëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ñòîëê�íîâåíèÿ è ïàðàìåòðîâ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû (ñì.ðèñ. 8). Òàêàÿ çàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåò ÷óâñòâèòåëü�íîñòü õàðàêòåðèñòèê ðàññåÿíèÿ êîìïîçèòíîé ÷àñòè�öû íà áàðüåðå ê íåîïðåäåëåííîñòè ñîñòîÿíèÿ äîñòîëêíîâåíèÿ.Çàâèñèìîñòü ~l1 è �1 îò ïåðâè÷íûõ íà÷àëüíûõóñëîâèé êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû (x0; V0; U0) òàêæå ëåã�êî óñòàíîâèòü (ñì. Ïðèëîæåíèå B).

�àññìîòðèì òåïåðü, êàê ìåíÿþòñÿ ñêîðîñòè êîì�ïîçèòíîé ÷àñòèöû â ðåçóëüòàòå îòðàæåíèÿ îò áàðüå�ðà. Äëÿ ýòîãî óäîáíî èñïîëüçîâàòü àëãåáðàè÷åñêèéïîäõîä. Ìàòðèöà ñòîëêíîâåíèé âíóòðåííåé ÷àñòèöûñ îáîëî÷êîé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (5). Èñïîëü�çóåì äëÿ íåå îáîçíà÷åíèå Vn+1Un+1 ! = bS
 VnUn ! == 0BB� m�Mm+M 2Mm+M2mm+M M �mm+M 1CCA VnUn ! :Ìàòðèöà, îïðåäåëÿþùàÿ èçìåíåíèå ñêîðîñòåé êîì�ïîçèòíîé ÷àñòèöû ïðè ñòîëêíîâåíèè îáîëî÷êè ñ áà�ðüåðîì, èìååò ïðîñòîé âèä: Vn+1Un+1 ! = bSb VnUn ! =  1 00 �1 ! VnUn ! ;êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ èçìåíåíèåì ñêîðîñòè îáîëî÷�êè íà ïðîòèâîïîëîæíóþ ïðè ñòîëêíîâåíèè ñ áàðüå�ðîì. Òàê êàê ñòîëêíîâåíèå îáîëî÷êè ñ áàðüåðîìñòðîãî ÷åðåäóåòñÿ ñòîëêíîâåíèÿìè îáîëî÷êè ñ âíó�òðåííåé ÷àñòèöåé, ìîæíî ëåãêî ïîëó÷èòü è ìàòðèöóðàññåÿíèÿ äëÿ N êðàòíûõ ñòîëêíîâåíèé:bSint(N) = bSb � (bS
 � bSb)(N�1):Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé ñ áàðüåðîì, âû�÷èñëåííîå âûøå, è îïðåäåëÿåò èçìåíåíèå ñêîðîñòåéêîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ áàðüå�ðîì. Âû÷èñëåíèå ýòîé ìàòðèöû äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿçàäà÷à. Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëåãêî çà�ïèñàòü åå îêîí÷àòåëüíûé âèä:
bSint(N) = 0BB� 
os(2(N � 1)�) �pmMm sin(2(N � 1)�)� mpmM sin(2(N � 1)�) � 
os(2(N � 1)�) 1CCA : (10)Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàòðèöû ðàññåÿíèÿdet(bSint(N)) = �1; sp(bSint(N)) = 0:Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòè êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû â ðå�çóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ ñ áàðüåðîì ìåíÿþòñÿ ñîãëàñ�íî ñîîòíîøåíèÿì

VN = 
os(2�(N � 1))V1 ��rMm sin(2�(N � 1))U1;UN = �rmM sin(2�(N � 1))V1 �� 
os(2�(N � 1))U1: (11)
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Â. Â. ßíîâñêèé, À. Â. Òóð, Þ. Í. Ìàñëîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îñíîâíîé ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþ�ùèé èçìåíåíèå ñêîðîñòåé, ýòî ÷èñëîN = N(V1; U1)ñòîëêíîâåíèé ñ áàðüåðîì (9). Îáðàòèì âíèìàíèå,÷òî îòîáðàæåíèå(V1; U1)! (VN ; UN)� íåëèíåéíîå è äàæå ðàçðûâíîå èìåííî èç-çà çà�âèñèìîñòè N = N(V1; U1). Ôàêòè÷åñêè ýòèì �îð�ìàëüíî è èñ÷åðïûâàåòñÿ îïèñàíèå èçìåíåíèÿ ñêî�ðîñòåé êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ïðè N -êðàòíîì ñòîëê�íîâåíèè ñ áàðüåðîì. Îäíàêî ñ �èçè÷åñêîé òî÷êèçðåíèÿ, âàæíî îáñóäèòü èçìåíåíèå ñêîðîñòè öåíòðàìàññ è ðàçíîñòè ñêîðîñòåé âíóòðåííåé ÷àñòèöû èîáîëî÷êè â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ. Äåëî â òîì,÷òî ðàçíîñòü ñêîðîñòåé âíóòðåííåé ÷àñòèöû è îáî�ëî÷êè ìîæíî ñâÿçàòü ñ óñëîâíîé òåìïåðàòóðîé êîì�ïîçèòíîé ÷àñòèöû, à ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ � ñî ñêî�ðîñòüþ åå ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Ïðè ýòîì âîç�íèêàåò âîçìîæíîñòü íàãðåâà èëè îõëàæäåíèÿ êîì�ïîçèòíîé ÷àñòèöû ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ áàðüåðîì.Êðîìå òîãî, ïðè÷èíà òàêîãî âûáîðà ñâÿçàíà ñ �è�çè÷åñêè ÿñíûìè ñîîáðàæåíèÿìè. Ïðîöåññ ñâîáîäíî�ãî äâèæåíèÿ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ìîæíî ïðåäñòà�âèòü êàê åå äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ öåí�òðà ìàññ è êîëåáàíèÿìè îáîëî÷êè. Ïðè ñòîëêíîâå�íèè îáîëî÷êè ñ âíóòðåííåé ÷àñòèöåé ñêîðîñòü öåí�òðà ìàññ íå ìåíÿåòñÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñîõðàíÿ�åòñÿ ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè. Òàêèì îáðàçîì, îò�ðàæåíèå îò áàðüåðà ìîæåò ïðîèçîéòè òîëüêî ïîñëåñìåíû ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ íà ïðîòèâîïîëîæíîå.Åñëè èìïóëüñ îáîëî÷êè ìàë, òî çà îäíî åå ñòîëêíî�âåíèå ñ áàðüåðîì ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ íå ñìîæåòèçìåíèòü ñâîå íàïðàâëåíèå è â ýòîì ñëó÷àå äîëæíûïðîèñõîäèòü ïîñëåäóþùèå ñòîëêíîâåíèÿ ñ áàðüåðîìäî òåõ ïîð, ïîêà íå èçìåíèòñÿ íàïðàâëåíèå ñêîðî�ñòè öåíòðà ìàññ. Èñõîäÿ èç ýòîé êà÷åñòâåííîé êàð�òèíû, ïðîâåäåì àíàëèç ðàññåÿíèÿ êîìïîçèòíîé ÷àñ�òèöû. Åñòåñòâåííî, èç ñîîòíîøåíèé (11) ëåãêî âîñ�ñòàíîâèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ñêîðîñòè öåíòðà ìàññV = (mV +MU)=(m+M)è îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè âíóòðåííåé ÷àñòèöûVT = U � V â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ ñ áàðüåðîì.Ïåðåõîä ê òàêèì ïåðåìåííûì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûìïðåîáðàçîâàíèåì êîîðäèíàò. Ïîýòîìó åãî ëåãêî îñó�ùåñòâèòü â ìàòðè÷íîì âèäå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìíóæíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñêîðîñòåé âèäà

V N = V 1 
os (2�N)� VT1 sin(2�)2 sin (2�N) ;VT (N) = �V 1 2sin(2�) sin(2�N)� VT1 
os(2�N): (12)Ïðè îòñóòñòâèè ñòîëêíîâåíèÿ ñ áàðüåðîì V è jVT jñîõðàíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì (ñì. ñîîòíîøåíèå (4)). Ýòîåùå îäíî îáñòîÿòåëüñòâî â ïîëüçó ââåäåíèÿ ýòèõ ïå�ðåìåííûõ.Íàéäåì åùå îäíó âàæíóþ õàðàêòåðèñòèêó âçà�èìîäåéñòâèÿ ñ áàðüåðîì � âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿñ íèì. Î÷åâèäíî, åñëè êîìïîçèòíàÿ ÷àñòèöà âçà�èìîäåéñòâóåò ñ áàðüåðîì ïîñðåäñòâîì îäíîêðàòíî�ãî ñòîëêíîâåíèÿ, òî âçàèìîäåéñòâèå ìãíîâåííî. Êî�íå÷íîå âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âîçíèêàåò òîëüêî ïðèìíîãîêðàòíûõ ñòîëêíîâåíèÿõ ñ áàðüåðîì. Îïðåäå�ëèì åãî êàê âðåìÿ ìåæäó ïåðâûì è ïîñëåäíèì ñòîëê�íîâåíèÿìè îáîëî÷êè ñî ñòåíêîé. Ïîñêîëüêó ïðè ïå�ðåõîäå ê íîâûì êîîðäèíàòàì íå âûïîëíÿëîñü ïðåîá�ðàçîâàíèå âðåìåíè, î÷åâèäíî, ÷òî èíòåðâàë âðåìåíèìåæäó äâóìÿ ëþáûìè ñîñòîÿíèÿìè �t = ~S=j~vj, ãäå~S � äëèíà ñïðÿìëåííîé áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèèìåæäó ýòèìè ñîñòîÿíèÿìè, à j~vj � ìîäóëü ñêîðîñòèâ áèëëèàðäíûõ êîîðäèíàòàõ âäîëü áèëëèàðäíîé òðà�åêòîðèè, êîòîðûé íå ìåíÿåòñÿ, òàê êàê j~vj = p2E(E � ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñëîæíîé ÷àñòèöû).Ïóñòü êîìïîçèòíàÿ ÷àñòèöà èñïûòàëà N ñòîëê�íîâåíèé ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ áàðüåðîì. Âû÷èñëèìäëèíó áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèè ìåæäó ïåðâûì è ïî�ñëåäíèì ñòîëêíîâåíèÿìè îáîëî÷êè ñ áàðüåðîì (ñì.ðèñ. 7), èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñèíóñîâ:S = el1 sin(2�(N � 1))sin(� � �1 � 2�(N � 1)) �� el1 sin(2�(N � 1))sin(�1 + 2�(N � 1)) :Åñòåñòâåííî ýòîò ïóòü çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ õàðàê�òåðèñòèê âçàèìîäåéñòâèÿ ñ áàðüåðîì �1 è el1 è ïàðà�ìåòðîâ ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû �. Òîãäà âðå�ìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ðàâíî�tint = Sj~vj = ~l1 sin(2�(N � 1))sin(�1+2�(N�1))pmV 2+MU2 ;ãäå N çàâèñèò îò õàðàêòåðèñòèê êîìïîçèòíîé ÷àñ�òèöû è óñëîâèé âçàèìîäåéñòâèÿ ñîãëàñíî óðàâíå�íèþ (9). Âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âîçðàñòàåò ñ óìåíü�øåíèåì ïîëíîé ýíåðãèè ÷àñòèöû è çàâèñèò îò ïàðà�ìåòðîâ ñòîëêíîâåíèÿ ðàçðûâíûì îáðàçîì.Îáñóäèì òåïåðü, êàêèå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòåé ïðî�èñõîäÿò â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ áàðüåðîì.Êàê îòìå÷àëîñü ðàíåå, âàæíûìè íàáëþäàåìûìè ÿâ�ëÿþòñÿ ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû230



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008 Ñòîëêíîâåíèå ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ áàðüåðîì

�èñ. 9. Áèëëèàðäíûå òðàåêòîðèè, äëÿ êîòîðûõ ðå-àëèçóåòñÿ ðåæèì ïîëíîãî îõëàæäåíèÿ êîìïîçèòíîé÷àñòèöû ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ áàðüåðîì ñ ÷åòûðåõ-êðàòíûì ñòîëêíîâåíèåì ñ íèì îáîëî÷êèè îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü âíóòðåííåé ÷àñòèöû è îáî�ëî÷êè. Ïåðâóþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîñòóïà�òåëüíóþ ñêîðîñòü ÷àñòèöû, âòîðóþ êàê õàðàêòåðè�ñòèêó âíóòðåííåé ñòåïåíè ñâîáîäû. Èìåííî ýòà ñêî�ðîñòü õàðàêòåðèçóåò âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ÷àñòèöû.Â ýòîì ñìûñëå ìîæíî ãîâîðèòü, ÷òî îíà õàðàêòåðè�çóåò ¾òåìïåðàòóðó¿ ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû.Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ãîâîðèòü î ðåæèìàõ îõëàæäå�íèÿ èëè íàãðåâà ÷àñòèöû, ïîíèìàÿ ïîä ýòèì ñîîòâåò�ñòâåííî óìåíüøåíèå èëè óâåëè÷åíèå VT â ðåçóëüòàòåâçàèìîäåéñòâèÿ ñ áàðüåðîì. �àçóìååòñÿ ïðè ýòîì áó�äåò ìåíÿòüñÿ è ñêîðîñòü ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿV . Íà÷íåì ñ ðåæèìîâ ïîëíîãî îõëàæäåíèÿ ñòðóê�òóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû. Ïðè òàêîì ðåæèìå ñòîëê�íîâåíèÿ ñêîðîñòü VT îáðàùàåòñÿ â íóëü. Èäåîëîãèÿáèëëèàðäîâ ïîçâîëÿåò ëåãêî îáíàðóæèòü ñóùåñòâî�âàíèå è êðèòåðèè òàêèõ ðåæèìîâ. Ïðèìåð áèëëè�àðäíûõ òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ èì, ïðèâåäåííà ðèñ. 9. Íåîáõîäèìûå êðèòåðèè âîçìîæíîñòè ïîë�íîãî îõëàæäåíèÿ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ïðè âçàèìî�äåéñòâèè ñ áàðüåðîì ïîñðåäñòâîì N ñòîëêíîâåíèé ñíèì îáîëî÷êè ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì óñëîâèÿì äëÿñîîòíîøåíèÿ ìàññ îáîëî÷êè è âíóòðåííåé ÷àñòèöû(ñì. Ïðèëîæåíèå A): sin�sin(2�N + �) > 1;sin�sin(2�(N � 1) + �) � 1:Çäåñü � îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì tg� =pM=m.Íàïðèìåð, äëÿ ïîëíîãî îõëàæäåíèÿ ïðè îäíîêðàò�íûõ ñòîëêíîâåíèÿõ (N = 1) ýòè íåîáõîäèìûå óñëî�âèÿ äàþò îãðàíè÷åíèå íà ìàññûpM=m > 1:

ÄëÿN = 2 ñîîòíîøåíèå ìàññ äîëæíî óäîâëåòâîðÿòüíåðàâåíñòâó p33 <rMm < 1:Äëÿ N = 3 íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ òàêîâû:p2�p2p2 +p2 <rMm < p33 :Ïðè ýòîì óãîë ïàäåíèÿ áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèè íàðåáðî, ñîîòâåòñòâóþùåå áàðüåðó, ñòðîãî �èêñèðî�âàí: �1 = � � 2�(N � 1)� �:Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé âñå ÷àñòèöû ñ íà÷àëü�íûì ïàðàìåòðîì el1, ëåæàùèì â èíòåðâàëåeLsin(2�N + �)sin(2�N � �) < el1 < eL sin�sin(2�(N � 1) + �) ;áóäóò èñïûòûâàòü ïîëíîå îõëàæäåíèå ïðè âçàèìî�äåéñòâèè ñ áàðüåðîì ñ N -êðàòíûì ñòîëêíîâåíèåì ñíèì îáîëî÷êè. �àçóìååòñÿ ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî Nîïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (9) è òàêæå çàâèñèò êàêîò ïàðàìåòðîâ ÷àñòèöû, òàê è îò íà÷àëüíûõ óñëî�âèé.Òàêèì îáðàçîì, ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ áàðüåðîììîæåò íàáëþäàòüñÿ ðåæèì ïîëíîãî îõëàæäåíèÿ ÷àñ�òèöû, ïðè ýòîì ïîñòóïàòåëüíàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöûóâåëè÷èâàåòñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (12):V N = V 1 1
os(2�N) :Äðóãèìè ñëîâàìè, ÷àñòèöà óñêîðÿåòñÿ ïîñëå âçàèìî�äåéñòâèÿ ñ áàðüåðîì. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî âîîá�ùå îòðàæåíèå ÷àñòèöû îò áàðüåðà ÿâëÿåòñÿ íåóïðó�ãèì, íåñìîòðÿ íà ó÷àñòèå âî âçàèìîäåéñòâèè òîëü�êî àáñîëþòíî óïðóãîãî îòðàæåíèÿ ïðè ñòîëêíîâå�íèè ëþáûõ ýëåìåíòîâ ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöûñ áàðüåðîì. Êðîìå òîãî, äëÿ òàêîãî ðåæèìà îòðàæå�íèÿ êîý��èöèåíò âîññòàíîâëåíèÿ e > 1, ÷òî ñîîò�âåòñòâóåò íåîáû÷íîìó ý��åêòó îòðàæåíèÿ ÷àñòèöñ ìàëûì ÷èñëîì âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. �à�çóìååòñÿ ñëó÷àé 
os(2�N) = 0 íå ñîîòâåòñòâóåò ðå�æèìó ïîëíîãî îõëàæäåíèÿ.Ïåðåéäåì òåïåðü ê îáñóæäåíèþ â êàêîì-òî ñìûñ�ëå îáðàòíûõ ðåæèìîâ íàãðåâà êîìïîçèòíîé ÷àñòè�öû. Ëåãêî ñòðîãî äîêàçàòü, ÷òî ðåæèì ïîëíîãî íà�ãðåâà (ïðè êîòîðîì V N = 0) íåâîçìîæåí. Îäíàêî,ïðåäïîëàãàÿ V N � V 1, ëåãêî ïîëó÷èòü âîçìîæíîñòüíàãðåâà VTN � �VT1 1
os(2�N)231
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�èñ. 10. �åæèì àáñîëþòíî óïðóãîãî îòðàæåíèÿ¾õîëîäíîé¿ ÷àñòèöû. Ïîêàçàíà ðàçâåðòêà ñîîòâåò-ñòâóþùåãî áèëëèàðäà è áèëëèàðäíàÿ òðàåêòîðèÿ.Óãîë � âûáðàí ðàâíûì �=10. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òîîáîëî÷êà ïðè âçàèìîäåéñòâèè èñïûòûâàåò N = 5ñòîëêíîâåíèé ñ áàðüåðîì è 4 ñòîëêíîâåíèÿ ñ âíó-òðåííåé ÷àñòèöåéâ ðåçóëüòàòå N -êðàòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ñ áàðüå�ðîì.Îáðàòèì âíèìàíèå åùå íà îäèí êà÷åñòâåííûé ý���åêò, âîçíèêàþùèé ïðè îòðàæåíèè ¾õîëîäíîé¿ ÷àñ�òèöû (V1 = U1) îò áàðüåðà. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ2�n = � ñ öåëûì n > 2 âîçìîæåí ðåæèì îòðàæå�íèÿ, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 10, ñîîòâåòñòâóþùèé óïðó�ãîìó îòðàæåíèþ V N = �V 1. Êîý��èöèåíò âîññòà�íîâëåíèÿ e = 1. Ïðè ýòîì ïîñëå N -êðàòíîãî âçàèìî�äåéñòâèÿ ñ áàðüåðîì îòðàæåííàÿ ÷àñòèöà îñòàåòñÿ¾õîëîäíîé¿, VN = UN . �àçóìååòñÿ, â ïðîöåññå âçàè�ìîäåéñòâèÿ âíóòðåííÿÿ ÷àñòèöà èñïûòûâàåò òàêæåN � 1 ñòîëêíîâåíèé ñ îáîëî÷êîé. Â îïðåäåëåííîìñìûñëå ýòî äàæå áîëåå íåîæèäàííûé ý��åêò, ÷åìíàãðåâ èëè îõëàæäåíèå ÷àñòèöû.�àçóìååòñÿ, óðàâíåíèÿ (12) ïîçâîëÿþò ïîñëåîïðåäåëåíèÿ N ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (9) òî÷íî íà�õîäèòü çíà÷åíèÿ îáåèõ ñêîðîñòåé ïîñëå âçàèìîäåé�ñòâèÿ ñ áàðüåðîì ïðè ëþáûõ ïàðàìåòðàõ è íà÷àëü�íûõ çíà÷åíèÿõ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû. Îäíàêî ýòî íåîçíà÷àåò îòñóòñòâèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ê èçìåíåíèþíà÷àëüíûõ óñëîâèé.Ïðè óïðóãîì îòðàæåíèè îáû÷íîé ÷àñòèöû îò áà�ðüåðà íà÷àëüíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ñêîðîñòè ÷àñòè�öû ñîõðàíÿåòñÿ, à íåîïðåäåëåííîñòü êîîðäèíàò ðàñ�òåò ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè. Äðóãèìè ñëîâàìè,ðàññåÿíèå îáû÷íîé ÷àñòèöû íå õàîòè÷åñêîå. �àññå�ÿíèå êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû íà áàðüåðå óæå ìîæíîîòíåñòè ê õàîòè÷åñêîìó ðàññåÿíèþ. Áèëëèàðäíàÿèäåîëîãèÿ ïîçâîëÿåò ëåãêî ïîíÿòü îñíîâíîé ìåõà�íèçì ÷óâñòâèòåëüíîñòè õàðàêòåðèñòèê ðàññåÿíèÿ ê

íåîïðåäåëåííîñòè â íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ êîìïîçèò�íîé ÷àñòèöû. Íà ðèñ. 11 ïîêàçàí ãåîìåòðè÷åñêèé ìå�õàíèçì òàêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òîóâåëè÷åíèå íåîïðåäåëåííîñòåé ñâÿçàíî ñ íàïðàâëå�íèÿìè áèëëèàðäíûõ òðàåêòîðèé, ïîïàäàþùèõ íàóãëû ðàçâåðòêè áèëëèàðäà. Äëÿ ïó÷êîâ ñ ìàëûì ðàñ�õîæäåíèåì âäîëü ýòèõ íàïðàâëåíèé óãîë �1 ïàäåíèÿíà áàðüåð íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ íåîïðå�äåëåííîñòåé, íî çíà÷åíèå el1 ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî.Ïðè ýòîì íåîïðåäåëåííîñòü el1 ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà eL.Çíà÷åíèå �el � eL�1� sin(� � 2�)sin� �ëåãêî îöåíèòü è çàìåòèòü, ÷òî ýòà íåîïðåäåëåííîñòüïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé íåîïðåäåëåí�íîñòè ñêîðîñòåé è ïîëîæåíèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîáèëëèàðäíûå òðàåêòîðèè, âõîäÿùèå â óçêèé ïó÷îê,áóäóò èñïûòûâàòü ðàçíîå ÷èñëî ñòîëêíîâåíèé îáî�ëî÷êè ñ áàðüåðîì ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ íèì (ñì.ðèñ. 11). Ýòî, â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâîäèò ê êîíå÷íîéíåîïðåäåëåííîñòè â ñêîðîñòÿõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèöïîñëå ðàññåÿíèÿ. Â ýòîì ñìûñëå ðàññåÿíèå êîìïî�çèòíîé ÷àñòèöû íà áàðüåðå èìååò õàîòè÷åñêèé õà�ðàêòåð. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òî÷íîå çíàíèå ïîëî�æåíèÿ âíóòðåííåé ÷àñòèöû ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðå�íèÿ âîîáùå âûãëÿäèò ñîìíèòåëüíûì. Åãî åñòåñòâåí�íàÿ íåîïðåäåëåííîñòü ñðàâíèìà ñ ðàçìåðîì êîìïî�çèòíîé ÷àñòèöû L. Êðîìå òîãî, ïðè áîëüøîé óäàëåí�íîñòè ÷àñòèö îò áàðüåðà íåîïðåäåëåííîñòü äîïîëíè�òåëüíî âîçðàñòàåò ñî âðåìåíåì. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâîòîëüêî óñèëèâàåò õàîòè÷íîñòü ðàññåÿíèÿ èç-çà äîñòà�òî÷íî áîëüøîé øèðèíû ïó÷êà, ñðàâíèìîé ñ ïåðèî�äîì ðàçâåðòêè áèëëèàðäà, è âîçìîæíîñòè îäíîâðå�ìåííîãî âõîæäåíèÿ íåñêîëüêèõ ¾îïàñíûõ¿ íàïðàâ�ëåíèé â òàêîé øèðîêèé ïó÷îê.Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü îòðàæåíèå îòáàðüåðà ñòðóêòóðíî-ñëîæíîé ÷àñòèöû ñ äâóìÿ âíó�òðåííèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Áèëëèàðäíàÿ èäåîëî�ãèÿ îñòàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ïîëåçíîé êàê äëÿ ýòîãîñëó÷àÿ, òàê è äëÿ ñëó÷àÿ áîëüøåãî ÷èñëà âíóòðåí�íèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû. Îäíàêî ýòîò ñëó÷àé çíà÷è�òåëüíî áîëåå ðàçíîîáðàçíûé è òðåáóåò îòäåëüíîãîèçëîæåíèÿ. Êðîìå ýòîãî òàêàÿ èäåîëîãèÿ ïîëåçíàè ïðè èçó÷åíèè çàêîíîâ ñòîëêíîâåíèÿ, èëè ðàññå�ÿíèÿ òàêèõ ÷àñòèö. Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàññìîò�ðåííûå âûøå çàêîíîìåðíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ñ áà�ðüåðîì àâòîìàòè÷åñêè ïåðåíîñÿòñÿ íà ñòîëêíîâåíèåäâóõ îäèíàêîâûõ ñòðóêòóðíî-ñëîæíûõ ÷àñòèö ñ ñèì�ìåòðè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.232
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�èñ. 11. Ïîêàçàí ïó÷îê áèëëèàðäíûõ òðàåêòîðèé äî è ïîñëå ñòîëêíîâåíèÿ ñ áàðüåðîì. Ñëåâà ïàðàëëåëüíûé ïó÷îêñ íåîïðåäåëåííîñòüþ ïî ïîëîæåíèþ, íî ñ îäèíàêîâûìè íà÷àëüíûìè ñêîðîñòÿìè. Ñïðàâà íåîïðåäåëåííîñòü òîëüêîâ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòÿõ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû. Õîðîøî âèäíû ðàçðûâû çíà÷åíèé el1 ïðè ìàëûõ íåîïðåäåëåííîñòÿõ èèçìåíåíèå ÷èñëà ñòîëêíîâåíèé îáîëî÷êè ñ áàðüåðîì äëÿ ðàçíûõ áèëëèàðäíûõ òðàåêòîðèé ïó÷êà5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ çàêëþ÷åíèå îáñóäèì íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ èäîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè, íå ðàññìîòðåííûå âðàáîòå. Ïðåæäå âñåãî òàêóþ ìîäåëü ñëîæíîé ÷àñòè�öû ëåãêî îáîáùèòü íà äâóìåðíûé èëè òðåõìåðíûéñëó÷àé. Òîãäà îáîëî÷êà ïðèíèìàåò âèä ìàññèâíîéñ�åðû, âíóòðè êîòîðîé äâèæåòñÿ âíóòðåííÿÿ ÷àñòè�öà èëè ÷àñòèöû. Ïåðåõîä ê áèëëèàðäíîé èäåîëîãèèîñóùåñòâèì è â ýòîì ñëó÷àå. Îäíàêî îí ïðèâîäèòê îòêðûòûì áèëëèàðäàì â ïðîñòðàíñòâå áîëüøîéðàçìåðíîñòè. Åñòåñòâåííî, ýòî äåëàåò çàäà÷ó òåõíè�÷åñêè çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé, íî áèëëèàðäíàÿèäåîëîãèÿ ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ý���åêòèâíîé. Ê àíàëîãè÷íîìó óâåëè÷åíèþ ðàçìåðíî�ñòè ïðèâîäèò è óâåëè÷åíèå ÷èñëà âíóòðåííèõ ÷àñ�òèö. Ïðè ýòîì ìîæíî èññëåäîâàòü �îðìèðîâàíèåçàêîíà îòðàæåíèÿ, íàáëþäàåìîãî äëÿ ìàêðî÷àñòèöñ áîëüøèì ÷èñëîì âíóòðåííèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû èóñòàíîâèòü âíóòðåííèé äèíàìè÷åñêèé ìåõàíèçì åãîïîÿâëåíèÿ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ðàññåÿíèå íàáàðüåðå ýòî òîëüêî îäíî èç ïðîñòûõ ïðîÿâëåíèé äè�íàìèêè òàêèõ ÷àñòèö. Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî

ðàññìîòðåòü çàêîíîìåðíîñòè ñòîëêíîâåíèÿ äâóõ ðàç�íûõ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö. Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ èèçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ òàêèõ ÷àñòèö âî âíåøíèõ ïîëÿõ.Ïðè ýòîì âîçíèêàåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ êîìïîçèò�íûõ ÷àñòèö, ó êîòîðûõ âíåøíåå ïîëå âëèÿåò íà îäíóèç ñîñòàâëÿþùèõ èëè íà îáå, íàïðèìåð íà îáîëî÷�êó èëè âíóòðåííþþ ÷àñòèöó. Òàêèå ÷àñòèöû áóäóòïðîÿâëÿòü, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçíîå äèíàìè÷åñêîå ïî�âåäåíèå. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèèóæå ïîëó÷åíû, íî íå âîøëè â äàííóþ ðàáîòó. Áèë�ëèàðäíûé ïîäõîä îñòàåòñÿ ý��åêòèâíûì äëÿ âñåõýòèõ ïðîöåññîâ.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÏîëó÷èì êðèòåðèè ïîëíîãî îõëàæäåíèÿ êîìïî�çèòíîé ÷àñòèöû ïðè âçàèìîäåéñòâèè ñ áàðüåðîì ïðèN -êðàòíîì ñòîëêíîâåíèè. Íà÷íåì ñ ïðîñòîãî ñëó�÷àÿ ïîëíîãî îõëàæäåíèÿ ïðè îäíîêðàòíîì ñòîëêíî�âåíèè ñ áàðüåðîì. �åîìåòðè÷åñêîå ïîñòðîåíèå äëÿýòîãî ñëó÷àÿ ïðèâåäåíî íà ðèñ. 12. Èç ðèñóíêà ÿñíî,÷òî îõëàæäåíèå ïðè îäíîêðàòíîì ñòîëêíîâåíèè âîç�233
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�1� ~L~Lx
x~L ~L~lminN ~lmaxN~L~lmin1� �

2�
2�(N � 1)�èñ. 12. Ïîêàçàíà ãåîìåòðèÿ ïîëíîãî îõëàæäåíèÿïðè îäíîêðàòíîì ñòîëêíîâåíèè ñ áàðüåðîì (ñëåâà)è ïðè N -êðàòíîì ñòîëêíîâåíèè (ñïðàâà)ìîæíî òîëüêî ïðè âûïîëíåíèè íåîáõîäèìîãî óñëî�âèÿ x > eL � pmL. Åñòåñòâåííî, óãîë ïàäåíèÿ�1 = � � � òàêèõ áèëëèàðäíûõ òðàåêòîðèé òî÷íîçàäàí óñëîâèåì ïîëíîãî îõëàæäåíèÿ. Âåëè÷èíó îò�ðåçêà x ëåãêî íàéòè èç òåîðåìû ñèíóñîâx = eL sin�sin 3�:Òîãäà íåîáõîäèìîå óñëîâèå x > eL ïðèíèìàåò âèä4 
os2 �� 1 > 1è âûïîëíÿåòñÿ ïðè � > �=4:Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëíîå îõëàæäåíèå ïðè îäíîêðàò�íîì ñòîëêíîâåíèè ñ áàðüåðîì ìîæåò íàáëþäàòüñÿòîëüêî äëÿ êîìïîçèòíûõ ÷àñòèö ñ M=m > 1. Ïðèýòîì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå el1, õàðàêòåðèçóþùåå ñòîëê�íîâåíèå, äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâóelmin1 < el1 < eL:Âåëè÷èíó elmin1 òàêæå ëåãêî íàéòè:elmin1 = eL sin 3�sin� :Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòà�òî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîãî îõëàæäåíèÿ êîìïîçèòíîé÷àñòèöû ïðè îäíîêðàòíîì ñòîëêíîâåíèè ñ áàðüå�ðîì. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïîëíîìó îõëàæäåíèþ ïðèN -êðàòíîì ñòîëêíîâåíèè. Åñòåñòâåííî N � Nmax(Nmax � ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ñòîëêíîâå�íèé ñ áàðüåðîì). Èç ðèñ. 12 ÿñíà ìîäè�èêàöèÿ ïðå�äûäóùèõ ñîîòíîøåíèé. Òàê,�1 = � � 2�(N � 1)� �

� óãîë ïàäåíèÿ áèëëèàðäíîé òðàåêòîðèè ïðè ïîë�íîì îõëàæäåíèè ïîñëå N ñòîëêíîâåíèé ñ áàðüåðîì.Íåîáõîäèìîå óñëîâèå x > eL ñîõðàíÿåòñÿ, íî îíîîïðåäåëÿåò elmaxN < eL. Çíà÷åíèå x òåïåðü äðóãîå,íî íàõîäèòñÿ àíàëîãè÷íî:x = eL sin�sin(2�N + �) :Íåîáõîäèìîå óñëîâèå, êàê è ðàíåå, ñâîäèòñÿ ê îãðà�íè÷åíèþ íà ìàññû âíóòðåííåé ÷àñòèöû è îáîëî÷êèâèäà sin�sin(2�N + �) > 1:Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ýòèì óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿ�åò íåñêîëüêî îáëàñòåé (ïðèìåðíî N=2) óãëîâ �, îò�äåëåííûõ äðóã îò äðóãà. Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñâî�äÿòñÿ ê elminN < el1 < elmaxN :Çíà÷åíèå elmaxN ëåãêî íàéòè:elmaxN = eL sin�sin(2�(N � 1) + �) � eL:Ïðè N = 1 åãî çíà÷åíèå elmaxN = eL. Ïðè ýòîì âîçíè�êàåò äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà óãëû � âèäàsin�sin(2�(N � 1) + �) � 1:Âû÷èñëåíèå elminN òàêæå î÷åâèäíî:elminN = eLsin(2�N + �)sin(2�N � �) ;ïðè N = 1 åãî çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñ ðàíåå ïîëó÷åí�íûì äëÿ îäíîêðàòíîãî ñòîëêíîâåíèÿ. Ïîëó÷åííûåñîîòíîøåíèÿ è îïèñûâàþò êðèòåðèè ïîëíîãî îõëà�æäåíèÿ êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû ïðèN -êðàòíîì ñòîëê�íîâåíèè ñ áàðüåðîì.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÂû÷èñëèì õàðàêòåðèñòèêè, îïðåäåëÿþùèå õà�ðàêòåð ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèöû ñ áàðüåðîì. Ýòî çà�âèñèìîñòü âåëè÷èíû l îò íà÷àëüíûõ ïîëîæåíèé èñêîðîñòåé îáîëî÷êè è âíóòðåííåé ÷àñòèöû.Äëÿ îáñóæäåíèÿ îòðàæåíèÿ è ýâîëþöèè êîìïî�çèòíîé ÷àñòèöû äîñòàòî÷íî èçó÷èòü ïîâåäåíèå ëó÷àâ áèëëèàðäå, ïðåäñòàâëÿþùåì îãðàíè÷åííóþ ïîëîñó(ðèñ. 6) è âû÷èñëèòü çíà÷åíèå l. Äëÿ óäîáñòâà âûáå�ðåì ñèñòåìó êîîðäèíàò, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 13,234
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�èñ. 13. Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà ãðàíèöà èñ-õîäíîãî áèëëèàðäà, øòðèõîâûìè � áèëëèàðä, ïî-ëó÷åííûé ñïðÿìëåíèåì òðàåêòîðèè ïðè ñâîáîäíîìäâèæåíèè êîìïîçèòíîé ÷àñòèöû. Ïîêàçàíà òàêæå ååòðàåêòîðèÿ äî ïåðâîãî ñòîëêíîâåíèÿ ñ áàðüåðîìò. å. ïîâåðíóòîé íà óãîë � îòíîñèòåëüíî èñõîäíîé ñè�ñòåìû. Ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò èìååòâèä x01 ! x1pm 
os�+ x2pM sin a;x02 ! �x1pm sin�+ x2pM 
osa;v1 ! Vpm 
os�+ UpM sina;v2 ! �Vpm sin�+ UpM 
osa;ãäå v =  v1v2 ! � âåêòîð ñêîðîñòè â íîâûõ êîîðäè�íàòàõ. Äëÿ ïðîñòîòû äàëåå øòðèõè áóäåì îïóñêàòü,÷òî íå ïðèâåäåò ê îñîáûì óñëîæíåíèÿì. Ïóñòü íà�÷àëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè áóäåò P ñ êîîðäèíàòàìèx01, x02. Îáîçíà÷èì S0 òî÷êó ïàäåíèÿ ñïðÿìëåííîéòðàåêòîðèè, à âåêòîð ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ÷àñòèöû �v. Òî÷êè Ak ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì ¾çóáüåâ ïè�ëû¿, à Bk � ñîîòâåòñòâåííî òî÷êàì âïàäèí ìåæäóçóáüÿìè, öåëîå ÷èñëî k íóìåðóåò âåðøèíû çóáüåâ(ñì. ðèñ. 13). Î÷åâèäíî, ÷òî ÷àñòèöà äîëæíà ïîïàñòüâ îäíó èç ãðàíåé çóáüåâ ïèëû, êàê íà ðèñ. 13.Ñîåäèíÿÿ òî÷êè Bk ïðÿìûìè ëèíèÿìè ñ òî÷êîéx0, ñîîòâåòñòâóþùåé íà÷àëüíîìó ïîëîæåíèþ îáî�ëî÷êè è âíóòðåííåé ÷àñòèöû, ïîëó÷èì íàáîð óãëîâ,

ïðèíàäëåæíîñòü ê îäíîìó èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåò,ñ êàêèì çóáîì ïèëû ïðîèçîéäåò ñòîëêíîâåíèå. Ïðèýòîì âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñ âåðõíåéèëè íèæíåé ãðàíüþ çóáà.Äëÿ ïðèíàäëåæíîñòè ê îïðåäåëåííîìó ñåêòîðóóãëîâ âåêòîð ñêîðîñòè ÷àñòèöû PS0 äîëæåí ëåæàòüìåæäó âåêòîðàìè PBk è PBk�1:PBk =  Lpm 
os�� x01(2k + 1)Lpm sin�� x02 ! ;PBk�1 =  Lpm 
os�� x01(2k � 1)Lpm sin�� x02 ! ;PS0 =  v1v2 ! :Ïîñëå äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåìóñëîâèåjd+ Lpm(2kv1 sin�� v2 
os�)j � Lv1pm sin�;ãäå d = v2x01� v2x02. Öåëîå ÷èñëî k �àêòè÷åñêè íó�ìåðóåò çóáüÿ ïèëû è åãî ëåãêî ïîëó÷èòü êàê �óíê�öèþ íà÷àëüíûõ ñêîðîñòåé è ïàðàìåòðîâ ÷àñòèöû:k = �12 �1 + v2v1 tg� � dLpmv1 sin��� ; (13)ãäå êâàäðàòíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíî èçâëå÷åíèåöåëîé ÷àñòè.Ïîñëå òîãî êàê îïðåäåëåíî k, íóæíî âûÿñíèòü,íà êàêóþ èç ãðàíåé çóáà ïèëû � âåðõíþþ èëè íèæ�íþþ óïàäåò ÷àñòèöà. Êðèòåðèåì ìîæåò ñëóæèòüòî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ñ îñüþ x2, � åñëè îíàëåæèò íèæå Ak , òî � íèæíÿÿ ãðàíü ¾çóáà¿, â ïðîòè�âîïîëîæíîì ñëó÷àå � âåðõíÿÿ. Óðàâíåíèÿ ãðàíèöûk-é âåðõíåé è íèæíåé ãðàíåé ¾çóáà¿ ñîîòâåòñòâåííî:x2 = �x1 tg�+ 2kLpm sin�:Çäåñü çíàê ¾+¿ ñîîòâåòñòâóåò âåðõíåé è ¾�¿ íèæ�íåé ãðàíÿì çóáà. Óðàâíåíèå òðàåêòîðèèx01 � x1v1 = x02 � x2v2 :Èñïîëüçóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì êîîðäèíàòû òî÷�êè ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèè ñ îñüþ x2:xs1 = v2x01 � v1x02 + 2v1kLpm sin �v2 
os�� v1 sin� 
os�;235
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os�v2 
os�� v1 sin� sin�:Çíàê âûáèðàåì èç óñëîâèÿ 0 � x1 � Lpm 
os�. Äà�ëåå íàõîäèì äëèíó îòðåçêà AkS0:l� = jAkS0j =qx2s1 + �xs2 � 2kLpm sin��2 == ����v2x01 � v1x02 + 2kLv1pm sin�v1 sin�+ v2 
os� ���� ;l+ ëåãêî óñòàíîâèòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñèíóñîâ èçíà÷åíèå l�: l+sin (�+ �) = l�sin (�� �) ;ãäå óãîë � ìåæäó íàïðàâëåíèåì ñêîðîñòè è îñüþ x1îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì tg � = v2=v1. Ñîîòíîøå�íèå äëÿ l+ ëåãêî ïîëó÷èòü â âèäål+ = l� tg�+ tg �tg�� tg � :Âîçâðàùàÿñü ê èñõîäíûì êîîðäèíàòàì, ïîëó÷àåìl� = ����pmU0 �2kLmV0 +MU0m+M + U0x01 � V0x02����� ;l+ = l� ���� (m+M)U0m (U0 � 2V0)�MU0 ���� :Òàêèì îáðàçîì, çàâèñèìîñòü l îò ïàðàìåòðîâ ÷àñòè�öû è íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ íîñèò äîâîëüíî ñëîæíûéíåëèíåéíûé õàðàêòåð. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òîk òàêæå çàâèñèò îò ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ñîãëàñíî ñî�îòíîøåíèþ (13).
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