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ÑÒÎËÊÍÎÂÅÍÈÅ ÄÂÓÕ ÝËÅÊÒ�ÎÍÍÛÕ ÂÎËÍÎÂÛÕÏÀÊÅÒÎÂ Â ÔÅÉÍÌÀÍÎÂÑÊÎÌ Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÈÑ. Â. Øåâêóíîâ *Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò195251, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 30 ìàðòà 2007 ã.Ïîëó÷åíû �óíäàìåíòàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàâíîâåñíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, äàâëåíèåì è âèðè-àëîì â ñèñòåìàõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö ïðè êîíå÷íûõ òåìïåðàòóðàõ. Äëÿ ñìåøàííûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé âòåðìèíàõ èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì Ôåéíìàíà ðàçâèò ìåòîä ðàñ÷åòà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, ñâîáîäíûéîò ïðîáëåìû ðàñõîäèìîñòè äèñïåðñèè. ×èñëåííîå òåñòèðîâàíèå ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî � èíòåãðàëû ïîòðàåêòîðèÿì � âûïîëíåíî äëÿ âîëíîâûõ ïàêåòîâ ýëåêòðîíà è ýëåêòðîííîé ïàðû ñ ïðèíöèïèàëüíî òî÷-íûì ó÷åòîì îáìåííîé ñèììåòðèè è ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé. Êîëè÷åñòâåííûå ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëÿþòñÿ ññîîòâåòñòâóþùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè äëÿ êëàññè÷åñêèõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ.PACS: 52.65.Pp, 61.20.Ja1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÔîðìóëèðîâêà êâàíòîâîé ìåõàíèêè â òåðìèíàõèíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì, ïðåäëîæåííàÿ Ôåéíìà�íîì â íà÷àëå øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòî�ëåòèÿ [1℄, ïîçâîëèëà ðàñïðîñòðàíèòü íà êâàíòîâûåñèñòåìû èäåè, çàëîæåííûå â ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòî�äàõ ìîäåëèðîâàíèÿ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö. Ïèîíåð�ñêàÿ ðàáîòà ïî ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ íà îñíî�âå èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì âûïîëíåíà â êîíöåøåñòèäåñÿòûõ Ôîñäèêîì è Èîðäàíîì [2; 3℄. Ïåðâûåïîïûòêè ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ìåòîäà ê èññëåäîâàíèþïëàçìû îòíîñÿòñÿ ê ñåðåäèíå ñåìèäåñÿòûõ [4�10℄. Âáîëåå ïîçäíèõ ðàáîòàõ âîçðîñ èíòåðåñ ê ýëåêòðîí�íûì ñèñòåìàì: ìåòîäîì èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿìèññëåäîâàíà òåðìè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ýëåêòðîííîéîáîëî÷êè àòîìà âîäîðîäà [11; 12℄ äëÿ äâóõýëåêòðîí�íîé ñèñòåìû ñ�îðìóëèðîâàíà ïðèíöèïèàëüíî òî÷�íàÿ ïðîöåäóðà âêëþ÷åíèÿ â �îðìàëèçì èíòåãðàëîâïî òðàåêòîðèÿì îáìåííîé ñèììåòðèè ñ ó÷åòîì ñïè�íîâîé ïåðåìåííîé [13; 14℄ è ðàñïðîñòðàíåíà íà îá�ùèé ñëó÷àé ìíîãîýëåêòðîííûõ ñèñòåì [15�18℄. Â ðà�áîòàõ [19�26℄ ðàçâèòûé ìåòîä ïðèìåíåí äëÿ ìîäå�ëèðîâàíèÿ ýëåêòðîííîé ïàðû â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîéýëåêòðèäîâ [19; 20℄, ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññåÿíèÿ ïîçè�*E-mail: root�svsh.tu.neva.ru

òðîíîâ íà êëàñòåðàõ àòîìîâ ãåëèÿ [21℄, òåðìè÷åñêî�ãî ðàçðóøåíèÿ ýëåêòðîííîé îáîëî÷êè èîíà Be+ [22℄,ìîäåëèðîâàíèÿ ïëîòíîé âîäîðîäíîé ïëàçìû [23; 24℄è ïëîòíîãî ýëåêòðîííîãî ãàçà [25; 26℄.Íåñìîòðÿ íà ÷ðåçâû÷àéíî âûñîêèé èíòåðåñ ê ìå�òîäó íà îñíîâå èíòåãðàëîâ Ôåéíìàíà è î÷åâèäíûåïåðñïåêòèâû åãî èñïîëüçîâàíèÿ â øèðîêîì êðóãå çà�äà÷, ñèñòåìàòè÷åñêîìó ïðèìåíåíèþ ýòîãî ïîäõîäàâ êâàíòîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ïðåïÿòñòâóåòðÿä òðóäíîñòåé �óíäàìåíòàëüíîãî õàðàêòåðà, ñðåäèêîòîðûõ ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåð�ãèè [27�29℄. Â ïðåäñòàâëåííîé ðàáîòå àíàëèçèðóåòñÿîäèí èç âîçìîæíûõ ïóòåé ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû,îñíîâàííûé íà òåîðåìå î âèðèàëå.2. ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄ �ÀÑ×ÅÒÀÈÍÒÅ��ÀËÀ ÔÅÉÍÌÀÍÀ Â ÑÈÑÒÅÌÀÕÑ ÎÁÌÅÍÎÌ�àâíîâåñíûå ñðåäíèå â êâàíòîâîé ñèñòåìå ñ îïå�ðàòîðîì �àìèëüòîíà Ĥ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëåäïðîèçâåäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà exp(��Ĥ),ãäå � � 1=kBT � îáðàòíàÿ òåìïåðàòóðà, à kB � ïî�ñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, è îïåðàòîðà óñðåäíÿåìîé âåëè�÷èíû Â [30℄:25



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008hÂi = Tr(Â exp(��Ĥ))Tr(exp(��Ĥ)) : (1)Â òåðìèíàõ èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì ñëåä îïåðà�òîðà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðà�ëà [1℄,Tr(exp(��Ĥ)) = Z exp( ~S([R(t)℄))DR(t); (2)è âûðàæåíèå (1) ïðèíèìàåò âèähÂi = Z ~A([R(t)℄) exp( ~S([R(t)℄))DR(t)Z exp( ~S([R(t)℄))DR(t) ; (3)ãäå R(t) � öèêëè÷åñêàÿ âèðòóàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ âìíîãîìåðíîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå N êâàíòî�âûõ ÷àñòèö,R(t) = �r1(t); r2(t); : : : ; rN (t)� ;à ~S([R(t)℄) � �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ â ìíèìîì âðåìå�íè � = it=~. Çàïèñü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â÷èñëèòåëå âûðàæåíèÿ (3) â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ �óíê�öèîíàëîâ, âû÷èñëåííûõ íà îäíîé è òîé æå òðàåêòî�ðèè, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî êî�ðîòêîâðåìåííûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïðîèçâåäåíèÿîïåðàòîðîâ Â exp(��Ĥ) ðàñïàäàþòñÿ íà ïðîèçâåäå�íèå êîðîòêîâðåìåííûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïåðà�òîðîâ Â è exp(��Ĥ). Èíòåãðàë â çíàìåíàòåëå âûðà�æåíèÿ (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóì�ìó ñèñòåìû è îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâî÷�íûì ìíîæèòåëåì äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ~� ([R(t)℄) = exp� ~S([R(t)℄)�Z exp� ~S([R(t)℄)�DR(t) : (4)Çàïèñü êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé íàáëþäàåìîé (3) â�îðìå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà ~A([R(t)℄),hÂi = Z ~A ([R(t)℄) ~�([R(t)℄)DR(t); (5)ñ âåñîâûì �óíêöèîíàëîì �([R(t)℄) ïîçâîëÿåò ïî�ñòðîèòü â ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé Ôåéíìàíà ñëó�÷àéíûé ïðîöåññ. ×èñëåííûé ðàñ÷åò âåëè÷èíû hÂiìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ñâîäèòñÿ ê ìîäåëèðîâàíèþñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé â ïðîñòðàíñòâå êîí�èãóðà�öèé è ñïîñîáîâ ñöåïëåíèÿ öèêëè÷åñêèõ òðàåêòî�ðèé [23; 24℄. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõñâîéñòâ íà ñèñòåìó íàêëàäûâàþò ïåðèîäè÷åñêèå ãðà�íè÷íûå óñëîâèÿ. Â ñèñòåìå ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö òðà�åêòîðèè àïïðîêñèìèðóþòñÿ çàìêíóòûìè ëîìàíûìè,ñîñòîÿùèìè èç M çâåíüåâ,

~�([R(t)℄) = limM!1 MYi=1hRij exp�� �M Ĥ� jRi+1i; (6)ñ óñëîâèåì çàìûêàíèÿ RM+1 = R1. Êàæäîå òàêîåçâåíî ñèìâîëèçèðóåò ìàòðè÷íûé ýëåìåíò ñòàòèñòè�÷åñêîãî îïåðàòîðà â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè,âûñîêîòåìïåðàòóðíàÿ (�=M ! 0) àñèìïòîòèêà êî�òîðîãî èçâåñòíà [1℄:hRij exp�� �M Ĥ� jRi+1i � � meM2�~2��3N=2 �� exp �meM2~2� NXk=1 �rki+1 � rki �2 � �M U(Ri)! ; (7)ãäå U(R) � îïåðàòîð ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, me �ìàññà êâàíòîâîé ÷àñòèöû. Òî÷íûé ðåçóëüòàò ïîëó�÷àåòñÿ â ïðåäåëåM !1. ×èñëåííûé ðàñ÷åò âûïîë�íÿåòñÿ ñ êîíå÷íûìè, íî äîñòàòî÷íî áîëüøèìè M .Õîòÿ îáùåãî äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèí�ñòâåííîñòè ïðåäåëà ïîM !1 äëÿ �åéíìàíîâñêîãîèíòåãðàëà äî ñèõ ïîð íå íàéäåíî [31℄, âåðîÿòíî, ïîêðàéíåé ìåðå â íåñèíãóëÿðíûõ ïîëÿõ, ïðîáëåì ñõî�äèìîñòè íå ñóùåñòâóåò. Â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ óçêèåîêðåñòíîñòè òî÷åê ñèíãóëÿðíîñòè èñêëþ÷àþò èç îá�ëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ.Äëÿ êâàíòîâî-íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ÷èñëèòåëüè çíàìåíàòåëü âûðàæåíèÿ (3) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíû�ìè êîìáèíàöèÿìè èíòåãðàëîâ, âû÷èñëåííûõ íàñöåïëåííûõ òðàåêòîðèÿõ ñ óñëîâèÿìè ñöåïëåíèÿRM = P̂kR1, ãäå P̂k � îïåðàòîð k-é ïåðåñòàíîâêèâ ðÿäó àðãóìåíòîâ R = (r1; r2; : : : ; rN ) [15�17℄.Âåëè÷èíû êîý��èöèåíòîâ ëèíåéíîé êîìáèíàöèèîïðåäåëÿþòñÿ òèïîì ñèììåòðèè ïî êîîðäèíàòíûìïåðåìåííûì, êîòîðàÿ, áóäó÷è äóàëüíîé ñèììåòðèèïî ñïèíîâûì ïåðåìåííûì [30℄, çàâèñèò îò ñïèíîâîãîñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Ïîëíûé áàçèñ ñèììåòðèçî�âàííûõ îðòîíîðìèðîâàííûõ �óíêöèé â ñèñòåìå ñîáìåíîì ñòðîèòñÿ íà îñíîâå îïåðàòîðîâ ñèììåòðèèÞíãà [30; 32℄. Êàæäàÿ èç âîçìîæíûõ ñõåì Þíãàïîðîæäàåò íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïûïåðåñòàíîâîê è ñâîå ïîäïðîñòðàíñòâî ñèììåòðèçî�âàííûõ �óíêöèé. Ïîäïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùèåðàçíûì ñõåìàì Þíãà, âçàèìíî îðòîãîíàëüíû, àèõ îáúåäèíåíèå èñ÷åðïûâàåò âñå ïðîñòðàíñòâîñèììåòðèçîâàííûõ ñïèí-êîîðäèíàòíûõ âîëíîâûõ�óíêöèé [32�35℄. Ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà P̂k ðàâíî�ñèëüíà ñóììå öèêëè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûåïîðîæäàþò öèêëû ïîñëåäîâàòåëüíî ñöåïëåííûõòðåõìåðíûõ òðàåêòîðèé (ðèñ. 1). Ëþáîé ïåðåñòà�íîâêå P̂k îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîåðàçáèåíèå íà öèêëû f�ig = (�1; �2; : : : ; �N ), ãäå �k �êîëè÷åñòâî öèêëîâ äëèíîé â k ýëåìåíòîâ, îäíàêî26



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008 Ñòîëêíîâåíèå äâóõ ýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ : : :

�èñ. 1. Ïðèìåð ñöåïëåííûõ �åéíìàíîâñêèõ òðàåê-òîðèé â ñòðóêòóðå îáìåííûõ èíòåãðàëîâ äëÿ ñåìèêâàíòîâî-íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèöêàæäîìó ðàçáèåíèþ f�ig îòâå÷àåò öåëûé êëàññïåðåñòàíîâîê P̂k ñ îäèíàêîâûìè ðàçáèåíèÿìè f�ig,ðàçëè÷àþùèõñÿ òîëüêî íóìåðàöèåé òðàåêòîðèé.Âñå ñëàãàåìûå ñ îäèíàêîâûìè f�ig ìîãóò áûòüîáúåäèíåíû ñ âåñîâûìè êîý��èöèåíòàìè !(f�ig)[15�17℄. Êàæäîå ñëàãàåìîå, ïîëó÷åííîå òàêèìîáúåäèíåíèåì, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâîèì íåìûì (ñíåíóìåðîâàííûìè òðàåêòîðèÿìè) ãðà�îì è îïåðà�òîðîì-ïðîòîòèïîì �̂f�ig, ïðåäñòàâëÿþùèì êëàññïåðåñòàíîâîê ñ îäèíàêîâûìè íàáîðàìè f�ig. �åäóê�öèÿ ê íåìûì ãðà�àì ïîçâîëÿåò ðåçêî ñîêðàòèòüêîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè (3), à ðàñ÷åòêîìáèíàòîðíûõ êîý��èöèåíòîâ !(f�ig) ìåòîäîìáëóæäàíèé ïî ãðà�àì [23; 24℄ äåëàåò âîçìîæíûìâûïîëíèòü ÷èñëåííûé ðàñ÷åò âåëè÷èíû hÂi (3)ïðàêòè÷åñêè áåç îãðàíè÷åíèé íà ÷èñëî ÷àñòèö â÷àñòè ïåðåñòàíîâî÷íîé ñèììåòðèè.Àïïðîêñèìàöèÿ òðàåêòîðèé ëîìàíûìè ïðåâðà�ùàåò âñå �óíêöèîíàëû, âû÷èñëÿåìûå íà âèðòóàëü�íûõ òðàåêòîðèÿõ, â �óíêöèè ïîëîæåíèÿ âåðøèíëîìàíûõ, à êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë Ôåéíìàíà àï�ïðîêñèìèðóåòñÿ ìíîãîìåðíûì èíòåãðàëîì, ðàçìåð�íîñòü êîòîðîãî äëÿ ñèñòåìû N êâàíòîâûõ ÷àñòèöðàâíà 3NM . Çàïèñü âûðàæåíèÿ (5) äëÿ êîíå÷íûõM îáðåòàåò �îðìó ñðåäíåãî �óíêöèè 3NM ñêàëÿð�íûõ ïåðåìåííûõ A(R1; R2; : : : ; RM ) � ýñòèìàòîðà:hÂi = Z A(R1; R2; : : : ; RM )� (R1; R2; : : : ; RM )�� dNR1 dNR2 : : : dNRM ; (8)ãäå âåñîâàÿ �óíêöèÿ

� (R1; R2; : : : ; RM ) = � meM2�~2��3NM=2 �� exp(� MXi=1 "meM2~2� NXk=1 �rki+1 � rki �2++ �M U(Ri)�� ; (9)Ri � (r1i ; r2i ; : : : ; rNi ), à dNRi = dr1i dr2i : : : drNi .3. ÂÈ�ÈÀËÅñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì âèðèàëà [36℄ íàñèñòåìû êâàíòîâûõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ �óíêöèî�íàë, îïðåäåëåííûé íà âèðòóàëüíîé òðàåêòîðèèR(t) = r1(t); r2(t); : : : ; rN (t):12� �Z0 rk�(t)�U tot(R(t))�rk�(t) dt == limM!1 12M MXi=1 rk�;i �U tot(Ri)�rk�;i ; (10)ãäå rk�;i � äåêàðòîâà êîìïîíåíòà (� = 1; 2; 3) âåêòîðàrki , à ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ U tot = U+Uw âêëþ÷àåòâñå âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè, U , è ÷àñòèöñî ñòåíêàìè ñîñóäà, Uw. Âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåãîçíà÷åíèÿ âèðèàëà èìååò âèä* 12� �Z0 rk�(t)�U tot(R(t))�rk�(t) dt+NV T == limM!1 1ZNn! � h22�mnkBT ��3Nn=2 �� 1N ! � meM2��~2�3MN=2Xf�ig!(f�ig)�� ZV : : :ZV 12M MXi=1 rk�;i �U tot(Ri)�rk�;i �� exp"� NXk=1 MXi=1 meM2�~2 �rki+1 � rki �2�� �M MXi=1 U tot(Ri)#�� dr1 : : : drNndr11 : : : drN1 : : : dr1M : : : drNM == � limM!1 1ZNn! � h22�mnkBT ��3Nn=2�27



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008� 1N ! � meM2��~2�3MN=2Xf�ig!(f�ig)��8<:ZV : : : ZV 12� MXi=1 rk�;i ��rk�;i �� exp"� NXk=1 MXi=1 meM2�~2 �rki+1 � rki �2�� �M MXi=1 U tot(Ri)# ��dr1 : : : drNndr11 : : : drN1 : : : dr1M : : : drNM ++ ZV : : : ZV MXi=1 meM2�2~2 �rk�;i+1 � rk�;i�2�� exp"� NXk=1 MXi=1 meM2�~2 �rki+1 � rki �2�� �M MXi=1 U tot(Ri)# �� dr1 : : : drNndr11 : : : drN1 : : : dr1M : : : drNM9=; == limM!1 1ZNn! � h22�mnkBT ��3Nn=2�� 1N ! � meM2��~2�3MN=2Xf�ig!(f�ig)�� ZV : : : ZV "M2� � MXi=1 � meM2��2~2�2 �rk�;i+1 � rk�;i�2#�� exp"� NXk=1 MXi=1 meM2�~2 �rki+1 � rki �2�� �M MXi=1 U tot(Ri)#�� dr1 : : : drNndr11 : : : drN1 : : : dr1M : : : drNM ; (11)ãäå Z = Tr(exp(��Ĥ)) � ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà êà�íîíè÷åñêîãî àíñàìáëÿ. Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå â (11)ïîëó÷åíî ïðèìåíåíèåì ê ïåðâîìó èíòåãðàëó â �è�ãóðíûõ ñêîáêàõ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ñ ó÷å�òîì íóëåâîãî çíà÷åíèÿ ïîâåðõíîñòíîãî ÷ëåíà ïðèrk�;i ! �1 è ìîæåò áûòü â ñîîòâåòñòâèå ñ (9) ïå�ðåïèñàíî â òåðìèíàõ ðàâíîâåñíûõ ñðåäíèõ êàíîíè�÷åñêîãî (NV T ) ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ â âèäå

* 12� �Z0 rk�(t)�U tot(R(t))�rk�(t) dt+NV T = limM!1*M2� �� MXi=1 meM2�2~2 �rk�;i+1 � rk�;i�2+NV T : (12)Ñ ó÷åòîì âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â�îðìå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ýñòèìàòîðà [29℄,Keth(M) = 32MNkBT �� NXk=1 MXi=1 meM2�2~2 �rki+1 � rki �2 ; (13)ðàâåíñòâî (12) äëÿ èçîòðîïíûõ óñëîâèé ïðèíèìàåò�îðìó* 12� �Z0 rk�(t)�U tot(R(t))�rk�(t) dt+NV T == 13N hKethiNV T ; (14)ãäå hKethiNV T = limM!1hKeth(M)iNV T :�àâåíñòâî (12), à äëÿ èçîòðîïíûõ óñëîâèé ðàâåíñòâî(14) ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû î âèðèàëå íà ñè�ñòåìû êâàíòîâûõ ÷àñòèö. Äåéñòâèòåëüíî, â êëàññè�÷åñêîì ïðåäåëå âåäóùèå âêëàäû â ðàâíîâåñíûå ñðåä�íèå êîíöåíòðèðóþòñÿ íà òðàåêòîðèÿõ R(t), êîëëàï�ñèðóþùèõ â òî÷êó rk�(t)! rk�, à èíòåãðàë â (14) âû�ðîæäàåòñÿ â ðàâíîâåñíîå ñðåäíåå âèðèàëà ñèë äëÿêëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö,�rk� �U tot�rk� �NV T :Ïðè ýòîì â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (14) ñðåäíÿÿêèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âûõîäèò íà ñâîé êëàññè÷å�ñêèé ïðåäåë 3NkBT=2. Òàêèì îáðàçîì, â êâàíòî�âîé âåðñèè òåîðåìû ñðåäíèé âèðèàë îñòàåòñÿ ðàâ�íûì ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êâàíòîâîé ÷àñòè�öû, ïðèõîäÿùåéñÿ íà îäíó èç äåêàðòîâûõ ñòåïåíåéñâîáîäû, îäíàêî ýòà ýíåðãèÿ íå ðàâíà kBT=2, êàêâ ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö, à â êâàíòîâîé àíè�çîòðîïíîé ñèñòåìå ìîæåò çàâèñåòü è îò íàïðàâëå�íèÿ äâèæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äâèæåíèå âäîëü îäíîéèç äåêàðòîâûõ îñåé â çàâèñèìîñòè îò ñòåïåíè íåîä�íîðîäíîñòè ïîëÿ ìîæåò áûòü êâàíòîâàííûì, â òîâðåìÿ êàê âäîëü äðóãîé ìîæåò íîñèòü êëàññè÷åñêèéõàðàêòåð. �àâåíñòâî (12) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì,à ðàâåíñòâî (14) ñïðàâåäëèâî òîëüêî â èçîòðîïíîìñëó÷àå.28



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008 Ñòîëêíîâåíèå äâóõ ýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ : : :4. �ÀÑ×ÅÒ ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÝÍÅ��ÈÈÄëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñóùåñòâóþò ïî êðàé�íåé ìåðå íåñêîëüêî ýñòèìàòîðîâ, èìåþùèõ îäíî èòî æå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, íî ðàçëè÷àþùèõ�ñÿ äèñïåðñèåé. Òåðìîäèíàìè÷åñêèé ýñòèìàòîð (13)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü äâóõ áëèçêèõ âåëè÷èí,îäíà èç êîòîðûõ �ëóêòóèðóåò, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷è�íîé îòíîñèòåëüíî âûñîêîé �ëóêòóàöèîííîé ïîãðåø�íîñòè ðàññ÷èòûâàåìîé ýíåðãèè. Äåòàëèçàöèÿ îïèñà�íèÿ âèðòóàëüíûõ òðàåêòîðèé (óâåëè÷åíèå M) âëå�÷åò ïðèìåðíî ëèíåéíîå óâåëè÷åíèå àáñîëþòíûõ âå�ëè÷èí îáîèõ ÷ëåíîâ â ðàâåíñòâå (13) � äèñïåðñèÿðàñòåò ïî÷òè ëèíåéíî ïî M , äåëàÿ ðàñ÷åòû ñ áîëü�øèìè M �àêòè÷åñêè íåâîçìîæíûìè. Äëÿ ïîëó÷å�íèÿ êîððåêòíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòû ýëåêòðîííîéêîìïîíåíòû â ñèëüíîíåîäíîðîäíûõ ýëåêòðè÷åñêèõïîëÿõ ÿäåð ïðè òåìïåðàòóðàõ â îáëàñòè íåïîëíîéèîíèçàöèè àòîìîâ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñî çíà÷åíè�ÿìèM íå íèæå 102�103, à â îáëàñòè êîìíàòíûõ òåì�ïåðàòóð � ïîðÿäêà 104.Âèðèàëüíûé ýñòèìàòîð [29℄Kvir(M) = 12M MXi=1 " NXk=1 rkir�k(rki ) ++ NXl<k jrli � rki j"0lk(jrli � rki j) ++ NXk=1 NnXl=1 jrki � rlj�0lk(jrki � rlj)#+ 12 �� "NnXk=1 rkr�
lk (rk)+ NnXl<k jrl�rkjE
l0lk (jrl�rk j)# ; (15)ãäå "lk(r) � îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ l-é è k-é êâàí�òîâûõ ÷àñòèö, E
llk(r) � îïåðàòîð âçàèìîäåéñòâèÿ l-éè k-é êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö, �lk(r) � îïåðàòîð âçàè�ìîäåéñòâèÿ l-é êëàññè÷åñêîé è k-é êâàíòîâîé ÷àñ�òèö, �k(r) è �
ln (r) � îïåðàòîðû âíåøíåãî ïîëÿ,äåéñòâóþùèå ñîîòâåòñòâåííî íà k-þ êâàíòîâóþ èíà n-þ êëàññè÷åñêèå ÷àñòèöû, à øòðèõè îçíà÷àþòäè��åðåíöèðîâàíèå ïî ðàññòîÿíèÿì ìåæäó ÷àñòè�öàìè, ëèøåí íåäîñòàòêîâ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ýñòè�ìàòîðà, îäíàêî åãî ïðèìåíåíèå îãðàíè÷åíî óñëîâèÿ�ìè îòñóòñòâèÿ ãðàíèö. Â òî æå âðåìÿ ïðè íåíóëåâîéòåìïåðàòóðå ëþáàÿ ñèñòåìà ÷àñòèö, âçàèìîäåéñòâó�þùèõ ñ óáûâàþùèìè íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ ñè�ëàìè, â îòñóòñòâèå ãðàíèö íåóñòîé÷èâà. Íåóñòîé÷è�âîñòü ñëåäóåò èç ðàñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòà�òèñòè÷åñêèõ ñóìì. Ïîêàæåì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâåí�íî-îãðàíè÷åííîé ñèñòåìå âèðèàëüíûé ýñòèìàòîð ìî�

æåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ ðàñ÷åòà êèíåòè÷åñêîé ýíåð�ãèè êâàíòîâûõ ÷àñòèö, åñëè èçâåñòíî äàâëåíèå.Äàâëåíèå pv â óñëîâèÿõ êàíîíè÷åñêîãî ñòàòèñòè�÷åñêîãî àíñàìáëÿ âûðàæàåòñÿ ÷åðåç åãî ñòàòèñòè÷å�ñêóþ ñóììó [37℄: pv = kBT � lnZ�V : (16)Ïðèìåíèòåëüíî ê ïëàçìå, çàïèñûâàÿ çàâèñÿùóþ îòîáúåìà ÷àñòü ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû N íåðåëÿòè�âèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ, à òàêæå Nn ÿäåð ìàññîé mn,íåñóùèõ çàðÿä ze (e� ýëåìåíòàðíûé çàðÿä) è îïèñû�âàåìûõ êàê êëàññè÷åñêèå ÷àñòèöû, â äîïðåäåëüíîé�îðìå èíòåãðàëà Ôåéíìàíà, ïîëó÷àåì~Z = 1Nn! � h22�mnkBT ��3Nn=2 �� 1N ! � meM2��~2�3MN=2Xf�ig!(f�ig)�� ZV : : :ZV exp(� NXk=1 MXl=1 meM2��~2 �rki+1 � rki �2 �� �M MXi=1 "� NXk=1 e'(rki )++ NXl<k=1 e2jrki � rlij � NXk=1 NnXi=1 ze2jrki � rlj#�� � "NnXk=1 ze'(rk) + NnXl<k=1 z2e2jrk � rlj#)�� dr1 : : : drNndr11 : : : drN1 : : : dr1M : : : drNM (17)ñ óñëîâèåì ñöåïëåíèÿ òðàåêòîðèéfrk1g = �̂f�igfrkM+1g:Çäåñü !(f�ig) =XS (2S + 1)!S(f�ig)� âåñîâûå êîý��èöèåíòû ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâñöåïëåíèÿ íåíóìåðîâàííûõ òðàåêòîðèé ïîñëå ñóì�ìèðîâàíèÿ ïî ñïèíîâûì ñîñòîÿíèÿì [16; 23; 24℄,'(r) � ïîòåíöèàë âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ,rk � êîîðäèíàòà k-ãî ÿäðà.Â ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììå Z = limM!1 ~Z ïðîâåäåìçàìåíó ïåðåìåííûõ:rki ! 
rki ; rk ! 
rk (0 < 
 � 1):Òîãäà V ! 
3V è29



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008pv = 1�Z �Z�V = 13V �Z �Z�
 ����
=1 == NnkBTV + MNkBTV + 13V 1Z ��( limM!1 1Nn! � h22�mnkBT ��3Nn=2 �� 1N ! � meM2��~2�3MN=2Xf�ig!(f�ig)�� ZV : : :ZV "� NXk=1 MXi=1 meM�2~2 �rki+1 � rki �2 �� 1M MXi=1  � NXk=1 erkir'(rki )++ NXl<k=1 jrki � rlij� e2jrki � rlij�0 �� NXk=1 NnXl=1 jrki � rlj� ze2jrki � rlj�0!�� NnXk=1 zerkr'(rk)� NnXl<k=1 jrk � rlj� z2e2jrk � rlj�0#�� exp" NXk=1 MXi=1 meM2�~2 �rki+1 � rki �2�� �M MXi=1  � NXk=1 e'(rki ) + NXl<k=1 e2jrki � rkl j�� NXk=1 NnXl=1 ze2jrki � rlj!�� � NnXk=1 ze'(rk) + NnXl<k=1 z2e2jrk � rlj!#�� dr1 : : : drNndr11 : : : drNM) == limM!1(NnkBTV + MNkBTV ++ 13V *� NXk=1 MXi=1 meM�2~2 �rki+1 � rki �2�� 1M MXi=1 "� NXk=1 erkir'(rki )� NXl<k=1 e2jrki � rlij++ NXk=1 NnXl=1 ze2jrki � rlj#�� NnXk=1 zerkr'(rk) + NnXl<k=1 z2e2jrk � rlj+NV T) ; (18)

ãäå h: : : iNV T îçíà÷àåò óñðåäíåíèå â ïðîñòðàíñòâå êî�îðäèíàò ÿäåð frlg, �åéíìàíîâñêèõ òðàåêòîðèé ýëåê�òðîíîâ frki g è ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ èõ ñöåïëåíèÿ f�igñ ïðîñòðàíñòâåííîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòè�ñòè÷åñêîãî NV T -àíñàìáëÿ� �frki g; frlg; f�ig; �;M� // exp(�� " NXk=1 MXi=1 meM2�2~2 �rki+1 � rki �2 ++ 1M MXi=1  � NXk=1 e'(rki ) + NXl<k=1 e2jrki � rlij�� NXk=1 NnXl=1 ze2jrki � rlj!++ NnXk=1 ze'(rk) + NnXl<k=1 z2e2jrk � rlj#)!(f�ig): (19)Ñðàâíèâàÿ âûðàæåíèå (18) ñ (13) è (15), ïðèõîäèìê óíèâåðñàëüíîìó ñîîòíîøåíèþpv = NnkBTV + 23V (hKethiNV T � hKviriNV T ) ; (20)ãäåhKviriNV T � limM!1hKvir(M)iNV T == *12 0� 1� NXk=1 �Z0 rk(t) �U�rK(t) dt ++ NXl=1 rl �U�rl1A+NV T : (21)Î÷åâèäíî, ñîîòíîøåíèå (16) îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûìè â îáùåì ñëó÷àå íåêóëîíîâñêèõ âçàèìîäåéñòâèéìåæäó ÷àñòèöàìè. Óðàâíåíèå (20), ïåðåïèñàííîåäëÿ ïîëíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìûhKtotiNV T = 32NnkBT + hKethiNV Tâ âèäå hKtotiNV T = hKviriNV T + 32pvV; (22)íàðÿäó ñ âûðàæåíèåì (14) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òå�îðåìû î âèðèàëå íà ñìåøàííûå ñèñòåìû êâàíòîâûõè êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö. Äåéñòâèòåëüíî, ñòàíäàðò�íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè îò äè��åðåíöèðîâàíèÿ ïîðàññòîÿíèÿì ìåæäó ÷àñòèöàìè ê äè��åðåíöèðîâà�íèþ ïî èõ äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì âûðàæåíèå (15)30



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008 Ñòîëêíîâåíèå äâóõ ýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ : : :ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê òðàäèöèîííîé �îðìå çàïè�ñè âèðèàëà:Kvir(M) = 12M MXi=1 264 NXk=1 rki ��rki 0B��k(rki ) ++ NXl=1l6=k "lk(jrli � rki j) + NnXl=1 �lk(jrki � rlj)1CA++ NnXl=1 rl ��rl NXk=1 �lk(jrki � rlj)375 ++ 12 NnXk=1 rk ��rk 0B��
lk (rk) + NnXl=1l6=k E
llk(jrl � rkj)1CA ; (23)èëè, â ïðåäåëüíîé �îðìå (M !1),Kvir == 12 0� 1� NXk=1 �Z0 rk(t) �U�rk(t) dt+ NnXl=1 rl �U�rl1A : (24)Â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå, êîãäà êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð�ãèÿ ýëåêòðîíîâ âûõîäèò íà çíà÷åíèå 3NkBT=2,ëåâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (22) ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé3(Nn+N)kBT=2. Â ïðàâîé æå ÷àñòè â êëàññè÷åñêîìïðåäåëå âåäóùèå âêëàäû â ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììóêîíöåíòðèðóþòñÿ îêîëî òðàåêòîðèé, êîëëàïñèðóþ�ùèõ â òî÷êó, � çàâèñèìîñòü ïðîèçâîäíûõ îò èíäåêñài â (23) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé çàâèñèìîñòü îò ïàðà�ìåòðà t â (24) �àêòè÷åñêè àííóëèðóþòñÿ, à ïðàâàÿ÷àñòü ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé ñóììå 3(Nn+N) ñëàãàåìûõâèäà (1=2)rk��U=�rk�:32(Nn +N)kBT == Nn+NXk=1 3X�=1�12rk� �U�rk��NV T + pvV: (25)Åñëè, êàê ýòîãî òðåáóþò óñëîâèÿ òåîðåìû î âèðèàëå,ðàññìàòðèâàòü ñòåíêè íå êàê èñòî÷íèê âíåøíèõ ñèë,à êàê ÷àñòü ñèñòåìû, òî âçàèìîäåéñòâèå Uw ñî ñòåí�êàìè äîëæíî áûòü âêëþ÷åíî â ãàìèëüòîíèàí âçàè�ìîäåéñòâèé U tot = U +Uw, à âûêëàäêè (18) ñëåäóåòïîâòîðèòü â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõîãðàíè÷åíèé, ò. å. ïðè pv = 0 â ëåâîé ÷àñòè. �åçóëü�òàòîì áóäåò ðàâåíñòâî

32(Nn +N)kBT == Nn+NXk=1 3X�=1�12rk� �U tot�rk� �NV T ; (26)êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì èçâåñòíîé òåîðåìûî âèðèàëå â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíè�êå [37℄: 12kBT = �12rk� �U tot�rk� �NV T : (27)Ñîîòíîøåíèå (22), ïåðåïèñàííîå â �îðìåhKethiNV T = hKviriNV T � 32NnkBT + 32pvV; (28)ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ðàñ÷åòà êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè êâàíòîâûõ ÷àñòèö ÷åðåç âèðèàëüíûé ýñòè�ìàòîð â ïðîñòðàíñòâåííî-îãðàíè÷åííîé ñèñòåìå, îä�íàêî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ðàññ÷è�òàòü äàâëåíèå.�àñ÷åò äàâëåíèÿ â ñìåøàííîì êâàíòîâîì ñîñòî�ÿíèè ïðåäñòàâëÿåò îòäåëüíóþ ïðîáëåìó. Â ðàáî�òå [24℄ ðàçðàáîòàí ñïîñîá ðàñ÷åòà äàâëåíèÿ ÷åðåçïðî�èëü ðàñïðåäåëåíèÿ êâàíòîâûõ ÷àñòèö â ïîòåí�öèàëüíîì ïîëå ó ñòåíêè, îäíàêî ýòîò ìåòîä ïðè�ìåíèì òîëüêî äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûõ ñè�ñòåì, òðåáóåò ñðàâíèòåëüíî ìíîãî çàòðàò â âû÷èñ�ëèòåëüíîì îòíîøåíèè, îòíîñèòñÿ ê íåïðÿìûì ìåòî�äàì è ïëîõî ïîääàåòñÿ àâòîìàòèçàöèè. Èäåÿ, êîòî�ðàÿ ðàçâèâàåòñÿ â äàííîé ðàáîòå, ñîñòîèò â ïåðå�íåñåíèè ðàñ÷åòà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè èç óñëîâèéêàíîíè÷åñêîãî (NV T ) ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ âóñëîâèÿ èçîòåðìî-èçîáàðè÷åñêîãî (NpT ) àíñàìáëÿ.Â NpT -àíñàìáëå äàâëåíèå ÿâëÿåòñÿ âõîäíûì ïàðà�ìåòðîì, è åãî ðàñ÷åò íå òðåáóåòñÿ [37℄. Â òî æå âðå�ìÿ �îðìàëüíîå ïðèìåíåíèå �îðìóëû (28) äëÿ êîì�ïüþòåðíûõ ðàñ÷åòîâ â óñëîâèÿõ NpT -àíñàìáëÿ áû�ëî áû íåêîððåêòíî èç-çà íåýêâèâàëåíòíîñòè ñòàòè�ñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé äëÿ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç êî�íå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòèö.Â îòñóòñòâèå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïðåäåëà àíà�ëîã ñîîòíîøåíèÿ (28) äëÿ NpT -àíñàìáëÿ ìîæåòáûòü ïîëó÷åí ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðîâåäåì çàìå�íó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îáúåìó V â ñòà�òèñòè÷åñêîé ñóììå � NpT -àíñàìáëÿ [37℄, V = �v,ñ÷èòàÿ � áåçðàçìåðíûì âàðüèðóåìûì ïàðàìåòðîì:31



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008�(N;Nn; p; T ) == 1V0 1Z0 dV exp�� pVkBT �Z(N;Nn; V; T ) == �V0 1Z0 dv exp�� p�vkBT �Z(N;Nn; �v; T ); (29)ãäå V0 � èìåþùèé ðàçìåðíîñòü îáúåìà íîðìèðóþ�ùèé ìíîæèòåëü. Èç íåçàâèñèìîñòè � îò ïåðåìåííîéèíòåãðèðîâàíèÿ V ñëåäóåò, ÷òî���� = V� ���V = 0:Â ÷àñòíîñòè, â òî÷êå � = 1 ïîñëå óìíîæåíèÿ è äå�ëåíèÿ íà Z â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì ïîä çíàêîì èíòå�ãðàëà ïîëó÷àåì��� ������=1 = 0 = 1� pkBT hV ip ++�V ��V ln (Z(N;Nn; V; T ))�p ; (30)ãäå h: : : ip îçíà÷àåò óñðåäíåíèå ïî çíà÷åíèÿì îáúåìàñ âåñîâîé �óíêöèåé�p(V ) / exp�� pVkBT �Z(N;Nn; V; T ): (31)Ïðîâåäåì çàìåíó ïåðåìåííûõ â âûðàæåíèè (17):rki ! 
rki ; rk ! 
rk (0 < 
 � 1):Òîãäà V ! 
3V; ��V = � 
3V ��
�
=1 :Ïîäñòàíîâêà (17) â (30) äàåò

0 = 1� pkBT hV ip +*� 13Z �Z�
 �
=1+NpT == 1� pkBT hV iNpT + limM!1�Nn +MN + 13kBT ��(� NXk=1 MXi=1 meM�2~2 (rki � rki�1)2 ++ 1M MXi=1 " NXk=1 erkir'(rki ) �� NXl<k=1 jrki � rlij� e2jrki � rlij�0 ++ NXk=1 NnXl=1 jrki � rlj� ze2jrki � rlj�0#�� NnXk=1 zerkr'(rk)�� NnXl<k=1 jrk � rlj� z2e2jrk � rlj�0)+NpT ; (32)ãäå øòðèõè îçíà÷àþò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî ðàñ�ñòîÿíèÿì, ñòîÿùèì â çíàìåíàòåëÿõ, à h: : : iNpT �óñðåäíåíèå ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòè÷å�ñêîãî NpT -àíñàìáëÿ� �frki g; frlg; V; f�ig; �; p;M� // exp(�� "pV + NXk=1 MXi=1 meM2�2~2 (rki � rki�1)2 ++ 1M MXi=1  � NXk=1 e'(rki ) + NXl<k=1 e2jrki � rlij�� NXk=1 NnXl=1 ze2jrki � rlj!++ NnXk=1 ze'(rk) + NnXl<k=1 z2e2jrk � rlj#)!(f�ig): (33)Èç ñðàâíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (32) è (15) âûòåêàþò ñëå�äóþùèå âûðàæåíèÿ â òåðìèíàõ âèðèàëüíîãî ýñòèìà�òîðà äëÿ ñóììàðíîé ðàâíîâåñíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåð�ãèè êâàíòîâûõ è êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö:hKtotiNpT = hKviriNpT + 32 (phV iNpT � kBT ) �� hKtotviriNpT ; (34)à òàêæå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òîëüêî êâàíòî�âûõ ÷àñòèö32



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008 Ñòîëêíîâåíèå äâóõ ýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ : : :hKeviriNpT = hKtotiNpT � 32NnkBT == hKviriNpT + 32 (phV iNpT � kBT )�� 32NnkBT: (35)Âûðàæåíèå (34) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì âûðàæåíèÿ(28) äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êâàíòîâûõ ÷àñòèö íàóñëîâèÿ ñ �ëóêòóèðóþùèì îáúåìîì.Ôîðìóëà (35) ìîæåò áûòü îáðàùåíà çàìåíîé âå�ëè÷èíû hKtotviriNpT íà ðàâíóþ åé âåëè÷èíó hKtotiNpTè èñïîëüçîâàíà äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà äàâëåíèÿ,åñëè âåëè÷èíà �ëóêòóàöèé hKtotiNpT ïîçâîëÿåò âû�ïîëíèòü òàêîé ðàñ÷åò. ×èñëåííîå ñîâïàäåíèå ðàññ÷è�òàííîãî â êîíå÷íûõ âûáîðêàõ ïî �îðìóëåpNpT = 23 1hV iNpT ���hKtotiNpT � hKviriNpT + 32kBT� (36)äàâëåíèÿ ñ âåëè÷èíîé äàâëåíèÿ p, çàäàâàåìîãî êàêïàðàìåòð NpT -àíñàìáëÿ, ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì äîñòà�òî÷íîñòè íàêàïëèâàåìîé ñòàòèñòèêè. Â òî æå âðåìÿðàçíèöà ìåæäó çàäàâàåìûì â NpT -àíñàìáëå äàâëå�íèåì p è ñðåäíèì ¾êàíîíè÷åñêèì¿ äàâëåíèåìhpviNpT = 23  �KtotV �NpT ��KvirV �NpT! ; (37)ïîëó÷åííûì óñðåäíåíèåì äàâëåíèÿ pv èç �îðìó�ëû (22), ÿâëÿåòñÿ ìåðîé íåýêâèâàëåíòíîñòè ñòàòèñ-òè÷åñêèõ àíñàìáëåé. Êàê âèäíî èç ñðàâíåíèÿ âû�ðàæåíèé (36) è (37), íåýêâèâàëåíòíîñòü àíñàìáëåéïðè âû÷èñëåíèè äàâëåíèÿ îáóñëîâëåíà êîððåëÿöèÿ�ìè ìåæäó ýñòèìàòîðàìè ýíåðãèè è âàëîâîé ïëîòíî�ñòüþ ñèñòåìû, à òàêæå ñëàãàåìûì kBT=hV iNpT , îò�íîñèòåëüíûå âêëàäû êîòîðûõ â ìàêðîñêîïè÷åñêîìïðåäåëå àííóëèðóþòñÿ âñëåäñòâèå îáùåãî óìåíüøå�íèÿ îòíîñèòåëüíûõ �ëóêòóàöèé è ðîñòà îáúåìà ñè�ñòåìû.5. ×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÒÅÑÒÈ�ÎÂÀÍÈÅ4.1. Ñæèìàåìîñòü âîëíîâîãî ïàêåòàòåðìàëèçîâàííîãî ýëåêòðîíàÂ ñìåøàííîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè, îòâå÷àþùåìêîíå÷íîé òåìïåðàòóðå, ïðîñòðàíñòâåííî-äåëîêàëè-çîâàííûé ýëåêòðîí ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçè�öèþ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí � âîëíîâîé ïàêåò,ïðîñòðàíñòâåííûå ðàçìåðû êîòîðîãî îïðåäåëÿþò�ñÿ òåìïåðàòóðîé è äàâëåíèåì â ñèñòåìå. Â ïðåäå�

ëå ñèëüíîðàçðåæåííîé ñèñòåìû êîëëåêòèâíîå äâè�æåíèå ýëåêòðîíîâ íîñèò êâàçèêëàññè÷åñêèé õàðàê�òåð, ðàâíîâåñíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíàâûõîäèò íà ñâîé êëàññè÷åñêèé ïðåäåë 3kBT=2, àïðîñòðàíñòâåííûå ðàçìåðû âîëíîâîãî ïàêåòà îäíî�ãî ýëåêòðîíà îöåíèâàþòñÿ òåïëîâîé äëèíîé âîëíûäå Áðîéëÿ [30; 36; 37℄� = hp2�mekBT : (38)Ïðè èçîòåðìè÷åñêîì ñæàòèè, êîãäà ñðåäíåå ðàñ�ñòîÿíèå ìåæäó áëèæàéøèìè âçàèìîäåéñòâóþùèìè÷àñòèöàìè ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìûì ñ �, ïðîñòðàí�ñòâåííûå ðàçìåðû âîëíîâîãî ïàêåòà óìåíüøàþòñÿ,êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ ðàñòåò è èõ äâè�æåíèå ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííî êâàíòîâûì. Â çàâè�ñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû ñæàòèå âîëíîâîãî ïàêåòàïðè óâåëè÷åíèè äàâëåíèÿ ìîæåò ïðîèñõîäèòü ïðå�èìóùåñòâåííî çà ñ÷åò ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ ñèë èëèîáìåííûõ ý��åêòîâ [25℄. Ìåòîä ñòàòèñòè÷åñêèõ àí�ñàìáëåé �èááñà ïîçâîëÿåò, íå âäàâàÿñü â ïðèðîäóýòèõ ñèë, èññëåäîâàòü ïåðåõîä äåëîêàëèçîâàííûõýëåêòðîíîâ îò êâàçèêëàññè÷åñêîãî ê êâàíòîâîìó ðå�æèìó êàê �óíêöèþ äàâëåíèÿ â ñèñòåìå. Âçàèìîäåé�ñòâèå âîëíîâîãî ïàêåòà ñ ÷àñòèöàìè ñðåäû îïèñûâà�åòñÿ â òåðìèíàõ äàâëåíèÿ p.Â ïðåäñòàâëåííûõ ðàñ÷åòàõ ñìåøàííîå êâàíòî�âîå ñîñòîÿíèå ýëåêòðîíà ïðè òåìïåðàòóðå 50000 Êìîäåëèðóåòñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì NpT -àíñàìáëå [38℄ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî � èíòåãðàëàìè ïî òðàåêòî�ðèÿì ñ óðîâíåì äèñêðåòèçàöèè M = 80. Òåïëîâàÿäëèíà âîëíû äå Áðîéëÿ ýëåêòðîíà ïðè óêàçàííîéòåìïåðàòóðå ñîñòàâëÿåò � = 3:33�A, à ñðåäíåêâàäðà�òè÷íàÿ äëèíà çâåíà ñâîáîäíîé òðàåêòîðèè �Ær � ~pMmekBT = 1p3�M � � 0:12�A;÷òî ïî êðàéíåé ìåðå íà ïîðÿäîê ìåíüøå, ÷åì ìèíè�ìàëüíûå ïðîñòðàíñòâåííûå ðàçìåðû âîëíîâîãî ïàêå�òà ïðè íàèáîëüøåé ñòåïåíè ñæàòèÿ, èññëåäîâàííîé âäàííîé ñåðèè. Ýëåêòðîí ïîìåùàëñÿ â ñ�åðè÷åñêóþïîëîñòü ñ �ëóêòóèðóþùèì â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàâíî�âåñíîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ îáúåìîì. Óñðåäíå�íèå ïðîâîäèëîñü ïî 2 � 109 êîí�èãóðàöèÿì òðàåêòî�ðèè, òåðìàëèçàöèÿ ïðîäîëæàëàñü 5 �108 ìàðêîâñêèõøàãîâ [38℄. Ïðèìåíÿëàñü ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëü�íîãî ðàçìíîæåíèÿ âåðøèí òðàåêòîðèé è ìîíîòîííî�ãî íàðàùèâàíèÿ äàâëåíèÿ îò îäíîãî òåðìîäèíàìè÷å�ñêîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãîìó [23�25℄. Èçîòåðìè÷åñêàÿñæèìàåìîñòü âîëíîâîãî ïàêåòà ðàññ÷èòûâàëàñü ïî�ëóêòóàöèîííîé òåîðåìå [37℄:3 ÆÝÒÔ, âûï. 1 33



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008�T = � 1hV ip ��hV ip�p �T = �hV 2ip � hV i2phV ipkBT : (39)Ñæèìàåìîñòü èäåàëüíîãî ãàçà êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèöïðè òîì æå äàâëåíèè ðàâíà �0T = 1=p è�T�0T = ��hV ip�p � hV ipp ��1 :Äëÿ àíàëèçà ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ íåîáõîäè�ìî âûäåëèòü ý��åêòû, îáóñëîâëåííûå íåýêâèâà�ëåíòíîñòüþ ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé. Â ÷àñòíî�ñòè, N íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèöâ NpT -àíñàìáëå çàíèìàþò ðàâíîâåñíûé îáúåì, ðàâ�íûéhV ip = 1�(N; p; T )V0 �� 1Z0 dV V exp�� pVkBT �Z(N; V; T ) == 1Z0 dV V N+1 exp(�pV=kBT )1Z0 dV V N exp(�pV=kBT ) = (N + 1)kBTp (40)ñ �àêòîðîì ñæèìàåìîñòèphV ipNkBT = N + 1N ; (41)ãäå äëÿ íåâçàèìîäåéñòâóþùèõ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèöZ(N; V; T ) = V NN !�3N 
N (T );
(T ) � âðàùàòåëüíàÿ ÷àñòü ñòàòèñòè÷åñêîé ñóììû,à ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (40) ïîëó÷åíî èíòåãðèðîâà�íèåì ïî ÷àñòÿì. Â òî æå âðåìÿ äàâëåíèå pv â ñòàòè�ñòè÷åñêîì NV T -àíñàìáëå äëÿ òîé æå ñèñòåìû ðàâ�íî [37℄ pv = kBT � lnZ(N; V; T )�V = NkBTV (42)ñ �àêòîðîì ñæèìàåìîñòèpvVNkBT = 1; (43)à ñðåäíåå ýòîãî äàâëåíèÿ â NpT -àíñàìáëå äëÿíåâçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö ñîâïàäàåò ñ äàâëåíè�åì NpT -àíñàìáëÿ:hpviNpT = NkBT 1Z0 V N�1 exp(�pV=kBT )1Z0 V N exp(�pV=kBT ) = p: (44)

Ôàêòîð ñæèìàåìîñòè ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåçñðåäíåå çíà÷åíèå ïëîòíîñòè ñèñòåìû h�ip == Nh1=V ip. Â ýòîì ñëó÷àå â NpT -àíñàìáëåh�ip = 1Z0 dV V N�1 exp(�pV=kBT )1Z0 dV V N exp(�pV=kBT ) = pkBT (45)ñ �àêòîðîì ñæèìàåìîñòèph�ipkBT = 1: (46)Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìàõ íåâçàèìîäåéñòâóþ�ùèõ ÷àñòèö íåýêâèâàëåíòíîñòü ñòàòèñòè÷åñêèõ àí�ñàìáëåé ïðîÿâëÿåòñÿ â âåëè÷èíå �àêòîðà ñæèìà�åìîñòè, åñëè óñðåäíÿòü îáúåì, íî íå îòðàæàåòñÿíà íåì, åñëè óñðåäíÿòü ïëîòíîñòü. Îáóñëîâëåííàÿíåýêâèâàëåíòíîñòüþ àíñàìáëåé ðàçíèöà ìåæäó äàâ�ëåíèåì NpT -àíñàìáëÿ è óñðåäíåííûì äàâëåíèåìNV T -àíñàìáëÿ âîçíèêàåò òîëüêî â ñëó÷àå âçàèìî�äåéñòâóþùèõ èëè êâàíòîâûõ ÷àñòèö.Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (41), â ýêñòðåìàëüíî ìà�ëîé ñèñòåìå ñ N = 1 �àêòîð ñæèìàåìîñòè âóñëîâèÿõ NpT -àíñàìáëÿ â êëàññè÷åñêîì ïðåäåëå(hV ip=�3 !1 ïðè p! 0) ðàâåíphV ipNkBT = 2;ò. å. â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì â NV T -àíñàìáëå, îäíàêîâ ìàêðîñêîïè÷åñêîì ïðåäåëå N ! 1 ðàçíèöà íèâå�ëèðóåòñÿ.Â ÷àñòíîì ñëó÷àå îäíîãî ýëåêòðîíà �îðìóëà (35)äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè óïðîùàåòñÿ äîhKeviriNpT = 32 (phV ip � kBT ) ; (47)îòêóäà âèäíî, ÷òî �ëóêòóàöèîííûå ïîãðåøíîñòèïðè ðàñ÷åòå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âåëè÷èíûKevir îïðåäåëÿþòñÿ �ëóêòóàöèÿìè îáúåìà V . Ïîýòî�ìó äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûñîêîé òî÷íîñòè ðàñ÷åòà ðàâ�íîâåñíîé ýíåðãèè íåîáõîäèìî óâåëè÷èâàòü îáúåì íà�êàïëèâàåìîé ñòàòèñòèêè ïî �ëóêòóàöèÿì îáúåìà.Â ïðåäñòàâëåííûõ ðàñ÷åòàõ ïðèìåðíî ÷åòâåðòü ìàð�êîâñêèõ øàãîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ èçìåíåíèÿìè îáúåìàñèñòåì. Îòíîñèòåëüíîå ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëî�íåíèå V , ñîãëàñíî (39), îïðåäåëÿåòñÿ ñæèìàåìîñòüþâîëíîâîãî ïàêåòà:ÆV = qhV 2ip � hV i2phV ip =r �TN~�0T ; (48)34
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�èñ. 2. �àññ÷èòàííûå óñðåäíåíèåì âèðèàëüíîãîýñòèìàòîðà ïðè òåìïåðàòóðå 50000 Ê êèíåòè÷åñêàÿýíåðãèÿ â ðàñ÷åòå íà îäíó ÷àñòèöó ýëåêòðîííîé ïà-ðû (1 ) è âîëíîâîãî ïàêåòà îòäåëüíîãî ýëåêòðîíà(2 ), à òàêæå ðàâíîâåñíàÿ ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ ýëåê-òðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ â ýëåê-òðîííîé ïàðå (3 ). Øòðèõè � êëàññè÷åñêèé ïðåäåëêèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, îòâå÷àþùèé íóëåâîìó äàâ-ëåíèþãäå ~�0T = hV ip=NkBT � ñæèìàåìîñòü èäåàëüíîãî ãà�çà êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö â ñîñòîÿíèè ñ ïëîòíîñòüþ�0 = N=hV ip. Â ïðåäåëå hV ip !1 äëÿ N = 1 èìååì~�0T =�T = hV iph�ip = 2è îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóàöèè îáúåìà âîëíîâîãî ïà�êåòà ïðè p ! 0 âûõîäÿò íà ïðåäåëüíîå çíà÷åíèåÆV = 1=p2 . Èç âûðàæåíèÿ (48) âèäíî, ÷òî âåëè÷è�íà �ëóêòóàöèé îáúåìà âîëíîâîãî ïàêåòà ñðàâíèìàñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì îáúåìà.×èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ âîëíîâî�ãî ïàêåòà ýëåêòðîíà, ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1, 2, ààïïðîêñèìàöèîííàÿ êðèâàÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåð�ãèè � íà ðèñ. 2. Íàáëþäàåòñÿ îòëè÷íîå ñîâïàäå�íèå ðàññ÷èòàííîãî äàâëåíèÿ pNpT ñ çàäàâàåìûìäàâëåíèåì p: �ëóêòóàöèîííûå îòêëîíåíèÿ îãðàíè�÷èâàþòñÿ ÷åòâåðòîé çíà÷àùåé öè�ðîé; ñèñòåìàòè�÷åñêîãî ñäâèãà íåò. �àçíèöà ìåæäó äàâëåíèåì pNpT -àíñàìáëÿ è óñðåäíåííûì äàâëåíèåì hpviNV Têàíîíè÷åñêîãîNV T -àíñàìáëÿ íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ�ëóêòóàöèîííûõ ïîãðåøíîñòåé è ñâèäåòåëüñòâóåò îìàëîì âëèÿíèè ý��åêòîâ, îáóñëîâëåííûõ íåýêâèâà�ëåíòíîñòüþ àíñàìáëåé, íà äàâëåíèå. Íåýêâèâàëåíò�íîñòü àíñàìáëåé îêàçûâàåò âëèÿíèå íà óðàâíåíèåñîñòîÿíèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà, ãëàâíûì îáðàçîì, ÷å�ðåç åãî îáúåì. Êîíå÷íûå îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóà�

öèè îáúåìà ÆV è íåñèììåòðè÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ïîîáúåìàì ÿâëÿþòñÿ ïðè÷èíîé íåñîâïàäåíèÿ ñðåäíå�ãî è íàèáîëåå âåðîÿòíîãî çíà÷åíèé, ÷òî, ñîãëàñíîîáùåé ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè [37℄, ïðèâîäèò ê íåýê�âèâàëåíòíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé. Îäíàêî ñóâåëè÷åíèåì äàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóàöèèîáúåìà óìåíüøàþòñÿ; âìåñòå ñ íèìè íèâåëèðóåòñÿè ðàçíèöà â âåëè÷èíàõ �àêòîðà ñæèìàåìîñòèph�ipkBT è phV ipkBT :Íàîáîðîò, ïðè p ! 0 îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóà�öèè îáúåìà âûõîäÿò íà ñâîé ïðåäåëüíûé óðîâåíü1=p2. Íà ãðàíèöå âûðîæäåíèÿ ýëåêòðîííîãî ãàçàÆV � 0:5.Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, ðàññ÷èòàííàÿ óñðåäíåíè�åì òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ýñòèìàòîðà hKethiNpT , ñ òî÷�íîñòüþ äî �ëóêòóàöèîííûõ ïîãðåøíîñòåé ñîâïàäà�åò ñ ðàñ÷åòàìè óñðåäíåíèåì âèðèàëüíîãî ýñòèìàòî�ðà hKeviriNpT (ñì. òàáë. 1). Ñèñòåìàòè÷åñêîãî ñäâèãàíå íàáëþäàåòñÿ, è ïðè p ! 0 îáà çíà÷åíèÿ âûõîäÿòíà ñâîé êëàññè÷åñêèé ïðåäåë 3kBT=2 (ñì. ðèñ. 2).Íà ãðàíèöå âûðîæäåíèÿ (hV ip = �3) êèíåòè÷åñêàÿýíåðãèÿ ýëåêòðîíà îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîãî ïðå�äåëà ïðèìåðíî â äâà ðàçà.Ñæèìàåìîñòü âîëíîâîãî ïàêåòà ìåíüøå ñæèìàå�ìîñòè èäåàëüíîãî ãàçà, îäíàêî ðàçëè÷èå îòíîñèòåëü�íî íåâåëèêî: â ñîñòîÿíèè, êîãäà �àêòîðû ñæèìàåìî�ñòè ðàçëè÷àþòñÿ íà ïîðÿäîê, ñæèìàåìîñòü âîëíîâî�ãî ïàêåòà òîëüêî íà 34% ìåíüøå ñæèìàåìîñòè èäå�àëüíîãî ãàçà, à â ñîñòîÿíèÿõ, ïðåäøåñòâóþùèõ âû�ðîæäåíèþ ýëåêòðîííîãî ãàçà (hV ip=�3 > 1), ðàçíè�öà íå ïðåâûøàåò 15%. Áëèçêèå çíà÷åíèÿ ñæèìàåìî�ñòåé îçíà÷àþò, ÷òî ñæàòèå ýëåêòðîííîãî ãàçà ñîïðî�âîæäàåòñÿ ïî÷òè ïðîïîðöèîíàëüíûì óìåíüøåíèåì�àêòè÷åñêèõ ðàçìåðîâ âîëíîâîãî ïàêåòà ïî ñðàâíå�íèþ ñ îöåíêîé �, ñïðàâåäëèâîé â óñëîâèÿõ âàêóóìà.Ý��åêò ñæàòèÿ âîëíîâîãî ïàêåòà â ñèñòåìàõ ñ êó�ëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì ïðèìåðíî íà ïîðÿäîêñäâèãàåò ãðàíèöó âûðîæäåíèÿ â ñòîðîíó áîëåå âûñî�êèõ ïëîòíîñòåé.4.2. Ýëåêòðîííàÿ ïàðàÌåòîä èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì îáåñïå÷èâà�åò ïðèíöèïèàëüíî òî÷íîå îïèñàíèå ìåæ÷àñòè÷íûõïðîñòðàíñòâåííûõ êîððåëÿöèé. Ìîäåëèðîâàíèå ïà�ðû âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåêòðîíîâ â ñòàòèñòè÷å�ñêîìNpT -àíñàìáëå ïðè òåìïåðàòóðå 50000 Ê âûïîë�íåíî ñ óðîâíåì äèñêðåòèçàöèè òðàåêòîðèéM = 160.Êóëîíîâñêèå è îáìåííûå âçàèìîäåéñòâèÿ, à òàêæåçàâèñèìîñòü ïåðåñòàíîâî÷íîé ñèììåòðèè ÷àñòèö îò35 3*



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008Òàáëèöà 1. �àññ÷èòàííûå ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè ìåòîäîì èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì äàâëåíèå è ðàâíîâåñíàÿêèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â âîëíîâîì ïàêåòå ýëåêòðîíà ïðè òåìïåðàòóðå 50000 Ê êàê �óíêöèè çàäàâàåìîãî äàâëåíèÿp (ñîäåðæàíèå ïîñëåäíåé ñòðîêè � òåîðåòè÷åñêèé ïðåäåë)p, ÌÏà pNpT , ÌÏà hpviNpT , ÌÏà hKethiNpT , kBT hKeviriNpT , kBT6:400 � 106 6:400 � 106 6:401 � 106 14.50 14.5033:200 � 106 3:201 � 106 3:201 � 106 11.25 11.2501:600 � 106 1:600 � 106 1:600 � 106 8.72 8.7218:000 � 105 7:987 � 105 7:990 � 105 6.73 6.7394:000 � 105 4:008 � 105 3:999 � 105 5.20 5.1872:000 � 105 1:995 � 105 2:000 � 105 4.07 4.0841:000 � 105 0:996 � 105 0:999 � 105 3.23 3.2485:000 � 104 4:994 � 104 5:000 � 104 2.72 2.7202:500 � 104 2:502 � 104 2:495 � 104 2.39 2.3891:250 � 104 1:248 � 104 1:250 � 104 2.05 2.0510:625 � 104 0:626 � 104 0:629 � 104 2.03 2.0223:125 � 103 3:124 � 103 3:126 � 103 1.86 1.8631:563 � 103 1:564 � 103 1:566 � 103 1.76 1.7590:781 � 103 0:783 � 103 0:793 � 103 1.70 1.6873:906 � 102 3:905 � 102 3:918 � 103 1.64 1.6361:953 � 102 1:956 � 102 1:945 � 102 1.61 1.6050:977 � 102 0:978 � 102 0:971 � 102 1.59 1.6004:883 � 101 4:884 � 101 4:898 � 101 1.60 1.5992:441 � 101 2:437 � 101 2:443 � 101 1.60 1.5981:221 � 101 1:215 � 101 1:222 � 101 1.60 1.5970:610 � 101 0:610 � 101 0:612 � 101 1.59 1.5921.526 1.528 1.527 1.55 1.5460:954 � 10�1 0:950 � 10�1 0:951 � 10�1 1.51 1.5160 0 0 1.5 1.5ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ ó÷èòûâàëèñü ÿâíûì îáðàçîì.Êîìáèíàòîðíûå âåñîâûå êîý��èöèåíòû äèàãðàìì�åéíìàíîâñêèõ òðàåêòîðèé ïðåäñòàâëåíû â ðàáî�òàõ [14; 19; 20℄, à àëãîðèòì áëóæäàíèÿ ïî äèàãðàì�ìàì � â ðàáîòàõ [23; 24℄. Óñðåäíåíèå ïðîâîäèëîñüïî 4 � 109 êîí�èãóðàöèÿì. Òåðìàëèçàöèÿ â êîìáè�íàöèè ñ ïðîöåäóðîé ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðàçìíîæå�íèÿ âåðøèí òðàåêòîðèé ïðîäîëæàëàñü 109 ìàðêîâ�
ñêèõ øàãîâ. Îäèí øàã ñîñòîÿë â ïîïûòêå ñäâèíóòüâ ñëó÷àéíîì íàïðàâëåíèè íà ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíóîäíó ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàííóþ âåðøèíó �åé�íìàíîâñêîé òðàåêòîðèè. Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ êíîâîé êîí�èãóðàöèè ðàçûãðûâàëèñü ñ ïîìîùüþ ãå�íåðàòîðà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâè�åì äåòàëüíîãî áàëàíñà [38℄, ãàðàíòèðóþùèì ãèááñîâ�ñêîå ïðåäåëüíîå ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå â ñèñòå�36



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008 Ñòîëêíîâåíèå äâóõ ýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ : : :Òàáëèöà 2. �àâíîâåñíûé îáúåì, îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóàöèè îáúåìà, �àêòîð ñæèìàåìîñòè è èçîòåðìè÷åñêàÿ ñæè-ìàåìîñòü âîëíîâîãî ïàêåòà òåðìàëèçîâàííîãî ýëåêòðîíà â çàâèñèìîñòè îò äàâëåíèÿ ïðè òåìïåðàòóðå 50000 Êp, ÌÏà hV ip, �A3 ÆV ph�ipkBT phV ipkBT �T�0T6:400 � 106 1.15 0.25 10.01 10.67 0.663:200 � 106 1.83 0.28 7.85 8.50 0.671:600 � 106 2.94 0.32 6.17 6.81 0.688:000 � 105 4.74 0.36 4.83 5.49 0.704:000 � 105 7.69 0.40 3.79 4.46 0.722:000 � 105 12.9 0.45 3.04 3.72 0.751:000 � 105 21.9 0.51 2.43 3.17 0.815:000 � 104 38.8 0.55 2.04 2.81 0.852:500 � 104 71.6 0.59 1.77 2.60 0.891:250 � 104 131 0.63 1.53 2.37 0.930:625 � 104 259 0.64 1.44 2.35 0.963:125 � 103 495 0.65 1.33 2.24 0.981:563 � 103 959 0.66 1.23 2.17 0.980:781 � 103 1:88 � 103 0.67 1.21 2.13 0.983:906 � 102 3:70 � 103 0.68 1.20 2.09 0.991:953 � 102 7:31 � 103 0.68 1.16 2.07 0.990:977 � 102 1:46 � 104 0.70 1.14 2.07 1.000:488 � 102 2:93 � 104 0.70 1.13 2.07 1.002:441 � 101 5:86 � 104 0.70 1.12 2.07 1.001:221 � 101 1:16 � 105 0.69 1.11 2.06 0.990:610 � 101 2:33 � 105 0.70 1.09 2.06 1.001.526 9:18 � 105 0.69 1.05 2.03 1.000:954 � 10�1 1:45 � 107 0.70 1.02 2.01 1.000 1 0:70711 : : : 1.00 2.00 1.00ìå. Øàãè ïî ñäâèãó âåðøèí ÷åðåäîâàëèñü ñ ïîïûò�êàìè ñäâèíóòü èëè ïîâåðíóòü â ïðîñòðàíñòâå òðà�åêòîðèþ (èëè äâå ñöåïëåííûå òðàåêòîðèè), à òàêæåøàãè ïî ñöåïëåíèþ è ðàñöåïëåíèþ òðàåêòîðèé. Âå�ðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ïîñëåäíåãî òèïà ïðåäñòàâëÿþòêîìáèíàöèþ ãèááñîâñêèõ è êîìáèíàòîðíûõ âåðîÿò�íîñòåé, ðåàëèçóþùèõ ñòàòèñòèêó Ôåðìè �Äèðàêà âñèñòåìàõ ñî ñïèíîì 1=2 [15�17℄. Èñïîëüçîâàëèñü çà�
ðàíåå âû÷èñëåííûå óïðàâëÿþùèå òàáëèöû êîìáèíà�òîðíûõ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé [17℄.Ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (41), â ïðåäåëå áåñêîíå÷�íî ðàçðåæåííîé ñèñòåìû, îòâå÷àþùåì p ! 0, äëÿN = 2 �àêòîð ñæèìàåìîñòè ðàâåíphV ipNkBT = 1:5;37



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008à îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóàöèè îáúåìà â ýòîì ïðåäåëåñîñòàâëÿþòÆV =r �TN~�0T = 1pN r�T�0T s�0T~�0T == 1pN r�T�0T NkBTphV ip = 1p3 : (49)×èñëåííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå ïðè êîìïüþ�òåðíîì ìîäåëèðîâàíèè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõâîëíîâûõ ïàêåòîâ ýëåêòðîíà, ïðåäñòàâëåíû âòàáë. 3, 4, à ñîîòâåòñòâóþùèå àïïðîêñèìàöèîííûåêðèâûå äëÿ ýíåðãèè, �àêòîðà ñæèìàåìîñòè è èçî�òåðìè÷åñêîé ñæèìàåìîñòè, ïîñòðîåííûå ìåòîäîìñïëàéíîâ, � íà ðèñ. 2�4. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ îäíîãîýëåêòðîíà, âèðèàëüíûé ýñòèìàòîð â ñèñòåìå äâóõýëåêòðîíîâ âêëþ÷àåò ñëàãàåìîå, îáóñëîâëåííîåêóëîíîâñêèì âçàèìîäåéñòâèåì. Ôëóêòóàöèè ýòîãîñëàãàåìîãî çàìåòíî íå óâåëè÷èëè ïîãðåøíîñòüðàñ÷åòà äàâëåíèÿ, êîòîðàÿ îñòàëàñü íà óðîâíå÷åòâåðòîé çíà÷àùåé öè�ðû. Îöåíêè ìåòîäîì÷àñòè÷íûõ ñðåäíèõ [38℄ ïîêàçàëè, ÷òî �ëóêòóàöè�îííûå ïîãðåøíîñòè ðàñ÷åòà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèèhKeviriNpT è ðàâíîâåñíîé ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿhUiNpT èçìåðÿþòñÿ ñîòûìè äîëÿìè ïðîöåíòà.Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ ïðè òåìïåðàòóðå50000 Ê âî âñåì äèàïàçîíå äàâëåíèé ïðåâûøàåòýíåðãèþ âçàèìîäåéñòâèé íå ìåíåå ÷åì â òðè ðàçàèëè, â ðàñ÷åòå íà îäíó ÷àñòèöó, ïðèáëèçèòåëüíîíà 1:5kBT (ñì. ðèñ. 2) â îáëàñòè íèçêèõ äàâëåíèéçà ñ÷åò îñëàáëåíèÿ âçàèìîäåéñòâèé, à â îáëàñòèâûñîêèõ äàâëåíèé çà ñ÷åò ðîñòà êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè ýëåêòðîíîâ. Òàêèì îáðàçîì, êâàíòîâûåý��åêòû, îòâåòñòâåííûå çà ðîñò êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè ýëåêòðîíîâ ïðè ñæàòèè, äåëàþò ïðè ýòîéòåìïåðàòóðå ïàðàìåòð íåèäåàëüíîñòè
 = hUiNpT2hKeviriNpTìåíüøèì åäèíèöû âî âñåì äèàïàçîíå ïëîòíîñòåé.Îäíàêî ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåäåíèå ñèñòåìû ñòà�íîâèòñÿ áëèæå ê ïîâåäåíèþ èäåàëüíîãî ãàçà, ïî�ñêîëüêó âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõ ìàêðîñîáûòèé âû�ðàæàþòñÿ ÷åðåç îòíîøåíèå ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèéê kBT , à íå ê êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè êàê òàêîâîé.Ïðè îäíèõ è òåõ æå äàâëåíèÿõ ðàâíîâåñíàÿ ñðåä�íÿÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ â ýëåêòðîííîé ïàðå â ðàñ�÷åòå íà îäèí ýëåêòðîí íåìíîãî íèæå êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè â èçîëèðîâàííîì âîëíîâîì ïàêåòå ýëåêòðî�íà (ñì. ðèñ. 2). Âåðîÿòíî, ýòîò ý��åêò îáóñëîâëåíìåíåå æåñòêèìè óñëîâèÿìè íà ãåîìåòðèþ âîëíîâî�ãî ïàêåòà êàæäîãî èç ýëåêòðîíîâ â ñëó÷àå ýëåêòðîí�íîé ïàðû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçäåëåíèåì ïàðû íà äâà
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�èñ. 3. �àññ÷èòàííûå ÷åðåç óñðåäíåíèå îáúåìàphV ip=NkBT (1 ) è ïëîòíîñòè p=h�ipkBT (2 ) �àê-òîðû ñæèìàåìîñòè ýëåêòðîííîé ïàðû ïðè òåìïåðà-òóðå 50000 Ê. Øòðèõè � ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðèíóëåâîì äàâëåíèè
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�èñ. 4. Îòíîøåíèå èçîòåðìè÷åñêîé ñæèìàåìîñòèýëåêòðîííîé ïàðû ê èçîòåðìè÷åñêîé ñæèìàåìîñòèèäåàëüíîãî ãàçà êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö ïðè îäíîì èòîì æå äàâëåíèè è òåìïåðàòóðå 50000 Ê. Øòðèõè �ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïðè íóëåâîì äàâëåíèèýëåêòðîíà. Ôàêòîðû ñæèìàåìîñòè, ðàññ÷èòàííûå ÷å�ðåç ñðåäíþþ ïëîòíîñòü è ñðåäíèé îáúåì, ïðè óìåíü�øåíèè äàâëåíèÿ âûõîäÿò êàæäûé íà ñâîé òåîðåòè�÷åñêèé ïðåäåë, à ïðè óâåëè÷åíèè äàâëåíèÿ îòíîñè�òåëüíàÿ ðàçíèöà ìåæäó íèìè ïëàâíî óìåíüøàåòñÿ(ðèñ. 3). Ýòà ðàçíèöà ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì íåýêâè�âàëåíòíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé äëÿ ñèñòåì ñîãðàíè÷åííûì ÷èñëîì ÷àñòèö è, êàê ñëåäóåò èç ïîëó�38



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008 Ñòîëêíîâåíèå äâóõ ýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ : : :Òàáëèöà 3. Äàâëåíèå (çàäàâàåìîå p è ðàññ÷èòàííûå óñðåäíåíèåì âèðèàëà pNpT , hpviNpT ), ðàâíîâåñíûå êèíå-òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ è ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ hUiNpT â ýëåêòðîííîé ïàðå ïðè òåìïåðàòóðå 50000 Ê (â ïîñëåäíåéñòðîêå ïðèâåäåíû ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ)p, ÌÏà pNpT , ÌÏà hpviNpT , ÌÏà hKethiNpT , kBT hKeviriNpT , kBT hUiNpT , kBT6:400 � 106 6:407 � 106 6:402 � 106 23.3 23.24 6.3663:200 � 106 3:204 � 106 3:199 � 106 17.9 17.90 5.4511:600 � 106 1:600 � 106 1:600 � 106 13.9 13.85 4.6218:000 � 105 8:019 � 105 7:988 � 105 10.9 10.85 3.8474:000 � 105 3:996 � 105 3:997 � 105 8.90 8.910 3.0952:000 � 105 1:997 � 105 2:001 � 105 7.41 7.419 2.4741:000 � 105 1:001 � 105 1:001 � 105 6.10 6.091 2.0055:000 � 104 5:011 � 104 5:002 � 104 5.27 5.254 1.6262:500 � 104 2:503 � 104 2:495 � 104 4.55 4.541 1.3251:250 � 104 1:249 � 104 1:249 � 104 4.06 4.065 1.0530:625 � 104 0:626 � 104 0:624 � 104 3.64 3.630 0.8803:125 � 103 3:120 � 103 3:119 � 103 3.53 3.539 0.6991:563 � 103 1:559 � 103 1:560 � 103 3.41 3.422 0.5640:781 � 103 0:738 � 103 0:779 � 103 3.36 3.360 0.4613:906 � 102 3:893 � 102 3:900 � 102 3.33 3.324 0.3601:953 � 102 1:950 � 102 1:956 � 102 3.30 3.298 0.2900:977 � 102 0:976 � 102 0:973 � 102 3.20 3.207 0.2270:488 � 102 0:490 � 102 0:488 � 102 3.13 3.130 0.1892:441 � 101 2:439 � 101 2:434 � 101 3.07 3.100 0.1511:221 � 101 1:271 � 101 1:262 � 101 3.08 3.076 0.1240:610 � 101 0:610 � 101 0:614 � 101 3.06 3.059 0.0961.526 1.526 1.519 3.05 3.048 0.0620:954 � 10�1 0:978 � 10�1 0:977 � 10�1 3.01 3.018 0.0250 0 0 3.0 3.0 0÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, íèâåëèðóåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèèäàâëåíèÿ. Ïîñêîëüêó, êàê õîðîøî èçâåñòíî èç îá�ùåé ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè [37℄, �îðìàëüíîé ïðè÷è�íîé íåýêâèâàëåíòíîñòè àíñàìáëåé ÿâëÿþòñÿ êîíå÷�íûå îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóàöèè, ýòî âïîëíå ñîãëà�ñóåòñÿ ñ óìåíüøåíèåì ÆV ïðè óâåëè÷åíèè äàâëåíèÿ,êàê ýòî âèäíî èç äàííûõ, ïðèâåäåííûõ â òàáë. 4. Èçî�òåðìè÷åñêàÿ ñæèìàåìîñòü ýëåêòðîííîé ïàðû ìåíü�
øå ñæèìàåìîñòè èäåàëüíîãî ãàçà (òàáë. 4) è íåïðå�ðûâíî óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì äàâëåíèÿ â îáëàñòè102�107 ÌÏà ïðèìåðíî íà 5% ïðè èçìåíåíèè äàâ�ëåíèÿ íà ïîðÿäîê (ðèñ. 4).Áèíàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ýëåêòðîíîâF2(r1; r2) = hf2(r1; r2;n; S; V )iNpTÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì óñðåäíåíèÿ êîððåëÿöèîííîé39



Ñ. Â. Øåâêóíîâ ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008Òàáëèöà 4. �àâíîâåñíûé îáúåì, îòíîñèòåëüíûå �ëóêòóàöèè îáúåìà, �àêòîð ñæèìàåìîñòè è èçîòåðìè÷åñêàÿñæèìàåìîñòü ýëåêòðîííîé ïàðû â çàâèñèìîñòè îò çàäàâàåìîãî äàâëåíèÿ ïðè òåìïåðàòóðå 50000 Êp, ÌÏà hV ip, �A3 ÆV ph�ipkBT phV ip2kBT �T�0T6:400 � 106 2.01 0.19 8.99 9.31 0.663:200 � 106 3.18 0.21 7.04 7.37 0.671:600 � 106 5.08 0.24 5.56 5.89 0.688:000 � 105 8.21 0.27 4.41 4.76 0.714:000 � 105 13.8 0.31 3.62 3.99 0.752:000 � 105 23.4 0.34 3.02 3.39 0.771:000 � 105 39.6 0.37 2.50 2.87 0.775:000 � 104 69.6 0.40 2.13 2.52 0.832:500 � 104 123 0.44 1.83 2.23 0.851:250 � 104 239 0.46 1.70 2.16 0.910:625 � 104 410 0.49 1.42 1.86 0.913:125 � 103 808 0.51 1.38 1.83 0.931:563 � 103 1:56 � 103 0.51 1.29 1.77 0.930:781 � 103 2:94 � 103 0.53 1.24 1.66 0.943:906 � 102 5:76 � 103 0.53 1.22 1.70 0.961:953 � 102 1:13 � 104 0.55 1.19 1.61 0.970:977 � 102 2:25 � 104 0.56 1.15 1.59 0.980:488 � 102 4:43 � 104 0.56 1.12 1.57 0.982:441 � 101 8:76 � 104 0.57 1.09 1.55 0.991:221 � 101 1:75 � 105 0.57 1.07 1.54 1.000:610 � 101 3:46 � 105 0.57 1.06 1.53 1.001.526 1:38 � 106 0.57 1.04 1.52 0.990:954 � 10�1 2:19 � 107 0.58 1.03 1.51 1.000 1 0:57735 : : : 1.00 1.50 1.00�óíêöèè ÷èñòîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿf2(r1; r2;n; S; V ) = hn; SjÆ(x1 � r1)Æ(x2 � r2)jn; Si;îïèñûâàåìîãî âîëíîâîé �óíêöèåé  (x1;x2;n;m,S; V ), îòâå÷àþùåé ýíåðãåòè÷åñêîìó óðîâíþ n, à òàê�æå ñïèíîâûì ÷èñëàì m è S îïåðàòîðîâ ïðîåêöèè èêâàäðàòà ñïèíà ñèñòåìû, ãäå Æ(r) � �óíêöèÿ Äèðà�êà. Ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ýñòèìàòîðà äëÿ ðàñ÷åòà
F2(r1; r2) â ñèñòåìàõ ñ îáìåíîì â òåðìèíàõ èíòå�ãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [23℄.Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãîðàñ÷åòà áèíàðíîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè�2(jrj) = Z F2(r1; r1 + r) dr1 (50)40



ÆÝÒÔ, òîì 133, âûï. 1, 2008 Ñòîëêíîâåíèå äâóõ ýëåêòðîííûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ : : :
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�èñ. 5. Áèíàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ â ýëåêòðîííîé ïàðå ïðè òåìïåðàòóðå 50000 Ê è ðàçëè÷íûõ äàâëåíèÿõ(â ÌÏà): 1 � 6:4 � 106; 2 � 3:2 � 106; 3 � 1:6 � 106; 4 � 8 � 105; 5 � 4 � 105; 6 � 2 � 105; 7 � 105; 8 � 5 � 104; 9 � 2:5 � 104;10 � 1:25 � 104; 11 � 6:125 � 103; 12 � 3:063 � 103ñ íîðìèðîâêîé 1Z0 �2(r)4�r2dr = 1:Âåëè÷èíà �2(r) èìååò ñìûñë ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòèâ ðàñ÷åòå íà åäèíè÷íûé îáúåì îáíàðóæèòü âòîðîéýëåêòðîí íà ðàññòîÿíèè r îò ïåðâîãî, óñðåäíåííîéïî ïîëîæåíèþ ïåðâîãî ýëåêòðîíà, à 4�r2�2(r) � òîæå â ðàñ÷åòå íà åäèíèöó ðàññòîÿíèÿ.Íà ðèñ. 6 êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè äëÿ ýëåêòðî�íîâ â ñìåøàííûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ ñðàâíèâà�þòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè �óíêöèÿìè äëÿ äâóõ òàêèõæå êëàññè÷åñêèõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ. Êëàññè÷åñêîåïîâåäåíèå âîñïðîèçâåäåíî ïîâòîðåíèåì òåõ æå ðàñ�÷åòîâ, íî äëÿ ãèïîòåòè÷åñêèõ ÷àñòèö, ìàññà êîòîðûõíà âîñåìü ïîðÿäêîâ áîëüøå ìàññû ýëåêòðîíà. Óâåëè�÷åíèå ìàññû ïðèâåëî ê êîëëàïñó âîëíîâûõ ïàêåòîâäî ðàçìåðîâ ïîðÿäêà 10�4�A, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãîñòàëî ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå �îðìû êîððåëÿöèîí�íûõ �óíêöèé. �ëàâíûì ðàçëè÷èåì ÿâëÿþòñÿ êîíå÷�íûå çíà÷åíèÿ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèé êâàíòîâûõ÷àñòèö â òî÷êå r = 0, ïðè÷åì ïðè ñæàòèè ñèñòåìû äîðàçìåðîâ ïîðÿäêà òåïëîâîé äëèíû âîëíû äå Áðîéëÿ(äëÿ ýòîé òåìïåðàòóðû ïðè p > 105 ÌÏà) âçàèìíîåïðîíèêíîâåíèå âîëíîâûõ ïàêåòîâ áûñòðî íàðàñòàåò.Íàîáîðîò, ïðè óìåíüøåíèè äàâëåíèÿ îòíîøåíèå âå�ëè÷èíû êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè â òî÷êå r = 0 êåå âåëè÷èíå â ìàêñèìóìå óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ, à�îðìà �óíêöèé ïðèáëèæàåòñÿ ê êëàññè÷åñêîé.Êâàíòîâûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ ïðèâîäèò êóìåíüøåíèþ ñæèìàåìîñòè ýëåêòðîííîé ïàðû ïî
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ρ2, �A−3 1 221�èñ. 6. Áèíàðíûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè â ýëåê-òðîííîé ïàðå (ñïëîøíûå ëèíèè) è â ñèñòåìå èçäâóõ êëàññè÷åñêèõ òî÷å÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ çàðÿäîâ(øòðèõîâûå) ïðè òåìïåðàòóðå 50000 Ê è äàâëåíèÿõ6:4 � 103 ÌÏà (1 ) è 1:6 � 103 ÌÏà (2 )ñðàâíåíèþ ñ ïàðîé êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö, ïðè÷åìý��åêò íàðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè äàâëåíèÿ: íàãðàíèöå âûðîæäåíèÿ ðàçíèöà ñîñòàâëÿåò îêîëî15%, à ïðè óâåëè÷åíèè äàâëåíèÿ íà ïîðÿäîêóâåëè÷èâàåòñÿ åùå ïðèìåðíî íà 10% (ðèñ. 7). Â ñî�îòâåòñòâèè ñ ìåíüøåé ñæèìàåìîñòüþ ýëåêòðîííîéïàðû åå îáúåì íà ãðàíèöå âûðîæäåíèÿ ïðèìåðíî âïîëòîðà ðàçà ïðåâûøàåò îáúåì, çàíèìàåìûé ïàðîéêëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö, à ïîñëå óâåëè÷åíèÿ äàâëåíèÿíà äâà ïîðÿäêà � â ÷åòûðå ðàçà (ðèñ. 8). Èç-çà áîëåå41
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�èñ. 7. Îòíîøåíèå èçîòåðìè÷åñêîé ñæèìàåìîñòèýëåêòðîííîé ïàðû ê èçîòåðìè÷åñêîé ñæèìàåìîñòèïàðû êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö, íåñóùèõ îäèíàêîâûé çà-ðÿä, ïðè îäíîì è òîì æå äàâëåíèè è òåìïåðàòóðå50000 Ê. Øòðèõè � ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïðè íóëå-âîì äàâëåíèè
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�èñ. 8. Îòíîøåíèå ðàâíîâåñíûõ ñðåäíèõ îáúåìîâ,çàíèìàåìûõ ýëåêòðîííîé ïàðîé è ïàðîé êëàññè÷å-ñêèõ ÷àñòèö, íåñóùèõ îäèíàêîâûé çàðÿä, ïðè îäíîìè òîì æå äàâëåíèè è òåìïåðàòóðå 50000 Ê. Øòðè-õè � ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ïðè íóëåâîì äàâëåíèèíèçêîé ñæèìàåìîñòè êâàíòîâîé ñèñòåìû îòíîøåíèåýíåðãèé âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðîíîâ è êëàññè÷åñêèõçàðÿäîâ ïðè äàâëåíèè p � 1:6 � 106 ÌÏà (ïðèìåðíîíà ïîðÿäîê áîëüøåì, ÷åì íà ãðàíèöå âûðîæäåíèÿ)ïðîõîäèò ÷åðåç ìàêñèìóì (ðèñ. 9), îáóñëîâëåííûéîòñòàâàíèåì â óìåíüøåíèè ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿìåæäó êâàíòîâûìè ÷àñòèöàìè ïðè ñæàòèè.
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�èñ. 9. Îòíîøåíèå ðàâíîâåñíûõ ñðåäíèõ ýíåð-ãèè ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ ïàðûýëåêòðîíîâ è ïàðû êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö, íåñóùèõîäèíàêîâûé çàðÿä, ïðè îäíîì è òîì æå äàâëåíèè èòåìïåðàòóðå 50000 Ê. Øòðèõè � ïðåäåëüíîå çíà÷å-íèå ïðè íóëåâîì äàâëåíèè�àñ÷åò âèðèàëà â ñèñòåìå íåðàçëè÷èìûõ êâàíòî�âûõ ÷àñòèö ïðåäïîëàãàåò êîððåêòíîå îïèñàíèå îá�ìåííûõ ý��åêòîâ, êîòîðûå íåïîñðåäñòâåííûì îáðà�çîì ñâÿçàíû ñî ñïèíîì ñèñòåìû. Ïåðåñòàíîâî÷íàÿñèììåòðèÿ ñïèíîâîé ÷àñòè âîëíîâîé �óíêöèè ýëåê�òðîíîâ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñ�ëîì S(S + 1) îïåðàòîðà êâàäðàòà ñïèíà è íå çàâè�ñèò îò ïðîåêöèè ñïèíà [30℄. Ýíåðãèÿ ñèñòåìû íåðå�ëÿòèâèñòñêèõ ýëåêòðîíîâ çàâèñèò îò åå ñïèíîâîãî ñî�ñòîÿíèÿ ÷åðåç ïåðåñòàíîâî÷íóþ ñèììåòðèþ êîîðäè�íàòíîé ÷àñòè âîëíîâîé �óíêöèè, êîòîðàÿ äóàëüíàïåðåñòàíîâî÷íîé ñèììåòðèè ñïèíîâîé ÷àñòè [30; 32℄.Ñæàòèå ýëåêòðîííîé ïàðû äåëàåò ýíåðãèþ ñîñòîÿ�íèÿ ñ S = 0, îòâå÷àþùåãî ñèììåòðè÷íîé êîîðäèíàò�íîé ÷àñòè âîëíîâîé �óíêöèè, áîëåå íèçêîé, ÷åì ñî�ñòîÿíèÿ ñ S = 1, ñîîòâåòñòâóþùåãî àíòèñèììåòðè÷�íîé êîîðäèíàòíîé ÷àñòè.Êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íåðàçëè÷èìûõ ÷àñ�òèö îïèñûâàåòñÿ ìíîãî÷àñòè÷íîé âîëíîâîé �óíêöè�åé, ðàçäåëåíèå êîòîðîé íà ìíîæèòåëè, îòâå÷àþùèåîòäåëüíûì ÷àñòèöàì, â îáùåì ñëó÷àå íåâîçìîæíî.Ñòðîãî ãîâîðÿ, èìååò ñìûñë ìíîãî÷àñòè÷íàÿ âîëíî�âàÿ �óíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â öå�ëîì, à åå �àêòîðèçàöèÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæå�íèåì. Òåì íå ìåíåå â öåëÿõ íàãëÿäíîñòè ïåðåõîä âýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíîå ñîñòîÿíèå ñ S = 0 óäîáíîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê ¾ñïàðèâàíèå¿ ñïèíîâ îòäåëü�íûõ ýëåêòðîíîâ. Â òî æå âðåìÿ �îðìàëèçì èíòå�ãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì ñâîáîäåí îò îäíîýëåêòðîííî�42
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�èñ. 10. Çàâèñèìîñòü ðàâíîâåñíîãî ñðåäíåãî çíà-÷åíèÿ ñïèíîâîãî ÷èñëà îïåðàòîðà êâàäðàòà ñïè-íà ýëåêòðîííîé ïàðû îò äàâëåíèÿ ïðè òåìïåðà-òóðå 50000 Ê. Øòðèõè � ïðåäåëüíîå çíà÷åíèåhSiNpT = 3=4ãî ïðèáëèæåíèÿ, ðàññìàòðèâàþùåãî ñïèí ñèñòåìûêàê ðåçóëüòàò ¾ñëîæåíèÿ¿ ñïèíîâ îòäåëüíûõ ýëåê�òðîíîâ, ïîýòîìó, êàê ýòîãî è òðåáóåò ñòðîãèé ïîäõîä,íàãëÿäíûé îáðàç, îñíîâàííûé íà êîíöåïöèè ¾ñïàðè�âàíèÿ¿ ñïèíîâ, ñëåäóåò ïîíèìàòü çäåñü â óñëîâíîìñìûñëå.�åçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîííîé ïàðû ìåòîäîì èí�òåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 10.Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ïîäðîáíî îïèñàíà â ðàáîòàõ[14; 19; 20℄, à ñòðóêòóðà èíòåãðàëîâ Ôåéíìàíà äëÿíåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì ïðîàíàëèçèðîâàíàâ ðàáîòå [18℄. Â ñìåøàííîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèèïðè óâåëè÷åíèè äàâëåíèÿ íàáëþäàåòñÿ íåïðåðûâ�íîå óìåíüøåíèå ðàâíîâåñíîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿñïèíîâîãî ÷èñëà hSiNpT ýëåêòðîííîé ïàðû îòìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ1XS=0(2S + 1)S1XS=0(2S + 1) = 34 ;îòâå÷àþùåãî ðàâíîâåðîÿòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ïîñïèíîâûì ñîñòîÿíèÿì ïðè hV ip=�3 � 1, ê ïðåäåëü�íîìó çíà÷åíèþ hSiNpT = 0, îòâå÷àþùåìó ¾ñïàðè�âàíèþ¿ ñïèíîâ. Ñïèí ýëåêòðîííîé ïàðû ìåíÿåòñÿîò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ê ìèíèìàëüíîìó ïðèèçìåíåíèè äàâëåíèÿ ïðèìåðíî íà ïîðÿäîê. Â ñîîò�âåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì Ïàóëè, íåïðåðûâíûé ïåðå�

õîä â ñïèíîâîå ñîñòîÿíèå S = 0 ïðè ñæàòèè ýëåê�òðîííîé ïàðû îáåñïå÷èâàåò âçàèìíîå ïðîíèêíîâå�íèå âîëíîâûõ ïàêåòîâ ýëåêòðîíîâ è âûñîêèå çíà÷å�íèÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êèr = 0 íà ðèñ. 5. Íà âèðèàëå ¾ñïàðèâàíèå¿ ñïèíîâîòðàæàåòñÿ â âèäå áîëåå âûñîêîãî çíà÷åíèÿ ñëàãàå�ìîãî hKviriNpT è áîëåå íèçêîãî çíà÷åíèÿ ñëàãàåìî�ãî 3phV iNpT =2 ïðè âû÷èñëåíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåð�ãèè (35) � âëèÿíèå êîððåëÿöèé íà ìàëûõ ðàññòîÿ�íèÿõ â �îðìèðîâàíèè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïîâû�øàåòñÿ. ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. �. Ï. Ôåéíìàí, À. �. Õèááñ, Êâàíòîâàÿ ìåõàíèêà èèíòåãðàëû ïî òðàåêòîðèÿì, Ìèð, Ìîñêâà (1968).2. L. D. Fosdi
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