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ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ �ÀÑÏ�ÎÑÒ�ÀÍÅÍÈß ÑÂÅÒÀÂ ÊÈ�ÀËÜÍÛÕ Ñ�ÅÄÀÕÅ. Â. Àêñåíîâà *, Å. Â. Êðþêîâ **, Â. Ï. �îìàíîâ ***Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò198504, Ñòàðûé Ïåòåðãî�, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 3 ìàÿ 2007 ã.Èññëåäîâàíî ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòà â îäíîîñíûõ êèðàëüíûõ æèäêèõ êðèñòàëëàõ ñ áîëüøèì øàãîì ñïèðà-ëè. Ïðîàíàëèçèðîâàíû îêðåñòíîñòè òî÷åê ïîâîðîòà è ðàññìîòðåí ý��åêò ïðîõîæäåíèÿ íåîáûêíîâåííûõâîëí ÷åðåç çàïðåùåííóþ çîíó. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ ïðîõîæäåíèÿ âîëí ÷åðåç çàïðåùåííóþ çî-íó íåîáõîäèìî â îáùåì ñëó÷àå ó÷èòûâàòü íàëè÷èå ÷åòûðåõ îñîáûõ òî÷åê, äâå èç êîòîðûõ îòâå÷àþò çàâçàèìîäåéñòâèå íåîáûêíîâåííûõ ëó÷åé, à äâå � çà âçàèìîäåéñòâèå îáûêíîâåííîãî ëó÷à ñ íåîáûêíîâåí-íûì. Ïðîâåäåí àíàëèç ïðîõîæäåíèÿ ëó÷à â ñëó÷àå øèðîêèõ çàïðåùåííûõ çîí, êîãäà ìåæäó îñîáûìèòî÷êàìè èìåþò ìåñòî îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ. Ïîäðîáíî èññëåäîâàí ñëó÷àé óçêèõ çà-ïðåùåííûõ çîí, êîãäà îñîáûå òî÷êè ñëèâàþòñÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ý��åêò ïðîõîæäåíèÿ ëó÷åé ñêâîçü òàêóþçîíó è ý��åêò íàäáàðüåðíîãî îòðàæåíèÿ ýêâèâàëåíòåí òóííåëüíîìó ý��åêòó äëÿ ïîòåíöèàëüíîãî áà-ðüåðà ïàðàáîëè÷åñêîé �îðìû. �àññ÷èòàíû óãëîâûå çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòåé ëó÷åé, ïðåòåðïåâøèõâíóòðåííþþ ðå�ðàêöèþ è ïðîøåäøèõ ÷åðåç çàïðåùåííóþ çîíó. Ïîêàçàíî, ÷òî ý��åêò ïðîñà÷èâàíèÿìîæåò íàáëþäàòüñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî.PACS: 42.70.Df, 42.25.Bs, 42.15.-i, 42.25.Fx, 42.25.L1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ïîñëåäíèå ãîäû áîëüøîé èíòåðåñ ïðîÿâëÿåò�ñÿ ê èññëåäîâàíèþ îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñàìûõ ðàç�íîîáðàçíûõ ñèñòåì ñî ñëîæíîé ñòðóêòóðîé. Ïðåæ�äå âñåãî ýòî êàñàåòñÿ �îòîííûõ êðèñòàëëîâ [1, 2℄ èæèäêîêðèñòàëëè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé [3�6℄. Èíòåðåñ êýòèì îáúåêòàì îáóñëîâëåí èõ íåîáû÷íûìè îïòè÷å�ñêèìè ñâîéñòâàìè è øèðîêèì ïðàêòè÷åñêèì ïðèìå�íåíèåì â ñèñòåìàõ îòîáðàæåíèÿ è ïåðåäà÷è èí�îð�ìàöèè [3, 4℄. Öåíòðàëüíîé ïðîáëåìîé ñ òî÷êè çðå�íèÿ îïòè÷åñêèõ ñâîéñòâ çäåñü ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâà�íèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà â îäíîìåðíûõ, äâóìåð�íûõ è òðåõìåðíûõ ñòðóêòóðàõ. Ïðè ýòîì âîçíèêà�þò çàäà÷è, êîòîðûì ðàíåå â �èçè÷åñêîé îïòèêå óäå�ëÿëîñü ñðàâíèòåëüíî ìàëî âíèìàíèÿ. Ê íèì îòíî�ñèòñÿ ïðîáëåìà äè�ðàêöèè ñâåòà íà �îòîííûõ êðè�ñòàëëàõ è êèðàëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ñðåäàõ [6℄. Ïðèðåøåíèè ýòîé çàäà÷è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ åå àíà�ëîãèÿ ñ çàäà÷åé äè�ðàêöèè ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé â*E-mail: aksev�mail.ru**E-mail: evkryu�mail.ru***E-mail: V.Romanov�pobox.spbu.ru

êðèñòàëëàõ è òîíêèõ ñëîèñòûõ ñòðóêòóðàõ. Äðóãîéêðóã çàäà÷ ñâÿçàí ñ èññëåäîâàíèåì çàïðåùåííûõ çîíè âîëíîâûõ êàíàëîâ, îïèñàíèå êîòîðûõ àíàëîãè÷íîý��åêòó òóííåëèðîâàíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå èòåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ è ýëåêòðîìàã�íèòíûõ âîëí â ñðåäàõ ñ ïëàâíî ìåíÿþùèìèñÿ ñâîé�ñòâàìè [7, 8℄.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðî�ñòðàíåíèå ñâåòà â îäíîìåðíî ïåðèîäè÷åñêèõ ñòðóê�òóðàõ ñ ïåðèîäîì, çíà÷èòåëüíî áîëüøèì äëèíû ñâå�òîâîé âîëíû, è èññëåäóåòñÿ âîçíèêíîâåíèå çàïðå�ùåííûõ çîí è îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà âèõ îêðåñòíîñòÿõ. Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿêèðàëüíûå æèäêèå êðèñòàëëû, òàêèå êàê õîëåñòåðè�÷åñêèå æèäêèå êðèñòàëëû èëè òâèñò-ÿ÷åéêè íåìàòè�÷åñêèõ æèäêèõ êðèñòàëëîâ.Ïðîáëåìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëí â êèðàëüíûõ ñðåäàõ èññëåäóåòñÿ äîñòàòî÷íîäàâíî. �àçðàáîòàíû ý��åêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòî�äû äëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â êèðàëüíûõæèäêèõ êðèñòàëëàõ [9, 10℄ è òâèñò-ÿ÷åéêàõ [11℄. Òî÷�íîå ðåøåíèå ïîëó÷åíî ëèøü äëÿ ñëó÷àÿ ðàñïðîñòðà�íåíèÿ ñâåòà âäîëü îñè ñïèðàëè [12, 13℄. Â ñëó÷àå1435



Å. Â. Àêñåíîâà, Å. Â. Êðþêîâ, Â. Ï. �îìàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007íàêëîííîãî ïàäåíèÿ, äëÿ ñèñòåì ñ øàãîì ñïèðàëèïîðÿäêà èëè ìåíüøå äëèíû ñâåòîâîé âîëíû ðàçðà�áîòàíû ïðèáëèæåííûå ìåòîäû [6, 14℄, îñíîâàííûåíà òåîðåìå Ôëîêå è ìåòîäàõ òåîðèè äè�ðàêöèè, ý���åêòèâíîñòü êîòîðûõ ïîäòâåðæäåíà â ìíîãî÷èñëåí�íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ. Ýòî ïðèáëèæåíèåÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðè èçó÷åíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿâîëí â êèðàëüíûõ ñèñòåìàõ äî íàñòîÿùåãî âðåìå�íè [15, 16℄.Ïðîáëåìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â êèðàëüíûõñðåäàõ ñ øàãîì ñïèðàëè, áîëüøèì äëèíû ñâåòîâîéâîëíû, â ïîñëåäíåå âðåìÿ ñòàëà îñîáåííî àêòóàëü�íîé â ñâÿçè ñ øèðîêèì ïðèìåíåíèåì òâèñò-ÿ÷ååê âóñòðîéñòâàõ îòîáðàæåíèÿ èí�îðìàöèè. Â ýòîì ñëó�÷àå îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì èñïîëüçîâàòü ìåòîäûòèïà Âåíòöåëÿ �Êðàìåðñà �Áðèëëþýíà (ÂÊÁ)(ñì.,íàïðèìåð, [17℄). Äëÿ çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ýëåê�òðîìàãíèòíûõ âîëí â ëîêàëüíî èçîòðîïíûõ ñðåäàõñ ïëàâíûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè ïðîáëåìà áûëà ðåøå�íà â ðàáîòàõ [18, 19℄. Â ñëó÷àå êèðàëüíûõ ñèñòåìóñëîæíÿþùèì �àêòîðîì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå îïòè÷å�ñêîé àíèçîòðîïèè. Ñ îïòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòèîáúåêòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíîîñíûå êðèñòàëëûñ ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùèìñÿ â ïðîñòðàíñòâå íàïðàâ�ëåíèåì îïòè÷åñêîé îñè. Äëÿ òàêèõ ñèñòåì çàäà÷à îðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â ïðèáëèæåíèè ÂÊÁ áûëà ðå�øåíà â ðàáîòå [20℄. Çäåñü ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âàäèàáàòè÷åñêîì ðåæèìå � èìååòñÿ äâå íîðìàëüíûåâîëíû, ëîêàëüíî îáûêíîâåííàÿ è ëîêàëüíî íåîáûê�íîâåííàÿ, âåêòîðû ïîëÿðèçàöèé êîòîðûõ îïðåäåëÿ�þòñÿ ëîêàëüíûìè íàïðàâëåíèÿìè îïòè÷åñêîé îñè èâîëíîâîãî âåêòîðà â äàííîé òî÷êå. Ïðè ýòîì ñîõðà�íÿåòñÿ êîìïîíåíòà âîëíîâîãî âåêòîðà, ïåðïåíäèêó�ëÿðíàÿ ê îñè ñïèðàëè, à åãî äëèíà (âîëíîâîå ÷èñëî)îïðåäåëÿåòñÿ èç ëîêàëüíîãî äèñïåðñèîííîãî óðàâíå�íèÿ.Îäíàêî â êèðàëüíûõ ñðåäàõ åñòü îáëàñòè, äëÿêîòîðûõ îïèñàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ðàìêàõÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ îêàçûâàåòñÿ íåäîñòàòî÷íûì. Â÷àñòíîñòè, ýêñïåðèìåíòàëüíî áûë îáíàðóæåí ý���åêò ðàçâîðîòà íåîáûêíîâåííîãî ëó÷à â òâèñò-ÿ÷åé-êå õîëåñòåðè÷åñêîãî æèäêîãî êðèñòàëëà [21℄. Äëÿîïèñàíèÿ ýòîãî ý��åêòà òðåáóåòñÿ áîëåå äåòàëüíûéàíàëèç âîçíèêàþùèõ â êèðàëüíûõ ñèñòåìàõ âîëíî�âûõ êàíàëîâ è çàïðåùåííûõ çîí.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåò�ñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîìó îïèñàíèþ ïðîõîæäåíèÿ âîëí÷åðåç çàïðåùåííûå çîíû (ý��åêò ïðîñà÷èâàíèÿ) èðàñ÷åòó êîý��èöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ è îòðàæåíèÿâ çàâèñèìîñòè îò óãëîâ ïàäåíèÿ âîëí íà ñðåäó. Äëÿðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è áûëè èñïîëüçîâàíû âåêòîðíûéàíàëîã ìåòîäà ÂÊÁ è ìåòîä ýòàëîííîãî óðàâíåíèÿ

â îêðåñòíîñòè òî÷åê ïîâîðîòà. Âäàëè îò òî÷åê ïîâî�ðîòà íîðìàëüíûå âîëíû ñðåäû � ýòî íåâçàèìîäåé�ñòâóþùèå îáûêíîâåííûå è íåîáûêíîâåííûå âîëíû.Âáëèçè òî÷åê ïîâîðîòà ýòè âîëíû íà÷èíàþò âçàèìî�äåéñòâîâàòü è òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ïîëå ñâåòî�âîé âîëíû åäèíûì îáðàçîì.�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2ïðèâåäåíû îáùèå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðàñïðî�ñòðàíåíèå ñâåòà â ïåðèîäè÷åñêîé ñðåäå, êðàòêî ïðè�âåäåíî îáîáùåíèå ìåòîäà ÂÊÁ íà âåêòîðíûé ñëó�÷àé è àíàëèçèðóþòñÿ òèïû îñîáûõ òî÷åê. Â ðàçä. 3ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ïðîñà÷èâàíèÿ âîëí ÷åðåçøèðîêèå çàïðåùåííûå çîíû è èññëåäóåòñÿ ïðîöåññèõ âçàèìíîé òðàíñ�îðìàöèè. �àçäåë 4 ïîñâÿùåí äå�òàëüíîìó àíàëèçó ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ çàïðåùåííîéçîíû íóëåâîé øèðèíû. Â ðàçä. 5 ïðèâåäåíû ïðè�áëèæåííîå ðàññìîòðåíèå óçêèõ çàïðåùåííûõ çîí èðàñ÷åò êîý��èöèåíòîâ îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿâîëí. Â Çàêëþ÷åíèè ïðîâîäèòñÿ îáùèé àíàëèç ïî�ëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòèýêñïåðèìåíòàëüíîãî íàáëþäåíèÿ ðàññìîòðåííûõ ý���åêòîâ.2. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ �ÅØÅÍÈÅ ÄËßÏÎËß ÑÂÅÒÎÂÎÉ ÂÎËÍÛ ÂÊÈ�ÀËÜÍÛÕ Ñ�ÅÄÀÕÂ êèðàëüíîì æèäêîì êðèñòàëëå (ÆÊ) íàïðàâ�ëåíèå ïðåèìóùåñòâåííîé îðèåíòàöèè äëèííûõ îñåéìîëåêóë çàäàåòñÿ åäèíè÷íûì âåêòîðîì äèðåêòî�ðà n0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïëîñêî-ïàðàëëåëüíóþòâèñò-ÿ÷åéêó ÆÊ. Â ýòîì ñëó÷àå íàïðàâëåíèå âåê�òîðà äèðåêòîðà âðàùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî íåêîé îñè,îáðàçóÿ ñïèðàëü. Óäîáíî ââåñòè äåêàðòîâó ñèñòåìóêîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îñü ñïèðàëè ñîâïà�äàëà ñ îñüþ z, îðòîãîíàëüíîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíêè,à âåêòîð äèðåêòîðà âðàùàëñÿ â ïëîñêîñòè xy ñ èçìå�íåíèåì z:n0(z) = (os(qz + �0); sin(qz + �0); 0); (2.1)ãäå óãîë �0 îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå âåêòîðà äèðåê�òîðà íà ïëîñêîñòè z = 0, q = 2�=p, p � øàã ñïèðàëè.Îòìåòèì, ÷òî íàïðàâëåíèÿ n0(z) è �n0(z) ýêâèâà�ëåíòíû è ïîýòîìó p=2 õàðàêòåðèçóåò ïåðèîä îïòè÷å�ñêèõ ñâîéñòâ â òâèñò-ÿ÷åéêå ÆÊ.Îïòè÷åñêèå ñâîéñòâà æèäêîãî êðèñòàëëà îïðåäå�ëÿþòñÿ ëîêàëüíî-îäíîîñíûì òåíçîðîì äèýëåêòðè÷å�ñêîé ïðîíèöàåìîñòè [12℄"lk(z) = "?Ælk + "an0l (z)n0k(z); l; k = 1; 2; 3: (2.2)Çäåñü "a = "k � "?, à "k è "? � äèýëåêòðè÷åñêèåïðîíèöàåìîñòè ñîîòâåòñòâåííî âäîëü è ïîïåðåê n0.1436



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007 Îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà : : :Ñðåäû ñ "a > 0 è "a < 0 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñõîäíûìîáðàçîì. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàþò îò�ëè÷èÿ, íà êîòîðûå ìû áóäåì îáðàùàòü âíèìàíèå.Ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà èìååò âèärotE(r) = ik0�̂H(r);rotH(r) = �ik0"̂(z)E(r); (2.3)ãäå E è H � âåêòîðû íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêî�ãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé, k0 = !=, ! � êðóãîâàÿ ÷àñ�òîòà,  � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå, �̂ � òåíçîð ìàã�íèòíîé ïðîíèöàåìîñòè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåìàã�íèòíóþ ñðåäó, ò. å. ��� = Æ�� . Íàñ áóäåò èíòåðåñî�âàòü ïîëå â êèðàëüíîé ñðåäå, êîãäà øàã ñïèðàëè çíà�÷èòåëüíî áîëüøå äëèíû ñâåòîâîé âîëíû. Áóäåì ðå�øàòü óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ìåòîäîì ÂÊÁ, îãðàíè�÷èâàÿñü íóëåâûì è ïåðâûì ïðèáëèæåíèÿìè. Íóëå�âîå ïðèáëèæåíèå ýêâèâàëåíòíî ìåòîäó ýéêîíàëà äëÿâîëíîâîãî óðàâíåíèÿ. Îíî ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü �à�çó âîëíû è åå ïîëÿðèçàöèþ. Ïåðâîå ïðèáëèæåíèåÂÊÁ àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ ïåðåíîñà è ïîçâîëÿåòíàéòè àìïëèòóäó ïîëÿ. Êðîìå òîãî, íàñ áóäóò èíòå�ðåñîâàòü îáëàñòè, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò âçàèìíàÿòðàíñ�îðìàöèÿ ìîä. Â ýòèõ îáëàñòÿõ ìåòîä ÂÊÁíåïðèìåíèì è ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ýòàëîí�íîãî óðàâíåíèÿ.Ââèäó òîãî, ÷òî òåíçîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè�öàåìîñòè "̂(z) åñòü �óíêöèÿ òîëüêî ïåðåìåííîé z,óäîáíî ïåðåéòè â (k?,z)-ïðåäñòàâëåíèå. Âûïîëíèìïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïî ïîïåðå÷íûì ïåðåìåííûì:F (k?; z) = Z dr?F (r) exp (�ik? � r?) : (2.4)Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî âûáðàòü ñèñòåìóêîîðäèíàò òàê, ÷òîáû íàïðàâëåíèå âåêòîðà k? ñîâ�ïàäàëî ñ îñüþ x, ò. å. k? = (k?; 0; 0). Äàëåå, ïåðåõîäÿê íîâîé ïåðåìåííîé � = qz+�0 è èñêëþ÷àÿ Hz è Ez ,ïîëó÷àåì��0BBBB� ExEyHx�Hy 1CCCCA = �i
� (2.5)
�0BBBB� 0 0 0 �0 0 1 0"xy(�) "yy(�)+"?(��1) 0 0"xx(�) "xy(�) 0 0 1CCCCA0BBBB� ExEyHx�Hy 1CCCCA ;ãäå �� = ��� ; � = 1� k2?k20"? ; 
 = k0q = p�;

� = 2�=k0 � äëèíà âîëíû.Ñèñòåìó (2.5) ìîæíî �îðìàëüíî çàïèñàòüêàê óðàâíåíèå äëÿ ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîãî âåêòî�ðà-ñòîëáöà �(�):���(�) = i
 bA(�)�(�): (2.6)Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.6) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ�ìè âèäà �0 = �(�0) óäîáíî ââåñòè ìàòðèöó ýâîëþ�öèè M(�; �0). Â ýòîì ñëó÷àå�(�) = M(�; �0)�(�0): (2.7)Ìàòðèöà M(�; �0) óäîâëåòâîðÿåò äè��åðåíöèàëüíî�ìó óðàâíåíèþ, àíàëîãè÷íîìó (2.6),��M(�; �0) = i
 bA(�)M(�; �0) (2.8)è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ M(�0; �0) = bI .Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü 
 áîëüøèì ïàðà�ìåòðîì. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ïî�ñëåäîâàòåëüíîé äèàãîíàëèçàöèè è ïîñòðîèòü ðåøå�íèå ñèñòåìû (2.8) â âèäå ðÿäà ïî îáðàòíûì ñòåïå�íÿì ïàðàìåòðà 
. Ýòà ïðîöåäóðà îïèñàíà â Ïðèëî�æåíèè A. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â Ïðè�ëîæåíèè A, ïîñòðîèì ðåøåíèå äëÿ êîìïîíåíò ïîëÿEx è Ey â ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèè. Ïîëó÷èì ExEy !(o)� = C(o)��1=21 (�+ (1� �) sin2 �)1=2 �� sin �� os � ! exp [�i
�1(� � �0)℄ ; (2.9) ExEy !(e)� = C(e)��1=22 (�)(� + (1� �) sin2 �)1=2 �� � os �sin � ! exp264�i
 �Z�0 �2(�0)d�0375 : (2.10)Çäåñü�1 = p�"?; �2 =q�"k+(1��)"a sin2 �;�3 = ��1; �4 = ��2 (2.11)� ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû bA(�), C(o)� èC(e)� � êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò âûáîðà íà÷àëüíûõóñëîâèé. Êîìïîíåíòà Ez íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿdiv "̂E = 0; (2.12)1437



Å. Â. Àêñåíîâà, Å. Â. Êðþêîâ, Â. Ï. �îìàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007îáîçíà÷åíèÿ (o) è (e) óêàçûâàþò òèï âîëíû � îáûê�íîâåííàÿ è íåîáûêíîâåííàÿ, çíàêè ¾�¿ ñîîòâåòñòâó�þò âîëíàì, ðàñïðîñòðàíÿþùèìñÿ â ïîëîæèòåëüíîìè îòðèöàòåëüíîì íàïðàâëåíèÿõ âäîëü îñè z.Â âåêòîðíîé �îðìå óðàâíåíèÿ (2.9)�(2.12) ìîæ�íî çàïèñàòü â âèäåE(j)� = A(j)�(k?; z; z0)e(j)�(k?; z)�� exp24ik? � r? � i zZz0 k(j)z (k?; z) dz35 ; (2.13)ãäå (j) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ (o) èëè (e),A(j)�(k?; z; z0) � çàâèñÿùàÿ îò z àìïëèòóäà âîëíû,e(j)�(k?; z) � åäèíè÷íûé âåêòîð ïîëÿðèçàöèè,k(o)z = k0�1; k(e)z = k0�2: (2.14)Â ïðèáëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè âåêòîðïîëÿðèçàöèè îáûêíîâåííîé âîëíû e(o) îðòîãîíàëåíïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé âåêòîðû k(o) è n0. Âåêòîðïîëÿðèçàöèè íåîáûêíîâåííîé âîëíû e(e) ëåæèò âïëîñêîñòè âåêòîðîâ k(e) è n0, à åãî íàïðàâëåíèå çà�äàåòñÿ óñëîâèåì "̂e(e) ? k(e). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü,÷òî ïîëÿðèçàöèè âîëí â óðàâíåíèÿõ (2.13) óäîâëå�òâîðÿþò îïèñàííûì óñëîâèÿì â êàæäîé òî÷êå.Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.3)äëÿ îäíîðîäíîé ñðåäû ñ îäíîîñíûì òåíçîðîì äè�ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè äàåò ÷åòûðå ïëîñêèåýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû: äâå îáûêíîâåííûå è äâåíåîáûêíîâåííûå,E(j)� = E0e(j)� exp(ik? � r? � ik(j)z z): (2.15)Êîý��èöèåíòû ïðåëîìëåíèÿ äëÿ ýòèõ âîëí îïðåäå�ëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìèn(o) = p"?; n(e) =s "?"k"k os2 � + "? sin2 � ; (2.16)ãäå n(o), n(e) � êîý��èöèåíòû ïðåëîìëåíèÿ ñîîòâåò�ñòâåííî îáûêíîâåííîé è íåîáûêíîâåííîé âîëí, � �óãîë ìåæäó âîëíîâûì âåêòîðîì k è íàïðàâëåíèåìîïòè÷åñêîé îñè êðèñòàëëà n0.Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû (2.13),ïîëó÷åííîå â ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèè, �àêòè÷åñêè ïðåä�ñòàâëÿåò ñîáîé êâàçèïëîñêóþ âîëíó, ïàðàìåòðû êî�òîðîé ëîêàëüíî ñîâïàäàþò ñ ïàðàìåòðàìè âîëí â îä�íîðîäíîé îäíîîñíîé ñðåäå. Äëÿ îáûêíîâåííîé âîë�íû ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ òàêîé æå, êàê â îäíî�ðîäíîé ñðåäå, à äëÿ íåîáûêíîâåííîé âîëíû çàâèñèòîò z.Ïîëó÷åííûå âîëíû (2.13) áóäóò áåãóùèìè òîëüêîâ ñëó÷àå âåùåñòâåííûõ �1;2. �àñïðîñòðàíåíèå âîëí â

1 2 x�20��2
à�

x�2
��20

á�
�èñ. 1. Ïðîåêöèÿ òðàåêòîðèè íåîáûêíîâåííîãî ëó-÷à íà ïëîñêîñòü xz è òðàåêòîðèÿ îáûêíîâåííîãî ëó-÷à â êèðàëüíîé ñðåäå ïðè ðàçíûõ óãëàõ ïàäåíèÿ:a � ïðîõîäÿùèå îáûêíîâåííûå (1 ) è íåîáûêíîâåí-íûå (2 ) ëó÷è äëÿ "a > 0, á � ñëó÷àé çàïðåùåííîéçîíû (çàøòðèõîâàííàÿ îáëàñòü) äëÿ íåîáûêíîâåí-íîãî ëó÷àñðåäå çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïîïåðå÷íîé êîìïîíåíòûâîëíîâîãî âåêòîðà k?. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé"a > 0. Â ýòîì ñëó÷àå k? ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäå�ëàõ 0 � k2? � k20"k. Ïðîàíàëèçèðóåì ïîâåäåíèå k(o)z èk(e)z â çàâèñèìîñòè îò k?. Óäîáíåå ýòî äåëàòü â òåð�ìèíàõ ïàðàìåòðà �, êîòîðûé ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ�"a="? � � � 1. Èç (2.11) âèäíî, ÷òî ïðè0 < � � 1 (0 � k2? < k20"?)ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ â �îðìóëàõ äëÿ �1 è �2ïîëîæèòåëüíû ïðè ëþáûõ �, è îáå âîëíû áóäóòðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íà âñåì ïðîòÿæåíèè òâèñò-ÿ÷åéêè(ðèñ. 1a). Ïðè�"a="? � � < 0 (k20"? � k2? < k20"k)ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå äëÿ �1 îòðèöàòåëüíî ïðèëþáûõ çíà÷åíèÿõ �, à äëÿ �2 ïîäêîðåííîå âûðà�æåíèå îòðèöàòåëüíî â íåêîòîðîé îáëàñòè çíà÷åíèé�. Òîãäà çíà÷åíèå k(o)z ÷èñòî ìíèìîå è îáûêíîâåí�íàÿ âîëíà áóäåò çàòóõàþùåé íà âñåì ïðîòÿæåíèèòâèñò-ÿ÷åéêè. Äëÿ íåîáûêíîâåííîé âîëíû ýêñïîíåí�öèàëüíîå çàòóõàíèå áóäåò èìåòü ìåñòî íå íà âñåìïðîòÿæåíèè òâèñò-ÿ÷åéêè, à ëèøü â îáëàñòè, ãäå k(e)zÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìûì (ðèñ. 1á ). Âíóòðè ýòîé îá�ëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèå áåãóùåé â íàïðàâëåíèè îñè �âîëíû íåâîçìîæíî, ïîýòîìó òàêàÿ îáëàñòü ïðåäñòàâ�ëÿåò ñîáîé çàïðåùåííóþ çîíó. Èç �îðìóëû (2.11)1438



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007 Îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà : : :ñëåäóåò, ÷òî çàïðåùåííàÿ çîíà îïðåäåëÿåòñÿ íåðà�âåíñòâîì sin2 � � � �1� � "k"a : (2.17)Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà âûðàæåíèå (2.17) äàåò òî÷êè, ãäåk(e)z = 0, ò. å. âîëíîâîé âåêòîð íàïðàâëåí âäîëü îñè x.Çäåñü ïðîèñõîäèò ïîâîðîò íåîáûêíîâåííîé âîëíû.Â ñëó÷àå "a < 0 ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòà âîë�íîâîãî âåêòîðà k? ìîæåò ìåíÿòüñÿ â ïðåäåëàõ0 � k2? � k20"?. Ïàðàìåòð � ïðè ýòîì ïðèíèìà�åò çíà÷åíèÿ 0 � � � 1. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèåk(o)z âåùåñòâåííî ïðè ëþáûõ � è �, è îáûêíîâåííàÿâîëíà ìîæåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íà âñåì ïðîòÿæåíèèòâèñò-ÿ÷åéêè. Íåîáûêíîâåííàÿ âîëíà áóäåò ðàñïðî�ñòðàíÿòüñÿ íà âñåì ïðîòÿæåíèè òâèñò-ÿ÷åéêè òîëü�êî äëÿ �"a="? < � � 1 (0 � k2? < k20"k):Â ñëó÷àå æå0 � � < �"a="? (k20"k < k2? � k20"?)îáðàçóåòñÿ çàïðåùåííàÿ çîíà, îïðåäåëÿåìàÿ íåðà�âåíñòâîì sin2 � � � �1� � "k"a : (2.18)Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå "a < 0 çàïðåùåííàÿ çîíà ìå�íÿåòñÿ ìåñòàìè ñ îáëàñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïî ñðàâ�íåíèþ ñî ñëó÷àåì "a > 0.Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ îñíîâàíû íà âûðàæå�íèÿõ äëÿ ïîëÿ, ïîëó÷åííûõ â ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèè.Îäíàêî, åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ �l ñáëèæàþò�ñÿ, òî àìïëèòóäû ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé îáðàùàþò�ñÿ â áåñêîíå÷íîñòü, è óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ìåòîäàÂÊÁ (A.13) íàðóøàåòñÿ. Ïðè âûðîæäåíèè ñîáñòâåí�íûõ çíà÷åíèé ðàçëè÷èå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìèèì âîëíàìè èñ÷åçàåò, è â îêðåñòíîñòè òî÷êè âû�ðîæäåíèÿ âîçìîæíà âçàèìíàÿ òðàíñ�îðìàöèÿ ìîä,ò. å. ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ìåæäó âîëíàìè.Êàê âèäíî èç �îðìóëû (2.11), òî÷êè âûðîæäå�íèÿ (�2 = �4) íàõîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿsin2 �� = � �1� � "k"a : (2.19)Â ýòèõ òî÷êàõ �2;4(��) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âîëíî�âîé âåêòîð íàïðàâëåí ïî îñè x. Ïîñêîëüêó ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ �2 è �4 õàðàêòåðèçóþò ðàñïðîñòðàíå�íèå íåîáûêíîâåííûõ âîëí, â îêðåñòíîñòè �� ïðîèñõî�äèò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïàäàþùåé è îòðàæåííîéíåîáûêíîâåííûìè âîëíàìè. Äàëåå òàêîé òèï âçàèìî�äåéñòâèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê e+�e�. Îêðåñòíîñòü,

ãäå ïðîèñõîäèò ýòî âçàèìîäåéñòâèå, ñîãëàñíî (A.13),çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâîìj� � ��j . 
�2=3: (2.20)Â ñëó÷àå "a > 0 âîçìîæíî òàêæå âûðîæäåíèå òè�ïà �1 = �2 è �3 = �4. Îíî ïðîèñõîäèò â òî÷êàõ,óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþsin2 ��� = ��=(1� �): (2.21)Çäåñü ïîïàðíî âçàèìîäåéñòâóþò îáûêíîâåííàÿ (o) èíåîáûêíîâåííàÿ (e) âîëíû. Äàëåå òàêîé òèï âçàèìî�äåéñòâèÿ áóäåì îáîçíà÷àòü êàê e�o. Îáëàñòü ýòîãîâçàèìîäåéñòâèÿ îãðàíè÷åíà óñëîâèåìj� � ���j . 
�1=2: (2.22)Â ñëó÷àå "a < 0 íå ñóùåñòâóåò äîïîëíèòåëüíûõ òî�÷åê ïîâîðîòà âíóòðè çàïðåùåííîé çîíû, ïîñêîëüêóóðàâíåíèå âèäà �1 = �2 äàåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèåïðè � = 0. Ýòîò ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíå�íèþ îáûêíîâåííîé è íåîáûêíîâåííîé âîëí ïîïåðåêîñè z è íå ïðåäñòàâëÿåò äëÿ íàñ îñîáîãî èíòåðåñà.3. Ï�ÎÑÀ×ÈÂÀÍÈÅ Â ÑËÓ×ÀÅ ØÈ�ÎÊÈÕÇÀÏ�ÅÙÅÍÍÛÕ ÇÎÍ�àññìîòðèì ñëó÷àé øèðîêèõ çàïðåùåííûõ çîí.Äëÿ òàêèõ çîí çàòóõàíèå âîëí áóäåò î÷åíü ñèëüíûì,è ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòîò ñëó÷àé,âîçìîæíî, íå ÿâëÿåòñÿ ñàìûì èíòåðåñíûì. Îäíàêî,êàê áóäåò ïîêàçàíî, äëÿ øèðîêèõ çàïðåùåííûõ çîíóäàåòñÿ îïèñàòü ïîâåäåíèå âîëí â îêðåñòíîñòÿõ âñåõîñîáûõ òî÷åê. Ýòî ïîçâîëèò â äàëüíåéøåì ðàññìàò�ðèâàòü áîëåå èíòåðåñíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêñïåðèìåí�òà ñëó÷àè, îïèðàÿñü íà ïîëó÷åííûå â ýòîì ðàçäåëåòî÷íûå ðåçóëüòàòû.�àññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé "a > 0 è ïîëîãîå ïà�äåíèå ñâåòîâîé âîëíû (� < 0). Çäåñü è äàëåå áó�äåì ðàññìàòðèâàòü îäèí ïåðèîä ÆÊ, îãðàíè÷åííûéïëîñêîñòÿìè � = ��=2 è � = �=2. Â ýòîì ñëó÷àåóðàâíåíèÿ (2.19) è (2.21) èìåþò ïî äâà ðåøåíèÿ.Âçàèìîäåéñòâèå ìîä ïðîèñõîäèò â îêðåñòíîñòÿõ ÷å�òûðåõ òî÷åê âûðîæäåíèÿ (òî÷åê ïîâîðîòà), ïîêàçàí�íûõ íà ðèñ. 2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàïðåùåííûå çîíûòàêèå øèðîêèå, ÷òî ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà, ïîêà�çàííûìè íà ðèñ. 2 êàê òî÷êè 1�4, ñóùåñòâóþò îáëà�ñòè ïðèìåíèìîñòè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ.Ñëîæíîñòü àíàëèçà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí âîêðåñòíîñòè òî÷åê ïîâîðîòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîçäåñü íåâîçìîæíî îïèñûâàòü ïîëå êàê íàáîð êâàçè�ïëîñêèõ îáûêíîâåííûõ è íåîáûêíîâåííûõ âîëí 1439
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4321��2

�2�(4)��(3)��0�(1)��(2)�� x
�èñ. 2. Ñòðóêòóðà øèðîêîé çàïðåùåííîé çîíû äëÿ"a > 0. Â îáëàñòÿõ 1 è 4 èìååò ìåñòî âçàèìîäåé-ñòâèå äâóõ íåîáûêíîâåííûõ âîëí, â îáëàñòÿõ 2 è 3ïîïàðíî âçàèìîäåéñòâóþò íåîáûêíîâåííûå è îáûê-íîâåííûå âîëíû. Âåðòèêàëüíîé øòðèõîâêîé ïîêàçà-íû îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ÂÊÁïëàâíî ìåíÿþùèìèñÿ ïàðàìåòðàìè. Âáëèçè òî÷åêïîâîðîòà ïîëå íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå ýòàëîííîãîóðàâíåíèÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëÿ âî âñåé îáëàñòè,âêëþ÷àÿ òî÷êó ïîâîðîòà, íåîáõîäèìî ñøèâàòüðåøåíèÿ ÂÊÁ è ðåøåíèå ýòàëîííîãî óðàâíåíèÿ.Â äàëüíåéøåì âìåñòî àíàëèçà ñèñòåìû óðàâíå�íèé (2.5) íàì óäîáíî ðàññìîòðåòü ñèñòåìó óðàâíå�íèé äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè�÷åñêîãî ïîëÿ. Âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðà E çà�ïèñûâàåòñÿ êàê(rot rot�k20 "̂(z))E(r) = 0; (3.1)îòêóäà â (k?; z)-ïðåäñòàâëåíèè èìååì8>>>>>>>><>>>>>>>>:
�2�Ex � i
k?k0 ��Ez +
2"xxEx++
2"xyEy = 0;�2�Ey + 
2"xyEx +
2�"yy�k2?k20 �Ey = 0;�i
k?k0 ��Ex +
2"?�Ez = 0: (3.2)�àññìîòðèì ïîëå â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðî�òà �(1)� , sin �(1)� = �r� �"k(1� �)"a :Åñëè èñêëþ÷èòü êîìïîíåíòó Ez , òî ñèñòåìà (3.2)ïðèíèìàåò âèä

8<: �2�Ex + �
2"xxEx + �
2"xyEy = 0;�2�Ey +
2�"yy�k2?k20 �Ey +
2"xyEx = 0: (3.3)�åøåíèå ýòîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðî�òà �(1)� ïðèâåäåíî â Ïðèëîæåíèè B. Îíî ïðåäñòàâ�ëÿåò ñîáîé ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ �óíêöèé Õàí�êåëÿ. Òàêæå â Ïðèëîæåíèè B ïîëó÷åíû àñèìïòî�òèêè ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà ïðèj� � �(1)� j � 
�2=3. Îíè èìåþò âèä ExEy !< =r 3� �� v�1=12(�(1)� � �)1=4
1=6(�+ (1� �) sin2 �(1)� )1=2 �� � os �(1)�sin �(1)� !�� �A(1)< exp�2i3 v1=2
(�(1)� � �)3=2 � 5i�12 �++ B(1)< exp��2i3 v1=2
(�(1)� � �)3=2 � 5i�12 �� ; (3.4) ExEy !> =r 3� �� v�1=12(� � �(1)� )1=4
1=6(�+ (1� �) sin2 �(1)� )1=2 �� � os �(1)�sin �(1)� !�� �A(1)> exp��23v1=2
(� � �(1)� )3=2 � 5i�12 �++ B(1)> exp�23v1=2
(� � �(1)� )3=2 + 5i�12 �� ; (3.5)ãäå v = 2q��"k("a + �"?);A(1)< , B(1)< , A(1)> , B(1)> � êîíñòàíòû.Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè (2.20) ÂÊÁ-ðåøåíèé ïå�ðåñåêàåòñÿ ñ îáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè ðåøåíèÿ âîêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà. Ýòà îáëàñòü ïåðåñå÷å�íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè
�2=3 � j� � �(1)� j � 1:Â ýòîé îáëàñòè ìîæíî âûïîëíèòü ñøèâàíèå ðåøå�íèé: àñèìïòîòèêè ÂÊÁ-ðåøåíèé ïðè j� � �(1)� j � 1äîëæíû ñîâïàäàòü ñ àñèìïòîòèêàìè ðåøåíèÿ âîêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà ïðè j� � �(1)� j � 
�2=3.�àçëîæèì ðåøåíèÿ ÂÊÁ (2.10) â ðÿä â îêðåñòíî�ñòè �(1)� . Ïîëó÷èì1440



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007 Îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà : : : ExEy !(e)�< == C(e)�<(v(�(1)� � �))1=4(� + (1� �) sin2 �(1)� )1=2 �� � os �(1)�sin �(1)� !�� exp264�i
0B� �(1)�Z�0 �2d�0 � v1=2 23(�(1)� � �)3=21CA375 ;� < �(1)� ; (3.6) ExEy !(e)�1 == C(e)�1(�v(� � �(1)� ))1=4(�+ (1� �) sin2 �(1)� )1=2 �� � os �(1)�sin �(1)� !�� exp264�
0B�i �(1)�Z�0 �2d�0 � v1=2 23(� � �(1)� )3=21CA375 ;� > �(1)� : (3.7)Çäåñü èíäåêñ ¾<¿ ó êîìïîíåíò ïîëÿ è êîíñòàíò îò�íîñèòñÿ ê çíà÷åíèÿì ëåâåå ïåðâîé òî÷êè ïîâîðîòàâ îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ, à èí�äåêñ ¾1¿ � ê çíà÷åíèÿì ïðàâåå ïåðâîé òî÷êè ïî�âîðîòà â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ;C(e)+1 è C(e)�1 � êîíñòàíòû, îïèñûâàþùèå àìïëèòó�äû ÂÊÁ-ðåøåíèé ïîñëå ïðîõîäà îêðåñòíîñòè ïåðâîéòî÷êè ïîâîðîòà. Ïðèðàâíèâàÿ àñèìïòîòèêè, ìîæíîïîëó÷èòü �îðìóëû ñâÿçè äëÿ êîíñòàíò C(e)+ è C(e)�ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè ïîâîðîòà. Çàìåòèì, ÷òîçíà÷åíèÿ ýòèõ àìïëèòóä íå îáÿçàíû ñîâïàäàòü. Ýòîñâÿçàíî ñ âçàèìíîé òðàíñ�îðìàöèåé ìîä, âîçíèêàþ�ùåé ïðè ñáëèæåíèè âîëíîâûõ âåêòîðîâ äâóõ âîëí.Ïðèðàâíèâàÿ àñèìïòîòèêè ÂÊÁ-ðåøåíèé è ðåøåíèÿâ îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà, ïîëó÷èì �îðìóëûñâÿçè C(e)�<C(e)+1 ! = 0BB� exp�2s� i�2 � exp�� i�4 �exp i�4 0 1CCA�� C(e)+<C(e)�1 ! ; (3.8)

ãäå s = i
 �(1)�Z�0 �2 d�0:Ýòî âûðàæåíèå îïèñûâàåò ñâÿçü àìïëèòóä ÂÊÁ-ðå-øåíèé ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷êè ïîâîðîòà� = �(1)� . Êàê âèäíî, âçàèìîäåéñòâèå ìîä ïðîÿâ�ëÿåòñÿ â òîì, ÷òî àìïëèòóäà îòðàæåííîé âîëíûC(e)�< íà÷èíàåò çàâèñåòü îò äâóõ àìïëèòóä C(e)+<è C(e)�1 . Çàìåòèì, ÷òî çäåñü àìïëèòóäû C(e)+1 èC(e)�1 îòâå÷àþò ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùåìó èýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòóùåìó ðåøåíèÿì, ïðîíèêøèìâíóòðü çàïðåùåííîé çîíû. Âíå îêðåñòíîñòè òî÷êèïîâîðîòà ýòè çàòóõàþùèå ðåøåíèÿ îïèñûâàþòñÿÂÊÁ-ïðèáëèæåíèåì.Âíóòðè çàïðåùåííîé çîíû ñóùåñòâóþò åùå äâåòî÷êè ïîâîðîòà âèäà (2.21) (òî÷êè 2 è 3 íà ðèñ. 2),äàþùèå âçàèìíóþ òðàíñ�îðìàöèþ íåîáûêíîâåííîéè îáûêíîâåííîé ìîä. Îêðåñòíîñòè ýòèõ òî÷åê ïîâî�ðîòà, â êîòîðûõ íàðóøàåòñÿ ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèå, çà�äàþòñÿ óñëîâèåì (2.22). Â òî÷êàõ ��� ïðîèñõîäèò ïî�ïàðíîå âûðîæäåíèå âîëí òèïà e�o.�àññìîòðèì âçàèìîäåéñòâèå âîëí, ðàñïðîñòðàíÿ�þùèõñÿ â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè ïî �, ò. å. âçà�èìîäåéñòâèå ìîä òèïà (e)+ è (o)+, â îêðåñòíîñòèòî÷êè sin �(2)�� = �r� �1� �:Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà�(2)�� àíàëîãè÷íî ïðîöåäóðå, èçëîæåííîé â Ïðèëîæå�íèè B, ïîýòîìó ìû íå áóäåì ïîäðîáíî ðàññìàòðè�âàòü ýòó òî÷êó ïîâîðîòà, à ëèøü îñòàíîâèìñÿ íà îò�ëè÷èÿõ îò ðàññìîòðåííîãî ðàíåå ñëó÷àÿ. Óäîáíî ñäå�ëàòü çàìåíó ExEy ! = exp hi
p�"? �� � �(2)�� �i��0� � os �(2)�� 00 sin �(2)�� 1A gxgy ! (3.9)è ââåñòè ðàñòÿíóòóþ ïåðåìåííóþ � = 
1=2(� � �(2)�� ).�åøåíèå äëÿ �óíêöèè g = (gx; gy) ýòîãî óðàâíåíèÿèùåòñÿ â âèäå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì 
�1=2. Â íóëåâîìïðèáëèæåíèè ýòî ðåøåíèå èìååò âèäg0 = (�)�1; �1 = (1; 1)T ;ãäå �óíêöèÿ (�) çàâèñèò îò çíàêà �:13 ÆÝÒÔ, âûï. 6 (12) 1441



Å. Â. Àêñåíîâà, Å. Â. Êðþêîâ, Â. Ï. �îìàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007>;<(�) =pj�j exp�14 "ap"? �2��� �A(2)>;<I1=4�14 "ap"? j�j2�++ B(2)>;<K1=4�14 "ap"? j�j2�� ; (3.10)ãäå I�(u) è K�(u) � ìîäè�èöèðîâàííûå �óíêöèèÁåññåëÿ ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà,A(2)>;< è B(2)>;< � êîíñòàíòû, îòâå÷àþùèå ðåøåíèÿìäëÿ ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé �.Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó êîíñòàíòàìè íàéäåì èç óñëî�âèÿ íåïðåðûâíîñòè ïîëÿ è åãî ïðîèçâîäíîé â òî÷êå�(2)�� .Òåïåðü ïðîâåäåì ñøèâàíèå ðåøåíèé â îêðåñòíî�ñòè òî÷êè ïîâîðîòà ñ ÂÊÁ-ðåøåíèÿìè. Àñèìïòîòè�êè ìîäè�èöèðîâàííûõ �óíêöèé Áåññåëÿ èìåþò âèäI1=4 �14au2� = 1ur 2�a �� exp�14au2��1 +O(u�2)� ;K1=4�14au2� = 1ur2�a �� exp��14au2��1 +O(u�2)� : (3.11)
Ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ (3.10) ïðè j�j � 1 â ñòàðøåìïîðÿäêå èìååò âèä ExEy !(2)>;< = "1=4? exp[i
p�"?(� � �(2)�� )℄"1=2a 
1=4j� � �(2)�� j�1=2 ��(r 2�A(2)>;< exp �12
 "ap"? (���(2)�� )2�+p2�B(2)>;<)�� � os �(2)��sin �(2)�� ! : (3.12)

Çäåñü èíäåêñ (2) ó ïîëÿ îáîçíà÷àåò îêðåñòíîñòü òî÷�êè ïîâîðîòà �(2)�� . �åøåíèå ÂÊÁ â îêðåñòíîñòè òî÷êè�(2)�� èìååò âèä ExEy !(o)+<;2 = C(o)+<;2(�"?)1=4[�2i�1=2(� � �(2)�� )℄1=2 �� sin �(2)��� os �(2)�� ! exp [i
p�"?(� � �0)℄ : (3.13)Çäåñü èíäåêñ ¾<¿ ó êîìïîíåíò ïîëÿ è êîíñòàíò îò�íîñèòñÿ ê çíà÷åíèÿì ëåâåå òî÷êè ïîâîðîòà �(2)�� âîáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ, à èíäåêñ¾2¿ � ê çíà÷åíèÿì ïðàâåå òî÷êè ïîâîðîòà �(2)�� â îáëà�ñòè ïðèìåíèìîñòè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ. Òàêæå èìååì ExEy !(e)+1;2 = C(e)+1;2(�"?)1=4[�2i�1=2(� � �(2)�� )℄1=2 �� � os �(2)��sin �(2)�� ! exp264i
 �(2)��Z�0 �2 d�+i
p�"?(���0)++ 12
 "ap"? (� � �(2)�� )2375 : (3.14)Çäåñü èíäåêñ ¾1¿ ó êîìïîíåíò ïîëÿ è êîíñòàíò îò�íîñèòñÿ ê çíà÷åíèÿì ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà �(1)�è �(2)�� â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ,à èíäåêñ ¾2¿ � ê çíà÷åíèÿì ïðàâåå òî÷êè ïîâîðîòà�(2)�� â îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ.Ñðàâíåíèå àñèìïòîòèê ÂÊÁ-ðåøåíèÿ è ðåøå�íèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà ïîêàçûâàåò, ÷òîI1=4(u) îïèñûâàåò ðàñïðîñòðàíåíèå íåîáûêíîâåííîéâîëíû, à K1=4(u) � îáûêíîâåííîé.Òåïåðü çàïèøåì ñâÿçü àìïëèòóä ÂÊÁ-ðåøåíèéïî îáå ñòîðîíû òî÷êè ïîâîðîòà �(2)�� : C(e)+2C(o)+2 ! = 0BBBB� exp i�2 �21=2��1=2 exp(i
"p�"?(�(2)�� � �0)� �(2)��R�0 �2 d�#)0 exp�� i�2 � 1CCCCA C(e)+1C(o)+< ! : (3.15)Âêëàä îáûêíîâåííîé âîëíû â íåîáûêíîâåí�íóþ îïðåäåëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì ìíîæèòåëåìâ (3.15). Âåëè÷èíà ýòîãî ìíîæèòåëÿ çàâèñèò îò ðàç�íîñòè èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûõ çàòóõàåò êàæäàÿ èçâîëí. Íåîáûêíîâåííàÿ âîëíà çàòóõàåò îò òî÷êè �(1)� äî òî÷êè �(2)�� , à îáûêíîâåííàÿ � îò �0 äî �(2)�� . Ïîýòî�ìó âêëàä îáûêíîâåííîé âîëíû â íåîáûêíîâåííóþìîæåò áûòü çíà÷èòåëåí, òîëüêî åñëè îáëàñòü ðàñïðî�ñòðàíåíèÿ íåîáûêíîâåííîé âîëíû äîñòàòî÷íî óçêàÿ,ò. å. ðàçíîñòü �0 � �(1)� ìàëà.1442



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007 Îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà : : :Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî îïèñàòü âçàèìî�äåéñòâèå âîëí (e)� è (o)� â îêðåñòíîñòè òî÷êè �(2)�� ,à òàêæå ïîñòðîèòü ðåøåíèå è ïîëó÷èòü �îðìóëûñâÿçè äëÿ ñèììåòðè÷íûõ òî÷åê ïîâîðîòà �(3)�� è �(4)� .Ìû íå áóäåì çäåñü ïðèâîäèòü �îðìóëû ñâÿçè äëÿýòèõ òî÷åê. Âìåñòî ýòîãî äàäèì êà÷åñòâåííîå îïè�ñàíèå ïðîõîæäåíèÿ íåîáûêíîâåííîé âîëíû ÷åðåç çà�ïðåùåííóþ çîíó.Çàìåòèì, ÷òî íàèáîëåå èíòåðåñíûì ñ ïðàêòè÷å�ñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà íà ñðå�äó ïàäàåò íåîáûêíîâåííàÿ âîëíà, ïðîíèêàþùàÿ âçàïðåùåííóþ çîíó, à ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùàÿîáûêíîâåííàÿ âîëíà îòñóòñòâóåò èëè åþ ìîæíî ïðå�íåáðå÷ü (C(o)+< = 0). Â ýòîì ñëó÷àå ñíà÷àëà ïðîèñõî�äèò âçàèìîäåéñòâèå âîëí (e)+ è (e)� â òî÷êå �(1)� .Ïîÿâëÿþòñÿ îòðàæåííàÿ íåîáûêíîâåííàÿ âîëíà èýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùàÿ ïðîøåäøàÿ íåîáûêíî�âåííàÿ âîëíà. Ñîãëàñíî �îðìóëàì ñâÿçè (3.8), ïðî�øåäøàÿ âîëíà ïðèîáðåòåò �àçîâûé ñäâèã �=4. Äàëååíà ïóòè ïðîøåäøåé íåîáûêíîâåííîé âîëíû âñòðå�òèòñÿ òî÷êà ïîâîðîòà �(2)�� . Â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷�êè, ñîãëàñíî �îðìóëàì ñâÿçè (3.15), íåîáûêíîâåí�íàÿ âîëíà ïðèîáðåòåò �àçîâûé ñäâèã �=2. Îáûêíî�âåííàÿ âîëíà íå ïîÿâèòñÿ, òàê êàê C(o)+< = 0. Äà�ëåå íà ïóòè âîëíû âîçíèêàåò ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êàïîâîðîòà �(3)�� . Â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè íåîáûêíî�âåííàÿ âîëíà ïîëó÷àåò �àçîâûé ñäâèã ��=2. Òàêèìîáðàçîì, âëèÿíèå òî÷åê ïîâîðîòà âèäà ��� íà íåîáûê�íîâåííóþ âîëíó íèêàê íå ïðîÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó�àçîâûå ñäâèãè êîìïåíñèðóþòñÿ. Â òî÷êå ïîâîðî�òà �(3)�� èç íåîáûêíîâåííîé âîëíû ðîæäàåòñÿ ýêñïî�íåíöèàëüíî çàòóõàþùàÿ îáûêíîâåííàÿ âîëíà, êîòî�ðàÿ íå ïðåäñòàâëÿåò äëÿ íàñ èíòåðåñà, ïîñêîëüêóîíà íå ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â áåãóùóþ. Â çàêëþ÷å�íèå íåîáûêíîâåííàÿ âîëíà âñòðå÷àåò ñèììåòðè÷íóþòî÷êó ïîâîðîòà �(4)� , â êîòîðîé âçàèìîäåéñòâóþò âîë�íû (e)+ è (e)�. Â ðåçóëüòàòå ïðè ïðîõîäå îêðåñò�íîñòè òî÷êè ïîâîðîòà �(4)� âîçíèêàåò áåãóùàÿ âîë�íà. Ïðè ýòîì ïðîèñõîäèò îáðàòíîå èçìåíåíèå �àçûíà ��=4. Òàêèì îáðàçîì, ïðîõîæäåíèå çàïðåùåííîéçîíû íå äàåò èçìåíåíèÿ �àçû íåîáûêíîâåííîé âîë�íû. Èçìåíåíèå àìïëèòóäû íåîáûêíîâåííîé âîëíûîïðåäåëÿåòñÿ âåùåñòâåííûì îòðèöàòåëüíûì ïîêàçà�òåëåì ýêñïîíåíòû (2.10) âíóòðè çàïðåùåííîé çîíû.Êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ íåîáûêíîâåííîé âîëíûìîæíî çàïèñàòü â âèäåW = exp0B��
 �(4)�Z�(1)� j�2jd�1CA : (3.16)Äëÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ èçëîæåííîãî ìå�

òîäà äëÿ øèðîêèõ çàïðåùåííûõ çîí íåîáõîäèìî,÷òîáû âñå ÷åòûðå òî÷êè ïîâîðîòà íàõîäèëèñü äðóãîò äðóãà íà äîñòàòî÷íîì ðàññòîÿíèè. Ïðè âûïîëíå�íèè ýòîãî óñëîâèÿ âûðîæäåíèå ñîáñòâåííûõ çíà÷å�íèé ìàòðèöû bA ïðîèñõîäèò ïîïàðíî. Â ýòîì ñëó÷àåýòàëîííûå óðàâíåíèÿ èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê, à íå÷åòâåðòûé, êàê áûëî áû â ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ âñåõ÷åòûðåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû bA ñðàçó.Òàêæå äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîöåäó�ðû ñøèâàíèÿ ñ ðåøåíèÿìè ÂÊÁ âáëèçè êàæäîé èçòî÷åê ïîâîðîòà íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìåæäó òî÷êàìèïîâîðîòà ñóùåñòâîâàëè îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ìåòî�äà ÂÊÁ. Ýòè óñëîâèÿ íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íàøèðèíó çàïðåùåííîé çîíû, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ ïàðà�ìåòðîì �. Ñîãëàñíî �îðìóëàì (2.19)�(2.22), ìîæíîñäåëàòü ñëåäóþùèå îöåíêè:�� �r� �1� � "k"a & 
�2=3;��� � �r� �1� � & 
�1=2; (3.17)�� & "a(p"k �p"a)2
�1; �� & 
�1: (3.18)�àññìîòðèì ïîâåäåíèå êîý��èöèåíòà çàòóõàíèÿäëÿ çíà÷åíèé �, îïðåäåëÿåìîãî íåðàâåíñòâàìè
�1 < ��� 1:jW j2 == exp8><>:�2
 �(4)�Z�(1)� ���"k + (1� �)"a sin2 ���1=2 d�9>=>; �� exp24�2
"1=2a �Z�� (�2 + �2)d�35 ; (3.19)ãäå � =rj�j"k"a :Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïîëó÷àåìjW j2 = exp���j�j
 "k"1=2a � : (3.20)Èòàê, âûðàæåíèå (3.20) äàåò ïîâåäåíèå êîý��èöè�åíòà ïðîõîæäåíèÿ â ñëó÷àå øèðîêèõ çàïðåùåííûõçîí (3.18).Â ñëó÷àå "a < 0 îòñóòñòâóþò òî÷êè ïîâîðîòà òè�ïà e�o è àíàëèç ïîâåäåíèÿ ìîä âíóòðè çàïðåùåí�íîé çîíû çíà÷èòåëüíî ïðîùå. Â äàííîì ñëó÷àå çàäà�÷à ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç äâåòî÷êè ïîâîðîòà òèïà 1 è 4 íà ðèñ. 2, ìåæäó êîòîðû�ìè èìååòñÿ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ÂÊÁ.1443 13*
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�èñ. 3. Òðàåêòîðèÿ ïðåäåëüíîãî ëó÷à ïðè "a > 04. Ï�ÅÄÅËÜÍÛÉ ËÓ×Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò èññëåäîâàíèå óç�êèõ çàïðåùåííûõ çîí, ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó÷àå ýêñ�ïîíåíöèàëüíîå çàòóõàíèå âîëíû ìàëî è ý��åêò ïðî�ñà÷èâàíèÿ íàèáîëåå ïðîñòî íàáëþäàòü ýêñïåðèìåí�òàëüíî. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì çàïðåùåí�íóþ çîíó íóëåâîé øèðèíû äëÿ ñðåä ñ "a > 0, ÷òîñîîòâåòñòâóåò ëó÷ó ñ � = 0 (ðèñ. 3). Ëó÷, äëÿ êîòî�ðîãî øèðèíà çàïðåùåííîé çîíû ðàâíà íóëþ, áóäåìíàçûâàòü ïðåäåëüíûì. Ïðè "a < 0 ïðåäåëüíîìó ëó�÷ó ñîîòâåòñòâóåò � = �"a="?. Ýòîò ñëó÷àé ðàññìàò�ðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî ïðåäåëüíîìó ëó÷ó äëÿ ñðåä ñ"a > 0.Êàê âèäíî èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (2.5), ïðè � = 0êîìïîíåíòà ïîëÿ Ex ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, Ex = C0.Äàëåå íàì áóäåò óäîáíåå âìåñòî ñèñòåìû (2.5) ðàñ�ñìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò Ey è Ez :( �ip"?��Ez +
"xxC0 +
"xyEy = 0;�2�Ey + 
2"xyC0 +
2"yyEy = 0: (4.1)Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ýòîé ñèñòåìû, èìååìEz = �i 
p"? �C0�(1+p"?"a)+p"?"a4 C0 sin 2�++ p"?"a Z Ey os � sin � d��+ C: (4.2)Ñèñòåìà (4.1) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòüñÿ ïðè ëþáûõçíà÷åíèÿõ "?. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàñòóùèé âêëàäC0� íå ìîæåò áûòü ñêîìïåíñèðîâàí èíòåãðàëüíûì÷ëåíîì. �àñòóùåå ðåøåíèå íå ñîãëàñóåòñÿ ñ çàêî�íîì ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ïîýòîìó ñëåäóåò ïîëîæèòüC0 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (4.1) ïðèíèìàåò âèä8<: ��Ez + i
 "ap"? sin � os � Ey = 0;�2�Ey +
2"a sin2 � Ey = 0: (4.3)�åøåíèå ÂÊÁ ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóì�

ìó òðåõ âîëí, îáûêíîâåííîé è äâóõ íåîáûêíîâåí�íûõ, E = E(e)+ +E(e)� +E(o); (4.4)E(o) = E(o)0B� 001 1CA ; (4.5)
E(e)� = C(e)�"1=4a pj sin �j exp0��i
"1=2a �Z0 j sin �0jd�01A��0BBBB� 01�"1=2a"1=2? sign(sin �) os � 1CCCCA : (4.6)Äëÿ ïðåäåëüíîãî ëó÷à òî÷êè ïîâîðîòà �� è ���âûðîæäàþòñÿ â îäíó òî÷êó: �� = ��� = 0. Îáëàñòüïðèìåíèìîñòè ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ äëÿ òî÷êè �� ïî�ãëîùàåòñÿ îáëàñòüþ ïðèìåíèìîñòè äëÿ òî÷êè ��� èçàäàåòñÿ óñëîâèåì j�j � 
�1=2:�åøåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà äàíî âÏðèëîæåíèè C. Ïðèâåäåì çäåñü ëèøü àñèìïòîòèêèðåøåíèé (C.2), (C.3) ïðè � ! �1:Ey;> = 2"1=8a 
1=4p�� ���A> exp�i
"1=2a �22 � i3�8 � ++B> exp��i
"1=2a �22 + i3�8 �� ;Ey;< = 2"1=8a 
1=4p�j�j ���A< exp�i
"1=2a �22 � i3�8 �++B< exp��i
"1=2a �22 + i3�8 �� :

(4.7)
Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ ÂÊÁ-ðàçëîæåíèåì äëÿñøèâàíèÿ ðåøåíèé. Ïðè óñëîâèè j�j � 1 âûðàæåíèåäëÿ êîìïîíåíòû Ey â (4.6) ïåðåõîäèò â ñëåäóþùèå:1444



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007 Îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà : : :Ey;> = C(e)+> 1"1=4a p� exp�i
"1=2a �22 �++ C(e)�> 1"1=4a p� exp��i
"1=2a �22 � ;Ey;< = C(e)+< 1"1=4a pj�j exp��i
"1=2a �22 �++ C(e)�< 1"1=4a pj�j exp�i
"1=2a �22 � ; (4.8)
ãäå êîíñòàíòû C(e)�> è C(e)�< îòíîñÿòñÿ ê ÂÊÁ-ðåøå-íèÿì ñîîòâåòñòâåííî äî è ïîñëå òî÷êè ïîâîðîòà. Ýòèêîíñòàíòû ìîãóò îòëè÷àòüñÿ, ïîñêîëüêó â îêðåñòíî�ñòè òî÷êè ïîâîðîòà ïðîèñõîäèò âçàèìîäåéñòâèå ìîä.Ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ 
�1=2 �� j�j � 1 ïåðåêðûâàþòñÿ îáëàñòè ïðèìåíèìîñòèàñèìïòîòèê ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ (4.8) è àñèìïòîòèêðåøåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà (4.7). Ìîæ�íî óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó êîíñòàíòàìè â ðåøåíèÿõÂÊÁ è â ðåøåíèÿõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà.Ýòà ñâÿçü ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ ìåæäóàìïëèòóäàìè ïàäàþùèõ è îòðàæåííûõ âîëí:C(e)+> = 1p2 �C(e)+< � iC(e)�> � ;C(e)�< = 1p2 ��iC(e)+< + C(e)�> � : (4.9)Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïàäåíèè âîëí ñî ñòîðîíû ïî�ëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ � ïðîèñõîäèò èõ îò�ðàæåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà, ïðè÷åì èìå�åò ìåñòî ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè ìåæäó âîëíà�ìè: ���C(e)+> ���2 = 12 ����C(e)+< ���2 + ���C(e)�> ���2�++ Im�C(e)+< C(e)��> � ;���C(e)�< ���2 = 12 ����C(e)+< ���2 + ���C(e)�> ���2��� Im�C(e)+< C(e)��> � : (4.10)
Èç âûðàæåíèé (4.10) ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåð�ãèè:���C(e)+> ���2 + ���C(e)�< ���2 = ���C(e)+< ���2 + ���C(e)�> ���2 : (4.11)Òàêæå ñîîòíîøåíèÿ (4.9) ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè îò�ðàæåíèè âîëíû îò çàïðåùåííîé çîíû ïðîèñõîäèòóìåíüøåíèå �àçû íà �=2, â òî âðåìÿ êàê âîëíà, êîòî�ðàÿ ïðîñà÷èâàåòñÿ ÷åðåç çàïðåùåííóþ çîíó, íå ïðè�îáðåòàåò �àçîâîãî ñäâèãà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ, îòâå÷àþùåãî êîìïî�íåíòå ïîëÿ Ez , ïðîèíòåãðèðóåì ïåðâîå óðàâíåíèåñèñòåìû (C.1). Àíàëîãè÷íî ïðîöåäóðå, ïðîäåëàííîéäëÿ êîìïîíåíòû Ey, ïîñòðîèì îòäåëüíî ðåøåíèÿäëÿ � > 0 è äëÿ � < 0. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (Ñ.2)è âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå, ïîëó÷àåìEz;> = �i�1=223=2 ��34� "1=2a"1=2? �2 ���A> �H(1)1=4 ��22 �H�3=4��22 ��� H(1)�3=4��22 �H1=4� �22 ��++B> �H(2)1=4��22 �H�3=4��22 ���H(2)�3=4��22 �H1=4��22 ���+ Fz ; (4.12)ãäå Fz � êîíñòàíòà, äàþùàÿ âêëàä â àìïëèòóäóîáûêíîâåííîé âîëíû, H�(u) � �óíêöèÿ Ñòðóâå.Äëÿ ñëó÷àÿ � < 0 â âûðàæåíèè (4.12) äîñòàòî÷�íî çàìåíèòü âåëè÷èíû A>, B> íà A<, B<. Ñâÿçüìåæäó êîíñòàíòàìè A>, B>, A<, B< îïðåäåëÿåòñÿâûðàæåíèÿìè (C.4). Äëÿ êîìïîíåíòû ïîëÿ Ez òàê�æå äîëæíû ñîáëþäàòüñÿ óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè âíóëå ñàìîé �óíêöèè è åå ïðîèçâîäíîé. Êàê âèäíîèç �îðìóëû (4.12), íåïðåðûâíîñòü ñîáëþäàåòñÿ, åñ�ëè äëÿ � > 0 è � < 0 â êà÷åñòâå êîíñòàíòû èíòå�ãðèðîâàíèÿ ìû âîçüìåì îäíó è òó æå âåëè÷èíó Fz .Âåëè÷èíà Fz ñâÿçàíà ñ îáûêíîâåííîé âîëíîé. Åñëèîáûêíîâåííàÿ âîëíà îòñóòñòâóåò è íà ñðåäó ïàäà�åò îäíà íåîáûêíîâåííàÿ âîëíà ñ àìïëèòóäîé C(e)+< ,òî ïîñëå ïðîõîäà îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà âîçíè�êàþò äâå âîëíû: ïðîøåäøàÿ è îòðàæåííàÿ ñîîòâåò�ñòâåííî ñ àìïëèòóäàìè C(e)+> è C(e)�< . Êàê ñëåäóåòèç �îðìóëû (4.9), èíòåíñèâíîñòè ýòèõ âîëí ñîâïàäà�þò è ðàâíû ïîëîâèíå èíòåíñèâíîñòè ïàäàþùåé âîë�íû. Åñëè æå íà ñðåäó ïàäàþò ñðàçó äâå âîëíû ñ àì�ïëèòóäàìè C(e)+< è C(e)�> è èõ �àçû íå ñîâïàäàþò,òî èíòåíñèâíîñòè ïðîøåäøåé è îòðàæåííîé âîëí áó�äóò îòëè÷àòüñÿ èç-çà ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî â (4.10).Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïðîõîäå îêðåñòíîñòè òî÷êè ïî�âîðîòà ïðîèçîéäåò ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè. Êðî�ìå òîãî, ïðè ïàäåíèè íà ñðåäó äâóõ íåîáûêíîâåí�íûõ âîëí âîçíèêàþò îáûêíîâåííûå âîëíû, áåãóùèåâäîëü îñè x è èìåþùèå ðàçíûå àìïëèòóäû ïî îáåñòîðîíû òî÷êè ïîâîðîòà � = 0. Â ñëó÷àå ñòàöèîíàð�íîé çàäà÷è è áåñêîíå÷íîé øèðèíû ïó÷êà (ïðèñóò�ñòâèå îäíîé �óðüå-ãàðìîíèêè) ïîòîê ýíåðãèè âäîëüîñè x ïðèñóòñòâóåò íà âñåé îñè x è â êàæäîé òî÷êå1445



Å. Â. Àêñåíîâà, Å. Â. Êðþêîâ, Â. Ï. �îìàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007âûïîëíåí çàêîí div S = 0, ãäå S � âåêòîð Ïîéíòèí�ãà. Â ñëó÷àå ðåàëüíîé çàäà÷è � øèðîêîãî ïî ñðàâ�íåíèþ ñ äëèíîé âîëíû �ðîíòà îñòðîíàïðàâëåííîãîïó÷êà � òàêæå íåò ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðîòèâîðå÷èé. Âýòîì ñëó÷àå ïîÿâëåíèå òàêîé îáûêíîâåííîé âîëíûèìååò ìåñòî òîëüêî â áëèçêîé îêðåñòíîñòè (ïî îñè zè îñè x) òî÷êè ïîâîðîòà. Ïî îñè x ýòà îáëàñòü îãðà�íè÷åíà îñâåùåííîé ïó÷êîì íåîáûêíîâåííîé âîëíû÷àñòüþ ïëîñêîñòè ïîâîðîòà. Òàêèì îáðàçîì, çà ïðå�äåëû îêðåñòíîñòè îáëàñòè ïîâîðîòà êîíå÷íîãî ïó÷êàòàêàÿ îáûêíîâåííàÿ âîëíà íå óõîäèò è òåì ñàìûìíå âíîñèò èçìåíåíèé â ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèèíà ãðàíèöàõ ñèñòåìû.Âäàëè îò òî÷êè ïîâîðîòà ïîëå ìîæåò áûòü ðàñ�ñ÷èòàíî ìåòîäîì ÂÊÁ, îáûêíîâåííàÿ âîëíà ÿâëÿåò�ñÿ ïëîñêîé, à íåîáûêíîâåííàÿ � êâàçèïëîñêîé ñ ëè�íåéíîé ïîëÿðèçàöèåé. Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êåïîâîðîòà ÂÊÁ-ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûì îáðàçîì ïåðå�õîäÿò â ðåøåíèÿ (C.2), (C.3), (4.12). Â îêðåñòíîñòèòî÷êè ïîâîðîòà ïðîèñõîäèò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäóâîëíàìè è òåì ñàìûì äåëåíèå íà íåîáûêíîâåííûåè îáûêíîâåííóþ âîëíû ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿíåîáîñíîâàííî, à èìååò ñìûñë òîëüêî ïîëíîå ïîëå.Â áëèçêîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà â ñèëó òðàíñ��îðìàöèè ìîä âîçíèêàåò ïîëå, êîòîðîå íåëüçÿ ðàñ�ñìàòðèâàòü, êàê ñóììó îáûêíîâåííîé è íåîáûêíî�âåííûõ âîëí. Ýòî ïîëå íå èìååò âèäà ïëîñêîé âîëíûè ìîæåò ïðèîáðåòàòü ýëëèïòè÷íîñòü.5. ÑËÓ×ÀÉ ÓÇÊÈÕ ÇÀÏ�ÅÙÅÍÍÛÕ ÇÎÍÂ ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì íàèáîëåå èíòåðåñíûéñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ñëó÷àé ïðîõî�æäåíèÿ âîëí ÷åðåç óçêóþ çàïðåùåííóþ çîíó. Ïðî�áëåìà îïèñàíèÿ óçêîé çàïðåùåííîé çîíû ñîñòîèò âòîì, ÷òî òî÷êè ïîâîðîòà ñáëèæàþòñÿ è ìåæäó íè�ìè íåò îáëàñòåé ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ÂÊÁ. Â ýòîìñëó÷àå ýòàëîííîå óðàâíåíèå ñòðîèòñÿ äëÿ îáëàñòè,îõâàòûâàþùåé âñå òî÷êè ïîâîðîòà. Ìû îãðàíè÷èì�ñÿ ñëó÷àåì, êîãäà òî÷êè ïîâîðîòà íàñòîëüêî áëèç�êè, ÷òî èõ ìîæíî ó÷èòûâàòü êàê îäíó ý��åêòèâíóþòî÷êó. Ïðè ýòîì îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí âñðåäàõ ñ "a > 0 è "a < 0 çàìåòíî ðàçëè÷àþòñÿ. �àñ�ñìîòðèì âíà÷àëå ñëó÷àé "a < 0, ïîñêîëüêó çäåñü ðå�øåíèå â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà ñòðîèòñÿ áåçóïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé.Ïðè "a < 0 ïðåäåëüíî óçêàÿ çàïðåùåííàÿ çîíà ñó�ùåñòâóåò ïðè óñëîâèè � = �"a="?, ò. å. â ñëó÷àå óç�êîé çàïðåùåííîé çîíû ìàëà âåëè÷èíà �+"a="?. Áó�äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà âåëè÷èíà èìååò ïîðÿäîê 
�1:

�+ "a"? = �Æ�
�1; 0 < Æ� . 1; (5.1)ãäå ïàðàìåòð Æ� ñâÿçàí ñ øèðèíîé çàïðåùåííîé çî�íû � ñëåäóþùèì îáðàçîì:Æ� = 
 j"aj"k�2q24"2? : (5.2)Øèðèíó çàïðåùåííîé çîíû ìîæíî âûðàçèòü, íàïðè�ìåð, ÷åðåç óãîë ïàäåíèÿ ëó÷à �0 â æèäêîì êðèñòàë�ëå â òî÷êå � = 0. Èìååì�2 = 4"2?j"aj"kq2 � "k"? � sin2 �0� : (5.3)Ïðè óñëîâèè (5.1) òî÷êè ïîâîðîòà (2.19) ïðàêòè�÷åñêè âûðîæäàþòñÿ â òî÷êó � = �=2. Â ýòîì ñëó�÷àå, êàê ñëåäóåò èç (5.2), îêðåñòíîñòü òî÷êè ïîâîðî�òà îãðàíè÷åíà íåðàâåíñòâîì���� � �2 ��� . 
�1=2: (5.4)�àçëîæèì êîý��èöèåíòû óðàâíåíèé ñèñòåìû (3.3)â ðÿä â îêðåñòíîñòè òî÷êè � = �=2. Äàëåå ââåäåì¾ðàñòÿíóòóþ¿ ïåðåìåííóþ � = 
1=2(� � �=2), êîòî�ðàÿ â ñèëó (5.4) íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé â îáëàñòè âçàè�ìîäåéñòâèÿ. Ñèñòåìà (3.3) ïðèíèìàåò âèä8>>>>><>>>>>:�2�Ex�
�Æ�
�1+ "a"?� ("?+"a
�1�2)Ex++ "a�Æ�
�1 + "a"?�
1=2�Ey = 0;�2�Ey�("?Æ�+"a�2)Ey�"a
1=2�Ex = 0: (5.5)Èòåðàöèîííîå ðåøåíèå äëÿ êîìïîíåíò ïîëÿ áóäåìèñêàòü â âèäå ðÿäà ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì 
�1=2.Äëÿ êîìïîíåíòû Ey â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëó�÷àåì óðàâíåíèå�2�Ey;0 + (�2 �  2)Ey;0 = 0; (5.6)ãäå� = �"kj"aj"? �1=4 � = �"kj"aj"? �1=4 
1=2 �� � �2� ; 2 = Æ� "3=2?"1=2k j"aj1=2 :�åøåíèåì óðàâíåíèÿ (5.6) ÿâëÿþòñÿ �óíê�öèè ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà. Äëÿ ñðàâíåíèÿñ ÂÊÁ-ðåøåíèÿìè âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòèêàìè�óíêöèé ïàðàáîëè÷åñêîãî öèëèíäðà. Åñëè âîëíà1446



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007 Îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà : : :ïàäàåò ñî ñòîðîíû � ! �1, àñèìïòîòèêè èìåþòâèäEy;0 = AG3��1=2 exp�i 22 ��2 2 � ln 2�j j�� (5.7)äëÿ � > 0 èEy;0 = Aj�j�1=2 �G2 exp �i 22 ��2 2 � ln 2j�jj j ��++ G1 exp��i 22 ��2 2 � ln 2j�jj j ��� (5.8)äëÿ � < 0, ãäå A � êîíñòàíòà,G1 = p2���1�12 + i 22 ��� exp �i��8 �  24 ln 2 +  22 ln j j��� 14 ln 2 + � 28 � ;G2 = exp ��i�3�8 �  24 ln 2 +  22 ln j j��� 14 ln 2 + 3� 28 � ;G3 = exp �i��8 +  24 ln 2�  22 ln j j��� 14 ln 2� � 28 � :Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî àñèìïòîòèêè ïîëíîñòüþ ñîîò�âåòñòâóþò ñòàðøåìó ÷ëåíó ÂÊÁ-ïðèáëèæåíèÿ.Âû÷èñëèì êîý��èöèåíòû îòðàæåíèÿ V == G2=G1 è ïðîõîæäåíèÿ W = G3=G1. Äëÿ ýíåðãèèîòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëí ïîëó÷àåìjV j2 = (1 + e�� 2)�1; jW j2 = (1 + e� 2)�1: (5.9)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýíåðãåòè÷åñêèå êîý��èöè�åíòû îòðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ (5.9) â ñóììå äàþòåäèíèöó. Òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè óâåëè÷å�íèè  êîý��èöèåíò ïðîõîæäåíèÿ ñîâïàäàåò â ïðåäå�ëå ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åííûì äëÿ óäàëåííûõ òî÷åêïîâîðîòà, ãäå êîý��èöèåíò çàòóõàíèÿ äàåòñÿ èíòå�ãðàëîì  Z� (�2 �  2)1=2d� = i� 22 : (5.10)Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ áóäóò ñïðà�âåäëèâû è â ñëó÷àå, êîãäà êîìïîíåíòà âîëíîâîãî âåê�òîðà k(e)z â íóëü íå îáðàùàåòñÿ, íî ìîæåò áûòü î÷åíü

1 2
� 1

�èñ. 4. Òðàåêòîðèè íåîáûêíîâåííîãî ëó÷à, áëèçêî-ãî ê ïðåäåëüíîìó (1 ), îòðàæåííîãî ëó÷à, îáóñëîâ-ëåííîãî íàäáàðüåðíûì îòðàæåíèåì (2 ). Øòðèõî-âûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíà îáëàñòü, ãäå íàðóøàåòñÿÂÊÁ-ïðèáëèæåíèåáëèçêà ê íóëþ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ïðèâîäèò ê íàðóøå�íèþ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ÂÊÁ è òðåáóåò èñïîëü�çîâàíèÿ ìåòîäà ýòàëîííîãî óðàâíåíèÿ. Ýòîò ñëó÷àéîòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííîãî òåì, ÷òî âåëè÷èíà  ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìíèìîé. Ôèçè÷åñêè äàííûé ñëó÷àéñîîòâåòñòâóåò íàäáàðüåðíîìó îòðàæåíèþ (ðèñ. 4).Â ñëó÷àå "a > 0 ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîå ðå�øåíèå äëÿ óçêèõ çàïðåùåííûõ çîí íå óäàåòñÿ. Ñëîæ�íîñòü ïðîáëåìû çäåñü îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî âñå ÷åòû�ðå òî÷êè ïîâîðîòà ñáëèæàþòñÿ. Ôîðìàëüíî ýòî ïðè�âîäèò äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ïîëÿ ê äè��åðåíöè�àëüíîìó óðàâíåíèþ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, äëÿ êîòî�ðîãî íå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîå ðåøå�íèå. Ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå ìû îãðàíè÷èìñÿ ïîñòðî�åíèåì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, îñíîâàííîãî íà ïðî�ñòûõ �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîîáûêíîâåííàÿ è íåîáûêíîâåííàÿ âîëíû íå âçàèìî�äåéñòâóþò. Òîãäà ðàñïðîñòðàíåíèå íåîáûêíîâåííîéâîëíû ìîæåò áûòü îïèñàíî ñêàëÿðíûì óðàâíåíèåì�åëüìãîëüöà â ñðåäå ñ ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùèìñÿïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ. Â (k?; z)-ïðåäñòàâëåíèèýòî óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (2.11)èìååò âèä�2�E +
2 ��"k + (1� �)"a sin2 �� E = 0: (5.11)Ïîëÿðèçàöèÿ íåîáûêíîâåííîé âîëíû áóäåò îïðåäå�ëÿòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Ex = E� os �, Ey = E sin �.�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ äëÿ óçêîé çàïðåùåííîéçîíû ïðèâîäèò â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ê óðàâíåíèþäëÿ E âèäà (5.6), ãäå â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé  ñëåäó�åò âçÿòü íîâîå çíà÷åíèå = �j�j
 "k"1=2a �1=2 : (5.12)Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ òàê æå, êàê èäëÿ ñëó÷àÿ "a < 0, è ïðèâîäÿò äëÿ íåîáûêíîâåííîéâîëíû ê �îðìóëàì (5.9), ãäå  èìååò âèä (5.12).1447



Å. Â. Àêñåíîâà, Å. Â. Êðþêîâ, Â. Ï. �îìàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 20076. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂÌû ðàññìîòðåëè ïðîáëåìó ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâå�òà â êèðàëüíûõ îäíîîñíûõ ñðåäàõ ñ áîëüøèì ïîñðàâíåíèþ ñ äëèíîé âîëíû øàãîì ñïèðàëè. Êàê âëþáîé àíèçîòðîïíîé ñðåäå, çäåñü ñóùåñòâóåò äâà òè�ïà âîëí: îáûêíîâåííûå è íåîáûêíîâåííûå. Íî ïîâå�äåíèå ýòèõ âîëí â êèðàëüíîé ñðåäå ñóùåñòâåííî ðàç�ëè÷íî. Îáûêíîâåííàÿ âîëíà èìååò ïðÿìîëèíåéíóþòðàåêòîðèþ, à âåêòîð ïîëÿðèçàöèè ïîäñòðàèâàåòñÿïîä ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû. Äëÿ íåîáûê�íîâåííîé âîëíû òðàåêòîðèÿ ëó÷à íåïëîñêàÿ è èìååòäîñòàòî÷íî ñëîæíóþ �îðìó. Ïðè îïðåäåëåííûõ ñî�îòíîøåíèÿõ ìåæäó óãëîì ïàäåíèÿ è îïòè÷åñêèìèïàðàìåòðàìè ñðåäû ýòîò ëó÷ ïðåòåðïåâàåò âíóòðåí�íåå îòðàæåíèå è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â îáðàòíîì íà�ïðàâëåíèè ïî îòíîøåíèþ ê îñè ñïèðàëè. Ïðè ýòîìâîçíèêàåò çàïðåùåííàÿ çîíà � îáëàñòü, â êîòîðîéàìïëèòóäà âîëíû ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàåò. Äëÿ ïå�ðèîäè÷åñêèõ ñðåä øèðèíà çàïðåùåííîé çîíû îãðà�íè÷åíà.Ìû ïðîàíàëèçèðîâàëè çàïðåùåííûå çîíû ðàç�ëè÷íîé øèðèíû. Â ñëó÷àå øèðîêîé çàïðåùåííîéçîíû èìååò ìåñòî íàáîð èç ÷åòûðåõ îñîáûõ òî÷åê,âáëèçè êîòîðûõ ëó÷è ïîïàðíî âçàèìîäåéñòâóþò, àìåæäó ýòèìè òî÷êàìè åñòü îáëàñòè, ãäå ìîæíî ïðè�ìåíÿòü ìåòîä ÂÊÁ. Ïðîõîæäåíèå âîëí ÷åðåç øèðî�êóþ çàïðåùåííóþ çîíó èìååò äîñòàòî÷íî ñëîæíûéõàðàêòåð. Âíóòðè âñåé çàïðåùåííîé çîíû âîëíû ýêñ�ïîíåíöèàëüíî çàòóõàþò. Â îáëàñòÿõ, ãäå ïðèìåíèììåòîä ÂÊÁ, èìååì âîëíû äâóõ òèïîâ, à â îêðåñòíî�ñòÿõ òî÷åê ïîâîðîòà òàêîå ðàçäåëåíèå íåäîïóñòèìî èòðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü åäèíîå ïîëå. Óäîáñòâî ðàñ�ñìîòðåíèÿ øèðîêîé çàïðåùåííîé çîíû çàêëþ÷àåòñÿâ òîì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óäàåòñÿ ïðîâåñòè ïîñëå�äîâàòåëüíîå îïèñàíèå ïðîöåññà ïîäáàðüåðíîãî ïðî�õîæäåíèÿ âîëíû. Çäåñü óäàåòñÿ îïèñàòü ïîëå êàêâíóòðè, òàê è âíå çàïðåùåííîé çîíû ñ ó÷åòîì âçà�èìîäåéñòâèÿ ìåæäó âîëíàìè ðàçíûõ òèïîâ. Îäíà�êî øèðîêàÿ çàïðåùåííàÿ çîíà ïðèâîäèò ê ñèëüíîìóçàòóõàíèþ âîëí, êîòîðîå òðóäíî íàáëþäàòü ýêñïåðè�ìåíòàëüíî. Ïîýòîìó ìû îòäåëüíî ïðîàíàëèçèðîâàëèñëó÷àè óçêîé è ïðåäåëüíî óçêîé çàïðåùåííûõ çîí.Â ñëó÷àå óçêîé çàïðåùåííîé çîíû òî÷êè ïîâî�ðîòà ñáëèæàþòñÿ, è ó íàñ âîçíèêàåò åäèíàÿ îêðåñò�íîñòü ýòèõ òî÷åê ïîâîðîòà. Äëÿ ñëó÷àÿ "a < 0 óäà�åòñÿ îïèñàòü ýòó îêðåñòíîñòü áåç ââåäåíèÿ äîïîë�íèòåëüíûõ óïðîùàþùèõ ïðåäïîëîæåíèé, ïîñêîëüêóäëÿ òàêîé ñèñòåìû íåò âçàèìîäåéñòâèÿ îáûêíîâåí�íîé è íåîáûêíîâåííîé âîëí. Â ñëó÷àå "a > 0 ìû ïðå�íåáðåãëè âçàèìîäåéñòâèåì îáûêíîâåííûõ è íåîáûê�íîâåííûõ âîëí. Ïðè ýòîì äëÿ "a < 0 è "a > 0 îïèñà�
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�0; ãðàä�èñ. 5. Óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ îò-ðàæåíèÿ jV j2 (ñïëîøíûå ëèíèè) è ïðîõîæäåíèÿjW j2 (øòðèõîâûå) íåîáûêíîâåííûõ âîëí â êèðàëü-íîé ñðåäå ñ "k = 2:89, "? = 2:25 è ðàçëè÷íûõçíà÷åíèÿõ 
 = p=�: 
 = 20 (1 ), 50 (2 ), 200 (3 ),�0 � óãîë, îáðàçîâàííûé ëó÷îì ñ îñüþ z íà ïëîñ-êîñòè � = ��=2. Ïðåäåëüíîìó ëó÷ó ñîîòâåòñòâóåò��0 = arsinp"?="k = 61:96Æíèå ïîëÿ ñâåëîñü ê ðåøåíèþ ñêàëÿðíîãî óðàâíåíèÿ�åëüìãîëüöà äëÿ ñðåäû ñ ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùèì�ñÿ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ. Èíòåðåñíî îòìåòèòü,÷òî âîçíèêàþùàÿ çàäà÷à àíàëîãè÷íà çàäà÷å ïðîõî�æäåíèÿ ÷àñòèö ÷åðåç áàðüåð ïàðàáîëè÷åñêîé �îð�ìû. Ìû ðàññ÷èòàëè çàâèñèìîñòè êîý��èöèåíòîâ îò�ðàæåíèÿ è ïðîõîæäåíèÿ îò óãëà ïàäåíèÿ. Ýòè çàâè�ñèìîñòè ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5 ñ èñïîëüçîâàíèåì òè�ïè÷íûõ äëÿ êèðàëüíûõ æèäêèõ êðèñòàëëîâ îïòè÷å�ñêèõ ïàðàìåòðîâ. Â îáëàñòè óãëîâ ïîðÿäêà 0:1Æ�0:2Æïðîñà÷èâàíèå âîëí ÿâëÿåòñÿ çàìåòíûì è ý��åêò ìî�æåò áûòü îáíàðóæåí ýêñïåðèìåíòàëüíî.Îòìåòèì, ÷òî êðîìå ý��åêòà ïðîíèêíîâåíèÿ ïîäáàðüåð âîçíèêàåò òàêæå ý��åêò, àíàëîãè÷íûé íàä�áàðüåðíîìó îòðàæåíèþ. Îí èìååò ìåñòî ïðè óãëàõïàäåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ çàïðåùåííàÿ çîíà îòñóòñòâó�åò, íî ëó÷è äîñòàòî÷íî áëèçêè ê ïðåäåëüíûì. Äëÿòàêèõ ëó÷åé èìåþòñÿ îáëàñòè, ãäå ìåòîä ÂÊÁ íå äà�åò ïîñëåäîâàòåëüíîãî îïèñàíèÿ ïîëÿ, è íåîáõîäèìîðåøàòü çàäà÷ó òàêîãî æå òèïà, êàê äëÿ óçêîé çà�ïðåùåííîé çîíû. Â ýòîì ñëó÷àå êîý��èöèåíò  â�îðìóëå (5.12) ñòàíîâèòñÿ ìíèìûì,  2 � îòðèöà�òåëüíûì, à �îðìóëû (5.9) ñîõðàíÿþò ïðåæíèé âèä.Êàê âèäíî èç ðèñ. 5, ïðè óãëàõ ïàäåíèÿ�0 < ��0 = 61:96Æ íåîáûêíîâåííûé ëó÷ ïðîõîäèò÷åðåç ñðåäó, çàïðåùåííîé çîíû íåò, íî èìååò ìåñòîíàäáàðüåðíîå îòðàæåíèå. Óãîë �0 = ��0 ñîîòâåò�1448



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007 Îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà : : :ñòâóåò íóëåâîé çàïðåùåííîé çîíå, ïîýòîìó âíåçàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ 
 èíòåíñèâíîñòè îòðà�æåííîãî è ïðîøåäøåãî ëó÷åé ðàâíû ìåæäó ñîáîé.Ïðè óãëàõ �0 > ��0 èìååò ìåñòî ïðîñà÷èâàíèå ÷åðåççàïðåùåííóþ çîíó. Èíòåíñèâíîñòü îòðàæåííîãîëó÷à ñòàíîâèòñÿ áîëüøå èíòåíñèâíîñòè ïðîøåäøå�ãî. Âèäíî, ÷òî ñ ýêñïåðèìåíòàëüíîé òî÷êè çðåíèÿíàèáîëåå ïðèâëåêàòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé íåñëèøêîì áîëüøèõ 
, ïîñêîëüêó ý��åêòû ïðîñà÷è�âàíèÿ è íàäáàðüåðíîãî îòðàæåíèÿ ïðîÿâëÿþòñÿ âáîëåå øèðîêîì èíòåðâàëå óãëîâ.Äëÿ ïðåäåëüíî óçêîé çàïðåùåííîé çîíû, êàê èäëÿ øèðîêîé, óäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî îïèñàòü ïî�ëå â ñðåäå. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êè ïîâîðîòà ñëèâàþòñÿ,îáëàñòü ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàòóõàíèÿ èñ÷åçàåò è íàêàæäîì ïåðèîäå èìååò ìåñòî âñåãî îäíà òî÷êà ïîâî�ðîòà. Ïðè ïðîõîæäåíèè ëó÷à ÷åðåç îêðåñòíîñòü ýòîéòî÷êè âîçíèêàþò îòðàæåííàÿ è ïðîøåäøàÿ âîëíû ñîäèíàêîâîé àìïëèòóäîé, ò. å. èíòåíñèâíîñòü ïàäàþ�ùåãî íåîáûêíîâåííîãî ëó÷à äåëèòñÿ ïîïîëàì ìåæäóîòðàæåííîé è ïðîøåäøåé âîëíàìè.Â çàêëþ÷åíèå îáñóäèì âîïðîñ î ñîîòâåòñòâèèðàçâèòîãî ïîäõîäà ñòàíäàðòíîìó ïîäõîäó äëÿ êè�ðàëüíûõ ñèñòåì, îñíîâàííîìó íà òåîðåìå Ôëîêå. Âèñïîëüçîâàííîì íàìè ïîäõîäå ìû ïðèìåíèëè ìåòîäÂÊÁ, îñíîâàííûé íà ïëàâíîì èçìåíåíèè ñâîéñòâñðåäû. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà îïòè÷åñêîé àíèçîòðî�ïèè "a ñ÷èòàëàñü ïðîèçâîëüíîé. Ïðî�èëü èçìåíå�íèÿ ñâîéñòâ ñðåäû ïðè ýòîì áûë íå ïðèíöèïèàëü�íûì, âàæíà áûëà òîëüêî åãî ïëàâíîñòü. Äëÿ áåç�ãðàíè÷íîé ñðåäû ÂÊÁ-ïîäõîä ïðèáëèæåííî äàåò ÷å�òûðå ñîáñòâåííûå âîëíû, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñî�áîé êâàçèïëîñêèå âîëíû � äâå îáûêíîâåííûå è äâåíåîáûêíîâåííûå. Îäíàêî â ñëó÷àå çàïðåùåííûõ çîííàéäåííûå âîëíû íà÷èíàþò âçàèìîäåéñòâîâàòü, ÷òîñîçäàåò òåõíè÷åñêèå ñëîæíîñòè äëÿ îïèñàíèÿ ïîëÿ.Ñ îáùåé òî÷êè çðåíèÿ áîëåå óäà÷íûé âûáîð ñîá�ñòâåííûõ âîëí ñ ÿâíûì ó÷åòîì ïðîñòðàíñòâåííîé ïå�ðèîäè÷íîñòè ñðåäû ñóùåñòâåííî óïðîñòèë áû îïèñà�íèå è, â ÷àñòíîñòè, íå òðåáîâàëîñü áû ââîäèòü ýòà�ëîííîå óðàâíåíèå. Ïîñòðîåíèå òàêîãî ðåøåíèÿ îñíî�âàíî íà òåîðåìå Ôëîêå è ïðåäñòàâëÿåò ïîëå â âèäåáåñêîíå÷íîãî ðÿäà:E(r?; z) � exp(ik? � r? + i�z)��Xn Cn exp(ikbnz); (6.1)ãäå kbez = qez � âåêòîð îáðàòíîé ðåøåòêè. Îäíàêîòàêîé ïîäõîä ý��åêòèâåí, åñëè øàã ñïèðàëè ñðàâ�íèì ñ äëèíîé ñâåòîâîé âîëíû èëè ìàëà îïòè÷åñêàÿ

àíèçîòðîïèÿ, ïîñêîëüêó ýòî äàåò âîçìîæíîñòü îãðà�íè÷èòüñÿ íåáîëüøèì ÷èñëîì ÷ëåíîâ ðÿäà. Â ñëó÷àåáîëüøîãî øàãà ñïèðàëè, ò. å. ñðåäû ñ î÷åíü ïëàâíîìåíÿþùèìèñÿ ñâîéñòâàìè, äëÿ îïèñàíèÿ ïîëÿ òðå�áóåòñÿ ó÷èòûâàòü áîëüøîå ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà, ïîêðàéíåé ìåðå ïîðÿäêà p=�. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òàêîéïîäõîä ìîã áû áûòü ðåàëèçîâàí òîëüêî ÷èñëåííî. Ñäðóãîé ñòîðîíû, âäàëè îò îñîáûõ òî÷åê ñîáñòâåí�íûå âîëíû ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïðåäñòàâëÿþò ñî�áîé êâàçèïëîñêèå âîëíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äàæåî÷åíü ìàëàÿ íåòî÷íîñòü â îïðåäåëåíèè êîý��èöè�åíòîâ Cn ìîæåò âûçâàòü çíà÷èòåëüíûé ñáîé â �àçåâîëíû, ÷òî ïðèâåäåò ê íåîïðåäåëåííîñòè â îïèñàíèèïîëÿ.Ôàêòè÷åñêè, ïðèìåíåííûé íàìè ïîäõîä ýêâè�âàëåíòåí êâàçèêëàññè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ, àèñïîëüçîâàíèå ðÿäà (6.1) � ðàçëîæåíèþ ïî âîëíàìÁëîõà. Ïåðâûé ïîäõîä ý��åêòèâåí, êîãäà âàæíàòîëüêî ïëàâíîñòü èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû, àäëÿ ý��åêòèâíîãî ïðèìåíåíèÿ âòîðîãî ïîäõîäàîïðåäåëÿþùèì �àêòîðîì ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷íîñòüñèñòåìû.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâàîáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô (ãðàíò �ÍÏ.2.1.1.1712),÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå �îíäà íåêîììåð÷åñêèõ ïðî�ãðàìì ¾Äèíàñòèÿ¿, �ÔÔÈ (ãðàíò �06-02-16287) èãðàíòà Ïðàâèòåëüñòâà Ñàíêò-Ïåòåðáóðãà.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÂåêòîðíûé ìåòîä ÂÊÁÂûïîëíèì äèàãîíàëèçàöèþ óðàâíåíèÿ (2.8) âãëàâíîì ïîðÿäêå ïî áîëüøîìó ïàðàìåòðó
. Äëÿ ýòî�ãî ïðåäñòàâèì ìàòðèöó ýâîëþöèè M(�; �0) â âèäåM(�; �0) = bU(�) bH(�; �0): (A.1)Åñëè âûáðàòü ìàòðèöó bU(�) òàê, ÷òîáû ìàòðèöàbU�1 bAbU ñòàëà äèàãîíàëüíîé, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâ�íåíèå äëÿ ìàòðèöû bH(�; �0) âèäà�� bH = i
�b�+ i
 bU�1�� bU� bH; (A.2)ãäå b� = bU�1 bAbU: (A.3)Ìàòðèöà b� äèàãîíàëüíà, åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòûïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöûbA. Ïðè ýòîì ñòîëáöû ìàòðèöû bU ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí�íûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû bA. Ñëó÷àé, êîãäà ó ìàòðè�öû bA íå ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ1449



Å. Â. Àêñåíîâà, Å. Â. Êðþêîâ, Â. Ï. �îìàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è âîçíèêàþò òðóäíîñòè ïðèïîñòðîåíèè ìàòðèöû bU , áóäåò ðàññìîòðåí íèæå. Íà�÷àëüíûì óñëîâèåì äëÿ ñèñòåìû (A.2) ÿâëÿåòñÿbH(�0; �0) = bU�1(�0):Åñëè â ñèñòåìå (A.2) â ñêîáêàõ ïðåíåáðå÷ü ÷ëå�íîì ïîðÿäêà 
�1, òî â ñèëó äèàãîíàëüíîñòè ìàòðè�öû b� ñèñòåìà (A.2) ðàñùåïëÿåòñÿ íà íåçàâèñèìûåóðàâíåíèÿ: �� bH0 = i
b� bH0; (A.4)ðåøåíèå êîòîðûõ èìååò âèäbH0(�; �0) = exp264i
 �Z�0 b�d�375 bU�1(�0): (A.5)�åøåíèå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ bH0 êîððåêòíî îïè�ñûâàåò �àçó âîëí, íî åãî íåäîñòàòî÷íî äëÿ îïèñàíèÿèõ àìïëèòóäû. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àìïëèòóäíûõ ìíîæè�òåëåé âûïîëíèì ïðîöåäóðó äèàãîíàëèçàöèè ñ ó÷å�òîì ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî 
�1. �àññìîò�ðèì ìàòðèöó bH(�; �0) = bU1(�) bH1(�; �0); (A.6)ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû bU1 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñîá�ñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû, ñòîÿùåé â ñêîáêàõ âóðàâíåíèè (A.2). Òîãäàb�1 = bU�11 �b�+ i
 bU�1�� bU� bU1; (A.7)ãäå b�1 � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ñîá�ñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû b�+ i
�1 bU�1�� bU . Óðàâ�íåíèå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä�� bH1 = �i
b�1 � bU�11 �� bU1� bH1; (A.8)ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåìbH1(�0; �0) = bU�11 (�0)bU�1(�0):Â ñëó÷àå 
� 1 ìàòðèöà b�+ i
�1 bU�1�� bU áëèçêàê b�, à çíà÷èò è b�1 áëèçêà ê b�, ïîýòîìó ìàòðèöà bU1áëèçêà ê åäèíè÷íîé, ò. å.bU1(�) = bI + i
�1 bV (�);bU�11 (�) = bI � i
�1 bV (�); (A.9)ãäå ìàòðèöà bV (�) íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ ïîðÿäêà 
 èâûøå. Â óðàâíåíèè (A.8) âòîðîå ñëàãàåìîå â ñêîá�

êàõ ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîìó èìååò ñîãëàñíî (A.9)ïîðÿäîê 
�2. Ïðåíåáðåãàÿ èì, ïîëó÷èìbH1(�; �0) �� exp264i
 �Z�0 b�1d�375 bU�11 (�0)bU�1(�0): (A.10)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (A.9) â (A.7), äëÿ ìàòðèö b�1è bV ïîëó÷èì â ãëàâíîì ïîðÿäêå ïî 
(�1)ll � �l + i
�1(bU�1�� bU)ll;Vlm � (�m � �l)�1(bU�1�� bU)lm; l 6= m: (A.11)Çäåñü �l = �ll. Ïðåíåáðåãàÿ ïîïðàâêàìè ïîðÿäêà
�1 â âûðàæåíèÿõ (A.9) äëÿ ìàòðèö bU1 è bU�11 , ïî�ëó÷èì ìàòðèöó ýâîëþöèè â âèäåM(�; �0) == bU(�)ddiag8><>:exp264 �Z�0 �i
�l � (bU�1�� bU)ll� d�3759>=>;�� bU�1(�0): (A.12)Ýòî âûðàæåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðâîå ïðèáëè�æåíèå âåêòîðíîãî àíàëîãà ìåòîäà ÂÊÁ.Óñëîâèåì ïðèìåíèìîñòè âûðàæåíèÿ (A.12) ÿâëÿ�åòñÿ ìàëîñòü îòáðîøåííîãî ñëàãàåìîãî â âûðàæåíèèäëÿ bU1 â (A.9):jVlm(�)j � 
;���(�m � �l)�1(bU�1�� bU)lm���� 
; l 6= m: (A.13)Ñëåäñòâèåì óñëîâèé (A.13) ÿâëÿåòñÿ íåïðèìåíè�ìîñòü ìåòîäà ïðè âûðîæäåíèè ñîáñòâåííûõ çíà÷å�íèé ìàòðèöû bA(�). Â ñëó÷àå âûðîæäåííûõ ñîáñòâåí�íûõ çíà÷åíèé ìîãóò âîçíèêíóòü òðóäíîñòè ñ ïðèâå�äåíèåì ìàòðèöû bA ê äèàãîíàëüíîìó âèäó.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÏîñòðîåíèå ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êèïîâîðîòàÄëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3.3) óäîáíîñäåëàòü çàìåíó ExEy ! = (�+ (1� �) sin2 �(1)� )�1=2 �� � os � 00 sin � ! fxfy ! : (B.1)1450



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007 Îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà : : :Óðàâíåíèå äëÿ âåêòîðà f = (fx; fy)T èìååò âèä�2� f + 2 bG��f + (
2 bB � bI)f = 0; (B.2)ãäåbB =  �("? + "a os2 �) "a sin2 ��"a os2 � �"? + "a sin2 � ! ; (B.3)bG =  � sin � os�1 � 00 os � sin�1 � ! : (B.4)�àçëîæèì êîý��èöèåíòû óðàâíåíèÿ (B.2) â ðÿäâ îêðåñòíîñòè òî÷êè �(1)� . Äàëåå ââåäåì ¾ðàñòÿíó�òóþ¿ ïåðåìåííóþ � = 
2=3(� � �(1)� ), êîòîðàÿ â ñèëó(2.20) íå ÿâëÿåòñÿ ìàëîé â îáëàñòè âçàèìîäåéñòâèÿ.Óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä
�2=3�2� f + 2
�4=3[ bG� +
�2=3� bG0� + : : : ℄�� f ++ [�
�2bI + bB� +
�2=3� bB0� + : : : ℄f = 0; (B.5)ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ïåðåìåííîé �,à èíäåêñ ¾�¿ ó ìàòðèö îçíà÷àåò, ÷òî èõ ýëåìåíòû âû�÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå � = �(1)� . Èòåðàöèîííîå ðåøåíèåáóäåì èñêàòü â âèäå ðÿäà ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì
�2=3: f = f0 +
�2=3f1 +
�4=3f2 + : : : (B.6)Ïîäñòàíîâêà ðÿäà (B.6) â óðàâíåíèå (B.5) äàåò ðå�êóððåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ f0; f1; : : : Ïðè�ðàâíèâàÿ íóëþ ÷ëåíû ïðè íóëåâûõ ñòåïåíÿõ 
, ïî�ëó÷àåì bB�f0 = 0: (B.7)Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû bB� ðàâåí íóëþ, ïîýòîìó ðå�øåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèäf0 = �(�)�; � = (1; 1)T ; (B.8)ãäå � � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû bB�, îòâå÷àþ�ùèé íóëåâîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ.Â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå ìàëîñòè èìååìbB�f1 = �(�00bI + �� bB0�)�: (B.9)Åñëè ðàçëîæèòü âåêòîð f1 ïî ñîáñòâåííûì âåêòîðàììàòðèöû bB�, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòüóðàâíåíèÿ (B.9) îðòîãîíàëüíà âåêòîðó �. Òàêèìîáðàçîì, óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû óðàâíå�íèé (B.9) ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòüòîæå áûëà îðòîãîíàëüíà âåêòîðó �:(�00bI + �� bB0�)� �� = 0: (B.10)

Âûïîëíÿÿ óìíîæåíèå â (B.10), ïîëó÷àåì óðàâíåíèåäëÿ �óíêöèè �:�00� � 2q��"k("a + �"?)�� = 0: (B.11)Óðàâíåíèå (B.11) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå Ýé�ðè. �åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ çàïèøåì ÷åðåç �óíê�öèè Õàíêåëÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, H(1)1=3(u) èH(2)1=3(u), îòäåëüíî äëÿ îáëàñòåé � < 0 è � > 0 [22℄:�<(�) = h�v1=3�i1=2 �A(1)< H(1)1=3�23v1=2(��)3=2�++ B(1)< H(2)1=3 �23v1=2(��)3=2�� ; � < 0; (B.12)�>(�) = hv1=3�i1=2 �A(1)> H(1)1=3�2i3 v1=2�3=2�++ B(1)> H(2)1=3�2i3 v1=2�3=2�� ; � > 0; (B.13)ãäå v = 2q��"k("a + �"?);A(1)< , B(1)< , A(1)> , B(1)> � êîíñòàíòû, èíäåêñ (1) îáî�çíà÷àåò îêðåñòíîñòü ïåðâîé òî÷êè ïîâîðîòà íà ïóòèñëåäîâàíèÿ âîëíû.Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ j� j÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé B(1)< , îòâå÷àåò ïàäàþùåéíåîáûêíîâåííîé âîëíå, à ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûéA(1)< , � îòðàæåííîé íåîáûêíîâåííîé. Âîñïîëüçóåì�ñÿ àñèìïòîòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè äëÿ �óíêöèéÕàíêåëÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà:H(j)� (u) =r 2�u exp h�i�u� �2 � � �4�i�� [1 +O(u�1)℄; j = 1; 2; (B.14)ãäå juj � 1; Re � > �1=2; j arguj < �:Â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî u íàïðàâëåíèå ðàñïðî�ñòðàíåíèÿ âîëíû îïðåäåëÿåòñÿ òåì, â êàêîì íàïðàâ�ëåíèè îòíîñèòåëüíî � ðàñòåò �àçà â ïîêàçàòåëå ýêñ�ïîíåíòû (B.14). Äëÿ ÷èñòî ìíèìîãî u îäíà âîë�íà áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàþùåé, âòîðàÿ �óáûâàþùåé. Èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè êîý��è�öèåíò ïðè âîçðàñòàþùåé ýêñïîíåíòå ñëåäóåò ïîëî�æèòü ðàâíûì íóëþ. Ôèçè÷åñêè âîëíà ñ âîçðàñòàþ�ùåé àìïëèòóäîé ñîîòâåòñòâóåò âîëíàì, ¾ðàñïðîñòðà�íÿþùèìñÿ¿ â ñòîðîíó óáûâàíèÿ �. Òàêàÿ âîëíà ïî�ÿâëÿåòñÿ, åñëè íà ñèììåòðè÷íóþ òî÷êó ïîâîðîòà 4(ðèñ. 2) ïàäàåò âîëíà ñî ñòîðîíû ïîëîæèòåëüíûõ �.1451



Å. Â. Àêñåíîâà, Å. Â. Êðþêîâ, Â. Ï. �îìàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 6 (12), 2007Àñèìïòîòèêè ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâî�ðîòà ïðè j� j � 1 èìåþò âèä�<(�) =r 3�v�1=12(��)�1=4 �� �A(1)< exp�i(23v1=2(��)3=2 � 512�)�++ B(1)< exp��i�23v1=2(��)3=2 � 512���� ; (B.15)�>(�) =r 3�v�1=12��1=4 �� �A(1)> exp��23v1=2�3=2 � i 512��++ B(1)> exp�23v1=2�3=2 + i 512��� : (B.16)Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ CÏîñòðîåíèå ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êèïîâîðîòà äëÿ ïðåäåëüíîãî ëó÷àÄëÿ îïèñàíèÿ ïîëÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðî�òà ñèñòåìû óðàâíåíèé (4.3) ðàçëîæèì êîý��èöèåí�òû óðàâíåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè � = 0 ñ òî÷íî�ñòüþ äî êâàäðàòè÷íûõ ñëàãàåìûõ. Ïîëó÷èì8><>: ��Ez + i"1=2a"1=2? �Ey = 0;�2�Ey + �2Ey = 0; (C.1)ãäå � = "1=4a 
1=2�. �åøåíèåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñè�ñòåìû (C.1) ÿâëÿþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèå �óíêöèè ïî�ðÿäêà 1=4. Ñóùåñòâóåò ïðîèçâîë â âûáîðå êîìáèíà�öèè äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé. Ìû âûáå�ðåì îñöèëëèðóþùèå ðåøåíèÿ � �óíêöèè Õàíêåëÿïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà: H(1)1=4(u) è H(2)1=4(u). ÔóíêöèèÕàíêåëÿ îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî ïðè j arguj < �.Ïîýòîìó äëÿ çàäàíèÿ ðåøåíèÿ â îáëàñòè � < 0 âîñ�ïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî âèä âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû(C.1) íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå � íà ��. Ïîëó÷àåìEy;> = �1=2 �A>H(1)1=4 �12�2�++ B>H(2)1=4 �12�2�� (C.2)äëÿ îáëàñòè � > 0,Ey;< = j�j1=2 �A<H(1)1=4 �12 j�j2�++ B<H(2)1=4 �12 j�j2�� (C.3)

äëÿ îáëàñòè � < 0.Èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè êîìïîíåíòû Ey è ååïðîèçâîäíîé ìîæíî âûðàçèòü êîíñòàíòû A> è A<÷åðåç B> è B<:A> = 1p2 �B<ei3�=4 +B>ei�=4� ;A< = 1p2 �B<ei�=4 + B>ei3�=4� : (C.4)Äâå îñòàâøèåñÿ êîíñòàíòû B> è B< îïðåäåëÿþò�ñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé êàê àìïëèòóäû ïàäàþùèõâîëí ñî ñòîðîíû ïîëîæèòåëüíûõ è îòðèöàòåëüíûõ zíà ãðàíèöó ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè.Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ðàññìîòðèìàñèìïòîòèêè ðåøåíèé (C.2), (C.3) ïðè j�j � 1. Äëÿýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòèêàìè �óíêöèé Õàí�êåëÿ (B.14) ïðè � ! �1. Âèä ýòèõ àñèìïòîòèê ïîç�âîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî êîíñòàíòûB> è B< õàðàê�òåðèçóþò àìïëèòóäû ïàäàþùèõ âîëí, à A> è A< �îòðàæåííûõ îò íóëåâîé çàïðåùåííîé çîíû.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. K. Sakoda, Optial Properties of Photoni Crystals,Springer-Verlag, Berlin (2005).2. K. Yasimoto, Eletromagneti Theory and Applia-tions for Photoni Crystals, Taylor and Franis Group(2006).3. P. Yeh and C. Gu, Optis of Liquid Crystal Displays,J. Wiley & Sons, New York (1999).4. D.-K. Yang and S.-T. Wu, Fundamentals of LiquidCrystal Devies, J. Wiley & Sons, Chihester (2006).5. S. Chandrasekhar, H.-S. Kitzerow, and C. Bahr,Chirality in Liquid Crystals, Springer-Verlag, NewYork (2001).6. Â. À. Áåëÿêîâ, Äè�ðàêöèîííàÿ îïòèêà ïåðèîäè�÷åñêèõ ñðåä ñëîæíîé ñòðóêòóðû, Íàóêà, Ìîñêâà(1988).7. Ë. Ì. Áðåõîâñêèõ, Âîëíû â ñëîèñòûõ ñðåäàõ,Èçä-âî ÀÍ ÑÑÑ�, Ìîñêâà (1957).8. Â. Ë. �èíçáóðã, �àñïðîñòðàíåíèå ýëåêòðîìàãíèò�íûõ âîëí â ïëàçìå, Íàóêà, Ìîñêâà (1967).9. D. W. Berreman and T. J. Sheffer, Phys. Rev. A 5,1397 (1971).1452
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