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ÒÅÎ�Èß ¾�ÅÇÎÍÀÍÑÍÛÕ¿ ÌÀ�ÍÈÒÎÎÏÒÈ×ÅÑÊÈÕÑÒ�ÓÊÒÓ� ÄËß ÑÈÍÕ�ÎÒ�ÎÍÎÂ Ñ ÊÎÌÏËÅÊÑÍÎÉÊ�ÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÝÍÅ��ÈÅÉÞ. Â. Ñåíè÷åâ a*, À. Í. ×å÷åíèí baInstitute of Nu
lear Physi
s, FZJ, D-52428, Jueli
hD-52425, Jueli
h, Germany,Èíñòèòóò ÿäåðíûõ èññëåäîâàíèé �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê117312, Ìîñêâà, �îññèÿbÑàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò199034, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24 èþëÿ 2007 ã.Â óñêîðèòåëÿõ-ñèíõðîòðîíàõ êðèòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ Wtr = m0
2(
tr � 1) èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå,ïîñêîëüêó îïðåäåëÿåò ïðåäåëüíî âîçìîæíûå óñêîðÿåìûå òîêè. Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ êîý��èöèåíò ðàñøè-ðåíèÿ îðáèòû � = 1=
2tr æåëàòåëüíî èìåòü êàê ìîæíî ìåíüøèì èëè äàæå îòðèöàòåëüíûì, ÷òî îçíà÷àåòêîìïëåêñíîñòü êðèòè÷åñêîé ýíåðãèè è, êàê ñëåäñòâèå, èñêëþ÷åíèå ïðîõîæäåíèÿ ÷àñòèö ïðè óñêîðåíèè÷åðåç êðèòè÷åñêóþ ýíåðãèþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçâèòà òåîðèÿ ¾ðåçîíàíñíûõ¿ ìàãíèòîîïòè÷åñêèõ ñòðóêòóðñ êîìïëåêñíîé êðèòè÷åñêîé ýíåðãèåé, îñíîâàííûõ íà êîððåëÿöèîííîì ïðèíöèïå îäíîâðåìåííîé ñóïåðïå-ðèîäè÷åñêîé ìîäóëÿöèè �óíêöèé êðèâèçíû îðáèòû è ãðàäèåíòîâ ëèíç.PACS: 29.20.Lq, 29.27.-a, 29.27.Bd, 45.20.Jj1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ñèíõðîòðîíàõ ñ æåñòêîé �îêóñèðîâêîé ñóùå�ñòâóåò êðèòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ 
 = 
tr (çäåñü è äàëååìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ïðèâåäåííîé ýíåð�ãèè 
 = W=m0
2 + 1), ïðè êîòîðîé ïðîèçâîäíàÿ ïå�ðèîäà T îáðàùåíèÿ ÷àñòèöû íà îðáèòå ïî èìïóëüñóp ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ,dTT = � 1
2tr � 1
2� dpp :Âåëè÷èíû � = 1=
2tr è � = �� 1=
2 èçâåñòíû â óñêî�ðèòåëüíîé �èçèêå ñîîòâåòñòâåííî êàê êîý��èöèåíòðàñøèðåíèÿ îðáèòû è �àêòîð ñêîëüæåíèÿ. Â çàðó�áåæíîé ëèòåðàòóðå êðèòè÷åñêóþ ýíåðãèþ è êîý��è�öèåíò ðàñøèðåíèÿ îðáèòû íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííîýíåðãèåé ïåðåõîäà (transition energy) è èìïóëüñíûìêîìïàêò-�àêòîðîì (momentum 
ompa
tion fa
tor).Ïîñêîëüêó ÷àñòîòà ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèé ïðîïîð�öèîíàëüíà êîðíþ êâàäðàòíîìó èç �àêòîðà ñêîëüæå�*E-mail: y.seni
hev�fz-jueli
h.de

íèÿ [1℄, ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ ýíåð�ãèþ ïðîäîëüíàÿ ÷àñòîòà ñòàíîâèòñÿ ðàâíîé íóëþ,÷òî îçíà÷àåò ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè ïðîäîëüíîãî äâè�æåíèÿ. Â óñêîðèòåëüíîé �èçèêå ïðîõîæäåíèå ÷åðåçêðèòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âûäåëÿåòñÿ â ðàçðÿä íàèáî�ëåå âàæíûõ ïðîáëåì, à êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿîðáèòû � íàèáîëåå âàæíûé ïàðàìåòð ìàãíèòîîïòè�÷åñêîé ñòðóêòóðû ñèíõðîòðîíà.Â ñâÿçè ñ ýòèì áûëî ðàçâèòî ìíîæåñòâî ìå�òîäîâ ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñìèíèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ïîòåðü ÷àñòèö. Îäíàêîâ âûñîêîèíòåíñèâíûõ óñêîðèòåëÿõ èç-çà ñòðîãîãîîãðàíè÷åíèÿ ïî ïîòåðÿì ïðîõîæäåíèå ÷åðåç êðèòè�÷åñêóþ ýíåðãèþ äîëæíî áûòü àáñîëþòíî èñêëþ÷å�íî. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó èç òåîðèè êîëëåêòèâíûõíåóñòîé÷èâîñòåé ñëåäóåò òîò �àêò, ÷òî ïðåäåë ïîìèêðîâîëíîâîé íåóñòîé÷èâîñòè, îïðåäåëÿåìûé êðè�òåðèåì Êåéëà �Øíåëëÿ, ïðîïîðöèîíàëåí �àêòîðóñêîëüæåíèÿ �, à òðåáóåìûé ìèíèìàëüíûé ðàçáðîñíåêîãåðåíòíûõ ÷àñòîò Æ!=! ïî ïðîäîëüíîìó äâèæå�1127
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2
�2 ����ZII(n)n ���� ; (1)ïðè èìïóëüñíîì ðàçáðîñå Æp=p â ïó÷êå ñ òîêîì Ipeakè ïðîäîëüíîì èìïåäàíñå jZII(n)=n| �àêòîð ñêîëüæå�íèÿ j�j äîëæåí áûòü êàê ìîæíî áîëüøèì ïî àáñîëþò�íîé âåëè÷èíå.Îäíèì èç ñïîñîáîâ ðåøåíèÿ îïèñàííîé âûøå ïðî�áëåìû ÿâëÿåòñÿ ñîçäàíèå ñòðóêòóðû ñ îòðèöàòåëü�íûì êîý��èöèåíòîì ðàñøèðåíèÿ îðáèòû, ãäå äàí�íîå óñëîâèå �îðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:� = 1C CZ D(s)�(s) ds � 0: (2)Çäåñü C � äëèíà ðàâíîâåñíîé çàìêíóòîé îðáèòû,s � ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà âäîëü ðàâíîâåñíîé îð�áèòû, D(s) � ãîðèçîíòàëüíàÿ äèñïåðñèîííàÿ �óíê�öèÿ è �(s) � ðàäèóñ êðèâèçíû ðàâíîâåñíîé îðáèòû.Â ýòîì ñëó÷àå êðèòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðèíèìàåò êîì�ïëåêñíîå çíà÷åíèå 
tr = � ipj�jè î÷åâèäíî, ÷òî ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç êðèòè÷åñêóþýíåðãèþ íèêîãäà íåò. Ôàêòîð ñêîëüæåíèÿj�j = j�j+ 1
2ïðèíèìàåò ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷å�íèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.Âïåðâûå èäåÿ ìàãíèòîîïòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñîòðèöàòåëüíûì êîý��èöèåíòîì ðàñøèðåíèÿ îðáè�òû áûëà âûñêàçàíà â 1955 ã. Âëàäèìèðñêèì è Òà�ðàñîâûì [3℄. Îíè ïðåäëîæèëè èñïîëüçîâàòü ðåâåðñ�íûå ìàãíèòû ñ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíîé �(s) < 0.×óòü ïîçæå â 1958 ã. Êóðàíò è Ñíàéäåð ìàòåìàòè÷å�ñêè îïèñàëè èäåþ îòðèöàòåëüíîãî èìïóëüñíîãî êîì�ïàêò-�àêòîðà [4℄. Îíè ðåøèëè äèñïåðñèîííîå óðàâ�íåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöèàëüíîãî �îðìàëèçìàâ ïåðåìåííûõ d� = ds�� ;ïîçâîëÿþùèõ ïðîâåñòè óñðåäíåíèå ïî áûñòðûì îñ�öèëëÿöèÿì: � = �3R 1Xk=0 a2k�2 � k2 ;ak = 12� 2�Z0 �3=2� e�ik�d�: (3)

Çäåñü � � áåòàòðîííàÿ ÷àñòîòà ãîðèçîíòàëüíûõ êî�ëåáàíèé, � � ãîðèçîíòàëüíàÿ áåòà-�óíêöèÿ, R �ñðåäíèé ðàäèóñ îðáèòû.Íà îñíîâàíèè âûðàæåíèé (3) Êóðàíò è Ñíàé�äåð ñ�îðìóëèðîâàëè ñëåäóþùåå ïðîñòîå çàêëþ÷å�íèå: ¾Åñëè çíà÷åíèå áåòàòðîííîé ÷àñòîòû � ñëåãêàìåíüøå êàêîãî-òî öåëî÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ k è çíà�÷åíèå ak äîñòàòî÷íî áîëüøîå, òî îïðåäåëÿþùåå âëè�ÿíèå íóëåâîãî ÷ëåíà a0 ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê íó�ëþ¿. Âëàäèìèðñêèé è Òàðàñîâ ïðåäëîæèëè ñäåëàòüýòî ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ ðåâåðñíûõ ìàãíèòîâ.Îäíàêî â òå÷åíèå äëèòåëüíîãî âðåìåíè ýòà èäåÿîá èñêëþ÷åíèè ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç êðèòè÷åñêóþýíåðãèþ íå áûëà âîñïðèíÿòà êàê ìåòîä. Ïîçæå, íà÷è�íàÿ ñ êîíöà 80-õ ãîäîâ XX âåêà, ìíîãèå àâòîðû ïû�òàëèñü ðåàëèçîâàòü ìàãíèòîîïòè÷åñêóþ ñòðóêòóðóñ êîìïëåêñíîé ýíåðãèåé ïåðåõîäà. Òàê, íàïðèìåð, âðàáîòå [5℄ áûë ïðåäëîæåí ¾ìîäóëüíûé¿ ìåòîä, â êî�òîðîì êâàäðóïîëè, îòñòîÿùèå äðóã îò äðóãà íà 180Æ,ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ìîäóëèðóþò �-�óíêöèþ äëÿïîëó÷åíèÿ îòðèöàòåëüíîãî êîý��èöèåíòà ðàñøèðå�íèÿ îðáèòû. Ýòîò æå ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí íàó÷�íûì êîëëåêòèâîì èç Ëàáîðàòîðèè Ôåðìè (ÑØÀ)äëÿ îñíîâíîãî èíæåêòîðà [6℄. Èäåÿ, îñíîâàííàÿ íàìîäóëÿöèè êðèâèçíû îðáèòû çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ïó�ñòûõ ïðîìåæóòêîâ áåç ïîâîðîòíûõ ìàãíèòîâ ïðèñîçäàíèè ñèíõðîòðîíà ¾Saturne¿ (Ôðàíöèÿ), áûëàðàçâèòà â ðàáîòå [7℄. Â óñêîðèòåëüíîì öåíòðå GSI(¾Gesells
haft f�ur S
hwerionenfors
hung¿, Ô��) â ñèí�õðîòðîíå SIS-18 òðåáóåìàÿ ãàðìîíèêà âîçáóæäàëàñüçà ñ÷åò ââåäåíèÿ ãðóïï êâàäðóïîëüíûõ ëèíç [8℄. Íàíà÷àëüíîé ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ Êàîííîé �àáðè�êè TRIUMF (Êàíàäà) áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçî�âàòü ñòðóêòóðó ñ ìîäóëÿöèåé äðåé�îâûõ ïðîìåæóò�êîâ [9℄. Âî âñåõ ýòèõ ìåòîäàõ èñïîëüçîâàëàñü ëè�áî ìîäóëÿöèÿ �-�óíêöèè ïîñðåäñòâîì êâàäðóïîëåé,ëèáî ìîäóëÿöèÿ êðèâèçíû îðáèòû, ÷òî íàïðÿìóþñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (3).Îäíàêî íàèáîëåå óñïåøíûì ðåøåíèåì, íàøåä�øèì øèðîêîå ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ ìåæäóíàðîä�íûõ ïðîåêòàõ, áûëà ìàãíèòîîïòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðàÌîñêîâñêîé êàîííîé �àáðèêè [10; 11℄. Îíà îñíîâà�íà íà ðåçîíàíñíî êîððåëèðóåìûõ �óíêöèÿõ ìîäóëÿ�öèè êðèâèçíû îðáèòû è ãðàäèåíòîâ ëèíç. Â äàëü�íåéøåì ýòà ñòðóêòóðà áûëà àäàïòèðîâàíà äëÿ Êà�îííîé �àáðèêè TRIUMF [12; 13℄. Ïîçæå îíà áûëàïðèçíàíà, êàê ëó÷øàÿ ñòðóêòóðà äëÿ áóñòåðà óñêî�ðèòåëüíîãî êîìïëåêñà SSC (Super
ondu
ting SuperCollider, ÑØÀ) [14℄, çàòåì ïðèíÿòà äëÿ Íåéòðèííîé�àáðèêè â ÖÅ�Íå (Øâåéöàðèÿ) [15℄ è, íàêîíåö, ðå�àëèçîâàíà â ñîîðóæàåìîì óñêîðèòåëüíîì êîìïëåêñåJ-PARC (Japan Proton A

elerator Resear
h Center,1128



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Òåîðèÿ ¾ðåçîíàíñíûõ¿ ìàãíèòîîïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð : : :ßïîíèÿ) [16; 17℄. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äàííàÿ ñòðóê�òóðà òàêæå ïðèíÿòà äëÿ íàêîïèòåëüíîãî êîëüöà âû�ñîêîé ýíåðãèè àíòèïðîòîíîâ HESR (High EnergyStorage Ring) â ðàìêàõ ìåæäóíàðîäíîãî ïðîåêòàFAIR (Fa
ility for Antiproton and Ion Resear
h,Ô��) [18; 19℄.Äàííàÿ ìàãíèòîîïòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà èìååò ñëå�äóþùèå îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííîñòè:1) ïîëó÷åíèå îòðèöàòåëüíîãî êîý��èöèåíòà ðàñ�øèðåíèÿ îðáèòû ïîñðåäñòâîì îäíîâðåìåííîé ìîäó�ëÿöèè êðèâèçíû îðáèòû è ãðàäèåíòîâ ëèíç;2) âàðèàöèÿ êðèòè÷åñêîé ýíåðãèè â øèðîêîì äèà�ïàçîíå îò 
tr � � äî 
tr � i� ïîñðåäñòâîì òîëüêîìîäóëÿöèè ãðàäèåíòîâ ëèíç;3) íåçàâèñèìàÿ íàñòðîéêà êîý��èöèåíòà ðàñøè�ðåíèÿ îðáèòû è áåòàòðîííûõ ÷àñòîò àðîê òðåìÿ ñå�ìåéñòâàìè êâàäðóïîëüíûõ ëèíç (äâà ñåìåéñòâà �î�êóñèðóþùèõ è îäíî ñåìåéñòâî äå�îêóñèðóþùèõ);4) âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ íóëåâîé äèñïåðñèè íàïðÿìûõ ó÷àñòêàõ;5) �óíêöèîíàëüíîå ðàçäåëåíèå ìàãíèòîîïòè÷å�ñêîé ñòðóêòóðû óñêîðèòåëÿ íà àðêè è ïðÿìûå ó÷àñò�êè è íåçàâèñèìàÿ èõ íàñòðîéêà;6) ý��åêòèâíàÿ ñèñòåìà êîððåêöèè õðîìàòè÷íî�ñòè äâóìÿ ñåìåéñòâàìè ñåêñòóïîëåé;7) âçàèìíàÿ êîìïåíñàöèÿ íåëèíåéíîãî âîçäåé�ñòâèÿ õðîìàòè÷íûõ ñåêñòóïîëåé â ïåðâîì ïîðÿäêåòåîðèè âîçìóùåíèÿ;8) íèçêàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü ê ìóëüòèïîëüíûìîøèáêàì â êâàäðóïîëÿõ è ìàãíèòàõ çà ñ÷åò ñïåöè�àëüíîé ñòðóêòóðû àðîê.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèòà òåîðèÿ ¾ðåçîíàíñ�íûõ¿ ìàãíèòîîïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð, ïîçâîëÿþùàÿîïòèìàëüíî ïîäîéòè ê èõ ïîñòðîåíèþ.2. ÎÁÙÈÉ ÂÈÄ ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÎ�ÎÓ�ÀÂÍÅÍÈß ÄËß ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û ÑÂÂÅÄÅÍÍÎÉÑÓÏÅ�ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÍÎÑÒÜÞÀâòîðû ðàáîò [5�9℄, îñíîâûâàÿñü íà ïðèíöèïåÊóðàíòà �Ñíàéäåðà (ñì. óðàâíåíèå (3)), ïûòàþò�ñÿ èñïîëüçîâàòü ìîäóëÿöèþ ñìåøàííîé �óíêöèè�3=2=� äëÿ êîíòðîëÿ íàä êîý��èöèåíòîì ðàñøèðå�íèÿ îðáèòû. Ýòî íå âïîëíå êîððåêòíî, ïîñêîëüêóâ äåéñòâèòåëüíîñòè êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ îðáè�òû îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ �óíêöèÿìè: êðèâèçíîé îð�áèòû �(s) è ãðàäèåíòîì â ëèíçàõ G(s), à ìîäóëÿöèÿ�óíêöèè �(s) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäñòâèå ìîäó�ëÿöèè ãðàäèåíòîâ â ëèíçàõ. Áîëåå òîãî, ïðè âñåõïðîöåäóðàõ, ïðîâîäèìûõ íàìè ñ óïîìÿíóòûìè âû�øå �óíêöèÿìè, ìû äîëæíû ñòðåìèòüñÿ ìèíèìàëüíî

âîçìóùàòü �-�óíêöèþ, ìîäóëÿöèÿ êîòîðîé â êîíå÷�íîì ñ÷åòå âëèÿåò íà äèíàìè÷åñêóþ àïåðòóðó óñêî�ðèòåëÿ. Ïîñêîëüêó, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, êî�ý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ îðáèòû ïî-ðàçíîìó çàâèñèòîò ìîäóëÿöèè ãðàäèåíòîâ è ìîäóëÿöèè êðèâèçíû,ýòè �óíêöèè äîëæíû áûòü ðàññìîòðåíû íåçàâèñè�ìî äðóã îò äðóãà.Â îáùåì âèäå äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå äëÿ ìàã�íèòîîïòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñ ïåðèîäè÷åñêîé ïåðå�ìåííîé �îêóñèðîâêîé èìååò âèäd2Dds2 + [K(s) + "k(s)℄D = 1�(s) ; (4)ãäå ãðàäèåíòû G(s) è êðèâèçíà îðáèòû �(s) ñâÿçàíûäðóã ñ äðóãîì ÷åðåç �óíêöèèK(s) = eG(s)p ; "k(s) = e�G(s)p ;p = m0
v � èìïóëüñ ÷àñòèöû. Âòîðàÿ èç ýòèõ�óíêöèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïåðèîäè÷åñêóþìîäóëÿöèþ ãðàäèåíòîâ �G(s). Î÷åâèäíî, ÷òî â ïå�ðèîäè÷åñêîé ìàãíèòîîïòè÷åñêîé ñòðóêòóðå �óíê�öèÿ K(s) èìååò ïåðèîäè÷íîñòü �îêóñèðóþùåé ÿ÷åé�êè L
, à �óíêöèÿ k(s) èìååò ïåðèîäè÷íîñòü ñó�ïåðïåðèîäà Ls = nL
 ñ êðàòíîñòüþ n = 1; 2; : : :Äðóãèìè ñëîâàìè, ìàãíèòîîïòè÷åñêèé êàíàë èìååòäâîéíóþ ïåðèîäè÷íîñòü, îïðåäåëÿåìóþ �óíêöèÿìèK(s+L
) = K(s) è k(s+Ls) = k(s). Êðèâèçíà îðáè�òû èìååò îäèíàðíóþ ïåðèîäè÷íîñòü, ñîâïàäàþùóþñ äëèíîé ñóïåðïåðèîäà, �(s+ Ls) = �(s).Ïåðåéäåì ê äðóãîé ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòåd� = 2�Ls ds;èçìåðÿåìîé â ðàäèàíàõ è èçìåíÿþùåéñÿ íà îäíîìñóïåðïåðèîäå íà âåëè÷èíó 2�. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëèíàñóïåðïåðèîäà ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ñðåäíèéðàäèóñ îðáèòû R êàêLs = 2�RS ;ãäå S � ÷èñëî ñóïåðïåðèîäîâ, ìîæíî çàïèñàòü óðàâ�íåíèå (4) â ñèñòåìå ñ íîâîé ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòîéd2Dd�2 +�RS �2 [K(�) + "k(�)℄D = �RS �2 1�(�) ; (5)d� = SR ds:Óðàâíåíèå (5) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåîäíîðîäíîåëèíåéíîå äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïî�1129



Þ. Â. Ñåíè÷åâ, À. Í. ×å÷åíèí ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007ðÿäêà. ×òîáû åãî ðåøèòü, ìû äîëæíû ñíà÷àëà íàé�òè �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé '1 è '2 ñîîò�âåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿd2Xd�2 +�RS �2 [K(�) + "k(�)℄X = 0; (6)à çàòåì, èñïîëüçóÿ ìåòîä âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ [20℄,ïîëó÷èòü ÷àñòíîå ðåøåíèå äèñïåðñèîííîãî óðàâíå�íèÿ ñ ó÷åòîì âàðèàöèè ãðàäèåíòîâ è êðèâèçíû îð�áèòû:D(�) = �RS �2 �'2 Z '1�W d�� '1 Z '2�W d�� ; (7)ãäå W � âðîíñêèàí �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðå�øåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ.3. ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÀß ÑÈÑÒÅÌÀ�ÅØÅÍÈÉ ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÎ�ÎÓ�ÀÂÍÅÍÈß ÄËß ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û ÑÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈ ÈÇÌÅÍßÞÙÈÌÑß��ÀÄÈÅÍÒÎÌÏîñêîëüêó ïî �èçè÷åñêîìó îïðåäåëåíèþ äèñïåð�ñèÿ � ýòî ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíå�íèÿ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, ïðî�ïîðöèîíàëüíîé ðàçáðîñó ïî èìïóëüñàì, ò. å./ 1� �pp ;â óðàâíåíèè (6) ìû çàìåíèëè ïåðåìåííóþ D íà ïå�ðåìåííóþ X . Òåì ñàìûì ïîä÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî ðå�øåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéëèøü ïðîìåæóòî÷íîå ðåøåíèå, íå ÿâëÿþùååñÿ äèñ�ïåðñèåé.Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé Ôëîêå �óíäàìåíòàëü�íàÿ ñèñòåìà ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6) ïðè "! 0 ïðåä�ñòàâèìî â ñëåäóþùåì âèäå:x1;2 = a1;2f(�)e�i (�); (8)ãäå f(�) � ìîäóëü �óíêöèè Ôëîêå, èìåþùèé ïåðè�îäè÷íîñòü, f(�) = f(�+ 2�),  (�) � �àçà �óíêöèèÔëîêå, a1;2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ñëåäóåò çà�ìåòèòü, ÷òî ìîäóëü �óíêöèè Ôëîêå ñîâïàäàåò ñ êâà�äðàòíûì êîðíåì èç �(�)-�óíêöèè.Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (8) â óðàâíåíèå (6) è ðàçäå�ëÿÿ ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå íà ðåàëüíóþ è ìíèìóþ÷àñòè, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèéd2fd�2 +�RS �2K(�)f � 1f3 = 0;d d� = 1f2 : (9)

Âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (9) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ,è íà ïðîèçâîëüíîé äëèíå � = 2�j, ñîñòîÿùåé èç1; : : : ; j ñóïåðïåðèîäîâ, ðåøåíèå èìååò âèä (2�j) = 2�jZ0 d�f2(�) +  (0): (10)Â äàëüíåéøåì ìû ïîëàãàåì  (0) = 0, òàê êàê â ðàñ�ñìàòðèâàåìîì êëàññå ñòðóêòóð ñóïåðïåðèîä èìååòçåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëüíî ñâîåé ñåðåäè�íû è îòñ÷åò êîîðäèíàòû � èäåò îò ýòîé òî÷êè. Ïî�ñêîëüêó �óíêöèÿ f(�) ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì 2�,èíòåãðàë (10) ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû j èíòåãðà�ëîâ íà äëèíå èíòåãðèðîâàíèÿ 2�: (2�j) = j 2�Z0 d�f2(�)èëè (�) = � 12� 2�Z0 d�f2(�) : (11)
Îïðåäåëèì íîðìèðîâàííóþ íà 2� âåëè÷èíó íàáåãà�àçû � íà îäíîì ñóïåðïåðèîäå êàê ñðåäíåå çíà÷å�íèå âåëè÷èíû 1=f2:� = 12� 2�Z0 d�f2(�) : (12)Òîãäà �àçà �óíêöèè Ôëîêå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå�íà êàê  (�) = ��: (13)Êðîìå òîãî, ìû çíàåì, ÷òî �óíêöèÿ Ôëîêå ìîæåòáûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå ñðåäíåãî çíà�÷åíèÿ f0 íà �óíêöèþ, îïèñûâàþùóþ îñöèëëÿöèþ âìàãíèòîîïòè÷åñêîì êàíàëå ñ ïåðåìåííîé �îêóñèðîâ�êîé: f(�) = f0 [1 + q(�)℄ : (14)Ôóíêöèÿ q(�), ââåäåííàÿ Êàï÷èíñêèì â ðàáîòå [21℄,ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì ÿ÷åéêè, q(�) = q(� + 2�=n),à åå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî ïåðèîäó ðàâíî íóëþ:q(�) = 2�=nZ0 q(�) d� = 0:Ôóíêöèÿ ff0 = 1 + q(�)1130



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Òåîðèÿ ¾ðåçîíàíñíûõ¿ ìàãíèòîîïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð : : :ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìàëèçîâàííóþ �óíêöèþ,îïèñûâàþùóþ îñöèëëÿöèè îãèáàþùåé ïó÷êà â�îêóñèðóþùåì êàíàëå. Îáîçíà÷èì åå êàêf̂ = ff0 :Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ìàëîñòü �óíêöèè q(�) � 1è åå ïåðèîäè÷íîñòü è ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (14)â (12), ïîëó÷èì âûðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå �óíêöèþÔëîêå ñ íîðìèðîâàííûì íàáåãîì �àçû:� = 1f20 ;f(�) = 1p� [1 + q(�)℄ : (15)Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ �óíêöèþ K(�), ìû ìîæåì ïî�ëó÷èòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6) äëÿ ñëó÷àÿ " = 0, ãäåâåëè÷èíû � è f îïðåäåëåíû âûðàæåíèÿìè (9), (12)è (14).Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñóïåðïåðèîäè÷�íîñòü ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ�óíêöèè "k(�). Äëÿ îïðå�äåëåíèÿ �óíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíå�íèÿ (6) ïðè " 6= 0 â áèïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðå ñ ó÷å�òîì ìîäóëÿöèè ãðàäèåíòîâ âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîìÁîãîëþáîâà �Ìèòðîïîëüñêîãî [22℄. Ïîñêîëüêó îáû÷�íî ñóïåðïåðèîä èìååò çåðêàëüíóþ ñèììåòðèþ, â ðàç�ëîæåíèè �óíêöèè âîçìóùåíèÿ â ðÿä Ôóðüå îñòàíóò�ñÿ òîëüêî ÷ëåíû ñ êîñèíóñàìè:"k(�) = 1Xk=0 gk 
os k�; (16)ãäå gk = 1RB 1� �Z�� �G 
os k� d�: (17)Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ õîðîøî èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèåep = 1RB ;ãäå B � ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ìàãíèòíîãî ïîëÿ âïîâîðîòíûõ ìàãíèòàõ.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (16) â óðàâíåíèå (6) è ïå�ðåíîñÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ÷ëåí, îòâå÷àþùèé çà âîçìó�ùåíèå, ïîëó÷àåìd2Xd�2 +�RS �2K(�)X == �X �RS �2 1Xk=0 gk 
os k�: (18)

Ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (18) çàâèñèò îò X è �. �å�øåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò èñêàòü àñèìïòîòè÷å�ñêèì ìåòîäîì Áîãîëþáîâà �Ìèòðîïîëüñêîãî [22℄ ââèäå X = a1(�)f(�) 
os + a2(�)f(�) sin ; (19)ãäå êîý��èöèåíòû a1 è a2 � �óíêöèè ïðîäîëüíîéêîîðäèíàòû �, à �àçà  = ��.Â îòñóòñòâèå âîçìóùåíèÿ, êîãäà " = 0 è âåëè�÷èíû a1 è a2 íå çàâèñÿò îò �, ïðîèçâîäíàÿ dX=d�ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïîñðåäñòâîì ïðîñòîãî äè���åðåíöèðîâàíèÿ (19):dXd� = a1 dfd� 
os + a2 dfd� sin �� a1f d d� sin + a2f d d� 
os : (20)Â ñëó÷àå " 6= 0 óðàâíåíèÿ (19), (20) îñòàþòñÿ â ñèëåïðè óñëîâèè, åñëè âåëè÷èíû a1 è a2 ÿâëÿþòñÿ �óíê�öèÿìè �. Ïîýòîìó ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòè óðàâ�íåíèÿ êàê çàìåíó ïåðåìåííûõ è ïðèìåì âåëè÷èíûa1(�) è a2(�) çà íîâûå �óíêöèè ïåðåìåííîé �, íàé�äÿ êîòîðûå, ìû ñìîæåì îïðåäåëèòü ðåøåíèå óðàâíå�íèÿ (18). Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ ñ ó÷åòîì ñêàçàííîãîóðàâíåíèå (19), ïîëó÷èìdXd� = da1d� f 
os + a1 dfd� 
os + da2d� f sin ++ a2 dfd� sin � a1f d d� sin + a2f d d� 
os : (21)Òåïåðü, ïðèðàâíèâàÿ ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (20), ïîëó÷àåì ïåðâîå ñî�îòíîøåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ a1(�) è a2(�):da1d� f 
os + da2d� f sin = 0: (22)Âòîðîå óðàâíåíèå íàõîäèì àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.Ïðîäè��åðåíöèðóåì óðàâíåíèå (20) áåç ó÷åòà çàâè�ñèìîñòè a1 è a2 îò �:d2Xd�2 = a1 d2fd�2 
os � 2a1 dfd� d d� sin ++ a2 d2fd�2 sin + 2a2 dfd� d d� 
os �� a1f �d d��2 
os � a2f �d d��2 sin ; (23)à óðàâíåíèå (21) ïðîäè��åðåíöèðóåì ñ ó÷åòîì çà�âèñèìîñòè a1 è a2 îò �:1131



Þ. Â. Ñåíè÷åâ, À. Í. ×å÷åíèí ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007d2Xd�2 = da1d� dfd� 
os + a1 d2fd�2 
os �� a1 dfd� d d� sin + da2d� dfd� sin ++ a2 d2fd�2 sin + a2 dfd� d d� 
os �� da1d� f d d� sin � a1 dfd� d d� sin �� a1f �d d��2 
os + da2d� f d d� 
os ++ a2 dfd� d d� 
os � a2f �d d��2 sin : (24)Ïîñëå ïîäñòàíîâêè óðàâíåíèé (23) è (24) â óðàâíå�íèå (18) è èõ ñðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì âòîðîå ñîîòíîøå�íèå, íåîáõîäèìîå äëÿ íàõîæäåíèÿ a1(�) è a2(�):da1d� � dfd� 
os � f d d� sin �++ da2d� � dfd� sin + f d d� 
os � == �"k(�)�RS�2 [a1f 
os + a2f sin ℄ : (25)Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì äâà óðàâíåíèÿ (22) è (25),êîòîðûå âìåñòå ñî âòîðûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû (9)ïîçâîëÿþò íàéòè âåëè÷èíû a1(�) è a2(�) â ïåðâîìïîðÿäêå àñèìïòîòè÷åñêîé òåîðèè ïðèáëèæåíèÿ Áî�ãîëþáîâà �Ìèòðîïîëüñêîãî:da1d� = f2�RS �2 1Xk=0 gk 
os k��� (a10 
os��+ a20 sin��) sin��;da2d� = �f2�RS �2 1Xk=0 gk 
os k��� (a10 
os��+ a20 sin��) 
os��; (26)
ãäå a10, a20 îòíîñÿòñÿ ê íóëåâîìó ïðèáëèæåíèþ ðå�øåíèÿ (19). Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (26) èñïîëüçóåò�ñÿ ïðåäñòàâëåíèå Ôóðüå (16) �óíêöèè âîçìóùåíèÿ"k(�).Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàå�ìîå âîçìóùåíèå çàâåäîìî íå áóäåò íàõîäèòüñÿ òî÷íîâ ðåçîíàíñå (ïî êðàéíåé ìåðå, òàêîé ñëó÷àé äîëæåíáûòü èñêëþ÷åí), ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ àñèìïòîòè�÷åñêîé òåîðèè äîëæíî áûòü âïîëíå äîñòàòî÷íî. Ïî�ñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (26) ïîëó÷àåì

a1 = a10 +�RS�2 �Z0 f2 1Xk=0 gk 
os kt�� sin�t(a10 
os�t+ a20 sin�t) dt;a2 = a20 ��RS�2 �Z0 f2 1Xk=0 gk 
os kt�� 
os�t(a10 
os�t+ a20 sin�t) dt: (27)
Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ (27) â èñõîäíîå ðåøåíèå (19),ïîëó÷àåìX(�) = a10f 24
os��+ 
os���RS �2 �� �Z0 f2 1Xk=1 gk 
os kt sin�t 
os�t dt�� sin���RS �2 �Z0 f2 1Xk=1 gk 
os kt 
os�t 
os�t dt35++ a20f 24sin��� sin���RS �2 �� �Z0 f2 1Xk=1 gk 
os kt sin�t 
os�t dt+ 
os���RS �2 �� �Z0 f2 1Xk=1 gk 
os kt sin�t sin�t dt35 : (28)Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ Ôëîêå f ÿâëÿåòñÿ áûñòðîîñöèë�ëèðóþùåé ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè �óíêöèÿìè, ñòî�ÿùèìè ïîä èíòåãðàëîì (ñì. âûðàæåíèå (15)), îíàìîæåò áûòü âûíåñåíà çà çíàê èíòåãðàëà. Ó÷èòû�âàÿ îïðåäåëåíèå (12), à òàêæå òî, ÷òî � = �=S, ïî�ñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûðàæåíèå â ïåðâûõêâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â (28) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó
os���RS �2 �Z0 f2 1Xk=1 gk 
os kt sin�t 
os�t dt�� sin���RS �2 �Z0 f2 1Xk=1 gk 
os kt 
os�t 
os�t dt == �12 �R� �2 �1132



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Òåîðèÿ ¾ðåçîíàíñíûõ¿ ìàãíèòîîïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð : : :� 1Xk=1 gk � 
os(��+ k�)1� (1 + kS=�)2 + 
os(��� k�)1� (1� kS=�)2� == �12 �R� �2 1Xk=�1;k 6=0 gk 
os(��� k�)1� (1� kS=�)2 : (29)Òî æå ñàìîå ìîæåò áûòü ñäåëàíî è äëÿ âòîðûõ ñêî�áîê â (28):� sin���RS�2 �Z0 1Xk=1 gk 
os kt sin�t 
os�t dt++ 
os���RS �2 �Z0 1Xk=1 gk 
os kt sin�t sin�t dt == �12 �R� �2 �� 1Xk=1 gk � sin(��+ k�)1� (1 + kS=�)2 + sin(��� k�)1� (1� kS=�)2� == �12 �R� �2 1Xk=�1;k 6=0 gk sin(�� � k�)1� (1� kS=�)2 : (30)Íà ïîñëåäíåì øàãå ïðåîáðàçîâàíèé â (29) è (30) ìûïåðåøëè îò ñóììèðîâàíèÿ ïî k = 1�1 ê ñóììè�ðîâàíèþ ïî k = �1�1, ïðèíÿâ âî âíèìàíèå, ÷òîgk = g�k.Òåïåðü îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ðåøåíèÿóðàâíåíèÿ (18) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â êîìïàêòíîì âè�äå: X(�) = a10'1 + a20'2; (31)ãäå '1 è '2 � �óíäàìåíòàëüíàÿ ñèñòåìà ðåøåíèéóðàâíåíèÿ (6) äëÿ áèïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñ ìî�äóëÿöèåé ãðàäèåíòîâ:'1 = f(�)2664 
os��� 12 �R� �2 �� 1Xk=�1;k 6=0 gk 
os(��� k�)1� (1� kS=�)23775 ;'2 = f(�)2664 sin��� 12 �R� �2 �� 1Xk=�1;k 6=0 gk sin(��� k�)1� (1� kS=�)23775 :
(32)

Â äàëüíåéøåì ìû âåçäå áóäåì èìåòü â âèäó, ÷òî ñóì�ìèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿì k = �1�1,çà èñêëþ÷åíèåì k = 0.4. ÎÁÙÅÅ �ÅØÅÍÈÅ ÄÈÑÏÅ�ÑÈÎÍÍÎ�ÎÓ�ÀÂÍÅÍÈß Ñ ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÈÇÌÅÍßÞÙÈÌÈÑß ��ÀÄÈÅÍÒÎÌ ÈÊ�ÈÂÈÇÍÎÉ Î�ÁÈÒÛÏîëó÷èâ �óíäàìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé îä�íîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6), ìû ìîæåì ðåøèòü îáùååäèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå (5) ñ áèïåðèîäè÷åñêè èç�ìåíÿþùèìèñÿ ãðàäèåíòîìK(�)+"k(�) è ïåðèîäè÷å�ñêè èçìåíÿþùåéñÿ êðèâèçíîé îðáèòû 1=�(�). Ñ ó÷å�òîì çåðêàëüíîé ñèììåòðèè ñóïåðïåðèîäà êðèâèçíàîðáèòû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ðÿäà Ôó�ðüå 1�(�) = 1R  1 + 1Xn=1 rn 
osn�! ; (33)ãäå rn � ãàðìîíèêè Ôóðüå íîðìàëèçîâàííîé íà R�óíêöèè êðèâèçíû îðáèòû:rn = R� ��Z� 
osn��(�) d�: (34)Â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííûõ [20℄,îáùåå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (7) ñ âðîí�ñêèàíîìW = '1 d'2d� � '2 d'1d� == f2 �
os2  d d� + sin2  d d� � = f2 1f2 = 1: (35)Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (32), (33) è (35) â (7), ïîëó�÷àåì ñëåäóþùåå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ äèñïåðñèè:D(�) = �RS �2 1R (f(�)"sin��� 12 �R� �2 �� 1Xk=�1 gk sin(�� k)�1� (1� kS=�)2#�� �Z0 f(t)"
os�t�12 �R� �2 1Xk=�1 gk 
os(��k)t1�(1�kS=�)2#�� "1 + 1Xn=1 rn 
osnt# dt��f(�)"
os��� 12 �R� �2 1Xk=�1 gk 
os(�� k)�1� (1� kS=�)2 #�1133



Þ. Â. Ñåíè÷åâ, À. Í. ×å÷åíèí ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007� �Z0 f(t)"sin�t�12 �R� �2 1Xk=�1 gk sin(��k)t1�(1�kS=�)2#�� "1 + 1Xn=1 rn 
osnt# dt) : (36)Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñóìì ìîæåò áûòü çàìåíåíî äâîé�íûì ñóììèðîâàíèåì:1Xk=1 gk 
os k� 1Xn=1 rn 
osn� == 12 1Xk=1 1Xn=�1;n6=0 gkrn 
os(k � n)�: (37)

Â äàëüíåéøåì ìû òàêæå âåçäå áóäåì èìåòü â âè�äó, ÷òî ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì çíà÷åíèÿìn = �1�1, çà èñêëþ÷åíèåì n = 0.Èñïîëüçóÿ òî æå ñàìîå ñâîéñòâî �óíêöèè f(�),÷òî ìû èñïîëüçîâàëè ïðè ïîëó÷åíèè ïàðû �óíäà�ìåíòàëüíûõ ðåøåíèé (32), à èìåííî òî, ÷òî ïåðè�îä ýòîé �óíêöèè ìíîãî ìåíüøå ïåðèîäà ãàðìîíèê,âõîäÿùèõ â ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â �îðìó�ëå (36) è îïðåäåëÿþùèõ êîíå÷íîå ðåøåíèå, ìû ìî�æåì âûíåñòè ýòó �óíêöèþ çà ïðåäåëû èíòåãðàëà ââèäå åå ñðåäíåé âåëè÷èíû f20 = 1=�. Ïîñëå èíòåãðè�ðîâàíèÿ âûðàæåíèÿ (36), èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (37) èóñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè D(�) = D(�+2�), ïîëó÷àåìâûðàæåíèå äëÿ ïåðèîäè÷åñêîé äèñïåðñèè:D(�) = R�2 f̂ ("sin��� 12 �R� �2 1Xk=�1 gk sin(�� k)�1� (1� kS=�)2#"sin��� 12 �R� �2 �� 1Xk=�1 gk sin(�� k)�(1� kS=�)[1� (1� kS=�)2℄#+ "
os��� 12 �R� �2 1Xk=�1 gk 
os(�� k)�1� (1� kS=�)2#�� "
os��� 12 �R� �2 1Xk=�1 gk 
os(�� k)�(1� kS=�)[1� (1� kS=�)2℄#++ "sin��� 12 �R� �2 1Xk=�1 gk sin(�� k)�1� (1� kS=�)2 #"12 1Xn=�1 rn sin(�� n)�1� nS=� � 14 �R� �2 �� 1Xk=�1 1Xn=�1 gkrn sin[��(k�n)℄�[1�(k�n)S=�℄[1�(1�kS=�)2℄#+ "
os��� 12 �R� �2 1Xk=�1 gk 
os(�� k)�1� (1� kS=�)2 #�� "12 1Xn=�1 rn 
os(�� n)�1� nS=� � 14 �R� �2 1Xk=�1 1Xn=�1 gkrn 
os[�� (k � n)℄�[1� (k � n)S=�℄[1� (1� kS=�)2℄#) : (38)Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ñóìì âåðíî ïðàâèëî, àíàëîãè÷íîå ïðàâèëó (37). Âûïîëíèâ ïðåîáðà�çîâàíèÿ â âûðàæåíèè (38), ïîëó÷àåìD(�) = R�2 f̂ (1� 12 �R� �2 1Xk=�1 gk 
os k�(1� kS=�)[1� (1� kS=�)2℄� 12 �R� �2 1Xk=�1 gk 
os k�1� (1� kS=�)2 ++ 14 �R� �4 1Xk=�1 1Xn=�1 gkgn 
os(k � n)�(1� kS=�)[1� (1� kS=�)2℄[1� (1� nS=�)2℄ + 12 1Xn=�1 rn 
osn�1� nS=� � 14 �R� �2 �� 1Xk=�1 1Xn=�1 gkrn 
os(k � n)�[1� (k � n)S=�℄[1� (1� kS=�)2℄ � 14 �R� �2 1Xk=�1 1Xn=�1 gkrn 
os(k � n)�(1� kS=�)[1� (1� kS=�)2℄ ++ 18 �R� �4 1Xk=�1 1Xn=�1 1Xm=�1 gkrngm 
os(k � n�m)�[1� (k � n)S=�℄[1� (1� kS=�)2℄[1� (1�mS=�)2℄) : (39)1134



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Òåîðèÿ ¾ðåçîíàíñíûõ¿ ìàãíèòîîïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð : : :Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå îòñóò�ñòâèÿ ìîäóëÿöèè ãðàäèåíòà (gk = 0) è êðèâèçíû(rk = 0) äèñïåðñèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîñòûì âûðàæå�íèåì D(�) = R�2 f̂(�);ñîâïàäàþùèì ñ èçâåñòíûì âûðàæåíèåì äëÿ îáû÷�íîé ïåðèîäè÷åñêîé ñòðóêòóðû.Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè îïðåäåëÿåòñÿñëåäóþùèìè òðåìÿ ÷ëåíàìè:Dmax = R�2 f̂ (1� 12 �R� �2 �� 1Xk=�1 gk(1� kS=�)[1� (1� kS=�)2℄ �� 12 �R� �2 1Xk=�1 gk1� (1� kS=�)2 ++ 12 1Xk=�1 rk1� kS=� +O(gik; rjk; i+ j � 2)) : (40)Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷å�íèå äèñïåðñèè çàâèñèò îò ìíîæèòåëÿ 1=(1� kS=�),ò. å. îò òîãî, íàñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ ÷àñòîòà ãàðìîíè�êè âîçìóùåíèÿ îò ãîðèçîíòàëüíîé áåòàòðîííîé ÷àñ�òîòû.5. ÎÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ¾�ÅÇÎÍÀÍÑÍÎÉ¿ÑÒ�ÓÊÒÓ�Û È ÅÅ ÎÑÍÎÂÍÛÅÑÂÎÉÑÒÂÀÒåïåðü íàì èçâåñòíû �óíêöèè D(�) è �(�), íåîá�õîäèìûå äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòà ðàñøèðå�íèÿ îðáèòû � â ñòðóêòóðå ñ ìîäóëÿöèåé ãðàäèåí�òîâ è êðèâèçíû îðáèòû. Â ñîîòâåòñòâèè ñ �îðìóëîé(2), êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ îðáèòû � îïðåäåëÿåò�ñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì �óíêöèèD(�)=�(�). Ïðè ýòîìäèñïåðñèÿ è êðèâèçíà îðáèòû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâ�ëåíû â îáùåì âèäå ÷åðåç èõ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ D èR è �óíêöèè, îñöèëëèðóþùèå âîêðóã ýòèõ ñðåäíèõçíà÷åíèé:D(�) = D + ~D(�); 1�(�) = 1R (1 + ~r(�)) :Òîãäà êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ îðáèòû ìîæåòáûòü çàïèñàí â âèäå ñóììû:� = DR + ~D(�)~r(�)R : (41)

Â îáû÷íîé ñòðóêòóðå áåç ìîäóëÿöèè ãðàäèåíòîâ èêðèâèçíû îðáèòû îñöèëëèðóþùèå êîìïîíåíòû ðàâ�íû íóëþ, ~D(�) = 0, ~r(�) = 0, è êîý��èöèåíò ðàñ�øèðåíèÿ îðáèòû îïðåäåëÿåòñÿ ïåðâûì ñëàãàåìûìâ âûðàæåíèè (41), à èìåííî, � = D=R. Ñ äðóãîéñòîðîíû, ñðåäíÿÿ äèñïåðñèÿ â ýòîì ñëó÷àå ðàâíàD = R=�2 (ñì. óðàâíåíèå (39)). Î÷åâèäíî, ÷òî âòàêèõ ñòðóêòóðàõ êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ îðáè�òû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ÷àñòîòû áå�òàòðîííûõ êîëåáàíèé, � = 1=�2, è èçìåíåíèå åãî âå�ëè÷èíû îãðàíè÷åíî.Â ñòðóêòóðå ñ ìîäóëÿöèåé ãðàäèåíòîâ è êðèâèç�íû ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî èíàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñ�ëè ìîäóëèðîâàòü îáå �óíêöèè (ãðàäèåíò è êðèâèçíóîðáèòû) ñ îäèíàêîâîé ÷àñòîòîé (k = n â óðàâíåíèè(39)), òî ïðè óñëîâèè ìàëîñòè âåëè÷èíû 1 � kS=�âòîðîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (41) ìîæåò äàòü çíà�÷èòåëüíûé âêëàä â êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ îðáè�òû. Òàêóþ ñòðóêòóðó, îñíîâàííóþ íà ðåçîíàíñíîìâîçìóùåíèè ïàðàìåòðîâ ìàãíèòîîïòè÷åñêîãî êàíà�ëà, ìû íàçûâàåì ¾ðåçîíàíñíîé¿. Íàèáîëåå áëèçêàÿãàðìîíèêà, îêàçûâàþùàÿ ìàêñèìàëüíîå âëèÿíèå íàêîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ îðáèòû, íàçûâàåòñÿ �óí�äàìåíòàëüíîé. Ýòà ãàðìîíèêà èìååò kS îñöèëëÿöèéíà âñåé ðàññìàòðèâàåìîé ìàãíèòîîïòè÷åñêîé ñòðóê�òóðå. Â áîëüøèíñòâå èññëåäóåìûõ íàìè ñëó÷àåâ ýòàãàðìîíèêà ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ñóïåðïåðèîäîâ,ò. å. kS = S.Äëÿ ðåàëèçàöèè ¾ðåçîíàíñíîé¿ ñòðóêòóðû äîëæ�íû áûòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:1) ãîðèçîíòàëüíàÿ áåòàòðîííàÿ ÷àñòîòà äîëæíàáûòü ìåíüøå �óíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòû ìîäóëÿöèèïàðàìåòðîâ ñóïåðïåðèîäà, � < kS, íî ìàêñèìàëüíîâîçìîæíî ïðèáëèæåíà ê íåé;2) ìîäóëÿöèÿ êðèâèçíû îðáèòû äîëæíà áûòü âïðîòèâî�àçå ïî îòíîøåíèþ ê ìîäóëÿöèè ãðàäèåí�òîâ ëèíç, gkrk < 0;3) âåëè÷èíû àìïëèòóä êàæäîé èç �óíäàìåíòàëü�íûõ ãàðìîíèê äîëæíû áûòü ìàêñèìàëüíî âîçìîæ�íû.Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî èñêëþ÷èòü òî÷íîå ðàâåí�ñòâî ÷àñòîò � = kS è � = kS=2, êîãäà äèñïåðñèÿ è�-�óíêöèÿ ðàñòóò íåîãðàíè÷åííî.6. ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒ �ÀÑØÈ�ÅÍÈßÎ�ÁÈÒÛ Â ¾�ÅÇÎÍÀÍÑÍÎÉ¿ÑÒ�ÓÊÒÓ�Å Ñ ÑÓÏÅ�ÏÅ�ÈÎÄÈ×ÅÑÊÎÉÌÎÄÓËßÖÈÅÉ ��ÀÄÈÅÍÒÎÂ ËÈÍÇ ÈÊ�ÈÂÈÇÍÛ Î�ÁÈÒÛÏðåäïîëîæèì, ÷òî ìû èìååì âîçìîæíîñòü ìîäó�ëèðîâàòü ãðàäèåíò â ëèíçàõ è êðèâèçíó îðáèòû ñ1135



Þ. Â. Ñåíè÷åâ, À. Í. ×å÷åíèí ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007ïðîèçâîëüíîé ÷àñòîòîé, êðàòíîé êîëè÷åñòâó ñóïåð�ïåðèîäîâ S. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì äâà äîïîëíèòåëü�íûõ �àêòîðà, ïîçâîëÿþùèõ âëèÿòü íà êîý��èöèåíòðàñøèðåíèÿ îðáèòû.Ïåðâûé �àêòîð � ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå äèñïåð�ñèèD = R�2 f̂ (1 + 14 �R� �4 �� 1Xk=�1 g2k(1� kS=�)[1� (1� kS=�)2℄2 �� 14 �R� �2 1Xk=�1 gkrk1� (1� kS=�)2 �� 14 �R� �2 1Xk=�1 gkrk(1� kS=�)[1� (1� kS=�)2℄ ++ O(gikrjk; i+ j � 3)) : (42)Ìû âèäèì, ÷òî âåëè÷èíó ñðåäíåé äèñïåðñèè â ¾ðåçî�íàíñíîé¿ ñòðóêòóðå ìîæíî âàðüèðîâàòü â øèðîêèõïðåäåëàõ îò ïîëîæèòåëüíûõ äî îòðèöàòåëüíûõ çíà�÷åíèé, ïðè ýòîì ñòåïåíü åå çàâèñèìîñòè îò ìîäóëÿ�öèè ãðàäèåíòà gk è êðèâèçíû rk çíà÷èòåëüíî îïðå�äåëÿåòñÿ òåì, íàñêîëüêî ãîðèçîíòàëüíàÿ áåòàòðîí�íàÿ ÷àñòîòà � áëèçêà ê �óíäàìåíòàëüíîé ãàðìîíèêåìîäóëÿöèè ñóïåðïåðèîäà kS. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òîìîäóëÿöèÿ ãðàäèåíòà îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿ�íèå íà ñðåäíåå çíà÷åíèå äèñïåðñèè: ïðè îòñóòñòâèèìîäóëÿöèè ãðàäèåíòà ñðåäíåå çíà÷åíèå äèñïåðñèèîñòàåòñÿ íåèçìåííûì.Âòîðîé �àêòîð � ýòî êîððåëÿöèÿ �àç ðåçîíàíñ�íûõ ãàðìîíèê âîçìóùåíèÿ ãðàäèåíòîâ è êðèâèçíûîðáèòû. Îíà ìîæåò ñëóæèòü íàèáîëåå ý��åêòèâ�íûì èíñòðóìåíòîì äëÿ êîíòðîëÿ íàä êîý��èöèåí�òîì ðàñøèðåíèÿ îðáèòû óñêîðèòåëÿ. �àññìîòðèìñíà÷àëà îäèí ñóïåðïåðèîä, ãäå�s = 12�R 2�Z0 D(�) 1 + 1Xn=1 rn 
osn�! d�: (43)Â òàê íàçûâàåìûõ êðóãëûõ ñòðóêòóðàõ, ñîñòîÿùèõèç S ñóïåðïåðèîäîâ, êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ îðáè�òû ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ åãî çíà÷åíèåì äëÿ îäíîãîñóïåðïåðèîäà. Â ñòðóêòóðàõ æå, ñîñòîÿùèõ èç àðîê ññîâîêóïíûì ÷èñëîì ñóïåðïåðèîäîâ S, ðàçäåëåííûõïðÿìûìè ó÷àñòêàìè äëèíîé Lstr, êîý��èöèåíò ðàñ�øèðåíèÿ îðáèòû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì� = �s SLsSLs + Lstr :

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ îð�áèòû äëÿ îäíîãî ñóïåðïåðèîäà, ëåãêî íàéòè åãî çíà�÷åíèå äëÿ âñåãî óñêîðèòåëÿ. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå(39) â (43), èíòåãðèðóÿ è îñòàâëÿÿ â êîíå÷íîì âû�ðàæåíèè ÷ëåíû íå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷àåìâûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà ðàñøèðåíèÿ îðáèòû�s = 1�2 (1 + 14 �R� �4 �� 1Xk=�1 g2k(1� kS=�)[1� (1� kS=�)2℄2 ++ 14 1Xk=�1 r2k1� kS=� � 12 �R� �2 �� 1Xk=�1 rkgk(1� kS=�)[1� (1� kS=�)2℄ �� 12 �R� �2 1Xk=�1 rkgk1� (1� kS=�)2 ++ O(gikrjk; i+ j � 3)) : (44)Òàêèì îáðàçîì, â ¾ðåçîíàíñíîé¿ ìàãíèòîîïòè÷å�ñêîé ñòðóêòóðå êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ îðáèòû âîñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ÷åòûðüìÿ ñóììàìè, âõîäÿ�ùèìè â âûðàæåíèå (44). Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñóììû îò�ðàæàþò òîò �àêò, ÷òî ìîäóëÿöèè ãðàäèåíòîâ è êðè�âèçíû îðáèòû ìîãóò êîíòðîëèðîâàòü êîý��èöèåíòðàñøèðåíèÿ îðáèòû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Òðå�òüÿ è ÷åòâåðòàÿ ñóììû ñîîòâåòñòâóþò èõ ñîâìåñòíî�ìó âîçäåéñòâèþ íà êîý��èöèåíò ðàñøèðåíèÿ îðáè�òû. Ïåðâûå òðè ñóììû èìåþò ðåçîíàíñíûé ìíîæè�òåëü 1=(1� kS=�), óñèëèâàþùèé âîçäåéñòâèå â ñëó�÷àå, åñëè ÷àñòîòà ìîäóëÿöèè áëèçêà ê ÷àñòîòå ãîðè�çîíòàëüíûõ áåòàòðîííûõ êîëåáàíèé. Î÷åâèäíî, ÷òîïðè ðåçîíàíñíîì âîçäåéñòâèè ÷åòâåðòàÿ ñóììà ïðàê�òè÷åñêè íå âíîñèò íèêàêîãî âêëàäà è ìîæåò áûòüîïóùåíà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ óñèëåíèÿ èí�òåãðàëüíîãî ý��åêòà ìîäóëÿöèè ãðàäèåíòîâ è êðè�âèçíû îðáèòû äîëæíû áûòü âîçáóæäåíû â ïðîòèâî��àçå gkrk < 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî îñíîâíîé âêëàä äàþòòîëüêî �óíäàìåíòàëüíûå ìîäóëÿöèîííûå ãàðìîíè�êè, ìû ìîæåì óïðîñòèòü âûðàæåíèå (44), ïðåäñòà�âèâ åãî â âèäå�s = 1�2 �1 + 14(1� kS=�) �� "�R� �2 gk1� (1� kS=�)2 � rk#29=; : (45)Ýòî âûðàæåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ìî�1136



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Òåîðèÿ ¾ðåçîíàíñíûõ¿ ìàãíèòîîïòè÷åñêèõ ñòðóêòóð : : :äóëÿöèè �óíêöèé ãðàäèåíòîâ è êðèâèçíû îðáèòûìàãíèòîîïòè÷åñêîé ñòðóêòóðû è èõ ñîîòíîøåíèåäëÿ ïîëó÷åíèÿ òðåáóåìîãî êîý��èöèåíòà ðàñøèðå�íèÿ îðáèòû. 7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, â ñòàòüå ðàçâèòà òåîðèÿ ¾ðåçî�íàíñíûõ¿ ñòðóêòóð äëÿ óñêîðèòåëåé-ñèíõðîòðîíîâ,ïîçâîëÿþùàÿ êîððåêòíî ñ�îðìóëèðîâàòü òðåáîâà�íèÿ ê ðàçðàáîòêå ìàãíèòîîïòè÷åñêîé ñòðóêòóðû áåçïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç êðèòè÷åñêóþ ýíåðãèþ è ïîëó�÷èòü åå îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû. Òåîðèÿ áàçèðóåò�ñÿ íà ðåøåíèè äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñòðóê�òóðû ñ ââåäåííîé ñóïåðïåðèîäè÷íîñòüþ ñ ïîìîùüþìîäóëÿöèè �óíêöèé ãðàäèåíòîâ ëèíç è êðèâèçíûîðáèòû. Íà îñíîâå ýòîãî ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû ìàòå�ìàòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ äèñïåðñèè è êîý��èöè�åíòà ðàñøèðåíèÿ îðáèòû ïðè ðàçäåëüíîé è ñîâìåñò�íîé ðåçîíàíñíî êîððåëèðóåìîé ìîäóëÿöèè óïîìÿíó�òûõ âûøå �óíêöèé. Èç îáùèõ âûðàæåíèé ïîëó÷åíûïðîñòûå �îðìóëû, ïîçâîëÿþùèå äåëàòü îöåíêè äëÿñëó÷àÿ îäíîé �óíäàìåíòàëüíîé ìîäóëÿöèîííîé ãàð�ìîíèêè. Äàííûé êëàññ ñòðóêòóð óæå íàøåë øèðî�êîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ ìåæäóíàðîäíûõ óñêî�ðèòåëüíûõ öåíòðàõ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À. À. Êîëîìåíñêèé, À. Í. Ëåáåäåâ, Òåîðèÿ öèêëè÷å�ñêèõ óñêîðèòåëåé, �îñ. èçä-âî �èç.-ìàò. ëèò., Ìîñê�âà (1962).2. J. L. La
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