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ÈÇÌÅÍÅÍÈÅ Î�ÁÈÒÀËÜÍÎ�Î ÌÎÌÅÍÒÀ ÝËÅÊÒ�ÎÍÀÂ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÍÛÕ ÊÓËÎÍÎÂÑÊÈÕ ÑÎÑÒÎßÍÈßÕÂ ÑÒÎËÊÍÎÂÅÍÈßÕ Ñ ÀÒÎÌÍÛÌÈ ÈÎÍÀÌÈÌ. È. ×èáèñîâ *�îññèéñêèé íàó÷íûé öåíòð ¾Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò¿123182, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 26 àïðåëÿ 2007 ã.Âû÷èñëåíû ñå÷åíèÿ èçìåíåíèÿ îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè àòî-ìà âîäîðîäà è âîäîðîäîïîäîáíîãî èîíà ïðè ìåäëåííûõ ñòîëêíîâåíèÿõ ñ àòîìíûìè èîíàìèH�(n; L) + A+ = H�(n; L0) + A+ áåç èçìåíåíèÿ ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n. Âåðîÿòíîñòü èçìåíåíèÿìîìåíòà L! L0 îáóñëîâëåíà êâàíòîâîé èíòåð�åðåíöèåé âîëíîâûõ �óíêöèé àäèàáàòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé,ò. å. ïåðåìåøèâàíèåì âðåìåííûõ �àç ýòèõ �óíêöèé exp(�i R Ek(t)dt). Ý��åêòèâíûå ñå÷åíèÿ òàêîãîL-ïåðåìåøèâàíèÿ äëÿ ñîñòîÿíèé n = 28 íà 4�5 ïîðÿäêîâ ïðåâîñõîäÿò ñå÷åíèÿ, íàéäåííûå â ðàííèõèññëåäîâàíèÿõ. Íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòîâ ñå÷åíèé êîý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ êóëîíîâñêèõ âîëíîâûõñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé ïî ïàðàáîëè÷åñêèì è íàîáîðîò âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäðîáíîãî àíàëèçà ïðî-ñòðàíñòâåííûõ ñâîéñòâ ýòèõ �óíêöèé.PACS: 34.10.+x, 34.70.+e1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ èçìåíåíèÿ îðáè�òàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà â âîçáóæäåííûõ ñ�å�ðè÷åñêèõ ñîñòîÿíèÿõ  nLm(r) àòîìà âîäîðîäà H(n)è âîäîðîäîïîäîáíûõ èîíîâ ïðè ìåäëåííîì ñòîëê�íîâåíèè ñ àòîìíûì èîíîì A+. Îáíàðóæåíî, ÷òîíàèáîëåå ìîùíûì ìåõàíèçìîì ïåðåìåøèâàíèÿ âû�ðîæäåííûõ êóëîíîâñêèõ ñîñòîÿíèé îêàçûâàåòñÿ ý���åêò êâàíòîâîé èíòåð�åðåíöèè çàâèñÿùèõ îò âðå�ìåíè âîëíîâûõ �óíêöèé àäèàáàòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé.Ýòî ïåðåìåøèâàíèå ïðîèñõîäèò ïðè î÷åíü áîëüøèõìåæúÿäåðíûõ ðàññòîÿíèÿõ, êîãäà ïîëå èîíà A+áëèçêî ê îäíîðîäíîìó ïîëþ â îáúåìå îðáèòû âîç�áóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ H�(n) è ïîýòîìó àäèàáàòè÷å�ñêèé áàçèñ ñèñòåìû H�(n) +A+ ñîñòîèò èç êóëîíîâ�ñêèõ âîëíîâûõ�óíêöèé â ïàðàáîëè÷åñêèõ êîîðäèíà�òàõ Fnn1m(r). Èç-çà âûðîæäåíèÿ êóëîíîâñêèõ óðîâ�íåé ýíåðãèè ýòè �óíêöèè íå çàâèñÿò îò ïîëÿ èîíà.Äëÿ ðàñ÷åòîâ ñå÷åíèé L-ïåðåìåøèâàíèÿ íåîáõî�äèìû êîý��èöèåíòû Cnn1mnLm , ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïà�ðàáîëè÷åñêèå �óíêöèè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñ�åðè÷å�ñêèå �óíêöèè è íàîáîðîò. Ñ ïîìîùüþ àíàëèçà ïðî�*E-mail: m
hibisov�yahoo.
om

ñòðàíñòâåííûõ ñâîéñòâ ýòèõ �óíêöèé, ïðîâåäåííî�ãî â äàííîé ðàáîòå, áûëè íàéäåíû äâå ñóììû ïàðà�áîëè÷åñêèõ �óíêöèé ïî âûðîæäåííûì ñîñòîÿíèÿìñ äàííûì ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n, ÷åðåç êî�òîðûå âûðàæàþòñÿ îòäåëüíî ñ�åðè÷åñêàÿ ðàäèàëü�íàÿ fnL(r) è ñ�åðè÷åñêàÿ óãëîâàÿ �Lm(�) �óíêöèè.Ïðè÷åì ñóììà äëÿ ðàäèàëüíîé �óíêöèè çàâèñèòòîëüêî îò r è íå çàâèñèò îò ïîëÿðíîãî óãëà �, íåñìîò�ðÿ íà òî ÷òî ïðèñóòñòâóþùèå â ýòîé ñóììå ïàðàáî�ëè÷åñêèå �óíêöèè çàâèñÿò è îò r, è îò � ïîñðåäñòâîìïàðàáîëè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ f�; �g = r(1 � 
os �).Ñóììà æå äëÿ óãëîâîé �óíêöèè �Lm(�) çàâèñèòòîëüêî îò � è íå çàâèñèò îò r, õîòÿ è â ýòîé ñóììåïðèñóòñòâóþò òå æå ïàðàáîëè÷åñêèå �óíêöèè, çàâè�ñÿùèå è îò r, è îò �. Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñóìì áûëàíàéäåíà �îðìóëà äëÿ êîý��èöèåíòîâ Cnn1mnLm .Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óêàçàííûõ ñóìì áûë ïðîâåäåí äå�òàëüíûé àíàëèç ñâîéñòâ êóëîíîâñêèõ �óíêöèé ñ îä�íèì è òåì æå ãëàâíûì êâàíòîâûì ÷èñëîì n. Àíàëèçîñíîâûâàëñÿ íà ðàâåíñòâàõ íóëþ íåäèàãîíàëüíîãîìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà îò êóëîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà óïàðàáîëè÷åñêîãî áàçèñà è íåäèàãîíàëüíîãî ðàäèàëü�íîãî (à íå óãëîâîãî) ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà öåíòðî�áåæíîãî ïîòåíöèàëà ó ñ�åðè÷åñêîãî áàçèñà. Èñïîëü�1064



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Èçìåíåíèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà : : :çîâàíèå ýòèõ ðàâåíñòâ âåñüìà ñóùåñòâåííî óïðîñòè�ëî âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòîâ Cnn1mnLm .Ôóðüå-îáðàçû êóëîíîâñêèõ ïðîñòðàíñòâåííûõ�óíêöèé ÿâëÿþòñÿ øàðîâûìè �óíêöèÿìè â ÷å�òûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ [1℄. Ýòîïîçâîëèëî âûðàçèòü êîý��èöèåíòû Cnn1mnLm ÷åðåç3j-ñèìâîëû [2�7℄. Ïðîâåäåííûé â äàííîé ðàáîòåàíàëèç ïðîñòðàíñòâåííûõ êóëîíîâñêèõ �óíêöèéîáíàðóæèë ñâîéñòâà ñèììåòðèè êîý��èöèåíòîâCnn1mnLm , êîòîðûå íåîáõîäèìû äëÿ ðàñ÷åòîâ ñå÷åíèéL-ïåðåìåøèâàíèÿ, ñì. ðàçä. 7 äàííîé ðàáîòû.Îáíàðóæåíèå óêàçàííîé ñèììåòðèè êîý��èöèåí�òîâ Cnn1mnLm ñ ïîìîùüþ �îðìóë, ïîëó÷àåìûõ ïðèèñïîëüçîâàíèè ÷åòûðåõìåðíîé ñèììåòðèè [2�7℄,îêàçûâàåòñÿ êðàéíå ïðîáëåìàòè÷íûì.Â ñòàòüå èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà àòîìíûõ åäèíèö,â êîòîðîé e = me = ~ = 1.2. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÊÓËÎÍÎÂÑÊÈÕ ÂÎËÍÎÂÛÕÔÓÍÊÖÈÉÈíòåãðàë îò ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ðåøåíèé  1;2(r)îäíîãî è òîãî æå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ñ ðàçëè÷íû�ìè ýíåðãèÿìè E1 6= E2 ðàâåí íóëþ, ò. å. ýòè âîë�íîâûå �óíêöèè îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó. Ýíåðãèèóðîâíåé â êóëîíîâñêîì ïîëå âûðîæäåíû, îíè çàâè�ñÿò ëèøü îò ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n è ïîýòîìóíåîðòîãîíàëüíûìè äðóã äðóãó ìîãóò áûòü �óíêöèèòîëüêî ñ îäíèì è òåì æå n. Ôóíêöèè æå ñ ðàçíûìèãëàâíûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè îðòîãîíàëüíû ìåæ�äó ñîáîé äàæå åñëè îíè îïðåäåëåíû â ðàçíûõ ñèñòå�ìàõ êîîðäèíàò: íàïðèìåð, îäíà �óíêöèÿ ñ�åðè÷å�ñêàÿ, à äðóãàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ.Âñå êóëîíîâñêèå �óíêöèè, îïðåäåëåííûå âîäíîé è òîé æå ñèñòåìå êîîðäèíàò, îäèíàêîâîçàâèñÿò îò àçèìóòàëüíîãî óãëà � âîêðóã îñè z: (r) � exp(im�)=p2�. Ïîýòîìó äâå ëþáûå êóëî�íîâñêèå �óíêöèè ñ ðàçíûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìèm 6= m0 è ñ ëþáûì íàáîðîì äðóãèõ êâàíòîâûõ÷èñåë îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó. Ñëåäîâàòåëüíî,êîý��èöèåíòû âçàèìíîãî ðàçëîæåíèÿ ëþáîé ïàðûêóëîíîâñêèõ �óíêöèé, è â ÷àñòíîñòè, êîý��èöè�åíòû Cnn1mnLm , ìîãóò áûòü îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü âñëó÷àå, åñëè ó íèõ îäèíàêîâû äâà êâàíòîâûõ ÷èñëà:n è m.Â âîëíîâîì óðàâíåíèè ñ êóëîíîâñêèì ïîòåíöè�àëîì ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ â òðåõ ñèñòåìàõ êî�îðäèíàò: ñ�åðè÷åñêîé, ïàðàáîëè÷åñêîé [8℄ è ñ�åðî�èäàëüíîé [2; 9�13℄. Íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòà ñå÷å�íèÿ L-ïåðåìåøèâàíèÿ ñ�åðè÷åñêèå è ïàðàáîëè÷å�ñêèå �óíêöèè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

Fnn1m(r) = n�1XL=jmjCnn1mnLm  nLm(r); nLm(r) = n�jmj�1Xn1=0 Cnn1mnLm Fnn1m(r); (1)
Cnn1mnLm = Z F �nn1m(r) nLm(r) dr: (2)Ïðè ýòîì êîý��èöèåíòû Cnn1mnLm îáðàçóþò êâàäðàò�íóþ ìàòðèöó: ïðè ïîñòîÿííûõ n è m ÷èñëà n1 è Lïðèíèìàþò n�m çíà÷åíèé: n1 ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå0 � n1 � n�m� 1, L � â èíòåðâàëå m � L � n� 1.Êóëîíîâñêèå ñ�åðîèäàëüíûå �óíêöèè ñâÿçàíû àíà�ëîãè÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè ñ �óíêöèÿìè  nLm(r) èFnn1m(r) [2; 9�12℄.Ñ�åðè÷åñêàÿ óãëîâàÿ �óíêöèÿ YLm(�; �) ñèììåò�ðè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê îïåðàöèè îòðàæåíèÿ â êóëî�íîâñêîì öåíòðå:YLm(� � �; �� �) = (�1)LYLm(�; �):Ïàðàáîëè÷åñêàÿ �óíêöèÿ íå îáëàäàåò òàêîé ñèììåò�ðèåé, íî åñëè îäíîâðåìåííî ñ îòðàæåíèåì ïðîèçâî�äèòü ïåðåñòàíîâêè �$ � èëè n1 $ n2, òî îíà áóäåòïðåîáðàçîâûâàòüñÿ ïî çàêîíóFnn1m(�; �; �) = (�1)mFnn1m(�; �; �� �) == (�1)mFnn2m(�; �; �� �):Ïîäñòàâèâ ðåçóëüòàòû òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â �îð�ìóëó (2), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå ñèììåòðèè äëÿ êî�ý��èöèåíòîâ Cnn1mnLm :Cnn2mnLm = (�1)L�m Cnn1mnLm : (3)Ïðè n1 = n2 è íå÷åòíîì çíà÷åíèè L�m èç �îðìóëû(3) ñëåäóåò, ÷òî êîý��èöèåíò Cnn1mnLm ðàâåí ñàì ñåáå,íî ñ îáðàòíûì çíàêîì, ò. å. ýòîò êîý��èöèåíò ðàâåííóëþ:Cn;n1=n2;mnLm = 0; n1 = n2; L�m � íå÷åòíî: (4)Äåéñòâèòåëüíî, ïîëíàÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ �óíêöèÿFnn1m(r) ïðè n1 = n2 ñèììåòðè÷íà è ïðè îòðàæå�íèè â öåíòðå ïðåîáðàçóåòñÿ ïî çàêîíóFn;n1=n2;m(�; �; �� �) = (�1)mFn;n1=n2;m(�; �; �):Ïðîèçâåäåíèå æå ñ�åðè÷åñêîé è ïàðàáîëè÷åñêîé�óíêöèé ïðè ýòîì îòðàæåíèè ïðèîáðåòàåò ìíîæè�òåëü (�1)L�m è ïðè íå÷åòíîì L�m ÿâëÿåòñÿ íå÷åò�íîé �óíêöèåé, ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë (2) ðàâåí íó�ëþ.1065



Ì. È. ×èáèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007Êîý��èöèåíòû Cnn1mnLm óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿìîðòîíîðìèðîâêè:n�m�1Xn1=0 Cnn1mnLm Cnn1mnL0m = ÆLL0 ;n�1XL=mCnn1mnLm Cnn01mnLm = Æn1;n01 : (5)Ïàðàáîëè÷åñêèå �óíêöèè. Êóëîíîâñêèå ïà�ðàáîëè÷åñêèå �óíêöèè ðàâíû [8℄Fnn1m(r) = p2Zn fnn1m(�)fnn2m(�)exp(im')p2� ;f�; �g = r(1� 
os �);fnn1m(�) = Nnn1m exp��Z�2n ��Z�n �m=2 ��1F1��n1;m+ 1; Z�n � ;Nnn1m = 1m!sZ(n1 +m)!nn1! ;n1 + n2 +m+ 1 = n:
(6)

Çäåñü âî âñåõ ïðèâåäåííûõ íèæå �îðìóëàõ ó ïàðà�áîëè÷åñêèõ è ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé m îçíà÷àåò jmjçà èñêëþ÷åíèåì ýêñïîíåíòû exp(im'). Äëÿ fnn2m(�)âåëè÷èíà � çàìåíÿåòñÿ íà � è n1 íà n2. ×èñëà n1 è n2âçàèìîçàâèñèìû: n1+n2 = n�m�1, ÷òî î÷åíü âàæ�íî äëÿ ñâîéñòâ ïîëíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ �óíêöèé.Âîëíîâîå óðàâíåíèå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ �óíê�öèé èìååò âèä [8℄d2�nn1m(�)d�2 + 12 �En + 2Z�1� � m2 � 12�2 ����nn1m(�) = 0;fnn1m(�) = �nn1m(�)p� ;�1;2 � 1n �n1;2 + jmj+ 12 � = 12 �1� n1 � n2n � ;�1 + �2 = 1; (7)
çíàê ¾+¿ äëÿ �1, çíàê ¾�¿ äëÿ �2. Äëÿ �nn2m(�)âåëè÷èíà �1 çàìåíÿåòñÿ íà �2 è � íà �.Â óðàâíåíèè (7) ïðèñóòñòâóåò ý��åêòèâíûé ¾êó�ëîíîâñêèé¿ ïîòåíöèàë 2Z�1=�, çàâèñÿùèé îò êâàí�òîâûõ ÷èñåë n1; n2. Ïîýòîìó ïðè n1 6= n01 �óíê�öèè �nn1m è �nn01m ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ðàçíûõóðàâíåíèé è íå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü îáû÷íîìó óñëî�âèþ îðòîãîíàëüíîñòè. Ïîñêîëüêó, îäíàêî, êóëîíîâ�ñêèå óðîâíè âûðîæäåíû, ýòè �óíêöèè óäîâëåòâîðÿ�þò ñïåöè�è÷åñêîìó ñîîòíîøåíèþ îðòîãîíàëüíîñòè.

Óìíîæèì óðàâíåíèå (7) íà �óíêöèþ �n0n01m0(�)è âû÷òåì èç ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ðåçóëüòàò óìíîæå�íèÿ �óíêöèè �nn1m(�) íà óðàâíåíèå (7) äëÿ �óíê�öèè �n0n01m0(�). Ïðîèíòåãðèðîâàâ çàòåì ýòó ðàç�íîñòü ïî � îò 0 äî 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäå�ëà �nn1m(�) � �(m+1)=2 ïðè � ! 0 è ïîäñòàâèâ�nn1m(�) = p�fnn1m(�), ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå12�En �En0� 1Z0 fnn1m(�)fn0n01m0(�) �d�++ Z��1 � �01� 1Z0 fnn1m(�)fn0n01m0(�) d��� 14 �m2 �m02� 1Z0 fnn1m(�)fn0n01m0(�)d�� = 0; (8)è äëÿ �óíêöèé fnn2m(�) ñ çàìåíîé �1 íà �2, fn1; n01gíà fn2; n02g, � íà �. Åñëè n = n0 è m = m0, òî êîý���èöèåíòû ïðè ïåðâîì è òðåòüåì èíòåãðàëàõ â (8)ðàâíû íóëþ, è �óíêöèè fnn1m, fnn01m óäîâëåòâîðÿ�þò ñîîòíîøåíèþ ¾îðòîíîðìèðîâêè¿:1Z0 fnn1m(�)fnn01m(�) d� = Æn1;n01 ; n = n0;m = m0; �1 � �01 = n1 � n01n : (9)Åñëè n1 6=n01, òî �1��01 6= 0, è èíòåãðàë (9) ðàâåí íó�ëþ. Ïðè n1 = n01 íóëþ ðàâåí ìíîæèòåëü �1��01 = 0,à èíòåãðàë (9) îòëè÷åí îò íóëÿ. Â Ïðèëîæåíèè A ïî�êàçàíî, ÷òî ïðè n1 = n01 èíòåãðàë (9) ðàâåí åäèíèöå,à ïðè n1 6= n01 � íóëþ1).Ôîðìóëà (9) ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó íóëþíåäèàãîíàëüíîãî ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà êóëîíîâñêî�ãî ïîòåíöèàëà. Ýëåìåíò îáúåìà â ïàðàáîëè÷åñêèõêîîðäèíàòàõ ðàâåí [8℄ dr = [(�+ �)=4℄ d� d� d' èëèdr = (r=2) d� d� d', è ïðè n1 6= n01Z Fnn1m(r)��Zr �F �nn01m(r) dr == �Z2n2 1Z0 fnn1m(�)fnn01m(�) d��� 1Z0 fnn2m(�)fnn02m(�) d� = 0; (10)1) Íîðìèðîâî÷íûé êîý��èöèåíò �óíêöèé fnn1m â �îðìó�ëå (6) îòëè÷àåòñÿ îò òàêîâîãî â êíèãå [8℄, ñì. �îðìóëû (37.15)è (37.16) â [8℄, íî ïîëíûå �óíêöèè Fnn1m îäèíàêîâû.1066



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Èçìåíåíèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà : : :ïðè÷åì â ýòîì ðàâåíñòâå îáà èíòåãðàëà â ïðàâîé ÷àñ-òè ðàâíû íóëþ, òàê êàê, åñëè n1 6= n01, òî è n2 6= n02.�àâåíñòâî (10) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì âûðîæäåíèÿ êó�ëîíîâñêèõ óðîâíåé.Êóëîíîâñêèå ñ�åðè÷åñêèå �óíêöèè nLm(r) ðàâíû [8℄ nLm(r) = fnL(r)YLm(�; ');YLm(�; ') = �Lm(�)exp(im')p2� ;fnL(r) = NnL�2Zrn �L exp��Zrn ���1F1��n+ L+ 1; 2L+ 2; 2Zrn � ;�Lm(�) = NLm sinm � ��2F1�m� L;L+m+ 1; m+ 1; 1� 
os �2 � ;NnL = 2ZpZn2(2L+ 1)!s (n+ L)!(n� L� 1)! ;NLm = 12m m!s2L+ 12 (L+m)!(L�m)! :
(11)

Äåéñòâóÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ïàðàáîëè÷åñêèõ�óíêöèé, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ìåæäó èíòåãðàëà�ìè îò ñ�åðè÷åñêèõ ðàäèàëüíûõ �óíêöèé:2�En �En0� 1Z0 fnL(r)fn0L0(r)r2dr + (L0 � L)�� (L0 + L+ 1) 1Z0 fnL(r)fn0L0(r) dr = 0: (12)Ïðè L0 = L ìíîæèòåëü ïðè âòîðîì èíòåãðàëå â �îð�ìóëå (12) ðàâåí íóëþ è òîãäà ïðè n 6= n0 èç ýòîãîñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò õîðîøî èçâåñòíîå óñëîâèå îð�òîãîíàëüíîñòè ðàäèàëüíûõ �óíêöèé [8℄:1Z0 fnL(r)fn0L(r)r2dr = 0; L = L0; n 6= n0: (13)Ïðè n = n0 íóëþ ðàâåí ìíîæèòåëü ïðè ïåðâîì èíòå�ãðàëå â (12), En �En0= 0, è ïðè L0 6= L ðàâåí íóëþâòîðîé èíòåãðàë:1Z0 fnL(r)fnL0(r) dr = 0; L0 6= L; n = n0: (14)Â ýòîì èíòåãðàëå îòñóòñòâóåò ìíîæèòåëü r2: âìåñòîr2 dr ñòîèò dr. Ýòà �îðìóëà ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó

íóëþ íåäèàãîíàëüíîãî ðàäèàëüíîãî ìàòðè÷íîãî ýëå�ìåíòà öåíòðîáåæíîãî ïîòåíöèàëà V L00sph(r):1Z0 V L00sph(r)fnL(r)fnL0(r)r2 dr = L00(L00 + 1)�� 1Z0 fnL(r)fnL0(r) dr = 0; L 6= L0: (15)Îáúåìíûé íåäèàãîíàëüíûé ìàòðè÷íûé ýëåìåíòV L00sph ðàâåí íóëþ ïðè L0 6= L çà ñ÷åò îðòîãîíàëüíî�ñòè óãëîâûõ ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé, òàê êàê V L00sph(r)íå çàâèñèò îò óãëîâ. Ïðè îäèíàêîâûõ æå ÷èñëàõn = n0 ðàâåí íóëþ åùå è ðàäèàëüíûé ìàòðè÷íûéýëåìåíò. Ôîðìóëû (14), (15) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåìâûðîæäåíèÿ êóëîíîâñêèõ óðîâíåé.Ôóíêöèÿ fnL(r) íîðìèðîâàíà óñëîâèåì1Z0 f2nL(r)r2dr = 1;à èíòåãðàë (14) ïðè L = L0 ðàâåí ñðåäíåìó çíà÷åíèþñòåïåíè r�2 [8℄:1Z0 f2nL(r) dr = 1Z0 f2nL(r)r2 r2dr = 2Z2n3(2L+ 1) : (16)Ñ�åðè÷åñêóþ  nLm è ïàðàáîëè÷åñêóþ Fnn1m�óíêöèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäåfnL(r)�Lm(�)NnLNLm = "exp��Zrn ��2Zrn �L sinm �#�� F ��n+ L+ 1; 2L+ 2; 2Zrn ��� F �m� L;L+m+ 1;m+ 1; 1� 
os �2 � ; (17)fnn1m(�)fnn2m(�)Nnn1mNnn2m == �exp��Zrn ��Zrn �m sinm ����F ��n1;m+ 1; Z�n �F1 ��n2;m+ 1; Z�n � ;�+ � = 2r; �� = r2 sin2 �: (18)
Èç ýòèõ �îðìóë âèäíî, ÷òî ñ�åðè÷åñêàÿ è ïàðàáîëè�÷åñêàÿ �óíêöèè èìåþò îáùèå �óíêöèîíàëüíûå ìíî�æèòåëè sinm �, exp(�Zr=n) è ñòåïåíè (2Zr=n)L è(Zr=n)m, ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåò âû÷èñëåíèå êî�ý��èöèåíòîâ Cnn1mnLm .1067



Ì. È. ×èáèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 20073. ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÛ Cnn1mnLmÈñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå âûøå óïðîùåííûå ñî�îòíîøåíèÿ îðòîíîðìèðîâêè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ�óíêöèé (9) è äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ ðàäèàëüíûõ �óíê�öèé (14), êîý��èöèåíòû Cnn1mnLm ìîæíî âûðàçèòü÷åðåç îäíîêðàòíûå èíòåãðàëû îò ïðîèçâåäåíèéêóëîíîâñêèõ âîëíîâûõ �óíêöèé, êîòîðûå âû÷èñëÿ�þòñÿ àíàëèòè÷åñêè è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îäíîêðàò�íûå ñóììû. Èç ýòèõ èíòåãðàëîâ è ñóìì ñëåäóåòáîëüøîå ÷èñëî �èçè÷åñêèõ ïðåäåëîâ. Ñ ïîìîùüþîäíîêðàòíûõ èíòåãðàëîâ êîý��èöèåíòû Cnn1mnLmâû÷èñëÿþòñÿ òàêæå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ýòàëîííîãîóðàâíåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà âîëíîâûõ �óíêöèé [14, 15℄,ñì. òàêæå [16℄.Óìíîæèâ ðàâåíñòâà (1) íà exp(�im')=p2� è ïðî�èíòåãðèðîâàâ èõ ïî àçèìóòàëüíîìó óãëó ' â ïðåäå�ëàõ 0; 2� çàïèøåì ýòè ðàâåíñòâà â âèäån�1XL=mCnn1mnLm fnL(r)�Lm(�) == p2Zn fnn1m(�)fnn2m(�); (19)fnL(r)�Lm(�) = p2Zn �� n�m�1Xn1=0 Cnn1mnLm fnn1m(�)fnn2m(�): (20)Óìíîæàåì (19) ñíà÷àëà íà fnL(r) è èíòåãðèðóåì ïîr îò 0 äî1, èñïîëüçóÿ ¾îðòîãîíàëüíîñòü¿ (14) è ðà�âåíñòâî (16). Çàòåì óìíîæàåì (19) íà�Lm(�) sin � d�è èíòåãðèðóåì ïî � îò 0 äî �, èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëü�íîñòü óãëîâûõ �óíêöèé. Ïîëó÷àåì â ðåçóëüòàòå äâàñîîòíîøåíèÿ:Cnn1mnLm �Lm(�) = n2(2L+ 1)Zp2Z �� 1Z0 fnn1m(�)fnn2m(�)fnL(r) dr; (21)Cnn1mnLm fnL(r) = p2Zn �� �Z0 fnn1m(�)fnn2m(�)�Lm(�) sin � d�: (22)Óìíîæàÿ (20) íà fnn1m(�) è èíòåãðèðóÿ ïî � â ïðå�äåëàõ 0 � � � 1, ñ èñïîëüçîâàíèåì (9) ïîëó÷àåì

Cnn1mnLm fnn2m(�) = np2Z 1Z0 fnL(r) ���Lm(�)fnn1m(�) d�; 
os � = �� ��+ � : (23)Ïîñëå óìíîæåíèÿ (20) íà fnn2m(�) è èíòåãðèðîâà�íèÿ ïî � â ïðåäåëàõ 0 � � � 1 ïîëó÷àåì àíàëî�ãè÷íîå ñîîòíîøåíèå, íî ñ ïåðåñòàíîâêàìè n1 $ n2è � $ �. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè n1 = n2 èíå÷åòíîì L�m, êîãäà Cnn1mnLm = 0, ñì. �îðìóëó (4),èíòåãðàëû â (21)�(23) ðàâíû íóëþ òîæäåñòâåííî: â(21) � ïðè ëþáîì çíà÷åíèè óãëà 0 � � � �, â (22) �ïðè 0 � r � 1, â (23) � ïðè 0 � � � 1.Èñïîëüçóÿ (17), (18), íàõîäèì ïðåäåë ñîîòíîøå�íèÿ (21) íà ïîëóîñè z > 0, ãäå� = 0; � = 2r; � = 0;F (m� L;L+m+ 1;m+ 1; 0) = 1;è (21) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âûðàæåíèþCnn1mnLm = nZsn(2L+ 1)(n2 +m)!n2! (L�m)!(L+m)! �� 1Z0 �2Zrn �m=2 fnn1m(� = 2r)fnL(r) dr = 1m!(2L)! ��s (n1+m)!(n2+m)!(2L+1)n1!n2! (n+L)!(n�L�1)! (L�m)!(L+m)! � (24)� 1Z0 xL+m exp (�x)�� F (�n1;m+1;x)F (�n+L+1; 2L+2;x) dx; (25)ãäå x � 2Zr=n. Èíòåãðàë â �îðìóëå (25) âû÷èñëåí âÏðèëîæåíèè B ñ ïîìîùüþ ðÿäà äëÿ F (�n1;m+1;x)ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì x. Â ðåçóëüòàòå, êîý���èöèåíò Cnn1mnLm ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì ñóììå:Cnn1mnLm = n1!��s�2L+1� (n1+m)!(n2+m)!n1! n2!(n+L)!(n�L�1)! (L�m)!(L+m)! ��� minfn1;L�mgXk=0 (�1)kk! (L+m+k)!(L�m�k)! (n�m�1�k)!(n1�k)!(m+k)! :(26)Âåðõíèé ïðåäåë ýòîé ñóììû ðàâåí ìèíèìàëüíîìó èçäâóõ ÷èñåë n1 è L� jmj.1068



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Èçìåíåíèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà : : :�àññìîòðèì òåïåðü �îðìóëó (21) íà îòðèöàòåëü�íîé ïîëóîñè z < 0, êîãäà� = �; � = 2r; � = 0; 1� 
os �2 = 1;à F (m� L;L+m+ 1;m+ 1; 1) = (�1)L�m:Â ýòîì ñëó÷àå êîý��èöèåíò Cnn1mnLm òàêæå ðàâåí îä�íîêðàòíîìó èíòåãðàëó îò ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè(2Zr=n)m=2 è àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ ïðèâîäÿò êâûðàæåíèþCnn1mnLm = (�1)L�mn2!��s�2L+ 1� (n1 +m)!(n2 +m)!n1! n2!(n+ L)!(n� L� 1)! (L�m)!(L+m)! ��� minfn2;L�mgXk=0 (�1)kk! (L+m+k)!(L�m�k)! (n�m�1�k)!(n2�k)!(m+k)! ;(27)îòëè÷àþùåìóñÿ îò (26) íàëè÷èåì ìíîæèòåëÿ(�1)L�m è ïåðåñòàíîâêîé êâàíòîâûõ ÷èñåë n1 $ n2.Ïîýòîìó âûðàæåíèÿ (26) è (27) óäîâëåòâîðÿþò ñîîò�íîøåíèþ (3). Îòìåòèì, ÷òî êîý��èöèåíòû Cnn1mnLmíå çàâèñÿò îò çàðÿäà ÿäðà àòîìà Z.3.1. ×àñòíûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà Cnn1mnLmÏðåäåë r ! 0. �àññìîòðèì ïðåäåë ñîîòíîøå�íèÿ (19) ïðè r ! 0, êîãäà ðàäèàëüíàÿ �óíêöèÿfnL(r) � rL, è ïîýòîìó â ñóììå ñëåâà â (19) ãëàâ�íûì â ýòîì ïðåäåëå ÿâëÿåòñÿ ÷ëåí ñ L = m, êîòî�ðûé ïðè r ! 0 ïðîïîðöèîíàëåí rm. Ïàðàáîëè÷åñêàÿ�óíêöèÿ òàêæå ïðîïîðöèîíàëüíà rm è ïîýòîìó ïðèL = m êîý��èöèåíò Cnn1mn;L=m ðàâåíCnn1mn;L=m = limr!0 Fnn1m(�; �) n;L=m(r) : (28)Îäèíàêîâûå ìíîæèòåëè ñ�åðè÷åñêîé è ïàðàáîëè÷å�ñêîé �óíêöèé exp(�Zr=n) è sinm �, ñì. (17), (18),ñîêðàùàþòñÿ â (28). Ïðè L = m ñòåïåííûå ìíîæèòå�ëè îäèíàêîâû è òàêæå ñîêðàùàþòñÿ, à ãèïåðãåîìåò�ðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ó ñ�åðè÷åñêîé óãëîâîé �óíêöèèðàâíà åäèíèöå, è èç �îðìóëû (28) ñëåäóåò:Cnn1mn;L=m ==s (2m+1)!(m!)2 (n1+m)!(n2+m)!n1!n2! (n�m�1)!(n+m)! : (29)

Â ÷àñòíîñòè, ïðè L = m = 0, ò. å. äëÿ ðàçëîæåíèÿâîëíîâûõ �óíêöèé ñ�åðè÷åñêèõ S-ñîñòîÿíèé ïî ïà�ðàáîëè÷åñêèì �óíêöèÿì, êîý��èöèåíòû ðàâíûCnn1mn;L=m=0 = 1pn; L = m = 0;0 � n1 � n� 1 (30)äëÿ âñåõ çíà÷åíèé n1 èç èíòåðâàëà 0 � n1 � n � 1.Ýòà �îðìóëà îáñóæäàåòñÿ íèæå. Îíà ñâÿçàíà ñ îñî�áîé ñèììåòðèåé ïàðàáîëè÷åñêèõ �óíêöèé.Ïðè ìàêñèìàëüíûõ, äëÿ �èêñèðîâàííîãî n, êâàí�òîâûõ ÷èñëàõ L = m = n � 1, êîãäà êâàíòîâûå ÷èñ�ëà n1;2 ïàðàáîëè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïðèíèìàþò ëèøüîäíî çíà÷åíèå n1 = n2 = 0, èç (29) ñëåäóåò, ÷òî êî�ý��èöèåíò Cn;n1;m=n�1n;L=m=n�1 ðàâåí åäèíèöå:Cn;n1=0;m=n�1n;L=m=n�1 = 1; L = m = n� 1; (31)òàê êàê ïàðàáîëè÷åñêàÿ è ñ�åðè÷åñêàÿ �óíêöèè âýòîì ñëó÷àå îäèíàêîâû: n;L=m=n�1(r) = Fn;n1=0;m=n�1(r) == Zp2Znn! exp��Zrn ��Zrn �n�1 �� sinn�1 � exp(im')p2� : (32)Âñå ýòè ÷àñòíûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà Cnn1mnLmñëåäóþò òàêæå èç ñóìì (26), (27).Ñëó÷àé n1 = n2. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåí�òà Cnn1mnLm ïðè n1 = n2 ðàññìàòðèâàåì ñîîòíîøåíèå(20) íà ïëîñêîñòè z = 0, êîãäà � = �=2, 
os � = 0(sin � = 1) è ïàðàáîëè÷åñêèå ïåðåìåííûå �; � îäè�íàêîâû è ðàâíû � = � = r. Èñïîëüçóåì �àêò ñîâ�ïàäåíèÿ âåëè÷èí ïåðåìåííûõ � = � ïðè � = �=2 èâû÷èñëÿåì èíòåãðàë îò ñîîòíîøåíèÿ (20) ïî r (èëèïî � èëè �, ÷òî îäíî è òî æå) â ïðåäåëàõ 0 �r�1íà ïëîñêîñòè z = 0, íå óìíîæàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå íèíà êàêóþ èç �óíêöèé. Â ñèëó îðòîíîðìèðîâàííîñòèïàðàáîëè÷åñêèõ �óíêöèé (9) èíòåãðàë îò ñóììû âïðàâîé ÷àñòè (20) îòëè÷åí îò íóëÿ òîëüêî äëÿ ÷ëå�íîâ ñ n1 = n2. Òîãäà ïîëó÷àåìp2Zn Cnn1mnLm (n1 = n2) = �Lm ��2� 1Z0 fnL(r) dr: (33)Èíòåãðàë îò fnL(r) îòëè÷åí îò íóëÿ ïðè íå÷åòíîìn� L èëè ÷åòíîì n� L� 1:1Z0 fnL(r) dr = 2L+1pZn ��s (n� L� 1)!(n+ L)! ((n+ L� 1)=2)!((n� L� 1)=2)! : (34)1069



Ì. È. ×èáèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007Îáà ñîîòíîøåíèÿ èìåþò ìåñòî, êîãäà ñîñòîÿíèÿ ñn1 = n2 ñóùåñòâóþò: ïðè íå÷åòíîì n�m è íå÷åòíîìn�L. Ïîäñòàâëÿÿ â (33) âûðàæåíèå äëÿ�Lm(�=2) èçñïðàâî÷íèêà [17℄ (�îðìóëà (8.756.1), ñ. 1023), ïîëó�÷àåì èñêîìûé êîý��èöèåíò:Cnn1mnLm (n1 = n2) == 2L+ms (n� L� 1)!(n+ L)! ((n+ L� 1)=2)!((n� L� 1)=2)! ��s2L+ 1� (L�m)!(L+m)! � ((L+m+ 1)=2)� (1 + (L�m)=2) �� sin h�2�L+m+ 1�i : (35)Ñèíóñ â ýòîì âûðàæåíèè ðàâåí íóëþ ïðè ÷åòíîìL+m+1 èëè íå÷åòíîì L�m, êîãäà �Lm(�=2) = 0.Ïðè íå÷åòíîì L+m+ 1 èëè ÷åòíîì L�msin [(�=2) (L+m+ 1)℄ = �1;à êîý��èöèåíò Cnn1mnLm (n1 = n2) 6= 0, ÷òî ñîãëàñóåòñÿñ �îðìóëàìè (3), (4).Àñèìïòîòè÷åñêèé ïðåäåë r ! 1. Èññëåäó�åì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêèé ïðåäåë r !1 ðàâåíñòâ(19), (20). Â ïðåäåëå (�; �)!1 àñèìïòîòèêà çàâèñè�ìîñòè îò r ïîëíîé ïàðàáîëè÷åñêîé �óíêöèè ñîâïà�äàåò ñ àñèìïòîòèêîé ðàäèàëüíîé ñ�åðè÷åñêîé �óíê�öèè fnL(r) � exp��Zrn ��2Zrn �n�1[8℄ è ïðè (�; �)!1 ðàâíàF asnn1m(r) � exp��Zrn ��2Zrn �n�1 �� n sinm �(1 + 
os �)n1(1� 
os �)n2o:Ïàðàáîëè÷åñêèå ïåðåìåííûå �; � ðàâíû íóëþ íà îñèz: � = 0 ïðè z < 0, à � = 0 ïðè z > 0, è çäåñü àñèìïòî�òè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ �óíêöèè Fnn1m(r) íåïðèìåíè�ìû. Îäíàêî ðàçìåðû îáëàñòåé óãëà �, â êîòîðûõ �; �âîçðàñòàþò îò íóëÿ äî àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõ âå�ëè÷èí, ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè r ! 1 è ýòèìè îáëà�ñòÿìè ìîæíî ïðåíåáðåãàòü.Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó �óíêöèé fnL(r) èFnn1m(r), íàõîäèì, ÷òî ïðè r ! 1 ñîîòíîøåíèå

(20) ïåðåõîäèò â íîâóþ ñóììó äëÿ óãëîâîé �óíêöèè�Lm(�):�Lm(�) = 2�n+1=2p(n+ L)!(n� L� 1)! sinm � �� n�m�1Xn1=0 Cnn1mnLm (1� 
os �)n1(1 + 
os �)n2pn1!n2!(n1 +m)!(n2 +m)! : (36)Ïîäñòàâëÿÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ â (22), ïî�ëó÷àåì èíòåãðàë äëÿ Cnn1mnLm 2):Cnn1mnLm = 2�n+1=2s (n+ L)!(n� L� 1)!n1!n2!(n1 +m)!(n2 +m)! �� �Z0 sinm �(1� 
os �)n1(1 + 
os �)n2 ���Lm(�) sin � d�: (37)Ïåðåõîäÿ ê íîâîé ïåðåìåííîé y = (1� 
os �)=2, ïðè�âîäèì (37) ê âèäóCnn1mnLm = (�1)Lp2L+ 1m! ��s (L+m)!(n+ L)!(n� L� 1)!(L�m)!n1!n2!(n1 +m)!(n2 +m)! �� 1Z0 yn2+m(1� y)n1+m �� 2F1(m� L;L+m+ 1; m+ 1; y) dy: (38)Ýòîò èíòåãðàë âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îáîáùåííóþ ãèïåð�ãåîìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþ [17, 18℄3F2(�; �; 
; a; b; x) = 1 + ��
ab x1! ++ �(�+ 1)�(� + 1)
(
 + 1)a(a+ 1)b(b+ 1) x22! + : : :ñî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé x = 1, è êîý��èöèåíòCnn1mnLm ïîëó÷àåòñÿ ðàâíûì2) Ñîîòíîøåíèÿ (36), (37) ìîæíî ïîëó÷èòü òàêæå ïðè óìíî�æåíèè ñîîòíîøåíèé (19), (20) íà exp(�Zr=n) è èíòåãðèðîâà�íèè èõ ïî r îò 0 äî 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì �îðìóë (f.1), (f.2),(e.7) è (f.9), (f.10), (f.11) â Ìàòåìàòè÷åñêèõ äîïîëíåíèÿõ âêíèãå [8℄.1070



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Èçìåíåíèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà : : :Cnn1mnLm = (�1)L�m p2L+ 1m!(n+m)! � (L+m)!(n� L� 1)!(n+ L)!(n1 +m)!(n2 +m)!(L�m)! n1! n2! �1=2 �� 3F2 (m� L;L+m+ 1; n� n1; m+ 1; n+m+ 1; 1) : (39)Çäåñü �óíêöèÿ 3F2(: : : ) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïå�íè L � m, òàê êàê ïåðâûé èíäåêñ m � L ðàâåí öå�ëîìó îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó èëè íóëþ. Ïðè L = mïåðâûé èíäåêñ �óíêöèè 3F2 ðàâåí íóëþ è 3F2 = 1,à êîý��èöèåíò Cnn1mn;L=m ðàâåí âûðàæåíèþ (29).Ïðè ìàêñèìàëüíîì çíà÷åíèè êâàíòîâîãî ÷èñ�ëà n1 = n � m � 1 äëÿ çàäàííûõ n;m, êî�ãäà n2 = 0, òðåòèé ¾âåðõíèé¿ ïàðàìåòð �óíê�öèè 3F2 ðàâåí ïåðâîìó ¾íèæíåìó¿ ïàðàìåòðó:n� n1 = m+ 1. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ 3F2(: : : ; 1)ðàâíà îáû÷íîé ïîëíîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíê�öèè 2F1(m � L;L + m + 1; n + m + 1; 1), êîòîðàÿâûðàæàåòñÿ ÷åðåç áýòà-�óíêöèþ [17℄. Â ðåçóëüòàòå,èç (39) ïðè n1 = n�m� 1 ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíî�øåíèå:n1 = n�m� 1; n2 = 0;Cnn1mnLm = (�1)L�m ���2L+ 1m! (n� 1)!(n�m� 1)!(L+m)!(n+ L)!(n� L� 1)!(L�m)!�1=2 ; (40)êîòîðîå ñëåäóåò òàêæå èç �îðìóëû (27) ïðè n2 = 0.�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ìàêñèìàëüíîãî ìî�ìåíòà L = n � 1 ïðè äàííîì êâàíòîâîì ÷èñëå nèëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñëó÷àé ìèíèìàëüíîãî ãëàâíî�ãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n = L+1 ïðè çàäàííîì ìîìåíòåL. Èñêîìûé êîý��èöèåíò Cnn1mnLm äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿâû÷èñëÿåòñÿ â Ïðèëîæåíèè C è îêàçûâàåòñÿ ðàâíûìCnn1mnLm (n = L+ 1) = (�1)n1L!p(2L)! ��s (L+m)!(L�m)!n1!n2!(n1 +m)!(n2 +m)! : (41)4. �ÀÇËÎÆÅÍÈß ÏÎ ÏÀ�ÀÁÎËÈ×ÅÑÊÈÌÔÓÍÊÖÈßÌ Ó�ËÎÂÎÉ �Lm(�) È�ÀÄÈÀËÜÍÎÉ fnL(r) ÔÓÍÊÖÈÉÑ�åðè÷åñêèå ðàäèàëüíàÿ è óãëîâàÿ �óíêöèèîáëàäàþò ñâîåîáðàçíîé îñîáåííîñòüþ: ðàäèàëüíàÿ�óíêöèÿ fnL íå çàâèñèò îò êâàíòîâîãî ÷èñëà m, àóãëîâàÿ �óíêöèÿ �Lm íå çàâèñèò ÿâíî îò ãëàâíî�ãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n. Ýòîò �àêò ïîçâîëÿåò íàé�

òè ðàçëîæåíèÿ ñ�åðè÷åñêîé �óíêöèè fnL(r) è íåçà�âèñèìîå ðàçëîæåíèå óãëîâîé �óíêöèè �Lm(�) ïîïðîèçâåäåíèÿì âûðîæäåííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ�óíêöèé, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êóëîíîâñêèì ïà�ðàáîëè÷åñêèì �óíêöèÿì. Ýòî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæ�íûì, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ïàðàáîëè÷åñêèå ïåðåìåí�íûå �; � çàâèñÿò è îò r, è îò �, à ïàðàáîëè÷åñêèå�óíêöèè fnn1;2m çàâèñÿò îò âñåõ ïàðàáîëè÷åñêèõêâàíòîâûõ ÷èñåë n; n1;2;m.4.1. �àçëîæåíèå óãëîâîé �óíêöèèÏîëó÷èì ðàçëîæåíèå ñ�åðè÷åñêîé óãëîâîé�óíê�öèè �Lm(�) ïî êóëîíîâñêèì ïàðàáîëè÷åñêèì �óíê�öèÿì, âîñïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî ýòà �óíêöèÿ íå çà�âèñèò ÿâíî îò ãëàâíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà n. �àññìîò�ðèì ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò L = n� 1 ïðè äàííîì n(èëè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå n = L+1 ïðè çàäàííîìL), êîãäà F (�n+ L+ 1; 2L+ 2;x) = 1è ñ�åðè÷åñêàÿ ðàäèàëüíàÿ �óíêöèÿfnL(r) � exp��2Zrn ��2Zrn �L :Òîãäà èç �îðìóë (17), (18) ñëåäóåò, ÷òî ýêñïîíåí�òû exp(�2Zr=n) â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà(20) âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ, à ñòåïåíü (2Zr=n)L ìîæ�íî ïåðåíåñòè â ïðàâóþ ÷àñòü (20), ãäå îíà ïðèìåòâèä (2Zr=n)�L. Ïîñëå ýòîãî �îðìóëà (20) ÿâíî ñòà�íîâèòñÿ ðàçëîæåíèåì óãëîâîé �óíêöèè �Lm(�) ïîïàðàáîëè÷åñêèì �óíêöèÿì.Ïîäñòàâëÿåì òåïåðü �îðìóëó (41) äëÿ êîý��è�öèåíòîâ Cnn1mnLm (n = L + 1) â ñîîòíîøåíèå (20) èïðîèçâîäèì óêàçàííûå âûøå ñîêðàùåíèÿ. Ïîëó÷àåìðàçëîæåíèå ñ�åðè÷åñêîé óãëîâîé �óíêöèè �Lm(�)ïî ïðîèçâåäåíèÿì âûðîæäåííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷å�ñêèõ �óíêöèé ñ ïàðàìåòðàìè ïàðàáîëè÷åñêèõ �óíê�öèé, ñïðàâåäëèâîå ïðè ëþáûõ L;m:�Lm(�) =r2L+ 12 (L+m)!(L�m)!�� sinm �2mm! SLm(�); (42)ãäå ñóììà SLm(�) ðàâíà1071



Ì. È. ×èáèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007SLm(�) = L! (L�m)!m! �Zrn �m�L �� L�mXj1=0 (�1)j1j1!j2! F ��j1;m+ 1; Z�n ��� F ��j2;m+ 1; Z�n � ; (43)j1 + j2 = n�m� 1 = L�m:Ïîñêîëüêó ýòî âûðàæåíèå ïîëó÷åíî â ðåçóëüòà�òå ñòðîãîãî àíàëèòè÷åñêîãî àíàëèçà, ñóììà SLm(�)äîëæíà çàâèñåòü òîëüêî îò óãëà � è íå çàâèñåòü îò rè n, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ó �óíêöèé F â (43) ïàðàáîëè�÷åñêèå ïåðåìåííûå �; � çàâèñÿò îò r è ÷òî ïåðåä ñóì�ìîé â ýòîé �îðìóëå ñòîèò ìíîæèòåëü (Zr=n)m�L.Â Ïðèëîæåíèè D ïîêàçàíî, ÷òî ñóììà (43) äåé�ñòâèòåëüíî çàâèñèò òîëüêî îò � è íå çàâèñèò îò r è n.×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ñóììû (43), ïðîâåäåííûåäëÿ áîëüøîãî ÷èñëà çíà÷åíèé L�m, òàêæå ïîäòâåð�äèëè, ÷òî íåíóëåâîé âêëàä â ñóììó (43) âíîñÿò òîëü�êî âûñøèå ñòåïåíè ïåðåìåííûõ �; � ãèïåðãåîìåòðè�÷åñêèõ �óíêöèé è â ñóììå (43) ñëåäóåò ïðîâåñòè çà�ìåíó ýòèõ �óíêöèé èõ âûñøèìè, àñèìïòîòè÷åñêè�ìè, ñòåïåííûìè ìíîæèòåëÿìè:F ��j1;m+ 1; Z�n �F ��j2;m+ 1; Z�n �!! (m!)2 (�Z�=n)j1 (�Z�=n)j2(j1 +m)!(j2 +m)! == (m!)2(j1 +m)!(j2 +m)! ��Zrn �L�m �� (1 + 
os �)j1(1� 
os �)j2 : (44)Ïîäñòàâëÿÿ (44) â (43) íàõîäèì, ÷òî �îðìàëüíàÿ çà�âèñèìîñòü ñóììû SLm îò r è n àííóëèðóåòñÿ, è ñóì�ìà SLm(�) è óãëîâàÿ �óíêöèÿ èìåþò âèäSLm(�) = (�1)L�m [m! L! (L� 1)!℄�� L�mXj1=0 (�1)j1(1 + 
os �)j1(1� 
os �)j2j1! j2! (j1 +m)! (j2 +m)! ; (45)�Lm(�) = (�1)L�mL!2�L ��s�L+ 12� (L+m)!(L�m)!�� sinm � L�mXj1=0 (�1)j1(1 + 
os �)j1 (1� 
os �)j2j1!j2!(j1 +m)!(j2 +m)! ;j1 + j2 = L�m: (46)

Ôîðìóëó (46) ìîæíî çàïèñàòü òàêæå ñ ïîìîùüþïàðàáîëè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ �; �:�Lm(�) = (�1)L�mL!p(L+1=2)(L+m)!(L�m)!���2Zrn ��L �� L�mXj1=0 (�1)j1 (Z�=n)j1+m=2 (Z�=n)j2+m=2j1! j2! (j1 +m)! (j2 +m)! : (47)Çàâèñèìîñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ îò r �îðìàëüíàÿ, òàêêàê j1 + j2 = L�m è êàæäûé ÷ëåí ýòîé ñóììû ïðî�ïîðöèîíàëåí ìíîæèòåëþ (2Zr=n)L, êîòîðûé ñîêðà�ùàåòñÿ ñ ìíîæèòåëåì ïåðåä ñóììîé (2Zr=n)�L.Èç �îðìóë (45), (46) ñëåäóþò ðàçëîæåíèÿ óãëî�âîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè:F (m� L;L+m+ 1;m+ 1; y) = (�1)L�m �� L�mXj1=0 (�1)j1m!L!(L�m)!yj2(1�y)j1j1!j2!(j1+m)!(j2+m)! = (48)= (�1)L�m m! L! (L�m)!�2Zrn �m�L �� L�mXj1=0 (�1)j1(Z�=n)j1(Z�=n)j2j1! j2! (j1 +m)! (j2 +m)! ; (49)ãäå y � 1� 
os �2 ; j1 + j2 = L�m:Ïîñêîëüêó â ïàðàáîëè÷åñêèõ �óíêöèÿõ îò êâàí�òîâûõ ÷èñåë n1;2 çàâèñÿò òîëüêî íîðìèðîâî÷íûåìíîæèòåëè è ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè, èç�îðìóë (45), (46) ïîëó÷àåì, ÷òî ïî ïîëíûì ïàðàáî�ëè÷åñêèì �óíêöèÿì ðàñêëàäûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåexp��Zrn ��2Zrn �L�Lm(�) == L�mXn1=0 �Cnn1mnLm fnn1m(�)fnn2m(�); (50)�Cnn1mnLm = (�1)n1 n2L!ZpZ 2m+1 ��s (2L+ 1) (L+m)!(L�m)!n1!n2!(n1 +m)!(n2 +m)! ; n1+n2 = L�m;â êîòîðîì äî ïîëíîé ñ�åðè÷åñêîé �óíê�öèè fnL(r)�Lm(�) íå õâàòàåò ëèøü �óíêöèèF (: : : ; 2Zr=n), äëÿ êîòîðîé íèæå ïîëó÷åíî àíàëî�ãè÷íîå ðàçëîæåíèå.1072



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Èçìåíåíèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà : : :

0:2 0:4 0:6 0:8 1:0 1:2 1:4r=Rn (Rn = 2n2=Z)n = 12; L = 5; m = 2n = 13; L = 6; m = 3n = 17; L = 8; m = 4n = 21; L = 15; m = 1
�0:11111�0:07407�0:02716�0:01487

�0:10�0:08�0:06�0:04�0:020 SLm(�) 
os � = 1=3
�èñ. 1. Ñóììà SLm êàê �óíêöèÿ ðàññòîÿíèÿ r, âû-÷èñëåííàÿ ïî �îðìóëàì (43) (ëèíèè) è (45) (ñèì-âîëû). Âèäíî, ÷òî SLm íå çàâèñèò îò r. Íàïðèìåð,ïðè n = 21, L = 15, m = 1, îíà ðàâíà �0:01487 ïðèëþáîì r. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî äâóì óêàçàííûì�îðìóëàì ñîâïàäàþò ïðè ëþáûõ ÷èñëàõ n; L;m

1 2
0 0:1 0:2 0:3 0:9 1:00:80:70:60:50:4 y�1:0�0:500:51:0F (m� L; L+m+ 1; m+ 1; y)

�èñ. 2. Çàâèñÿùàÿ îò óãëà � ïîëíàÿ ãèïåðãåîìåò-ðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ F (m � L;L + m + 1;m + 1; y),âû÷èñëåííàÿ ïî îáû÷íîé �îðìóëå [8, 17℄ (ëèíèè) èïî �îðìóëå (48) (ñèìâîëû) äëÿ L = 4, m = 0 (1 );L = 6, m = 1 (2 ). Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòàïî äâóì óêàçàííûì �îðìóëàì ñîâïàäàþòÍà ðèñ. 1 ïîêàçàíà ñóììà SLm(�), âû÷èñëåí�íàÿ ïî �îðìóëàì (43) è (45) äëÿ íåñêîëüêèõ íà�áîðîâ ÷èñåë nLm. Âèäíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàáî�ðà ýòèõ ÷èñåë �îðìóëû (43), (45) îïðåäåëÿþò îä�íó è òó æå �óíêöèþ, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò r. Íàðèñ. 2 ïîêàçàíà óãëîâàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíê�öèÿ F (m�L;L+m+1;m+1; y), âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìî�ùüþ îáû÷íîé �îðìóëû [8, 17℄ è ñ ïîìîùüþ �îðìó�ëû (48), è âèäíî ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ. Íà ðèñ. 3ïîêàçàíà óãëîâàÿ �óíêöèÿ �Lm(�), âû÷èñëåííàÿ ïî
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�èñ. 3. Óãëîâàÿ �óíêöèÿ �Lm(�), âû÷èñëåííàÿ ïîîáû÷íîé �îðìóëå (11) (ëèíèè), è ïî �îðìóëå (46)(ñèìâîëû) äëÿ L = 7, m = 4 (1 ); L = 17, m = 7(2 ). �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî óêàçàííûì �îðìóëàìñîâïàäàþò äëÿ êàæäîé ïàðû ÷èñåë L;mîáû÷íîé �îðìóëå (6) è ïî �îðìóëå (11), è òàêæåâèäíî ñîãëàñèå ýòèõ �îðìóë.4.2. �àçëîæåíèå ðàäèàëüíîé �óíêöèèÑ�åðè÷åñêàÿ ðàäèàëüíàÿ �óíêöèÿ fnL(r) íå çà�âèñèò îò êâàíòîâîãî ÷èñëà m, ïîýòîìó äëÿ ïîèñêàåå ðàçëîæåíèÿ ïî ïàðàáîëè÷åñêèì �óíêöèÿì ìîæ�íî ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ êâàíòî�âîãî ÷èñëà m. �àññìîòðèì ñîîòíîøåíèå (20) ïðèm = L, êîãäà îíî ñòàíîâèòñÿ ðàçëîæåíèåì ñ�åðè÷å�ñêîé ðàäèàëüíîé �óíêöèè ïî ïàðàáîëè÷åñêèì �óíê�öèÿì. Äåéñòâèòåëüíî, ó ñ�åðè÷åñêîé óãëîâîé �óíê�öèè �Lm(�) ïîëíàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿðàâíà ïðè m = L åäèíèöå è îò óãëîâîé �óíêöèè âýòîì ñëó÷àå îñòàåòñÿ íîðìèðîâî÷íûé �àêòîð NLm èìíîæèòåëü sinm �, êîòîðûé ñîêðàùàåòñÿ ñ òàêèì æåìíîæèòåëåì ó ïàðàáîëè÷åñêîé �óíêöèè, ñì. �îðìó�ëû (17), (18). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè m = L �îðìóëà(20) äåéñòâèòåëüíî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàçëîæåíèå ñ�å�ðè÷åñêîé ðàäèàëüíîé �óíêöèè fnL(r) ïî ïðîèçâåäå�íèÿì âûðîæäåííûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé,çàâèñÿùèõ îò ïàðàáîëè÷åñêè ïåðåìåííûõ. �àäèàëü�íàÿ �óíêöèÿ fnL(r) íå çàâèñèò îò óãëà �, ïîýòîìó èñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (20) ñóììà ïàðà�áîëè÷åñêèõ �óíêöèé íå äîëæíà ïðè m = L çàâèñåòüîò óãëà �.Èñïîëüçóÿ �îðìóëó (29) äëÿ êîý��èöèåíòîâCnn1mn;L=m, ñîîòíîøåíèå (20) ìîæíî çàïèñàòü ïðèm = L â âèäå5 ÆÝÒÔ, âûï. 5 (11) 1073



Ì. È. ×èáèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007fnL(r) = NnL�2Zrn �L exp��Zrn �Sn;m=L(r); (51)ãäåSn;m(r) � NS(n;L)�� n�m�1Xn1=0 CSnmF ��n1;m+ 1; Z�n ��� F ��n2;m+ 1; Z�n � ; (52)NS(n;L) � (2L+ 1)!(L!)2 (n� L� 1)!(n+ L)! ;CSnm � (n1 +m)! (n2 +m)!n1! n2! ;ïðè÷åì n1 + n2 = n�m� 1.Âûðîæäåííûå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè âýòîé ñóììå çàâèñÿò îò ïàðàáîëè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ�; � è ïîýòîìó ïðîèçâåäåíèå ýòèõ �óíêöèé �îðìàëü�íî çàâèñèò îò óãëà �. Îäíàêî ñóììà (52) íå äîëæíàçàâèñåòü îò óãëà � è, äåéñòâèòåëüíî, íå çàâèñèò îòíåãî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ êâàíòîâûõ ÷èñåë n;m èïðè ëþáîì r.Íàïðèìåð, ïðè àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõ ðàññòî�ÿíèÿõ r !1, êîãäà âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷å�ñêàÿ �óíêöèÿF (�n1;m+ 1;Z�=n)���r!1 ! m!(n1 +m)! ��Z�n �n1 ;è àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå ìîæíî çàïèñàòü äëÿF (�n2;m + 1;Z�=n), çàâèñÿùàÿ îò ïðîèçâåäåíèÿýòèõ �óíêöèé ñóììà Sn;m(r) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñóì�ìó:Sn;m(r)���r!1 ! n�m�1Xn1=0 (1� y)n1yn2n1!n2! = 1(n�m� 1)! ;0 � y � 1; y � 1� 
os �2 ;êîòîðàÿ ðàâíà îäíîé è òîé æå âåëè÷èíå 1=(n�m�1)!ïðè ëþáîì çíà÷åíèè y èç èíòåðâàëà 0 � y � 1. Íà�ïðèìåð, ïðè n1 +n2 = n�m� 1=3 ýòà ñóììà ðàâíày36 + (1� y)y22 + (1� y)2y2 + (1� y)36 = 1=6:Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè ÷àñòíîì çíà÷åíèèm = 0 êîý��èöèåíò CSnm íå çàâèñèò îò êâàíòîâûõ÷èñåë n1;2, íî ïðè ýòîì ñóììà Sn;m òàêæå íå çàâè�ñèò îò óãëà �, êàê è ïðè m 6= 0. Ýòî ñîâïàäàåò ñ íàé�äåííûì âûøå ðàçëîæåíèåì íåçàâèñÿùåé îò óãëà �

y0:2 0:4 0:6 0:8 1:00:0037860:035301:60616:03 n = 21; L = 15n = 17; L = 8n = 19; L = 11n = 15; L = 6r = n2=2Z0:010:1110
100SnL(r)

�èñ. 4. Ñóììà SnL, âû÷èñëåííàÿ êàê �óíêöèÿ óãëà� ïî �îðìóëàì (52) (ëèíèè) è (53) (ñèìâîëû) äëÿ÷åòûðåõ çíà÷åíèé ÷èñåë n; L. Ïðè âñåõ n; L ýòà ñóì-ìà íå çàâèñèò îò �. Íàïðèìåð, ïðè n = 21, L = 15ñóììà SnL ðàâíà 16:03 ïðè ëþáîì óãëå èç èíòåðâà-ëà 0 � � � �âîëíîâîé �óíêöèè ñ�åðè÷åñêîãî S-ñîñòîÿíèÿ ïî ïà�ðàáîëè÷åñêèì �óíêöèÿì, êîãäà Cnn1mnLm = 1=pn ïðèâñåõ çíà÷åíèÿõ êâàíòîâûõ ÷èñåë n1; n2, ñì. �îðìó�ëó (30).Íåçàâèñèìîñòü ñóììû SnL(r) îò óãëà � ïîçâîëÿåòâû÷èñëÿòü åå ïðè ëþáîì �. Ìîæíî, íàïðèìåð, ðàñ�ñìàòðèâàòü (52) ïðè: 1) � = 0, êîãäà � = 0, � = 2r;2) � = �=2 (ïëîñêîñòü z = 0), êîãäà 
os � = 0 è� = � = r; 3) � = �, êîãäà � = 0, � = 2r:Sn;m(r) � NS(n;L) n�m�1Xn1=0 CSnm ��8>>>><>>>>: F (�n1;m+ 1; 2Zr=n); � = 0;F (�n1;m+ 1;Zr=n)��F (�n2;m+ 1;Zr=n); � = �=2;F (�n2;m+ 1; 2Zr=n); � = �: (53)Âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ âåëè÷èíà ñóììû Sn;m(r) îäè�íàêîâà.Ïðîâåäåííûé ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ïîäòâåðæäàåòíåçàâèñèìîñòü ñóììû Sn;m îò óãëà � ïðè ëþáîé âå�ëè÷èíå r è ïðè ëþáûõ êâàíòîâûõ ÷èñëàõ n;m. Íàðèñ. 4 ïîêàçàíà ýòà ñóììà êàê �óíêöèÿ óãëà �, âû�÷èñëåííàÿ ïî �îðìóëàì (52), (53) ïðè íåñêîëüêèõçíà÷åíèÿõ êâàíòîâûõ ÷èñåë n;m. Èç ðèñ. 4 ñëåäóåò,÷òî Sn;m(r) äåéñòâèòåëüíî íå çàâèñèò îò óãëà �.�àäèàëüíàÿ �óíêöèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âè�1074



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Èçìåíåíèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà : : :äå (k1 + k2 = n� L� 1)fnL(r) = 2ZpZn2(L!)2s (n� L� 1)!(n+ L)! ���2Zrn �L exp��Zrn � n�L�1Xk1=0 (k1 + L)!(k2 + L)!k1!k2! �� F ��k1; L+ 1; Z�n �F ��k2; L+ 1; Z�n � : (54)Èç �îðìóë (51), (52) ñëåäóåò ðàçëîæåíèå ðàäè�àëüíîé �óíêöèè 1F1(: : : ) (k1 + k2 = n� L� 1):F ��n+ L+ 1; 2L+ 2; 2Zrn � == (2L+ 1)!(L!)2 (n� L� 1)!(n+ L)! �� n�L�1Xk1=0 (k1 + L)! (k2 + L)!k1! k2! F ��k1;L+ 1; Z�n ��� F ��k2;L+ 1; Z�n � : (55)Ýòà ñóììà íå çàâèñèò îò � è åå òàêæå ìîæíî çàïè�ñàòü â âèäåF ��n+ L+ 1; 2L+ 2; 2Zrn � == (2L+ 1)!(L!)2 (n� L� 1)!(n+ L)! �� n�L�1Xk1=0 (k1 + L)! (k2 + L)!k1! k2! ��8>>>><>>>>: F (�k1;L+ 1; 2Zr=n) ;F (�k1;L+ 1;Zr=n)��F (�k2;L+ 1;Zr=n) ;F (�k2;L+ 1; 2Zr=n) ; (56)ãäå k1 + k2 = n� L� 1 è âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ âåëè�÷èíà ñóììû îäèíàêîâà.Ñóììà ïîëíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ �óíêöèéfnn1m(�)fnn2m(�) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ (n1 + n2 == n� L� 1)sinL �fnL(r) = 2L+1pZn s (n� L� 1)!(n+ L)! �� n�L�1Xn1=0 s (n1 + L)!(n2 + L)!n1!n2! �� fnn1;m=L(�)fnn2;m=L(�): (57)
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�èñ. 5. Âûðîæäåííàÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíê-öèÿ F (�n+L+1; 2L+2; 2Zr=n), âû÷èñëåííàÿ êàêïîëèíîì ïî îáû÷íîé �îðìóëå [8℄ (ëèíèè) è ïî �îð-ìóëàì (55), (56) (ñèìâîëû) äëÿ ñîñòîÿíèé n = 10,L = 3; 6; 7; 8 è Z = 1; a0 = 5:29 � 10�9 ñì � áî-ðîâñêèé ðàäèóñ. �åçóëüòàòû âñåõ ðàñ÷åòîâ ñîâïàäà-þò

0 50 100 150 200 250r; a0�0:002�0:00100:0010:0020:003fnL L = 47 7
�èñ. 6. �àäèàëüíàÿ �óíêöèÿ fnL(r), âû÷èñëåííàÿïî îáû÷íîé �îðìóëå (11) (ëèíèè) è ïî �îðìóëå(54) ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè óãëà � (ðàçíûå ñèìâî-ëû ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì çíà÷åíèÿì óãëà �) äëÿñîñòîÿíèé n = 10, L = 4; 7; Z = 1. Âèäíî ñîâïàäå-íèå ðåçóëüòàòîâÍà ðèñ. 5 ïîêàçàíà ðàäèàëüíàÿ âûðîæäåííàÿ ãè�ïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ �óíêöèÿ F (�n + L + 1; 2L + 2;2Zr=n), âû÷èñëåííàÿ êàê ïîëèíîì [8℄ è êàê ñóììàïðîèçâåäåíèé ïàðàáîëè÷åñêèõ âûðîæäåííûõ ãèïåð�ãåîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé, �îðìóëû (55), (56), äëÿn = 10 è L = 3; 6; 7; 8. Èç ðèñ. 5 ñëåäóåò, ÷òî �îð�ìóëû (55), (56) âåðíû. Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíà ñ�åðè÷å�ñêàÿ ðàäèàëüíàÿ �óíêöèÿ fnL(r), âû÷èñëåííàÿ ïîîáû÷íîé �îðìóëå (11) è ñ ïîìîùüþ ñóììû (54), èðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò.1075 5*



Ì. È. ×èáèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 20075. ÎÑÍÎÂÍÀß ÔÎ�ÌÓËÀ ÄËßÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ Cnn1mnLmÄëÿ ïîëó÷åíèÿ îñíîâíîé �îðìóëû äëÿ êîý���èöèåíòà Cnn1mnLm çàïèñûâàåì ïîëíóþ ñ�åðè÷åñêóþ�óíêöèþ fnL(r)�Lm(�) ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé (47)è (54):fnL(r)�Lm(�) = C L�mXj1=0 (�1)j1j1!j2!(j1+m)!(j2+m)!�� n�L�1Xk1=0 (k1 + L)!(k2 + L)!k1!k2! �� " exp��Z�2n ��Z�n �j1+m=2�� F ��k1; L+ 1; Z�n �#�� " exp��Z�2n��Z�n �j2+m=2�� F ��k2; L+ 1; Z�n �#; (58)C � (�1)L�mZp2Z(2L+ 1)n2L! ��s (n� L� 1)! (L+m)! (L�m)!(n+ L)! ;j1 + j2 = L�m; k1 + k2 = n� L� 1:Óìíîæèâ (23) íà fnn2m(�) è ïðîèíòåãðèðîâàâïî � ñ èñïîëüçîâàíèåì ¾îðòîíîðìèðîâêè¿ ïàðàáî�ëè÷åñêèõ �óíêöèé (9), ïîëó÷àåì, ÷òî êîý��èöèåíòCnn1mnLm ðàâåí äâóêðàòíîìó èíòåãðàëó:Cnn1mnLm = np2Z 1Z0 fnn2m(�) d� �� 1Z0 fnL(r)�Lm(�)fnn1m(�) d�: (59)Ïîäñòàâëÿÿ (58) â (59), ïîëó÷àåìCnn1mnLm = 
onstL�mXj1=0 (�1)j1+L�mj1! j2! (j1 +m)! (j2 +m)! �� n�L�1Xk1=0 (k1 + L)! (k2 + L)!k1! k2! �� J�(n1; j1; k1)J�(n2; j2; k2); (60)


onst = p2L+ 1L!(m!)2 ��s (n�L�1)!(L+m)!(L�m)!(n1+m)!(n2+m)!n1!n2!(n+L)! ;ãäå j1 + j2 = L�m, k1 + k2 = n� L� 1 è ïðè ýòîì(j1 + k1) + (j2 + k2) = n�m� 1 = n1 + n2: (61)Èíòåãðàë J�(n1; j1; k1) ðàâåíJ�(n1; j1; k1) = 1Z0 exp(�x) xm+j1 �� F (�n1; m+ 1; x) F (�k1; L+ 1; x) dx; (62)à èíòåãðàë J�(n2; j2; k2) ïîëó÷àåòñÿ èç èíòåãðàëàJ�(n1; j1; k1) çàìåíîé êâàíòîâûõ ÷èñåë n1 ! n2,j1 ! j2 è k1 ! k2. Ïðîèçâåäåíèå èíòåãðàëîâ J�J�âû÷èñëÿåòñÿ â Ïðèëîæåíèè E è Cnn1mnLm ïîëó÷àåòñÿðàâíûìCnn1mnLm = C0 �� L�mXj1=0 (�1)j1j1!j2!(j1+m)!(j2+m)!(n1�j1)!(n2�j2)! ; (63)C0 � p2L+ 1(L!)��s (n� L� 1)! (L+m)! (L�m)!(n+ L)! ��pn1! n2! (n1 +m)! (n2 +m)!;j1 + j2 = L�m: (63a)Â ýòîé ñóììå îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü ÷ëåíû ñj1 � n1 è j2 � n2, òàê êàê (n1 � j1)! = �(n1 � j1 + 1)è, åñëè àðãóìåíò n1 � j1 + 1 ðàâåí íóëþ èëè öåëî�ìó îòðèöàòåëüíîìó ÷èñëó, òî ãàììà-�óíêöèÿ ðàâíà�1, à h1=(n1 � j1)!ij1>n1 = 0.�àññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó ïàðàáîëè÷åñêèõ êâàí�òîâûõ ÷èñåë n1 $ n2 â �îðìóëàõ (63), (63a) è îäíî�âðåìåííî ïåðåñòàíîâêó j1 $ j2 â ñóììå (63). Êîý���èöèåíò C0 è çíàìåíàòåëü â ñóììå (63) íå ìåíÿþòñÿïðè ýòèõ ïåðåñòàíîâêàõ. Çíàêîâûé ìíîæèòåëü â ÷èñ�ëèòåëå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå(�1)j1 = (�1)(j1+j2)�j2 = (�1)L�m(�1)j2 :Âåëè÷èíà j2 ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ 0 � j2 � L � m,êàê è ÷èñëî j1, ïîýòîìó èç �îðìóëû (63) ïîñëå ýòèõïåðåñòàíîâîê ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ ñèììåòðèè (3) è(4) äëÿ êîý��èöèåíòîâ Cnn1mnLm .1076



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Èçìåíåíèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà : : :Èç �îðìóëû (63) ñëåäóþò âñå íàéäåííûå âûøå÷àñòíûå çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòà Cnn1mnLm . �àññìîò�ðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Ïðè ìàêñèìàëüíîé ïðèäàííîì n âåëè÷èíå ìîìåíòà L = n � 1 âåðõíèé ïðå�äåë ñóììû (63) ðàâåí L � m = n � m � 1 è ïîýòî�ìó îáëàñòè èçìåíåíèÿ ÷èñåë j1;2 è ÷èñåë n1;2 îäè�íàêîâû: 0 � j1 � n � m � 1. Èç �àêòà ñîâïàäåíèÿýòèõ îáëàñòåé ñëåäóåò, ÷òî òîëüêî îäèí ÷ëåí ñóììû(63) îòëè÷åí îò íóëÿ, êîãäà j1 = n1 è îäíîâðåìåííîj2 = n2, à âñå îñòàëüíûå ÷ëåíû ñóììû (63) ðàâíûíóëþ, òàê êàê åñëè j1 < n1, òî j2 > n2 (è íàîáîðîò)è ÷ëåíû ñóììû ðàâíû íóëþ èç-çà ðàâåíñòâà íóëþìíîæèòåëåé 1=(n2 � j2)! èëè 1=(n1 � j1)!. Ïðè ýòîìâûðàæåíèå (63) ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (41) äëÿêîý��èöèåíòà Cnn1mnLm , ïîëó÷åííûì äðóãèì ïóòåì.

Â ñëó÷àå ìàêñèìàëüíîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòàøòàðêîâñêîãî ñîñòîÿíèÿ, êîãäà n1 = n � m � 1, àn2 = 0, â ñóììå (63) îòëè÷åí îò íóëÿ òàêæå òîëüêîîäèí ÷ëåí ñ j2 = n2 = 0, j1 = L �m, è âûðàæåíèå(63) ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (40).Ôîðìóëà (63) îêàçûâàåòñÿ ïðèìåíèìîé äîn = 500 è L�m � 200, ÷òî ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåòïðåäåëû ïðèìåíèìîñòè �îðìóë (26), (27).Åñëè â ïîëó÷åííûõ â ðàáîòàõ [3�7℄ �îðìóëàõ ïî�ëîæèòüm = m0, òî âåëè÷èíû êîý��èöèåíòîâCnn1mnLmáóäóò ñîâïàäàòü ñ ýòèìè âåëè÷èíàìè, íàéäåííûìè âäàííîé ðàáîòå. Åñëè, íàïðèìåð, â �îðìóëå (27) èçðàáîòû [5℄ ïîëîæèòü m0 = m, òî äëÿ Cnn1mnLm ïîëó÷à�åòñÿ ñëåäóþùåå âûðàæåíèå:Cnn1mnLm = min(n�L�1;n1)Xk=0 (�1)kC0.(L� n1 + k)! (L�m� n1 + k)!k! (n� L� 1� k)! (n1 � k)! (n1 +m� k)! : (64)Ôîðìàëüíî ñóììà (64) îòëè÷àåòñÿ îò ñóììû (63), íî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ñóìì îäèíàêîâû è ïîýòî�ìó âåëè÷èíû êîý��èöèåíòîâ Cnn1mnLm , ïîëó÷àåìûå ñïîìîùüþ ñóìì (63) è (64) îäèíàêîâû, òàê êàê ïðèm = m0 êîíñòàíòû C0, íà êîòîðûå óìíîæàþòñÿ ýòèñóììû, òàêæå îäèíàêîâû.Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòàCnn1mnLm îò ìîìåíòà L, âû÷èñëåííàÿ ïî �îðìóëå (63),â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòà ñ ïîìîùüþ èíòå�ãðàëà (24) ïðè âû÷èñëåíèè âîëíîâûõ �óíêöèé ìåòî�äîì ýòàëîííîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûé èçëàãàåòñÿ íè�æå.6. ÌÅÒÎÄ ÝÒÀËÎÍÍÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈßÄëÿ ñîñòîÿíèé ñ áîëüøèìè ãëàâíûìè êâàíòîâû�ìè ÷èñëàìè n � 200 âû÷èñëåíèå êîý��èöèåíòîâCnn1mnLm ñ ïîìîùüþ �îðìóë (63) è (64) ïðàêòè÷åñêèíåâîçìîæíî, òàê êàê äëÿ òàêèõ çíà÷åíèé n ðàñ÷åò ïîýòèì �îðìóëàì íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ñ òî÷íîñòüþäî íåðåàëüíî áîëüøîãî ÷èñëà äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ. Âýòîì ðàçäåëå äëÿ áîëüøèõ n ðàñ÷åò êîý��èöèåí�òîâ Cnn1mnLm ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëîâ (24)è (37), (93) (ñì. äàëåå), â êîòîðûå ïîäñòàâëÿþòñÿâîëíîâûå �óíêöèè, âû÷èñëÿåìûå ìåòîäîì ìîäè�è�öèðîâàííîãî êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, íà�çûâàåìîãî ìåòîäîì ýòàëîííîãî óðàâíåíèÿ.Ñòàíäàðòíàÿ �îðìà âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.Ïðèâåäåì óðàâíåíèå (7) äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ �óíê�öèé è àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ ðà�äèàëüíûõ �óíêöèé [8℄ ê îäíîìó è òîìó æå âèäó.

Ââåäåì äëÿ ýòîãî íîâóþ ïåðåìåííóþ x = Zr=n äëÿñ�åðè÷åñêîé �óíêöèè �(x) = xfnL(x) è x = Z�=n(èëè x = Z�=n) äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîé �óíêöèè �(x).Ýòè óðàâíåíèÿ ïðåîáðàçóþòñÿ â òàêèõ ïåðåìåííûõê îäíîìó è òîìó æå âèäó:d2�ndx2 + k2(x)�n(x) = 0;k(x) = 1xp(x� x1)(x � x2): (65)Ôîðìà ýòîãî óðàâíåíèÿ óäîáíà òåì, ÷òî àíàëèòè÷å�ñêèå âûðàæåíèÿ èíòåãðàëîâ îò êâàçèèìïóëüñîâ k(x)â ñ�åðè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ,J(x) = xZx1 p(x1 � x) (x� x2) dxx ; (66)áóäóò îäèíàêîâûìè, ñì. íèæå. Ïîñêîëüêó, îäíàêî,êàê ïåðåìåííûå, òàê è âåëè÷èíû òî÷åê ïîâîðîòà äëÿïàðàáîëè÷åñêèõ è ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé ðàçëè÷íûè ðàâíû xpar1;2 = �1 �r�21 � m2 � 14 ;xsph1;2 = n�pn2 � L(L+ 1); (67)ãäå �1;2 = n1;2 + jmj+ 12 ; �1 + �2 = n;�1;2 = �1;2n ; �1 + �2 = 11077
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nLm |2 = 1.0000�èñ. 7. Çàâèñèìîñòü îò îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà Lêîý��èöèåíòà Cnn1mnLm , âû÷èñëåííîãî ïî �îðìóëå(63) (ëèíèè) è ìåòîäîì ýòàëîííîãî óðàâíåíèÿ, èí-òåãðàë (24) (ðîìáû), äëÿ ñîñòîÿíèé ñ êâàíòîâûìè÷èñëàìè n = 140, n1 = 10, m = 0. ×èñëî ïåðåñå÷å-íèé ýòîé çàâèñèìîñòè ñ îñüþ x ðàâíî n1(êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîé ÿâëÿåòñÿ îáëàñòü x2 �� x � x1), òî êîëè÷åñòâåííî ñ�åðè÷åñêèå è ïàðàáî�ëè÷åñêèå âîëíîâûå �óíêöèè ðàçëè÷àþòñÿ. Îíè ðàç�ëè÷àþòñÿ òàêæå òåì, ÷òî ñ�åðè÷åñêàÿ ðàäèàëüíàÿ�óíêöèÿ ðàâíà fnL(r) = �nL(r)=r, à ïàðàáîëè÷å�ñêàÿ � fnn1m(�) = �nn1m(�)=p� è òî æå äëÿ �óíê�öèè îò �.Ôîðìóëû (65), (66) îêàçûâàþòñÿ ïðèìåíèìûìèòàêæå è äëÿ ñ�åðè÷åñêîé óãëîâîé �óíêöèè �Lm(�).Èçáàâëÿÿñü îò ïåðâîé ïðîèçâîäíîé â ïîëíîì äè��å�ðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè äëÿ ýòîé �óíêöèè [8℄, ïðè�õîäèì ê óðàâíåíèþd2 ~�Lm(�)d�2 + "�L+ 12�2 � m2 � 1=4sin2 � #��~�Lm(�) = 0;�Lm(�) = ~�Lm(�)psin � ; (68)è èíòåãðàë îò êâàçèèìïóëüñà ðàâåíJL;m~� (�) = �Z�1 k~�(�) d� == �Z�1 s�L+ 12�2 � m2 � 1=4sin2 � d�: (69)Âûíîñèì sin�2 � èç ïîä çíàêà êîðíÿ â (69) è èñïîëü�çóåì òîæäåñòâî

d�sin � = sin �d�sin2 � = �d(
os �)1� 
os2 � == �12 � 11 + 
os � + 11� 
os �� d(
os �): (70)Ââîäèì çàòåì íîâûå ïåðåìåííûå x� è ïðèâîäèì èí�òåãðàë JLm~� (�) ê ñóììå äâóõ �îðìàëüíî îäèíàêîâûõèíòåãðàëîâ J+(x+1 ; x+2 ; x+) è J�(x�1 ; x�2 ; x�):JL;m~� (x) = J+(x+1 ; x+2 ; x+) + J�(x�1 ; x�2 ; x�);x� � 2L+ 12 1� 
os �2 ; (71)J� �x�1 ; x�2 ; x�� == � x�Zx�1 q�x� � x�1 � �x�2 � x�� dx�x� ; (72)ãäå òî÷êè ïîâîðîòà �1;2 ðàâíû
os �1;2 = �KLm; KLm �s1� 4m2 � 1(2L+ 1)2 ;x�1;2 = 2L+ 12 �1�KLm2 � ; (73)ïðè÷åì �2 = � � �1, 
os �2 = � 
os �1. Ïðè m = 0âåëè÷èíà KLm > 1 è òî÷åê ïîâîðîòà íåò.Èíòåãðàëû (72) ñîâïàäàþò ñ èíòåãðàëîì (66) è,ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåõ êóëîíîâñêèõ ñ�åðè÷åñêèõ èïàðàáîëè÷åñêèõ �óíêöèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü îäíîè òî æå âûðàæåíèå äëÿ èíòåãðàëà îò êâàçèèìïóëü�ñà. Ñ�åðè÷åñêàÿ óãëîâàÿ �óíêöèÿ �Lm(�) ñèììåò�ðè÷íà îòíîñèòåëüíî îòðàæåíèÿ â öåíòðå, ò. å. ïðè çà�ìåíå � ! �� �. Ïîýòîìó îíà çàâèñèò îò ñóììû äâóõèíòåãðàëîâ îò êâàçèèìïóëüñîâ J+(x+) + J�(x�), êî�òîðàÿ îáëàäàåò ýòîé ñèììåòðèåé, è ýòî ãàðàíòèðó�åò ñèììåòðèþ êâàçèêëàññè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ�Lm(�). Åñëè â ïîëíîì óðàâíåíèè äëÿ óãëîâîé �óíê�öèè [8℄ ïåðåéòè ê íîâîé ïåðåìåííîé x = 
os � [9℄ èïîñëå ýòîãî èçáàâèòüñÿ îò ïåðâîé ïðîèçâîäíîé, òîïðèäåì ê óðàâíåíèþ, èíòåãðàë îò êâàçèèìïóëüñà êî�òîðîãî òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (66). Òî÷êèïîâîðîòà â ýòîì ñëó÷àå ðàâíû
os �1;2 = �s1� m2 � 1L(L+ 1) ;íî èõ îòëè÷èå îò òî÷åê (73) ìàë�î ïðè áîëüøèõ L;mè íå ïðåâûøàåò íåòî÷íîñòè êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðè�áëèæåíèÿ. Êâàçèèìïóëüñ â ýòîì ñëó÷àå òàêæå ìîæ�íî çàïèñàòü â âèäå ñóììû äâóõ êâàçèèìïóëüñîâ ñ1078



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Èçìåíåíèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà : : :íåîáõîäèìîé ñèììåòðèåé è âûðàæåíèå äëÿ �Lm(�)òàêæå áóäåò ñèììåòðè÷íî.Ìåòîä ýòàëîííîãî óðàâíåíèÿ. Â êâàçèêëàññè�÷åñêîì ïðèáëèæåíèè âîëíîâûå �óíêöèè îáðàùàþò�ñÿ â áåñêîíå÷íîñòü â òî÷êàõ ïîâîðîòà x = x1;2, òàêêàê êâàçèèìïóëüñ k(x) ðàâåí íóëþ â ýòèõ òî÷êàõ.Âáëèçè ïîëþñîâ âîëíîâàÿ �óíêöèÿ ïðîïîðöèîíàëü�íà jx� x1;2j�1=4 è, õîòÿ èíòåãðàë îò êâàçèèìïóëüñàïðè òàêîé çàâèñèìîñòè ñõîäèòñÿ, îøèáêà â ðàñ÷åòåêîý��èöèåíòà Cnn1mnLm îêàçûâàåòñÿ âåñüìà áîëüøîé.Ïîýòîìó êâàçèêëàññèêà íåïðèìåíèìà äëÿ âû÷èñëå�íèÿ êîý��èöèåíòîâ Cnn1mnLm .Â ìåòîäå ýòàëîííîãî óðàâíåíèÿ [14�16℄ èíòåãðà�ëû îò êâàçèèìïóëüñîâ ñ÷èòàþòñÿ àðãóìåíòàìè íåïëîñêèõ âîëí, êàê â îáû÷íîì êâàçèêëàññè÷åñêîìïðèáëèæåíèè, êîãäà ýëåêòðîí ñ÷èòàåòñÿ êâàçèñâî�áîäíîé ÷àñòèöåé, à àðãóìåíòàìè �óíêöèè Ýéðè, êî�ãäà ýëåêòðîí ñ÷èòàåòñÿ äâèæóùèìñÿ â îäíîðîäíîìýëåêòðè÷åñêîì ïîëå, íàïðÿæåííîñòü êîòîðîãî ðàâíàr�2. Â ýòîì ñëó÷àå âîëíîâàÿ �óíêöèÿ, �óíêöèÿ Ýé�ðè, íå èìååò ïîëþñîâ â òî÷êàõ ïîâîðîòà, à âäàëèîò òî÷åê ïîâîðîòà ñîâïàäàåò ñ êâàçèêëàññè÷åñêîé�óíêöèåé. Ïðè ýòîì äëÿ êîý��èöèåíòîâ Cnn1mnLm ïî�ëó÷àþòñÿ êîððåêòíûå ðåçóëüòàòû.Âîëíîâàÿ �óíêöèÿ â ìåòîäå ýòàëîííîãî óðàâíå�íèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [14, 15℄:�n(x) = 
onst� tk2(x)�1=4 �(t): (74)Ôóíêöèÿ Ýéðè �(t) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ìîäè�èöèðî�âàííûå �óíêöèè Áåññåëÿ J�(x) è K�(x) [8, 17℄, à çà�âèñÿùàÿ îò x âåëè÷èíà t îïðåäåëÿåòñÿ èíòåãðàëîìîò êâàçèèìïóëüñà. Â ðåçóëüòàòå â ïîäáàðüåðíîé îá�ëàñòè x � x1 ïàðàáîëè÷åñêàÿ è ñ�åðè÷åñêàÿ ðàäè�àëüíàÿ âîëíîâûå �óíêöèè ðàâíûfnn1m(x) = Cnn1mt3=4p6�xk(x)K1=3 (I1(x)) ;t = �32I1(x)�2=3 ; (75)
fnL(x) = CnLt3=4xp3�k(x)K1=3 (I1(x)) ; x � x1: (76)Â ïîäáàðüåðíîé îáëàñòè âåëè÷èíà t > 0. Ïðè x � x2èíòåãðàë I1(x) çàìåíÿåòñÿ íà I2(x) (ñì. íèæå �îð�ìóëó (87)). Ôóíêöèè (75) è (76) êîíå÷íû â òî÷êàõïîâîðîòà, òàê êàê â ýòèõ òî÷êàõ êàê k(x) = 0, òàêè t = 0, à èõ îòíîøåíèå ðàâíî êîíå÷íîé âåëè÷èíå:t3=4=pk(x) = 
onst.

Ñðàâíèâàÿ àñèìïòîòèêó �óíêöèé (75), (76) ïðèx ! 1 ñ àñèìïòîòèêîé �óíêöèé fnn1m(� = 2r) èfnL(r), íàõîäèì íîðìèðîâî÷íûå êîíñòàíòû Cnn1mäëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ �óíêöèé:Cm=0nn1m = (�1)n1 2pZ=nn1! �x1 + jx2j2e ��1 �� exp�12 ar
sin x1 � jx2jx1 + jx2j � �4� ; (77)Cm>0nn1m = (�1)n1 � 2pZ=npn1!(n1 +m)! �� �x1 � x22e ��1 �px1 +px2px1 �px2�pm2�1Æ2 ; (78)ãäå e = 2:718 : : : , è êîíñòàíòó CnL äëÿ ñ�åðè÷åñêîé�óíêöèè:CnL = (�1)n�L�1 �2ZpZ=n2�p(n+ L)! (n� L� 1)! ���n2 � �2Le2 �n=2 �n+ �Ln� �L��L=2 ; (79)ãäå �L �pL(L+ 1).Â êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîé îáëàñòè ýòè �óíê�öèè ðàâíûfnn1m(x) = Cnn1mt3=4p18xk(x)=� �� �J�1=3�23 jtj3=2�+ J1=3�23 jtj3=2�� ; (80)fnL(x) = CnLt3=4xp9k(x)=� �� �J�1=3�23 jtj3=2�+ J1=3�23 jtj3=2�� ; (81)23 jtj3=2 = I12(x); x � x1; 23 jtj3=2 = I21(x);x � x2; t � 0;èíòåãðàëû I12, I21 îïðåäåëåíû íèæå, ñì. (88)�(92).Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòàCnn1mnLm îò L, âû÷èñëåííàÿ ïî �îðìóëå (24) ñ ïîäñòà�íîâêîé �îðìóë (75), (76) è (80), (81) äëÿ ñ�åðè÷å�ñêîé ðàäèàëüíîé è ïàðàáîëè÷åñêîé âîëíîâûõ �óíê�öèé â ñðàâíåíèè ñ ðàñ÷åòîì ïî �îðìóëå (63). Èçðèñ. 7 ñëåäóåò ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ.1079



Ì. È. ×èáèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ �îðìóëà äëÿ óãëîâîé �óíê�öèè�Lm(�) â êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîé îáëàñòè èìå�åò âèä�ClassLm (�) == CLm 
os����I21(x�)� I12(x+)���� �=4�qangl(�) ; (82)qangl(�) = ����sin2 � � 4m2 � 1(2L+ 1)2 ����1=4 ; (83)CLm = 2mp� �L(L+ 1)�m2 + 12�1=4 �� � ((L+m+ 1)=2)� (1 + (L�m)=2)s (L�m)!(L+m)! : (84)Íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà CLm îïðåäåëÿëàñü ïðèñðàâíåíèè âûðàæåíèÿ (82) ñ òî÷íîé øàðîâîé �óíê�öèåé ïðè � = �=2 (ñì. [17℄, ñ. 1023, �îðìóëû (8.756.1)è (2)). Â ìåòîäå ýòàëîííîãî óðàâíåíèÿ óãëîâàÿ �óíê�öèÿ â êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîé îáëàñòè ðàâíà�etalLm (�) = CLm(p�=3)t3=4qangl(�) �� �J�1=3(T ) + J1=3(T )� ; (x2 � x � x1); (85)t = �32T�2=3 ;T � ��J21(x+1 ; x+2 ; x+)� J12(x�2 ; x�1 ; x�)�� ; (85a)à â ïîäáàðüåðíîé îáëàñòè ��etalLm (�) = CLmp3� t3=4K1=3(T )qangl(�) ; t = �32T�2=3 ; (86)T � ��J2 �x+2 ; x+1 ; x+�� J1 �x�1 ; x�2 ; x���� ;x � x1; (86a)T � ��J1 �x+2 ; x+1 ; x+�� J2 �x�1 ; x�2 ; x���� ;x � x2: (86á)Èíòåãðàëû îò êâàçèèìïóëüñîâ âû÷èñëÿþòñÿýëåìåíòàðíî [17℄ è äëÿ ïîäáàðüåðíûõ îáëàñòåé èíòå�ãðàëû I1(x1; x2; x) = xZx1 k(x0) dx0; x � x1;

I2(x1; x2; x) = xZx2 k(x0) dx0; x � x2;(x2 < x1), �îðìàëüíî îäèíàêîâû è ðàâíûI1;2(x1; x2; x) = Kr(x)� (x1 + x2)�� lnpjx� x1j+pjx� x2jpx1 � x2 �� 2px1x2 lnpx1jx� x2j �px2jx� x1jpx(x1 � x2) ;x2 < x1 � x; x � x2 < x1; (87)ãäå Kr(x) �pj(x� x1)(x� x2)j:Â îáëàñòè êëàññè÷åñêè ðàçðåøåííîãî äâèæåíèÿx2 � x � x1 èíòåãðàëû îò êâàçèèìïóëüñîâ òîæå âû�÷èñëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíî. ÈíòåãðàëI21(x1; x2; x) = xZx2 k(x0) dx0ðàâåíI21(x1; x2; x) = Kr(x) +px1x2 �� �ar
sin�1� 2x1x x� x2x1 � x2�� �2 ��� x1 + x22 �ar
sin�1� 2 x� x2x1 � x2�� �2 � ;x2 � x � x1; (88)à èíòåãðàë I12(x1; x2; x) = xZx1 k(x0) dx0ïîëó÷àåòñÿ èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ïåðåñòàíîâêîéx1$x2 è èçìåíåíèåì çíàêîâpx1x2 ! �px1x2; ��x1 + x22 �! x1 + x22 :Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âòîðîé òî÷êè ïîâîðîòà,x2 = 0, �îðìóëû (87), (88) ïåðåõîäÿò â ïîëó÷åííûåðàíåå �îðìóëû [19℄:I01 (x1; x) = xZx1 k(x0) dx0 =px(x � x1)�� x1 ln px+px� x1px1 ; x � x1; (89)1080



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Èçìåíåíèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà : : :I012(x1; x) = xZx1 k(x0) dx0 =px(x1 � x) ++ x1 �ar
sinr xx1 � �2 � ; x � x1: (90)Ýòîò ñëó÷àé èìååò ìåñòî ó ñ�åðè÷åñêîé ðàäèàëüíîé�óíêöèè fnL(r) ñ íóëåâûì ìîìåíòîì L = 0 è ó ïà�ðàáîëè÷åñêèõ �óíêöèé ïðè jmj = 1.Ó óãëîâîé �óíêöèè �Lm(�) ïðè m = 0 ðåàëüíûõòî÷åê ïîâîðîòà íåò è èíòåãðàëû îò êâàçèèìïóëüñîâîêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè [�Lm(�); m = 0; x2 < 0℄:I�;m=012;21 (x1; x2; x) = Kr(x)�� 12 ln �x1x �1 + 2Kr(x)1 + 2x1(x1 + x2)���� x1 + x22 �ar
sin�1� 2 x1 � xx1 � x2�� �2 � ;0 � x < x1; (91)ïðè÷åì çíàê ¾+¿ îòíîñèòñÿ ê èíòåãðàëó I�;m=012 , àçíàê ¾�¿ � ê I�;m=021 .Ïðè m = 0 ó ïàðàáîëè÷åñêîé �óíêöèè fnn1mèìååòñÿ òîëüêî îäíà ðåàëüíàÿ òî÷êà ïîâîðîòàx1, à x2 < 0 è èíòåãðàëû îò êâàçèèìïóëüñîâäëÿ ïîäáàðüåðíîé îáëàñòè îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè[fnn1m(x); m = 0; x2 < 0℄:Im=01;par(x1; x2; x) = Kr(x) ++ 12 �ar
sin�1 + 2x2(x� x1)x(x1 � x2) �� �2 ��� x1 + x22 ln�1 + 2Kr(x) + x� x1x1 � x2 � ;x � x1; (92)à èíòåãðàë Im=012;par(x1; x2; x) äàåòñÿ �îðìóëîé (91).Òî÷íîñòü ìåòîäà ýòàëîííîãî óðàâíåíèÿ âîçðàñ�òàåò ñ ðîñòîì n. Òî÷íîñòü ðàñ÷åòà êîý��èöèåíòîâCnn1mnLm âîçðàñòàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèììåòðèè óã�ëîâîé �óíêöèè ïðè ïðåîáðàçîâàíèè �îðìóëû (37)ê âèäóCnn1mnLm = 2�n+1=2s (n+ L)!(n� L� 1)!n1!n2!(n1 +m)!(n2 +m)! �� �=2Z0 sinm ��(�)�Lm(�) sin �d�; (93)�(�) � (1� 
os �)n1(1 + 
os �)n2 ++ (�1)L�m(1 + 
os �)n1(1� 
os �)n2 : (93a)

0:1 0:2 0:3 0:4 0:5 0:6 0:7 0:8 0:9 1:0n1=(N �m� 1)�0:2�0:100:10:2 L = 38; m = 29Cnn1mnLm N = 100; 200; 300; 400; 500
�èñ. 8. Çàâèñèìîñòü îò êâàíòîâîãî ÷èñëà n1 êî-ý��èöèåíòà Cnn1mnLm (n1), âû÷èñëåííîãî ïî �îðìóëå(93) ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ýòàëîííîãî óðàâíå-íèÿ äëÿ �óíêöèè �Lm(�), �îðìóëû (85), (86). Ïîîñè x îòëîæåíà ïåðåìåííàÿ n1=(N � m � 1), ãäåN �m� 1 � ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ÷èñëà n1 ïðè�èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ N è m. Ýòà ïåðåìåííàÿäèñêðåòíà è ìåíÿåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 0 äî 1. Äèñêðåò-íîñòüþ ýòîé ïåðåìåííîé îáúÿñíÿþòñÿ ïåðåëîìû óïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå êðèâûõÍà ðèñ. 8 ïîêàçàíû êîý��èöèåíòû Cnn1mnLm , âû�÷èñëåííûå ïî ýòîé �îðìóëå äëÿ ñîñòîÿíèé100 � n � 500 ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ýòàëîííîãîóðàâíåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ �Lm(�), �îðìóëû (85),(86). �àâåíñòâî åäèíèöå íîðìèðîâî÷íîé ñóììûêâàäðàòîâ ýòèõ êîý��èöèåíòîâ âûïîëíÿëîñü ñòî÷íîñòüþ 10�3�10�4.7. ÑÅ×ÅÍÈÅ L-ÏÅ�ÅÌÅØÈÂÀÍÈßÀÒÎÌÍÛÌÈ ÈÎÍÀÌÈÅñëè ðàññòîÿíèåR ìåæäó âîçáóæäåííûì àòîìîìè èîíîì ìíîãî áîëüøå ðàçìåðà ðèäáåðãîâñêîé îðáè�òû, òî âçàèìîäåéñòâèå V (R; r) âîçáóæäåííîãî ýëåê�òðîíà ñ èîíîì A+ ìîæíî ðàçëîæèòü ïî îáðàòíûìñòåïåíÿì R:V (R; r) = � 1jR� r j �� � 1R + r 
os �rRR2 + : : :+O(R�3); (94)è ïîëå èîíà íàïðÿæåííîñòüþ R�2 ìîæíî ñ÷èòàòü îä�íîðîäíûì â ïðåäåëàõ ðèäáåðãîâñêîé îðáèòû. Âîëíî�âûìè �óíêöèÿìè ýëåêòðîíà â êóëîíîâñêîì è ñëàáîìîäíîðîäíîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëÿõ ÿâëÿþòñÿ ïàðàáî�1081



Ì. È. ×èáèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007ëè÷åñêèå �óíêöèè Fnn1m(r). Ýíåðãèè ýòèõ øòàðêîâ�ñêèõ ñîñòîÿíèé â ïîëå èîíà ðàâíû [2; 8℄:En;m;n1(R) � En � dn;mn1R2 + : : : ;dn;mn1 = �3n(n1 � n2)2Z : (95)Ôóíêöèè Fnn1m(r), îïðåäåëåííûå â ñèñòåìå êî�îðäèíàò ñ îñüþ z, íàïðàâëåííîé ïî âåêòîðó ìåæú�ÿäåðíîãî ðàññòîÿíèÿ R, ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà�÷åñòâå âîëíîâûõ �óíêöèé àäèàáàòè÷åñêèõ ñîñòîÿ�íèé, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ýòè �óíêöèè è äèïîëüíûåìîìåíòû dn;mn1 íå çàâèñÿò îò ïîëÿ èîíà âñëåäñòâèåâûðîæäåíèÿ êóëîíîâñêèõ óðîâíåé ýíåðãèè. Åñëè ïå�ðåä ñòîëêíîâåíèåì âîçáóæäåííûé ýëåêòðîí íàõîäèò�ñÿ â ¾ñ�åðè÷åñêîì¿ ñîñòîÿíèè  nL0m(r), òî, ñîãëàñ�íî �îðìóëå (1), çàñåëåííûìè äî ñòîëêíîâåíèÿ îêà�çûâàþòñÿ âñå àäèàáàòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ñ òåìè æåêâàíòîâûìè ÷èñëàìè n;m, ÷òî è íà÷àëüíîå ñîñòîÿ�íèå, è â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t âîëíîâàÿ�óíêöèÿ ðàâíà�(t; r) = exp0��i tZt0 Endt01A�� n�jmj�1Xn1=0 Cnn1mnL0mFn;m;n1(r)�� exp0��i tZt0 (En;n1;m(R(t0))�En) dt01A ; (96)ãäå t0 ! �1 � íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Â êîí�öå ñòîëêíîâåíèÿ, ïðè t! +1, ýòó �óíêöèþ ìîæíîçàïèñàòü â âèäå�(t!1; r) == �0(t) n�jmj�1Xn1=0 Cnn1mnL0mFn;m;n1(r)�n;mn1 (%); (97)ãäå �0(t) � exp0��i tZt0 Endt01A ;�n;mn1 (%) � exp0��i 1Z�1 (En;m;n1 �En) dt1A �� exp(i�n;mn1 ); �n;mn1 � �dn;mn1v% : (98)

Òðàåêòîðèÿ èîíà ïðÿìîëèíåéíàÿ, R = p%2 + x2,ðàññòîÿíèå âäîëü òðàåêòîðèè x = vt (v � ñêîðîñòüñòîëêíîâåíèÿ) îòñ÷èòûâàåòñÿ îò òî÷êè íàèìåíüøåãîðàññòîÿíèÿ ìåæäó èîíîì è àòîìîì â ðèäáåðãîâñêîìñîñòîÿíèè, êîãäà ìåæúÿäåðíîå ðàññòîÿíèå R ðàâíîïðèöåëüíîìó ïàðàìåòðó R = %.Åñëè ïðåíåáðå÷ü ïåðåõîäàìè ìåæäó àäèàáàòè÷å�ñêèìè ñîñòîÿíèÿìè âî âðåìÿ ñòîëêíîâåíèÿ, òî âå�ðîÿòíîñòü Pn;mL0!L(%) îáðàçîâàíèÿ ïîñëå ñòîëêíîâå�íèÿ ñîñòîÿíèÿ  nLm(r), ò. å. âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà n;L0;m !  nLm, áóäåò ðàâíàPn;mL0!L(%) = ����Z  nLm(r)�(t =1; r) dr����2 == ������n�jmj�1Xn1=0 �n;mn1 (%)Cnn1mnL0mCnn1mnLm ������2 : (99)Âåðîÿòíîñòü (99) îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåìåøèâàíè�åì âðåìåííûõ �àç àäèàáàòè÷åñêèõ âîëíîâûõ�óíêöèé, ÷òî áûëî îáíàðóæåíî Ôèðñîâûì [20℄ïðè èññëåäîâàíèè ðåçîíàíñíîé ïåðåçàðÿäêèHa(1s) + H+b = H+a + Hb(1s). Ñîáåëüìàí [21℄(ñì. ñ. 329 â êíèãå [21℄) îöåíèâàë ýòèì æå ìåòîäîìâåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà H(2s) ! H(2p) â îäíîðîäíîìýëåêòðè÷åñêîì ïîëå è ïîêàçàë, ÷òî âðåìÿ ýòîãîïåðåõîäà â ïîëå 300 Â/ñì ïðèìåðíî ðàâíî âðåìå�íè ðàäèàöèîííîãî ïåðåõîäà H(2p) ! H(1s) + ~�.Ýòè ý��åêòû îáóñëîâëåíû âûðîæäåíèåì êóëîíîâ�ñêèõ óðîâíåé ýíåðãèè ñ îäíèì è òåì æå ãëàâíûìêâàíòîâûì ÷èñëîì n.Ïðè L = L0 èç �îðìóëû (99) ïîëó÷àåì âåðîÿò�íîñòü îñòàòüñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè:Pn;mL0 (%) = ������n�jmj�1Xn1=0 �n;mn1 (%) �Cnn1mnL0m�2������2 : (100)Ñóììà âåðîÿòíîñòè îñòàòüñÿ â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèèè ïîëíîé âåðîÿòíîñòè èçìåíåíèÿ ìîìåíòà P totL0!L(%)ðàâíà åäèíèöå:P totL0!L(%) + Pn;mL0 (%) = 1:Ïîýòîìó ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü èçìåíåíèÿ ìîìåíòàðàâíàP totL0!L(%) � n�1XL6=L0 Pn;mL0!L(%) == 1� ������n�jmj�1Xn1=0 �n;mn1 (%) �Cnn1mnL0m�2������2 : (101)1082



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Èçìåíåíèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà : : :Ýòî âûðàæåíèå ïîëó÷àåòñÿ è ïðè ñóììèðîâàíèè âå�ðîÿòíîñòè (99) ïî L 6= L0 ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîò�íîøåíèé îðòîíîðìèðîâêè (5) äëÿ êîý��èöèåíòîâCnn1mnLm .Àñèìïòîòèêà % ! 1 è äèïîëüíî ðàçðåøåí�íûå ïåðåõîäû. Ïðè àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøèõ ïðè�öåëüíûõ ïàðàìåòðàõ �n;mn1 (%) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä:�dn;mn1v% ! 0; �n;mn1 (%) = exp� i�dn;mn1v% � �� 1 + i�dn;mn1v% � 12 ��dn;mn1v% �2 + : : : (102)Ñóììà â �îðìóëàõ (100), (101) ïðè ó÷åòå ïåðâîãî÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ â (102) ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâìîäóëåé êîý��èöèåíòîâ Cnn1mnLm , êîòîðàÿ ðàâíà 1,ñì. �îðìóëó (5). Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü îñòàòüñÿ â íà�÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ðàâíà â ýòîì ïðåäåëå åäèíèöå, àïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü èçìåíåíèÿ ìîìåíòà ñòðåìèòñÿ êíóëþ ïðè %!1, êàê è äîëæíî áûòü.Ñóììà â (100) è (101) ïðè ó÷åòå âòîðîãî ÷ëåíàðàçëîæåíèÿ (102):i�v% n�m�1Xn1=0 dn;mn1 �Cnn1mnL0m�2 = 0; (103)ðàâíà íóëþ, òàê êàê êâàäðàò êîý��èöèåíòà�Cnn1mnL0m�2 ñèììåòðè÷åí (ñì. �îðìóëó (3)), äèïîëü�íûé ìîìåíò dn;mn1 àíòèñèììåòðè÷åí, è, ñëåäîâàòåëü�íî, èõ ïðîèçâåäåíèå àíòèñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíîïåðåñòàíîâêè n1$n2. Åñëè èìååòñÿ öåíòðàëüíûé÷ëåí ñóììû (103) ñ n1 = n2, òî îí òàêæå ðàâåííóëþ, òàê êàê íóëþ ðàâåí äèïîëüíûé ìîìåíò ýòîãîñîñòîÿíèÿ dn;mn1 (n1 = n2) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò,÷òî ãëàâíûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïðè % ! 1 ïîëíîéâåðîÿòíîñòè èçìåíåíèÿ ìîìåíòà ðàâåíP totL0!L(%) � � �v%�2 n�jmj�1Xn1=0 �dn;mn1 Cnn1mnL0m�2 : (104)Âåðîÿòíîñòü Pn;mL0!L(%) êîíêðåòíîãî ïåðåõîäàL0 ! L ïðè % ! 1 îïðåäåëÿåòñÿ âòîðûì ÷ëåíîìðàçëîæåíèÿ ýêñïîíåíòû (102) è ðàâíàPn;mL0!L(%) � � �v%�2 �� �����n�m�1Xn1=0 dn;mn1 Cnn1mnL0mCnn1mnLm �����2 ; %!1; (105)òàê êàê âêëàä îò ïåðâîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ�n;mn1 (%) � 1 ðàâåí íóëþ èç-çà ðàâåíñòâà íóëþ ïðè

L 6= L0 ïðèñóòñòâóþùåé â �îðìóëå (99) ñóììûïðîèçâåäåíèÿ êîý��èöèåíòîâ Cnn1mnLm , ñì. óñëîâèÿîðòîíîðìèðîâêè (5).Ïðè áîëüøèõ ïðèöåëüíûõ ïàðàìåòðàõ, êîãäàñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (102), äîëæíà áûòü ñïðà�âåäëèâà òåîðèÿ âîçìóùåíèé. Âåðîÿòíîñòü (99)äîëæíà áûòü ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ìàò�ðè÷íîãî ýëåìåíòà êóëîíîâñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿìåæäó ñ�åðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè. �àññìîòðèìäëÿ ïðèìåðà âåðîÿòíîñòü äèïîëüíîãî ïåðåõîäà.Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ñ�åðè÷åñêèõ �óíêöèé ïîïàðàáîëè÷åñêèì, �îðìóëà (1), ïðåîáðàçóåì ìàò�ðè÷íûé ýëåìåíò z-êîìïîíåíòû äèïîëüíîãî ìîìåíòàdz � r 
os � ìåæäó ñ�åðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè nL0m(r) è  nLm(r) ÷åðåç ìàòðè÷íûå ýëåìåíòûìåæäó ïàðàáîëè÷åñêèìè �óíêöèÿìè:(dz)nLmnL0m = Z dz nL0m �nLmdr = n�m�1Xn1=0 Cnn1mnL0m �� n�m�1Xn01=0 Cnn01mnLm Z dzFnn1mF �nn01mdr: (106)Ïîñêîëüêó íåäèàãîíàëüíûå (n01 6= n1) ìàòðè÷íûåýëåìåíòû äèïîëüíîãî ìîìåíòà dz ìåæäó ïàðàáîëè�÷åñêèìè �óíêöèÿìè ðàâíû íóëþ, à äèàãîíàëüíûåðàâíû äèïîëüíûì ìîìåíòàì øòàðêîâñêèõ ñîñòîÿ�íèé dn;mn1 , ïîëó÷àåì(dz)nLmnL0m = Z dz nL0m nLmdr == n�m�1Xn1=0 dn;mn1 Cnn1mnL0mCnn1mnLm : (107)Ñóììà â ýòîé �îðìóëå ñîâïàäàåò ñ ñóììîé â �îð�ìóëå (105) è ïîýòîìó ïðè % ! 1 âåðîÿòíîñòüPn;mL0!L(%) ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó ìàòðè÷íîãîýëåìåíòà z-êîìïîíåíòû äèïîëüíîãî ìîìåíòà ìåæäóñ�åðè÷åñêèìè �óíêöèÿìè  nL0m è  nLm:Pn;mL0!L(%) �  � (dz)nLmnL0mv% !2 ; %!1; (108)îòëè÷íîìó îò íóëÿ ëèøü äëÿ äèïîëüíûõ ïåðåõîäîâL = L0�1, êàê è äîëæíî áûòü ñîãëàñíî òåîðèèâîçìóùåíèé [9, 10℄. Äëÿ äèïîëüíûõ ïåðåõîäîâ ÷ëå�íû ñóììû (107) ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïåðåñòà�íîâêè n1$n2, èáî êàê äèïîëüíûé ìîìåíò dn;mn1 , òàêè ïðîèçâåäåíèå Cnn1mn;L0;mCnn1mn;L0�1;m àíòèñèììåòðè÷íûîòíîñèòåëüíî ýòîé ïåðåñòàíîâêè. Îòìåòèì òàêæå,÷òî â èñïîëüçóåìîì àäèàáàòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèèó÷èòûâàþòñÿ ïåðåõîäû òîëüêî ñ �m = 0.1083
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%=%n0 1 2 3 410�410�310�210�11
25 24 23 22P totL0!LL = 201817 19

Pn;mL0!L

�èñ. 9. Àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòåé èçìåíåíèÿ ìî-ìåíòà êàê �óíêöèé îòíîñèòåëüíîãî ïðèöåëüíîãî ïà-ðàìåòðà %=%n, %n = 2n2=Zv, äëÿ ñîñòîÿíèé n = 28,m = 14, Z = 1 è íà÷àëüíîãî ìîìåíòà L0 = 21.�îìáû è êðåñòû � àñèìïòîòèêà äèïîëüíûõ ïåðåõî-äîâ L�L0 = �1, �îðìóëà (110): ðîìáû � ïåðåõîäL0 ! L0 + 1, êðåñòû � ïåðåõîä L0 ! L0 � 1. Ñóì-ìàðíàÿ âåðîÿòíîñòü èçìåíåíèÿ ìîìåíòà P totL0!L(%)âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ äâóõ �îðìóë: êâàäðàòû �ïî �îðìóëå (101), ëèíèÿ � ÷èñëåííîå ñóììèðîâà-íèå âåðîÿòíîñòåé âñåõ ïåðåõîäîâ. Ëèíèè áåç ñèìâî-ëîâ � âåðîÿòíîñòè êîíêðåòíûõ ïåðåõîäîâ L0 ! Lñ óêàçàííûìè âåëè÷èíàìè L. Ïðè %=%n � 0:4 âå-ðîÿòíîñòè âñåõ ïåðåõîäîâ êîëåáëþòñÿ â èíòåðâàëå0�1Ìàòðè÷íûé ýëåìåíò dz â ñ�åðè÷åñêîì áàçèñåìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñ îäíèì è òåì æå n âûðàæàåòñÿ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè [22�24℄:(dz)n;L0�1;mnL0m = 3n2Z ��s�n2 � L20� [L0 + (1� 1)=2℄2 �m2[2(L0 + 1)� 1℄(2L0 � 1) ; (109)è àñèìïòîòèêà âåðîÿòíîñòè äèïîëüíûõ ïåðåõîäîâ(108) ðàâíà �%n � 2n2=vZ�:PL0!L0�1(%) � �3�4 �2�1� L20n2��� [L0 + (1� 1)=2℄2 �m2[2(L0 + 1)� 1℄ (2L0 � 1) ���%n% �2 ; %!1: (110)Íà ðèñ. 9 ïîêàçàíû âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäîâ ñíåñêîëüêèìè çíà÷åíèÿìè ðàçíîñòè L � L0. Âåðîÿò�íîñòè äèïîëüíûõ ïåðåõîäîâ, âû÷èñëåííûå ïî îáùåé

�îðìóëå (99), ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò ñ àñèìïòîòè�êîé (110) óæå ïðè % � 1:5%n, à âåðîÿòíîñòè ïåðåõî�äîâ ñ �L > 1 çàòóõàþò áûñòðåå ïðè % ! 1. Ýòîïîäòâåðæäàåò íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëÿòü êîý��èöè�åíòû Cnn1mnLm ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ.Ý��åêòèâíîå ñå÷åíèå ïåðåõîäà L0 ! L ðàâíî�n;mL0!L = 2�%2n 1Z0 Pn;mL0!L(x)x dx;x � %%n ; %n � 2n2Zv : (111)Ïðè âû÷èñëåíèè ñå÷åíèÿ êîíêðåòíîãî ïåðåõîäàL0 ! L â ýòó �îðìóëó íåîáõîäèìî ïîäñòàâëÿòüâåðîÿòíîñòü êîíêðåòíîãî ïåðåõîäà Pn;mL0!L(x), âû�÷èñëÿåìóþ ïî �îðìóëå (99), à ïðè âû÷èñëåíèèïîëíîãî ñå÷åíèÿ èçìåíåíèÿ ìîìåíòà � ïîëíóþ âåðî�ÿòíîñòü èçìåíåíèÿ ìîìåíòà P totL0!L(%). Çàâèñèìîñòèîò x âåëè÷èíû �n;mn1 (x) è àñèìïòîòèêè âåðîÿòíîñòèäèïîëüíîãî ïåðåõîäà îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìè�n;mn1 (x) = exp�i3�(n2 � n1)4nx � ; %!1;Pn;m�L=�1(%) �  �Z(dz)nLmnL0m2n2x !2 :Äëÿ äèïîëüíûõ ïåðåõîäîâ L0 ! L � 1 èíòåãðàë(111) ëîãàðè�ìè÷åñêè ðàñõîäèòñÿ íà âåðõíåì ïðåäå�ëå, òàê êàê äëÿ ýòèõ ïåðåõîäîâ ïðè áîëüøèõ ïðè�öåëüíûõ ïàðàìåòðàõ P (n)nLm(%)%d% � d%=%. Ñëåäîâà�òåëüíî, íåîáõîäèìî ó÷åñòü ëýìáîâñêèé ñäâèã (L = 0)è ñïèí-îðáèòàëüíîå ðàñùåïëåíèå (L � 1) êóëîíîâ�ñêèõ óðîâíåé ýíåðãèè [9; 21�23℄:�EnL = 8>>><>>>: 4�3Z43�n3 �38 � ln 30:4� ; L = 0;�2Z42n3L(L+ 1) ; L � 1; (112)ãäå � = e2=~
 = 1=137, è ïîëîæèòü âåðîÿòíîñòüPn;mL0!L(%) ðàâíîé íóëþ äëÿ áîëüøèõ ïðèöåëüíûõïàðàìåòðîâ, äëÿ êîòîðûõ ñäâèã ýíåðãèè íà÷àëüíî�ãî ñîñòîÿíèÿ ðàâåí èëè ìåíüøå ëýìáîâñêîãî ñäâèãàèëè ñïèí-îðáèòàëüíîãî ðàñùåïëåíèÿ. Ïðè ñêîðîñòèñòîëêíîâåíèÿ v = 0:1=N (êîãäà v = 0:781 � 106 ñì/ñäëÿ n = 28, Z = 1) âåðõíèé ïðåäåë â èíòåãðàëå(111) äëÿ n = 28 è m = L = 0 îêàçûâàåòñÿ ðàâ�íûì xmax = 12:42, òàê êàê îí îïðåäåëÿåòñÿ ëýì�áîâñêèì ñäâèãîì. Ïðè íåðàâíîì íóëþ ìîìåíòå âå�ëè÷èíà xmax çàâèñèò îò ñïèí-îðáèòàëüíîãî ðàñùåï�ëåíèÿ è âîçðàñòàåò îò xmax = 2:28 ïðè L = 1 äî1084
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5 2520151010�810�710�610�510�4 0 5 15 20 25�tot(L0)
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L0 = 10N = 28; m = 0�n;mL0!L; ñì2

�èñ. 10. Ñå÷åíèÿ èçìåíåíèÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòàL0 = 0, 5, 10, 15, 20, 25 è Z = 1 ñ ïåðåõîäîì âñîñòîÿíèÿ ñî âñåìè äðóãèìè çíà÷åíèÿìè ìîìåíòà0 � L � N � 1 è ïîëíîå ñå÷åíèå èçìåíåíèÿ ìî-ìåíòà �tot(L0) = PL �n;mL0!L, ïðîñóììèðîâàííîå ïîâñåì êîíå÷íûì âåëè÷èíàì ìîìåíòà, â çàâèñèìîñòèîò âñåõ çíà÷åíèé íà÷àëüíîãî ìîìåíòà L0xmax = 28:1 ïðè ìàêñèìàëüíûõ âåëè÷èíàõ ìîìåí�òà L � n � 1. Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ âäîëüòðàåêòîðèé (96) òàêæå, ñòðîãî ãîâîðÿ, ñëåäóåò ïðå�íåáðåãàòü âêëàäàìè îò îáëàñòåé x � xmax, íî ýòîïðåíåáðåæåíèå ñëàáî âëèÿåò íà âåëè÷èíó ñå÷åíèÿ.Íà ðèñ. 10 ïîêàçàíû ñå÷åíèÿ, âû÷èñëåííûå òà�êèì ñïîñîáîì äëÿ ñêîðîñòè ñòîëêíîâåíèÿ vn = 0:1è n = 28, m = 0. Âèäíî, ÷òî ñå÷åíèÿ äèïîëüíûõïåðåõîäîâ �L = �1 ïî÷òè íà ïîðÿäîê áîëüøå ñå÷å�íèé ïåðåõîäîâ ñ �L � 2. Íà ðèñ. 11 ïîêàçàíû ïîë�íûå ñå÷åíèÿ èçìåíåíèÿ ìîìåíòà äëÿ n = 28 è äëÿíåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ÷èñåë m.Ñòàòèñòè÷åñêè óñðåäíåííîå ñå÷åíèå. Âñòîëêíîâåíèÿõ àòîìíîãî èîíà ñ âîçáóæäåííûìñîñòîÿíèåì, èìåþùèì ìîìåíò L0, âåðîÿòíîñòüîáðàçîâàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ïðîåêöèåé ìîìåíòà mïðîïîðöèîíàëüíà ñòàòèñòè÷åñêîìó âåñó ýòîãî ñîñòî�ÿíèÿ. Ïîýòîìó ñòàòèñòè÷åñêè óñðåäíåííîå ïîëíîåñå÷åíèå èçìåíåíèÿ ìîìåíòà ðàâíî�ntot(L0) = L0Xjmj=0 �n;jmjtot (L0)2L0 + 1 ( 1; jmj = 0;2; jmj > 0: (113)ãäå �n;jmjtot (L0) îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (111), â êî�òîðóþ íàäî ïîäñòàâëÿòü ïîëíóþ âåðîÿòíîñòü èçìå�íåíèÿ ìîìåíòà (101). Íà ðèñ. 12 ïîêàçàíî ñå÷åíèå(113), âû÷èñëåííîå äëÿ ñîñòîÿíèé ñ ãëàâíûìè êâàí�òîâûìè ÷èñëàìè n = 10�100 ïðè ñêîðîñòè ñòîëêíîâå�íèÿ v = 0:781 � 106 ñì/ñ. Âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà ýòîãîñå÷åíèÿ äëÿ n = 28 áëèçêà ê ñå÷åíèþ ïðè m = 0,

5 10 15 20 25

21

14

7

m = 0

L0

10−5

10−4

σn, m
tot , ñì2

�èñ. 11. Ïîëíîå ñå÷åíèå èçìåíåíèÿ ìîìåíòà�n;mtot (L0) êàê �óíêöèÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà L0ïðè N = 28, Z = 1 è ïðîåêöèÿõ ìîìåíòàm = 0, 7, 14, 21
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�èñ. 12. Óñðåäíåííîå ïî ïðîåêöèè ìîìåíòà ñ ïîìî-ùüþ ñòàòèñòè÷åñêîé �îðìóëû (113) ïîëíîå ñå÷åíèåèçìåíåíèÿ ìîìåíòà �tot(L0), Z = 1, äëÿ ñîñòîÿ-íèé ñ óêàçàííûìè ãëàâíûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìèN ïðè ñêîðîñòè ñòîëêíîâåíèÿ v = 0:781 �106 ñì/ñïîêàçàííîìó íà ðèñ. 11. Íà ðèñ. 13 ïîêàçàíà çàâèñè�ìîñòü ñå÷åíèé (113) îò ñêîðîñòè ñòîëêíîâåíèÿ äëÿn = 100. Âèäíî, ÷òî âåëè÷èíû ñå÷åíèé ïðîïîðöèî�íàëüíû v�2.Ñëó÷àé L0 = 0 è òóøåíèå ìåòàñòàáèëü�íîãî ñîñòîÿíèÿ àòîìà âîäîðîäà H(2S). �àñ�ñìîòðèì ïåðåõîäû èç íà÷àëüíîãî S-ñîñòîÿíèÿ, êî�ãäà L0 = m = 0 è êîý��èöèåíòû Cnn1mnLm ðàâíû1=pn äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ êâàíòîâîãî ÷èñëà n1(0 � n1 � n � 1), ñì. �îðìóëó (40). Ñóììàðíàÿ âå�ðîÿòíîñòü ïåðåõîäà P tot0 !L�1(%) âî âñå ñîñòîÿíèÿ ñìîìåíòàìè L � 1 ðàâíà1085
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L0�èñ. 13. Çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà L0ïîëíîãî ñòàòèñòè÷åñêè óñðåäíåííîãî ñå÷åíèÿ èçìå-íåíèÿ ìîìåíòà (113) äëÿ ñîñòîÿíèé ñ N = 100,Z = 1, ïðè ðàçíûõ ñêîðîñòÿõ ñòîëêíîâåíèÿ:v = 0:781 � 106 (1 ), 2:344 � 106 (2 ), 7:032 � 106 (3 ),2:110 � 107 (4 ) ñì/ñ. Âèäíî, ÷òî ñå÷åíèå îáðàòíîïðîïîðöèîíàëüíî êâàäðàòó ñêîðîñòè ñòîëêíîâåíèÿ�tot(L0) � v�2P tot0 !L�1(%) = 1� 1n2 ����� n�1Xn1=0�m=0n;n1 (%)�����2 : (114)Âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà 2S ! 2Pm=0 (n = 2) ðàâíàP tot2S!2Pm=0(%) = sin2 3�Zv% (115)è èíòåãðàë ïî ïðèöåëüíîìó ïàðàìåòðó îáðûâàåò�ñÿ íà ïðèöåëüíîì ïàðàìåòðå, îïðåäåëÿåìîì ëýìáîâ�ñêèì ñäâèãîì 2S1=2 � 2P1=2 [9, 21, 23℄:�E(2S1=2�2P1=2) = 1:595 � 10�7 àò. åä.;Rn = 4340 a0; Rn=%n = 1:727:Ñå÷åíèå ýòîãî ïåðåõîäà ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþïðåäñòàâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ �îðìóëû�(2S1=2 $ 2P1=2) = �a20 24Z2v2 ln 0:375v2�E1=2 : (116)Ýòî ñå÷åíèå îêàçûâàåòñÿ áëèçêèì ê ñå÷åíèþ, ïîëó�÷åííîìó äëÿ äàííîãî ïåðåõîäà â ðàáîòå [25℄.Äëÿ n � 3 ñèòóàöèÿ ñëîæíåå, òàê êàê â ýòîì ñëó�÷àå èìååòñÿ D-ñîñòîÿíèå, êâàçèïåðåñå÷åíèå ñ êîòî�ðûì P -ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñïèí-îðáèòàëüíûìðàñùåïëåíèåì, êîòîðîå ïðèìåðíî íà ïîðÿäîê áîëü�øå ëýìáîâñêîãî ñäâèãà, è ñîîòâåòñòâóþùåå êâàçèïå�ðåñå÷åíèå ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷èòåëüíî ìåíüøèõ ðàñ�ñòîÿíèÿõ. Â ðåçóëüòàòå ñå÷åíèå èçìåíåíèÿ ìîìåí�òà P -ñîñòîÿíèÿ ìåíüøå ñå÷åíèÿ èçìåíåíèÿ ìîìåíòàS-ñîñòîÿíèÿ, ñì. ðèñ. 10�13.

8. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ È ÂÛÂÎÄÛÂåëè÷èíû ñå÷åíèé â èñïîëüçóåìîì ïðèáëèæå�íèè êâàíòîâîé èíòåð�åðåíöèè îöåíèâàþòñÿ âåëè÷è�íîé � � �%2n. Ïðè ìàëîé ñêîðîñòè ñòîëêíîâåíèÿv = 0:1=N , êîãäà v = 0:781 � 106 ñì/ñ ïðè n = 28, ýòàâåëè÷èíà ñîñòàâëÿåò 10�5�10�4 ñì2 (ñì. ðèñ. 10�13),÷òî íà 4�5 ïîðÿäêîâ áîëüøå ñå÷åíèÿ, ïîëó÷åííîãîðàíåå [26℄.Ïðè v � 1 ñðåäíèé ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð %nìíîãî áîëüøå ðàçìåðà îðáèòû rn = 2n2=Z è ïî�ýòîìó ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âîçìóùàþùåãî èîíà ÿâ�ëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè îäíîðîäíûì ýëåêòðè÷åñêèì ïî�ëåì â îáúåìå îðáèòû, ïðè÷åì âåëè÷èíà ýòîãî ïîëÿî÷åíü ìàëà è ðàâíà ïðèìåðíî 0:1 Â/ñì äëÿ n = 28è v = 0:781 � 106 ñì/ñ. Ïðè ýòîì ñìåùåíèÿ øòàðêîâ�ñêèõ óðîâíåé ýíåðãèé jdn;mn1 j=%2n îêàçûâàþòñÿ ìíîãîìåíüøèìè ðàçíîñòåé ýíåðãèé áëèæàéøèõ óðîâíåé�En;n�1 � Z2=n3. Îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíûõ äëÿäàííîãî nøòàðêîâñêèõ ñìåùåíèé êóëîíîâñêèõ óðîâ�íåé ê �En;n�1 ðàâíî 3v2(n�1)=8Z3 è ìíîãî ìåíüøååäèíèöû, åñëè n� 8Z3=3v2. Ïðè v � 10�2 ýòî ñîîò�âåòñòâóåò óñëîâèþ n� 2:7Z3 � 104.Îöåíèì ïîäðîáíåå âåëè÷èíó ýëåêòðè÷åñêîãî ïî�ëÿ èîíà, êîòîðîå äåéñòâóåò íà âîçáóæäåííûé ýëåê�òðîí â ðèäáåðãîâñêîì ñîñòîÿíèè ñ ãëàâíûì êâàí�òîâûì ÷èñëîì n = 30 ïðè ìåæúÿäåðíîì ðàññòîÿ�íèè, ðàâíîì õàðàêòåðíîìó ïðèöåëüíîìó ïàðàìåòðó%n, è ïðè ñêîðîñòè ñòîëêíîâåíèÿ v = 10�2 aò. eä.�àçìåð îðáèòû ñ n = 30 ïðè Z = 1 ðàâåírn = 2n2 = 1:8 � 103 aò. eä. è õàðàêòåðíîå ìåæú�ÿäåðíîå ðàññòîÿíèå %n � 1:8 � 105 aò. eä. Ýëåê�òðè÷åñêîå ïîëå èîíà ïðè ýòîì ðàññòîÿíèè ðàâíî%�2n � 3:1 � 10�11 aò. eä. Àòîìíàÿ åäèíèöà ýëåêòðè�÷åñêîãî ïîëÿ ðàâíà 5:14 � 109 Â/ñì [27℄, ïîýòîìó õà�ðàêòåðíîå ïîëå èîíà ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî âñåãî0.16 Â/ñì. Ñìûñë ýòîé îöåíêè ñîñòîèò â òîì, ÷òî,åñëè ðèäáåðãîâñêèé àòîì â ñîñòîÿíèè n = 30 äâè�æåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ v � 10�2 aò. eä. � 106 ñì/ñ âýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêå, âíóòðè êîòîðîé èìå�åòñÿ îáëàñòü ðàçìåðà %n � 10�3 ñì ñ ïîëåì îêîëî0.16 Â/ñì, òî òàêæå ïðîèçîéäåò ïîëíîå ïåðåìåøèâà�íèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà L âîçáóæäåííîãî àòîìà.Åñëè ñêîðîñòü ðèäáåðãîâñêîãî àòîìà ðàâíà 1 aò. eä,òî ïåðåìåøèâàíèå òàêæå ïðîèçîéäåò â ïîëå, ïðèáëè�çèòåëüíî ðàâíîì 0.16 Â/ñì, åñëè ðàçìåð îáëàñòè ñòàêèì ïîëåì áóäåò ðàâåí 10�1 ñì. Ýëåêòðè÷åñêèåïîëÿ òàêîé ìàëîé íàïðÿæåííîñòè è â òàêèõ ìàëûõîáëàñòÿõ áåçóñëîâíî ñóùåñòâóþò â ðåàëüíûõ ýêñïå�ðèìåíòàëüíûõ óñòàíîâêàõ.Äëÿ ñòðîãîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïåðåìåøèâà�íèè ìîìåíòà íåîáõîäèìî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòå�1086



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Èçìåíåíèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà : : :ìû àäèàáàòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Îäíàêî ïðîâåäåí�íûå ðàñ÷åòû òàêæå îêàçûâàþòñÿ âïîëíå êîððåêòíû�ìè, òàê êàê îñíîâíîé âêëàä â ïîëíîå ñå÷åíèå èçìåíå�íèÿ ìîìåíòà âíîñÿò äèïîëüíî ðàçðåøåííûå ïåðåõî�äû (ñì. ðèñ. 10), ñå÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ îò�íîñèòåëüíî áîëüøèìè ïðèöåëüíûìè ïàðàìåòðàìè,ïðè êîòîðûõ ïðèìåíèìà òåîðèÿ âîçìóùåíèé [9, 10℄.Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ñèñòåìà àäèàáàòè÷å�ñêèõ óðàâíåíèé îáëàäàåò ñâîåîáðàçíîé îñîáåííî�ñòüþ. Äî ñòîëêíîâåíèÿ, ïðè x ! �1, çàñåëåíûïðàêòè÷åñêè âñå àäèàáàòè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ. Â òàêîìñëó÷àå äàæå ïðè èíòåíñèâíûõ àäèàáàòè÷åñêèõ ïåðå�õîäàõ çàìåòíîìó èçìåíåíèþ ìîæåò ïîäâåðãíóòüñÿòîëüêî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé çàñåëåíèÿ ñîñòî�ÿíèé ñ ìîìåíòàìè L, à íå ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü èçìå�íåíèÿ ìîìåíòà.Ïðè èññëåäîâàíèè ñîñòîÿíèé ñ áîëüøèìè êâàíòî�âûìè ÷èñëàìè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëÿòü�àêòîðèàëû áîëüøèõ öåëûõ ÷èñåë. Âåëè÷èíû �àê�òîðèàëîâ k! î÷åíü ðåçêî âîçðàñòàþò ñ ðîñòîì k èóæå �àêòîðèàë 176! îêàçûâàåòñÿ çà ïðåäåëàìè èí�òåðâàëà 10�315, â êîòîðîì ðàáîòàþò ñîâðåìåííûåïåðñîíàëüíûå êîìïüþòåðû, â òî âðåìÿ êàê âû÷èñ�ëÿåìûå âåëè÷èíû (íîðìèðîâî÷íûå êîíñòàíòû âîëíî�âûõ �óíêöèé, êîý��èöèåíòû Cnn1mnLm ) îêàçûâàþòñÿâïîëíå ïðèåìëåìûìè äëÿ ãîðàçäî áîëüøèõ êâàíòî�âûõ ÷èñåë. Ýòà ïðîáëåìà ëåãêî ðåøàåòñÿ âû÷èñëå�íèåì íå �àêòîðèàëîâ, à ëîãàðè�ìîâ �àêòîðèàëîâ:ln(k!) = ln 1 + ln 2 + ln 3 + : : :+ ln(k � 1) + ln k;ln[(k + 1)!℄ = ln(k!) + ln(k + 1);ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì, íàïðèìåð, íîðìèðî�âî÷íîé êîíñòàíòû ñ�åðè÷åñêîé ðàäèàëüíîé �óíê�öèè, ñì. �îðìóëó (11), ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ1(2L+ 1)!s (n+ L)!(n� L� 1)! = exp�� ln[(2L+ 1)!℄ ++ 12� ln[(n+ L)!℄� ln[(n� L� 1)!℄�� :Âñå âûðàæåíèÿ ñ �àêòîðèàëàìè, âû÷èñëÿëèñü âäàííîé ðàáîòå ïî ýòîé ñõåìå.Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòüÈ. Ë. Áåéãìàíó çà âåñüìà äåòàëüíûå îáñóæäåíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêåÌåæäóíàðîäíîãî àãåíòñòâà ïî àòîìíîé ýíåðãèè(êîíòðàêò �11667/R0).

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ AÏîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé x = Z�=n ïðèâîäèìèíòåãðàë (9) ê ñëåäóþùåìó âèäó:1Z0 fnn1m(�)fnn01m(�) d� = (m!)�2 ��s (n1 +m)!(n01 +m)!n1!n01! J(�); (A.1)ãäå � = 1, à èíòåãðàë J(�) ðàâåíJ(�) = 1Z0 exp(��x)xm �� F (�n1;m+ 1;x)F (�n01;m+ 1;x) dx: (A.2)Âû÷èñëÿåì ýòîò èíòåãðàë ñ ïîìîùüþ �îðìóë (f.9),(f.11) â Ìàòåìàòè÷åñêèõ äîïîëíåíèÿõ êíèãè [8℄ è ïî�ëó÷àåìJ(�) = (m!)2(n1 + n01 +m)!(n1 +m)!(n01 +m)! ��(n1+n01+m+1) �� (�� 1)(n1+n01) �� F ��n1;�n01;�(n1 + n01 +m); �(� � 2)(�� 1)2 � : (A.3)Íàõîäèì ïðåäåë ýòîãî âûðàæåíèÿ ïðè � ! 1, êî�òîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ (� � 1)(n1+n01) è ïîë�íîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé â (A.3). Åñëèn1 6= n01, òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíîéñòåïåíè n1 + n01 ìíîæèòåëÿ (� � 1)(n1+n01) áîëü�øå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ñòàðøåé îòðèöàòåëüíîéñòåïåíè ïîëèíîìà F (�n1;�n01; : : : ), êîòîðàÿ ðàâ�íà 2minfn1; n01g, è ïðåäåë ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðè� ! 1 áóäåò ðàâåí íóëþ. Òîëüêî ïðè n1 = n01 àáñî�ëþòíûå âåëè÷èíû ýòèõ ñòåïåíåé ñîâïàäàþò è èñêî�ìûé ïðåäåë èìååò êîíå÷íóþ âåëè÷èíó.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíêðåòíîé âåëè÷èíû ïðåäåëàïðåäñòàâëÿåì �óíêöèþ F (�n1;�n01; : : : ) â âèäå ñòå�ïåííîãî ðÿäà:F (�n1;�n01;�(n1 + n01 +m); z) == minfn1;n01gXk=0 zkk! (�1)3kn1!n01!(n1+n01+m�k)!(n1�k)!(n01�k)!(n1+n01+m)! ; (A.4)ãäå z = (� � 1)�2n1 . Èñïîëüçóÿ ýòó ñóììó, íàõîäèìïðåäåë ïðè n01 = n1:lim�!1 �(�� 1)2n1F (�n1;�n1;�(2n1 +m); z)� == n1! (n1 +m)!(2n1 +m)! : (A.5)1087



Ì. È. ×èáèñîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007Ïîäñòàâëÿÿ åãî â (A.3) è çàòåì â (A.1), íàõîäèì, ÷òîèíòåãðàë (9) äåéñòâèòåëüíî ðàâåí íóëþ ïðè n1 6= n01è ðàâåí åäèíèöå ïðè n1 = n01.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ BÏðåäñòàâèì �óíêöèþ F (�n1;m+1;x) â âèäå ðÿ�äà ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì x:F (�n1;m+ 1;x) = n1Xk=0 (�1)k(m!n1!)xkk!(m+ k)!(n1 � k)! : (B.1)Ïîäñòàâëÿåì ñóììó (B.1) â �îðìóëó (25) è èñïîëü�çóÿ �îðìóëû (f.1) è (f.2) â Ìàòåìàòè÷åñêèõ äîïîë�íåíèÿõ â êíèãå [8℄ âûðàæàåì èíòåãðàë îò êàæäîéñòåïåíè xL+m+k ÷åðåç ïîëíóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ�óíêöèþ:1Z0 exp(�x)xL+m+kF (�n+ L+ 1; 2L+ 2;x) dx == (L+m+ k)!�� F (�n+ L+ 1; L+m+ k + 1; 2L+ 2; 1): (B.2)Ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (e.7) èç êíèãè [8℄ ïîëó÷àåì äëÿýòîé �óíêöèè âûðàæåíèåF (�n+ L+ 1; L+m+ k + 1; 2L+ 2; 1) == (2L+ 1)!(n�m� 1� k)!(L�m� 1)!(n+ L)! (B.3)è ïðèõîäèì ê �îðìóëå (26) íàñòîÿùåé ðàáîòû.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ CÏðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ êîý��èöèåíòà Cnn1mnLm ïðèn = L + 1 ëåãêî ðåøàåòñÿ, òàê êàê äëÿ ìàêñèìàëü�íûõ ìîìåíòîâ ñîñòîÿíèé ñ ëþáûì ãëàâíûì êâàíòî�âûì ÷èñëîì n = L + 1 �óíêöèÿ F (: : : ; 2Zr=n) = 1,è èíòåãðàë (25), çàâèñÿùèé â ýòîì ñëó÷àå òîëüêîîò îäíîé âûðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíê�öèè F (�n1;m + 1;x), ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è âûðàæà�åòñÿ ÷åðåç ïîëíóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþF (�n1; L + m + 1; m + 1; 1), ñì. �îðìóëó (f.1) âðàáîòå [8℄. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå 9.131.1 èç [17℄:F (�; �; 
; z) = (1� z)��F (�; 
 � �; 
; z=(z � 1))è âû÷èñëÿÿ åãî ïðåäåë ïðè z ! 1, âûðàæàåìF (�n1; L +m + 1; m + 1; 1) ÷åðåç �àêòîðèàëüíûåìíîæèòåëè. Ïîäñòàâëÿÿ çàòåì n = L + 1, ïðèõî�äèì ê �îðìóëå (41) äëÿ êîý��èöèåíòà Cnn1mnLm ïðèn = L+ 1.

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ DÑóììà (43) ñîñòîèò èç ñóììû ñòåïåíåé(Z�=n0)j01(Z�=n0)j02 == (Zr=n0)j01+j02(1 + 
os �)j01 (1� 
os �)j02 ;ãäå 0 � j01 � j1 è 0 � j02�j2. ×ëåíû ñóììû (43) ñ ìàê�ñèìàëüíûìè âåëè÷èíàìè ÷èñåë j01;2, êîòîðûå ðàâíûmax(j01) = j1 è max(j02) = j2, ïðîïîðöèîíàëüíû ñòå�ïåíè (Zr=n0)L�m, òàê êàê j1 + j2 = L�m, è áóäó÷èóìíîæåííûìè íà ñòîÿùóþ ïåðåä ñóììîé (43) ñòå�ïåíü (Zr=n0)m�L, îêàçûâàþòñÿ íåçàâèñÿùèìè è îòr, è îò n0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òîëüêî ýòè ÷ëåíûñóììû (43) äîëæíû áûòü îòëè÷íûìè îò íóëÿ, à âñåîñòàëüíûå äîëæíû ðàâíÿòüñÿ íóëþ.Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðàõ, êîãäàL�m = 0; 1; 2; : : : Òðè ïåðâûå ñòåïåíè ïðîèçâåäå�íèÿ F -�óíêöèé â ñóììå (43) ðàâíûF ��j1; m+ 1; Z�n0 �F ��j2; m+ 1; Z�n0 � == 1� Z=n0m+ 1 (j1�+ j2�) + " (Z=n0)2(m+ 1)2 j1j2�� ++ (Z=n0)22(m+ 1)(m+ 2) �� �j1(j1 � 1)�2 + j2(j2 � 1)�2� #+ : : : (D.1)Ñóììà (43) îò íóëåâîé ñòåïåíè â ýòîé �îðìóëå, ò. å.îò 1, ðàâíàL�mXj1=0 (�1)j1j1! j2! == ( 1; L�m = 0;0; L�m � 1; j1 + j2 = L�m; (D.2)à ñóììà îò ëèíåéíîãî ÷ëåíà â (D.1) ðàâíàL�mXj1=0 (�1)j1j1! j2! (j1�+ j2�) == ( � � �; L�m = 1;0; L�m > 1; (D.3)j1 + j2 = L�m:Ïðè L�m = 0 ýòà ñóììà òàêæå ðàâíà íóëþ, íî ïðèL � m = 0 åå íåò â ñóììå (43). Ñóììà îò ïåðâîãîêâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà â (43) ðàâíàL�mXj1=0 (�1)j1j1! j2! j1j2�� = ( ���; L�m = 2;0; L�m > 2; (D.4)j1 + j2 = L�m1088



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 5 (11), 2007 Èçìåíåíèå îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà ýëåêòðîíà : : :(ïðè L�m = 0 è L�m = 1 ýòà ñóììà òàêæå ðàâíàíóëþ, íî â ýòîì ñëó÷àå åå íåò â ñóììå (43)). Ñóììàîò âòîðîãî êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà â (43) ðàâíàL�mXj1=0 (�1)j1j1! j2! �j1(j1 � 1)�2 + j2(j2 � 1)�2� == ( �2 + �2; L�m = 2;0; L�m > 2; (D.5)j1 + j2 = L�m:Ñèòóàöèÿ ñ áîëåå âûñîêèìè ñòåïåíÿìè àíàëîãè÷íà.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ EÂû÷èñëÿåì èíòåãðàë (62) ñ ïîìîùüþ ðàçëîæå�íèÿ �óíêöèè F (�k1; L + 1; x) â ðÿä ïî ñòåïåíÿìx. Èíòåãðàë îò ñòàðøåé ñòåïåíè k = k1 ðàâåí1Z0 exp(�x) xm+j1+k1 F (�n1; m+ 1; x) dx == (m+ j1 + k1)!�� F (�n1; m+ 1 + j1 + k1; m+ 1; 1): (E.1)Èíòåãðàëû îò ñòåïåíåé k < k1 ðàâíû àíàëîãè÷íûìâûðàæåíèÿì.Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ 9:131:1 èç [17℄ äëÿ ïîë�íîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèèF (�; �; 
; z) = (1� z)��F ��; 
 � �; 
; zz � 1�çàïèñûâàåì ïîëíóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ �óíêöèþâ �îðìóëå (E.1) â âèäå ïðåäåëà:F (�n1;m+1+ j1 + k1;m+1; 1) = limz!1 "(1�z)n1 �� F ��n1;�(j1 + k1); m+ 1; zz � 1�#: (E.2)Åñëè j1+k1 < n1, òî ïîëèíîì F (�n1; : : : ; z=(z � 1))îáîðâåòñÿ íà ñòåïåíè, ìåíüøåé n1, è ïðåäåë z ! 1ïðîèçâåäåíèÿ ýòîãî ïîëèíîìà íà ñòåïåíü (1 � z)n1áóäåò ðàâåí íóëþ. Åñëè æå j1+ k1 � n1, òî ïîëèíîìîáîðâåòñÿ íà ñòåïåíè n1, à ïðåäåë (E.2) è èíòåãðàëJ�(n1; j1; k1) áóäóò îòëè÷íû îò íóëÿ. Òî æå ñàìîåîòíîñèòñÿ è ê èíòåãðàëó J�(n2; j2; k2): îí îòëè÷åíîò íóëÿ ïðè j2 + k2 � n2. Îäíàêî ïðè óâåëè÷åíèèñóììû j1 + k1 ñóììà j2 + k2 óìåíüøàåòñÿ 
îãëàñíî

ñîîòíîøåíèþ (61), òàê êàê n è m ïîñòîÿííû. Ïîýòî�ìó ïðîèçâåäåíèå èíòåãðàëîâ J�J� îòëè÷íî îò íóëÿ,åñëè j1 + k1 = n1 è îäíîâðåìåííî j2 + k2 = n2:J�(n1; j1; k1)J�(n2; j2; k2) 6= 0ïðè j1 + k1 = n1 è j2 + k2 = n2: (E.3)Âåëè÷èíû ýòèõ èíòåãðàëîâ îïðåäåëÿþòñÿ ïðåäå�ëàìè (E.2), êîòîðûå ëåãêî âû÷èñëÿþòñÿ. Åñëèj1+k1 = n1 è j2+k2 = n2, òî èíòåãðàëû J�(n1; j1; k)è J�(n2; j2; k0) îò âñåõ ñòåïåíåé xk ïðè k < k1 è ñòå�ïåíåé xk0 ïðè k0 < k2 ðàâíû íóëþ.Èç (E.3) ñëåäóåò, ÷òî òîëüêî îäèí ÷ëåí âòîðîéñóììû â �îðìóëå (60) îòëè÷åí îò íóëÿ, à èìåííî,êîãäà k1 = n1 � j1 è k2 = n2 � j2, è (60) ïðåîáðàçó�åòñÿ ê îäíîêðàòíîé ñóììå (63).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Â. À. Ôîê, Èçâ. ÀÍ ÑÑÑ�, Îòäåëåíèå ìàòåì. èåñòåñòâ. íàóê, �2, ñ. 169 (1935); Z. Phys. 98, 145(1935).2. È. Â. Êîìàðîâ, Ë. È. Ïîíîìàðåâ, Ñ. Þ. Ñëàâÿíîâ,Ñ�åðîèäàëüíûå è êóëîíîâñêèå ñ�åðîèäàëüíûå �óíê�öèè, Íàóêà, Ìîñêâà (1976).3. A. P. Stone, Pro
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