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ÒÎ×ÍÎ �ÅØÀÅÌÀß ÑÏÈÍÎÂÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÝËÅÊÒ�ÎÍÀ,ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÓÞÙÅ�Î Ñ ÁÎËÜØÈÌ ×ÈÑËÎÌ ßÄÅ�,È ÝËÅÊÒ�ÎÍÍÎ-ßÄÅ�ÍÎÅ ÑÏÈÍÎÂÎÅ ÝÕÎÂ ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÒÎ×ÊÅ�. �. Êîçëîâ *Èíñòèòóò �èçèêè ïðè Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå198504, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 12 àïðåëÿ 2007 ã.�àññìàòðèâàåìàÿ â ñòàòüå ìîäåëü â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñïèíîâîé äèíàìèêèâ êâàíòîâûõ òî÷êàõ ïîñëå îïòè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ. Íà îñíîâå òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè ìîäåëüíîãî ãà-ìèëüòîíèàíà ðåøàþòñÿ çàäà÷è î ðàñïàäå ýëåêòðîííîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèè è î çàâèñèìîñòè îñòàòî÷íîéïîëÿðèçàöèè îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîêàçàíà âàæíàÿ ðîëü ÿäåðíîãî ñîñòîÿíèÿ è ïðåäëîæåíû ìåòîäû åãîðàñ÷åòà äëÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ îïòè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ. Â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ïðåäñêàçàí ý�-�åêò ñïèíîâîãî ýõà ïîñëå ïðèëîæåíèÿ �-èìïóëüñà ìàãíèòíîãî ïîëÿ.PACS: 75.10.Jm, 03.65.Yz, 03.67.Pp1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÑèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåêòðîííîãî ñïèíà, ñâÿ�çàííîãî ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ÿäåðíûõ ñïèíîâ,äàâíî èçâåñòíà â ÝÏ�- è ßÌ�-ñïåêòðîñêîïèè. Ñî�îòâåòñòâóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îòíîñÿùàÿ�ñÿ ê òèïè÷íûì äëÿ ÝÏ� è ßÌ� áîëüøèì âíåøíèììàãíèòíûì ïîëÿì, äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíà. Âîç�íèêøèé â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåðåñ ê ýòîé ìîäåëè âñëàáûõ ìàãíèòíûõ ïîëÿõ ñâÿçàí ñ ïîÿâëåíèåì íîâûõ�èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ � êâàíòîâûõ òî÷åê, ñïèíîâàÿäèíàìèêà êîòîðûõ, âîçìîæíî, ñ äîñòàòî÷íîé òî÷íî�ñòüþ ìîæåò áûòü îïèñàíà òàêîé ìîäåëüþ. Ñîâðå�ìåííûå èìïóëüñíûå ëàçåðû ïîçâîëÿþò ¾ïðèãîòàâëè�âàòü¿ ñïèí ýëåêòðîíà êâàíòîâîé òî÷êè â ñîñòîÿíèè ñçàäàííîé ïðîåêöèåé, à íàáëþäåíèå âðåìåííîé çàâè�ñèìîñòè ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè ëþìèíåñöåíöèè ïîç�âîëÿåò ðåãèñòðèðîâàòü äèíàìèêó ñïèíà. Îáùàÿ êàð�òèíà äèíàìèêè ýëåêòðîííîãî ñïèíà â ýòèõ ýêñïåðè�ìåíòàõ äîñòàòî÷íî ïîëíî îòðàæåíà â ñîîòâåòñòâóþ�ùèõ òåîðåòè÷åñêèõ ðàáîòàõ (ñì. îáçîð [1℄). Ïðè ýòîìèñïîëüçóåòñÿ ñïèíîâûé ãàìèëüòîíèàí, èçâåñòíûé âÝÏ�-ñïåêòðîñêîïèè ñâîáîäíûõ ðàäèêàëîâ è ïîäîá�íûõ ñèñòåì. Íåñìîòðÿ íà äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî*E-mail: gkozlov�photoni
s.phys.spbu.ru

ïóáëèêàöèé ïî ýòîé òåìàòèêå [2�10℄, òî îáñòîÿòåëü�ñòâî, ÷òî â ñëó÷àå îäíîðîäíîé ýëåêòðîííîé ïëîòíî�ñòè íà ÿäðàõ ïîäîáíûé ãàìèëüòîíèàí äîïóñêàåò òî÷�íóþ äèàãîíàëèçàöèþ, �àêòè÷åñêè íå èñïîëüçóåòñÿ.Â ðàáîòàõ [11, 12℄ óïîìÿíóòî î âîçìîæíîñòè ïîëó�÷åíèÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ è ïîêàçàíî (ïóòåì ñëè÷åíèÿñ ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè, ïðîâåäåííûìè äëÿ ñèñòå�ìû ñ äâàäöàòüþ ÿäðàìè), ÷òî äëÿ ðàñ÷åòà ñïèíîâîéäèíàìèêè ýëåêòðîíà äîïóùåíèå îá îäíîðîäíîé ýëåê�òðîííîé ïëîòíîñòè íà ÿäðàõ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå ïðè�åìëåìûì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îïèñûâàåìàÿ íèæåñèñòåìà èìååò áîëüøîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, èòî÷íîå ðåøåíèå ñâÿçàííûõ ñ íåé êèíåòè÷åñêèõ çà�äà÷ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.Îïèøåì ðàññìàòðèâàåìóþ â ðàáîòå ñèñòåìó èïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ñèñòåìà ïðåäñòàâ�ëÿåò ñîáîé ýëåêòðîí ñî ñïèíîì 1=2, êîíòàêòíî âçàè�ìîäåéñòâóþùèé ñ ÷åòíûì ÷èñëîì 2N ÿäåð, êàæäîåèç êîòîðûõ òàêæå èìååò ñïèí 1=2. Âçàèìîäåéñòâèåýëåêòðîíà ñ êàæäûì ÿäðîì íå çàâèñèò îò íîìåðàÿäðà. �àìèëüòîíèàí çàäà÷è èìååò âèäH = !Sz +AkSzIz +A?(S+I� + S�I+); (1)918



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 4 (10), 2007 Òî÷íî ðåøàåìàÿ ñïèíîâàÿ äèíàìèêà ýëåêòðîíà : : :I = 2NX�=1 I�; I2� = 34 : (2)Çäåñü Sz è Iz � z-ïðîåêöèè ñîîòâåòñòâåííî ýëåê�òðîííîãî ñïèíà è ïîëíîãî ÿäåðíîãî ìîìåíòà.S�(I�) = Sx(Ix)� iSy(Iy) � ñòàíäàðòíûå îïåðàòîðûïîâûøåíèÿ è ïîíèæåíèÿ z-ïðîåêöèè ýëåêòðîííîãî(ïîëíîãî ÿäåðíîãî) ñïèíà, ! � âíåøíåå ìàãíèòíîåïîëå, âûðàæåííîå â ÷àñòîòíûõ åäèíèöàõ, Ak è A? �êîìïîíåíòû òåíçîðà ñâåðõòîíêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2ïîêàçàíî, ÷òî ãàìèëüòîíèàí (1) ìîæåò áûòü òî÷íîäèàãîíàëèçîâàí. Â ðàçä. 3 âûâîäÿòñÿ �îðìóëû äëÿðàñ÷åòà âðåìåííîé äèíàìèêè ïåðâîíà÷àëüíî ïîëÿðè�çîâàííîãî ýëåêòðîííîãî ñïèíà äëÿ çàäàííîé íà÷àëü�íîé ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Ýòè ðåçóëüòàòû÷àñòè÷íî è íå ñîâñåì òî÷íî ïðåäñòàâëåíû â ðàáî�òå [11℄ áåç âûâîäà.�àçäåë 4 ïîñâÿùåí ÿäåðíîé äèíàìèêå. �àññìàò�ðèâàåòñÿ òèïè÷íûé äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ êâàíòî�âûìè òî÷êàìè ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêîé îðèåíòàöèèýëåêòðîííîãî ñïèíà îïòè÷åñêèìè èìïóëüñàìè. Ïî�ëó÷åíû �îðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿäåðíîé ìàòðèöûïëîòíîñòè îò èìïóëüñà ê èìïóëüñó. Ïðèâîäÿòñÿ âû�÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ÿäåðíûõ ìàòðèö ïëîòíîñòèäëÿ ðåæèìîâ çíàêîïîñòîÿííîé è çíàêîïåðåìåííîéîïòè÷åñêèõ îðèåíòàöèé ýëåêòðîííîãî ñïèíà. Ïîêà�çàíî, ÷òî â ñëó÷àå çíàêîïîñòîÿííîé îðèåíòàöèè âîç�íèêàåò ïîëÿðèçàöèÿ ÿäåð, è âû÷èñëåíî åå ïðåäåëü�íîå çíà÷åíèå. Ïîêàçàíî, ÷òî ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìûîïòè÷åñêîé îðèåíòàöèè ýëåêòðîííîãî ñïèíà ìîãóòñîïðîâîæäàòüñÿ ïîÿâëåíèåì ðåãóëÿðíîñòè ÿäåðíîéìàòðèöû ïëîòíîñòè ïî ïîëíîìó ÿäåðíîìó ìîìåíòóè åãî ïðîåêöèè. Óêàçàííàÿ ðåãóëÿðíîñòü ïðîÿâëÿ�åòñÿ â êâàçèïåðèîäè÷íîñòè äèíàìèêè ýëåêòðîííîãîñïèíà, îòñóòñòâóþùåé â ñëó÷àå, êîãäà ÿäåðíîå ñîñòî�ÿíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ áåñêîíå÷íîé òåìïåðàòóðîé (âòàêîì ñîñòîÿíèè âñå ÿäåðíûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåðî�ÿòíû). Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ äèíàìèêèýëåêòðîííîãî ñïèíà è çàâèñèìîñòè åãî îñòàòî÷íîéïîëÿðèçàöèè îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ðå�æèìîâ îïòè÷åñêîé îðèåíòàöèè. Ïðîäåìîíñòðèðîâà�íî ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ýòèõ çàâèñèìîñòåé îò ñëó�÷àÿ ÿäåðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ áåñêîíå÷íîé òåìïåðàòó�ðîé.Â ðàçä. 5 ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçâèòîãî â ðàçä. 2è 3 �îðìàëèçìà ïðåäñêàçûâàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîÿâ�ëåíèÿ ýõà â äèíàìèêå ýëåêòðîííîãî ñïèíà êâàíòîâîéòî÷êè ïîñëå �-èìïóëüñà ìàãíèòíîãî ïîëÿ.

2. ÄÈÀ�ÎÍÀËÈÇÀÖÈß �ÀÌÈËÜÒÎÍÈÀÍÀ�àìèëüòîíèàí (1) çàâèñèò îò ïîëíîãî ìîìåíòàâñåõ ÿäåð, ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïåðåéòè ê ïðåäñòàâ�ëåíèþ âîëíîâûõ �óíêöèé, êîòîðûå ïî ÿäåðíûì ïå�ðåìåííûì áûëè áû ñîáñòâåííûìè �óíêöèÿìè îïå�ðàòîðîâ êâàäðàòà ïîëíîãî ÿäåðíîãî ìîìåíòà è åãîz-ïðîåêöèè. Òàêèå �óíêöèè èìåþò ñëåäóþùèå êâàí�òîâûå ÷èñëà: I � êâàíòîâîå ÷èñëî ïîëíîãî ìîìåíòà,ñâÿçàííîå ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì êâàäðàòà ìîìåíòàêàê hI2i = I(I +1) (â åäèíèöàõ ~2); L � z-ïðîåêöèÿïîëíîãî ÿäåðíîãî ìîìåíòà (â åäèíèöàõ ~).Ýòîò íàáîð êâàíòîâûõ ÷èñåë, îäíàêî, íå ÿâëÿåò�ñÿ ïîëíûì, ïîñêîëüêó îäíî è òî æå çíà÷åíèå ïîëíîãîÿäåðíîãî ìîìåíòà I ìîæíî ïîëó÷èòü ñëîæåíèåì 2Nýëåìåíòàðíûõ ÿäåðíûõ ìîìåíòîâ 1/2 ìíîãèìè ñïî�ñîáàìè. Ïðîíóìåðóåì èíäåêñîì � íàáîð âñåõ îñòàâ�øèõñÿ êâàíòîâûõ ÷èñåë:	I;L;� � jI; L; �i:Â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè ìàòðèöû îïåðàòîðîâ êâàäðà�òà ïîëíîãî ìîìåíòà è åãî z-ïðîåêöèè áóäóò äèàãî�íàëüíû, ïðè÷åì äëÿ ñîñòîÿíèé ñ çàäàííûì êâàíòî�âûì ÷èñëîì êâàäðàòà ïîëíîãî ìîìåíòà I åãî ìàòðè�öà áóäåò èìåòü íà äèàãîíàëè ÷èñëà I(I + 1), à ìàò�ðèöà îïåðàòîðà z-ïðîåêöèè Iz � çíà÷åíèÿ ïðîåêöèèL = �I; 1� I; : : : ; I � 1; I:Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ñîñòî�ÿíèé ñ çàäàííûìè ÷èñëàìè I è � ðàâíà 2I + 1 �êîëè÷åñòâó âîçìîæíûõ çíà÷åíèé z-ïðîåêöèé L.Â òåîðèè óãëîâîãî ìîìåíòà [13℄ ïîêàçûâàåòñÿ,÷òî ìàòðèöû îïåðàòîðîâ x- è y-ïðîåêöèé ïîëíîãîìîìåíòà, Ix è Iy (è, ñëåäîâàòåëüíî, I�), íå èìåþòìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè ñ ðàçëè÷�íûìè êâàíòîâûìè ÷èñëàìè ïîëíîãî ìîìåíòà:hI; : : : jIx;yjI 0; : : : i = 0 ïðè I 6= I 0:Ýòî âûòåêàåò èç êîììóòàòèâíîñòè îïåðàòîðîâ êâà�äðàòà ïîëíîãî ìîìåíòà è ëþáîé åãî ïðîåêöèè. Ïîêà�æåì, ÷òî íàáîð ñîñòîÿíèé jI; L; �i ìîæíî âûáðàòüòàê, ÷òî îïåðàòîðû I� áóäóò èìåòü íóëåâûå ìàòðè÷�íûå ýëåìåíòû òàêæå ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, ðàçëè÷à�þùèìèñÿ òîëüêî êâàíòîâûì ÷èñëîì �, äàæå ïðè îä�íîì è òîì æå ÷èñëå I . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñîñòî�ÿíèÿ ñ çàäàííûì ïîëíûì ìîìåíòîì I è ìàêñèìàëü�íî âîçìîæíîé ïðîåêöèåé L = I ïðè âñåâîçìîæíûõçíà÷åíèÿõ �: jI; I; �i. ×èñëî òàêèõ ñîñòîÿíèé áóäåòðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîðûì ìîæíî ïîëó÷èòü ïîë�íûé ìîìåíò I ñëîæåíèåì 2N ìîìåíòîâ 1/2. Ýòè ñî�ñòîÿíèÿ áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, è áåç ïîòåðèîáùíîñòè èõ ìîæíî ñ÷èòàòü íîðìèðîâàííûìè è âçà�èìíî îðòîãîíàëüíûìè:919



�. �. Êîçëîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 4 (10), 2007hI; I; �jI; I; �0i = Æ��0 :Îñòàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ïîëó÷èì èç ýòèõ ïîñëå�äîâàòåëüíûì ïðèìåíåíèåì îïåðàòîðà ïîíèæåíèÿz-ïðîåêöèè:jI; L; �i = In�jI; I; �i; L = I � n;n = 0; 1; : : : ; 2I: (3)Ïîêàæåì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòå�ìà �óíêöèé îðòîãîíàëüíà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåéóãëîâîãî ìîìåíòà êàæäàÿ èç ýòèõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿñîáñòâåííîé �óíêöèåé îïåðàòîðà z-ïðîåêöèè ïîëíî�ãî ìîìåíòà ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì L. Ïîýòîìó �óíê�öèè, ðàçëè÷àþùèåñÿ êâàíòîâûì ÷èñëîì z-ïðîåêöèèïîëíîãî ìîìåíòà, áóäóò çàâåäîìî îðòîãîíàëüíû êàêñîáñòâåííûå �óíêöèè ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà,ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì.Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü îðòîãîíàëüíîñòü �óíêöèé, ðàçëè�÷àþùèõñÿ òîëüêî êâàíòîâûì ÷èñëîì �. ÇàïèøåìhI; I � n; �jI; I � n; �0i = hI; I; �jIn+In�jI; I; �0i == hI; I; �jIn�1+ I+I�In�1� jI; I; �0i: (4)Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé óãëîâîãî ìîìåíòà, �óíê�öèÿ In�1� jI; I; �0i áóäåò îáÿçàòåëüíî ñîáñòâåííîé äëÿîïåðàòîðîâ êâàäðàòà ïîëíîãî ìîìåíòà è åãî ïðîåê�öèè, ïðè÷åì ñîáñòâåííûå ÷èñëà ðàâíû ñîîòâåòñòâåí�íî I(I + 1) è L = I � n + 1. Ïîýòîìó, ïðèíèìàÿ âîâíèìàíèå òîæäåñòâîI+I� = I2 � I2z + Iz ; (5)ïîëó÷àåìI+I�In�1� jI; I; �0i == �I(I + 1)� L2 + L�In�1� jI; I; �0i����L=I�n+1 (6)è, ñëåäîâàòåëüíî,hI; I � n; �jI; I � n; �0i �� hI; I; �jIn�1+ In�1� jI; I; �0i: (7)Ïðèìåíÿÿ ýòî ðàññóæäåíèå åùå n� 1 ðàç, ïîëó÷àåìhI; I � n; �jI; I � n; �0i � hI; I; �jI; I; �0i = Æ��0 : (8)Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà �óíêöèé (3) îðòîãîíàëü�íà. Èç ïðèâåäåííîãî ðàñ÷åòà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî

äëÿ ýòîé ñèñòåìû �óíêöèé îïåðàòîðû I� íå èìåþòìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìåæäó �óíêöèÿìè ñèñòåìû(3) ñ ðàçëè÷àþùèìèñÿ ÷èñëàìè � � ðàâåíñòâî íó�ëþ ìàòðè÷íîãî ýëåìåíòà òèïà hI; L; �jI�jI; L� 1; �0iïðè � 6= �0 äîêàçûâàåòñÿ âûêëàäêîé, àíàëîãè÷íîé(4)�(8). Ïðè � = �0 ýòè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû èìåþòèçâåñòíûå èç òåîðèè óãëîâîãî ìîìåíòà [13℄ çíà÷åíèÿhI; L; �jI+jI; L� 1; �i = hI; L� 1; �jI�jI; L; �i ==pI(I + 1)� L(L� 1): (9)Èçó÷èì òåïåðü ìàòðèöó ãàìèëüòîíèàíà (1)â ïðåäñòàâëåíèè �óíêöèé, ïîëó÷åííûõ ïðîèçâå�äåíèåì �óíêöèé ñèñòåìû (3) (ñîîòâåòñòâóþùèõÿäåðíûì ñòåïåíÿì ñâîáîäû) íà âîëíîâûå �óíê�öèè ýëåêòðîííîãî ñïèíà ñ çàäàííîé z-ïðîåêöèåéjSi; S = �1=2: jS; I; L; �i � jSijI; L; �i:Âî-ïåðâûõ, èç èçëîæåííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî ýòàìàòðèöà ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè ïî ïîëíîìó ÿäåðíîìóìîìåíòó I . �àçìåð êàæäîãî òàêîãî áëîêà ðàâåí ÷èñ�ëó âîçìîæíûõ ïðîåêöèé ïîëíîãî ÿäåðíîãî ìîìåíòà,óìíîæåííîìó íà ÷èñëî âîçìîæíûõ ïðîåêöèé ýëåê�òðîííîãî ñïèíà, ÷òî ñîñòàâëÿåò (2I + 1)2. ×èñëî òà�êèõ áëîêîâ ñ çàäàííûì ïîëíûì ìîìåíòîì ÿäåð ðàâ�íî ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîðûì ìîæíî ïîëó÷èòü ìîìåíòI ñëîæåíèåì 2N ýëåìåíòàðíûõ ÿäåðíûõ ìîìåíòîâ1/2, è ìû îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî �N(I). Â Ïðèëîæå�íèè ïîêàçàíî, ÷òî�N (I) = CN�I2N � CN�I�12N ; I = 0; 1; : : : ; N: (10)Çäåñü ñèìâîë ¾C¿ îçíà÷àåò ÷èñëî ñî÷åòàíèé.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíè�àíà (1) äîñòàòî÷íî äèàãîíàëèçîâàòü êàæäûé áëîê ñçàäàííûì ìîìåíòîì ÿäåð I . �àñïîëîæèì áàçèñíûå�óíêöèè äëÿ ýòîãî áëîêà â ñëåäóþùåì ïîðÿäêå:j+; Ii; j�; Ii; j+; I � 1i; : : : ; j�; 1� Ii; j+;�Ii; j�;�Ii:Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî äëÿ òàê ðàñïîëîæåí�íûõ áàçèñíûõ �óíêöèé ðàññìàòðèâàåìûé áëîê ãà�ìèëüòîíèàíà ñàì ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè � äâà îä�íîìåðíûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàéíèì ñîñòîÿíèÿìj�;�Ii, è 2I äâóìåðíûõ. Îáùèé âèä äâóìåðíîãî áëî�êà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîñòîÿíèÿì j�; Li j+; L � 1i,ãäå L = I; I � 1; : : : ; 1� I , òàêîâ:920



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 4 (10), 2007 Òî÷íî ðåøàåìàÿ ñïèíîâàÿ äèíàìèêà ýëåêòðîíà : : :HLI =  �(! +AkL)=2 A?pI(I + 1)� L(L� 1)A?pI(I + 1)� L(L� 1) (! +Ak(L� 1))=2 ! ;L = I; I � 1; : : : ; 1� I: (11)Äèàãîíàëèçàöèÿ äâóìåðíûõ áëîêîâ íå âûçûâàåòçàòðóäíåíèé, âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ êâàíòîâîãî ÷èñ�ëà ïîëíîãî ìîìåíòà I ñèñòåìû 2N ÿäåð ñ ìîìåíòîì1/2 êàæäîå ñëåäóþùèå: I = 0; 1; : : : ; N . Ñïåêòð ãà�ìèëüòîíèàíà (1) èìååò îêîí÷àòåëüíî âèäE�LI = 12 (�Ak2 � "�! +AkL� Ak2 �2++ 4A2?[I(I + 1)� L(L� 1)℄#1=29=; ;L = I; : : : ; 1� I; (12)
E�I = AkI � !2 ; I = 0; 1; : : : ; N:Êðàòíîñòü âûðîæäåíèÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèèîïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé (10).3. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÝËÅÊÒ�ÎÍÍÎ�Î ÑÏÈÍÀÊàê óæå áûëî ñêàçàíî âî Ââåäåíèè, ãàìèëüòîíè�àí (1) ìîæåò îïèñûâàòü ñïèíîâóþ äèíàìèêó êâàí�òîâîé òî÷êè. Ïðåäåëüíî óïðîùàÿ, ìîæíî ïðåäñòà�âèòü ñåáå òèïè÷íûé ýêñïåðèìåíò ñëåäóþùèì îáðà�çîì. Êîðîòêèé ïîëÿðèçîâàííûé ëàçåðíûé èìïóëüñïåðåâîäèò êâàíòîâóþ òî÷êó â âîçáóæäåííîå ñîñòî�ÿíèå, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò âîçíèêíîâåíèå îðèåí�òèðîâàííîãî ïî ñïèíó âîçáóæäåííîãî ýëåêòðîíà. Çà�òåì äèíàìèêà ñïèíà ýòîãî ýëåêòðîíà ðåãèñòðèðóåòñÿïî âðåìåííîé çàâèñèìîñòè ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè ëþ�ìèíåñöåíöèè. Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ýòà äèíàìè�êà îïðåäåëÿåòñÿ êîíòàêòíûì âçàèìîäåéñòâèåì ýëåê�òðîííîãî ñïèíà ñ ÿäðàìè êâàíòîâîé òî÷êè. �àìèëü�òîíèàí (1) ñîîòâåòñòâóåò äîïóùåíèþ, ÷òî âîëíîâàÿ�óíêöèÿ âîçáóæäåííîãî ýëåêòðîíà ðàâíîìåðíî ¾íà�êðûâàåò¿ âñå ÿäðà êâàíòîâîé òî÷êè.Îðèåíòèðóÿñü íà ïîäîáíûé ýêñïåðèìåíò, äî�ïóñòèì, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè t = Tm,m = 0; 1; 2; 3; : : : íà ñèñòåìó äåéñòâóþò êîðîò�êèå ìîùíûå îïòè÷åñêèå èìïóëüñû, îðèåíòèðóþùèåýëåêòðîííûé ñïèí, è ñ�îðìóëèðóåì ìàòåìàòè÷å�ñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ñëåäóþùèì îáðàçîì.1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñðàçó ïîñëå èìïóëüñà ýëåê�òðîííàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè èìååò âèä�e(Tm + 0) = SpI �(Tm + 0) =  
os2 � 00 sin2 � ! ;

ãäå ñèìâîë SpI îáîçíà÷àåò äèàãîíàëüíîå ñóììèðî�âàíèå ïîëíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïîñëå èìïóëüñà,�(Tm + 0), ïî ÿäåðíûì êâàíòîâûì ÷èñëàì. Óãîë �åñòü ìåðà îðèåíòàöèè ýëåêòðîííîãî ñïèíà îïòè÷å�ñêèì èìïóëüñîì è îïðåäåëÿåòñÿ ïîëÿðèçàöèåé èì�ïóëüñà. Ñëó÷àè � = 0 èëè � = �=2 ñîîòâåòñòâóþòöèðêóëÿðíî ïîëÿðèçîâàííûì èìïóëüñàì, à ñëó÷àé� = �=4 � ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííûì. Òàêèì îáðà�çîì, íàáëþäàåìûå, ñâÿçàííûå ñ ýëåêòðîííûì ñïè�íîì, ïðè t = Tm, âîîáùå ãîâîðÿ, èñïûòûâàþò ñêà�÷îê.2. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå íàáëþäàåìûå, îòíî�ñÿùèåñÿ ê ÿäåðíîé ñèñòåìå, íàïðîòèâ, íåïðåðûâíûïðè t = Tm, ò. å. ÷òî îïòè÷åñêèé èìïóëüñ íà íèõíåïîñðåäñòâåííî íå äåéñòâóåò. Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òî�ìó, ÷òî ÿäåðíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè�n = SpS � (13)íåïðåðûâíà ïðè t = Tm, ò. å.�n(Tm � 0) = �n(Tm + 0) � �n(Tm):Ñèìâîë SpS â (13) ñîîòâåòñòâóåò äèàãîíàëüíîìó ñóì�ìèðîâàíèþ ïîëíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïî ýëåêòðîí�íûì êâàíòîâûì ÷èñëàì.3. Çíàíèÿ ýëåêòðîííîé è ÿäåðíîé ìàòðèö ïëîò�íîñòè ïî îòäåëüíîñòè ïðè t = Tm + 0, âîîáùå ãî�âîðÿ, íå äîñòàòî÷íî äëÿ îäíîçíà÷íîãî âîññòàíîâëå�íèÿ ïîëíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ñèñòåìû ñðàçó ïîñëåèìïóëüñà. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî ñäåëàòü, íåîáõîäèìîðàññìîòðåòü äèíàìèêó ñèñòåìû â ïðîöåññå èìïóëü�ñà. Ýòî âûõîäèò çà ðàìêè íàñòîÿùåé ðàáîòû. Íèæåìû ïðèíèìàåì ïðîñòåéøåå ïðåäïîëîæåíèå, ñîâìå�ñòèìîå ñ ïåðå÷èñëåííûìè âûøå òðåáîâàíèÿìè, ÷òîïîëíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñðàçó ïîñëå èìïóëüñà ìî�æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ïðîèçâåäåíèå ÿäåðíîéìàòðèöû ïëîòíîñòè äî èìïóëüñà íà ýëåêòðîííóþìàòðèöó ïëîòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùóþ îðèåíòàöèèýëåêòðîííîãî ñïèíà:�(Tm + 0) = �n(Tm) 
os2 � 00 sin2 � ! : (14)4. Äîïóñòèì, ÷òî â ñàìîì íà÷àëå ýêñïåðèìåíòàÿäåðíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâîâàëà áåñêî�íå÷íîé òåìïåðàòóðå ÿäåðíîé ïîäñèñòåìû. Â ýòîìñëó÷àå âñå ÿäåðíûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåðîÿòíû.921



�. �. Êîçëîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 4 (10), 20075. Òðåáóåòñÿ íàéòè äèíàìèêó ñèñòåìû ïðè âîç�äåéñòâèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòè÷åñêèõ èìïóëü�ñîâ.Ïîñòàâëåííóþ òàêèì îáðàçîì çàäà÷ó ìîæíî ïî�ñëåäîâàòåëüíî ðåøèòü. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, ÷òîïðè ñäåëàííûõ âûøå äîïóùåíèÿõ ÿäåðíàÿ ìàòðè�öà ïëîòíîñòè â ïðîöåññå ýêñïåðèìåíòà áóäåò âñåãäàäèàãîíàëüíîé â ïðåäñòàâëåíèè ñ çàäàííûìè ïîëíûìÿäåðíûì ìîìåíòîì è åãî ïðîåêöèåé.Ïóñòü ïðè t = 0 íà ñèñòåìó ïîäåéñòâîâàë ñàìûéïåðâûé îïòè÷åñêèé èìïóëüñ, îðèåíòèðóþùèé ýëåê�òðîííûé ñïèí. Òîãäà ïðè t = +0 ýëåêòðîííûé ñïèíñòàë ðàâåí (
os2 � � sin2 �)=2, à ÿäåðíîå ñîñòîÿíèåïî-ïðåæíåìó ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íîé òåìïåðàòó�ðå ÿäåðíîé ïîäñèñòåìû. Çàïèøåì ñîîòâåòñòâóþùóþìàòðèöó ïëîòíîñòè (14) â ïðåäñòàâëåíèè jS; I; L; �i,èñïîëüçîâàííîì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå:hS; I; L; �j�jS0; I 0; L0; �0i = 2�2NÆSS0ÆII0ÆLL0Æ��0 ��( 
os2 �; S = 1=2;sin2 �; S = �1=2: (15)Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçëîæåííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäå�ëå, ãàìèëüòîíèàí (1) ðàçáèâàåòñÿ íà áëîêè ïî ïîëíî�ìó ìîìåíòó ÿäåð I (áóäåì íàçûâàòü èõ I-áëîêè), àâíóòðè êàæäîãî òàêîãî áëîêà � íà äâà îäíîìåðíûõáëîêà è 2I äâóìåðíûõ áëîêîâ. Áóäåì íàçûâàòü ïî�ñëåäíèå LI-áëîêàìè, ïðè÷åì L � ïðîåêöèÿ ïîëíîãîÿäåðíîãî ìîìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ëåâîìó âåðõíå�ìó óãëó áëîêà (11). Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåäñòàâèòü ñå�áå òîïîãðà�èþ ìàòðèö, �èãóðèðóþùèõ â ðàññìàò�ðèâàåìîé çàäà÷å, íà ðèñ. 1 ïîêàçàí áëîê, ñîîòâåò�ñòâóþùèé ñîñòîÿíèÿì ñ I = 1. Ñèìâîëàìè ¾+¿ è¾�¿ îáîçíà÷åíû íåíóëåâûå ýëåìåíòû ìàòðèöû ïëîò�íîñòè (15) â ýòîì áëîêå, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîåêöè�ÿì ýëåêòðîííîãî ñïèíà ñîîòâåòñòâåííî +1=2 è �1=2.Íåíóëåâûå ýëåìåíòû ãàìèëüòîíèàíà (1) çàøòðèõîâà�íû. Ïîñêîëüêó íà÷àëüíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè (15)äèàãîíàëüíà, â ïðîöåññå ðàçâèòèÿ ó ìàòðèöû ïëîò�íîñòè ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû òîëüêîòàì, ãäå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ãàìèëüòîíèàíà îòëè÷�íû îò íóëÿ, ò. å. íà çàøòðèõîâàííûõ ìåñòàõ. Òàêèìîáðàçîì, ïîëíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïðè íà÷àëüíîìóñëîâèè (15) áóäåò èìåòü òó æå òîïîãðà�èþ ÷òî èãàìèëüòîíèàí, ò. å. áóäåò áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé.Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî íà ðàññìàòðèâàåìóþ ñè�ñòåìó ïîäåéñòâîâàë âòîðîé îïòè÷åñêèé èìïóëüñ, ïî�ëÿðèçóþùèé ýëåêòðîííûé ñïèí. Â ñîîòâåòñòâèè ñîïèñàííîé âûøå ïîñòàíîâêîé çàäà÷è ìàòðèöà ïëîò�íîñòè ñèñòåìû ñðàçó ïîñëå âòîðîãî èìïóëüñà áó�äåò èìåòü âèä (14). Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýëåìåíòà �nLL0�èãóðèðóþùåé â (14) ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè
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+ + +
� � � �12 ; 1�I12 ; �I�12 ; �I

12 ; I�1� 12 ; I12 ; I 12 ; I 12 ; I�1

�12 ; 1�I � 12 ; �I12 ; �I

� 12 ; I

�èñ. 1. �àñïðåäåëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ (òîïî-ãðà�èÿ) áëîêà ñ ïîëíûì ìîìåíòîì I = 1. Çàøòðè-õîâàíû íåíóëåâûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ãàìèëüòî-íèàíà, æèðíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû áëîêè ñ çàäàí-íîé ïðîåêöèåé ÿäåðíîãî ìîìåíòàíåîáõîäèìî ïðîâåñòè ñóììèðîâàíèå ýëåìåíòîâ ïîë�íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè íà äèàãîíàëè äâóìåðíîãîáëîêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòèì ÿäåðíûì ñîñòîÿíèÿì.Íàïðèìåð, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýëåìåíòà �n1;�1 (ðèñ. 1)íóæíî ïðîâåñòè äèàãîíàëüíîå ñóììèðîâàíèå âåðõ�íåãî ïðàâîãî áëîêà � ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðè÷íûåýëåìåíòû ïîëíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè íàõîäÿòñÿ âïåðå÷åðêíóòûõ êëåòêàõ. Âñå áëîêè, äèàãîíàëüíîåñóììèðîâàíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî äëÿ ïîëó÷åíèÿÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ðàçäåëåíû íà ðèñ. 1æèðíûìè ëèíèÿìè. Ïîñêîëüêó íåíóëåâûå ìàòðè÷�íûå ýëåìåíòû ïîëíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè íàõîäÿò�ñÿ â çàøòðèõîâàííûõ êëåòêàõ, èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî âíàøåì ñëó÷àå ÿäåðíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïîñëå âòî�ðîãî èìïóëüñà áóäåò äèàãîíàëüíà â ïðåäñòàâëåíèèïîëíîãî ÿäåðíîãî ìîìåíòà è åãî ïðîåêöèè. Ïðèìå�íÿÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ òðåòüåãî, ÷åòâåð�òîãî è ò. ä. èìïóëüñîâ, ïîëó÷àåì ïî èíäóêöèè, ÷òîäëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ÿäåðíàÿ ìàòðèöà ïëîò�íîñòè âñåãäà äèàãîíàëüíà â ïðåäñòàâëåíèè ïîëíîãîÿäåðíîãî ìîìåíòà è åãî ïðîåêöèè.Ïîñêîëüêó âñÿ çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà áëîêè ïîïîëíîìó ìîìåíòó ÿäåð I , îáîçíà÷èì ÷åðåç ULI ,L = �I; 1 � I; : : : ; I � 1; I äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòûÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè áëîêà I . Äëÿ ïîëíîéèäåíòè�èêàöèè áëîêà ñëåäîâàëî áû óêàçàòü òàêæåñîîòâåòñòâóþùåå åìó êâàíòîâîå ÷èñëî � íàøåãîïðåäñòàâëåíèÿ, íî îò íåãî íèêàêèå íàáëþäàåìûå íå922



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 4 (10), 2007 Òî÷íî ðåøàåìàÿ ñïèíîâàÿ äèíàìèêà ýëåêòðîíà : : :çàâèñÿò, è ìû íå áóäåì åãî âûïèñûâàòü. Âíóòðè áëî�êà ñ çàäàííûì I ìîãóò áûòü âûäåëåíû äâóìåðíûåLI-áëîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêàì ãàìèëüòîíèàíàHLI (11). Ýòèì áëîêàì ñîîòâåòñòâóþò äâóìåðíûåLI-áëîêè ìàòðèöû ïëîòíîñòè, êîòîðûå ìû îáîçíà�÷èì �LI è êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿìi _�LI = [HLI ;�LI ℄: (16)Êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ äâóìåð�íûìè ìàòðèöàìè, õîðîøî èçó÷åíû, è íèæå ìû ïîëü�çóåìñÿ ïðèìåíÿåìîé ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ òåðìè�íîëîãèåé. Óäîáíî âûðàçèòü ìàòðèöó HLI ÷åðåç ìàò�ðèöû Ïàóëè �x;y;z:HLI = �Ak4 + bLI�z + 
LI�x; (17)

ãäå bLI = Ak�12 � L�� !;
LI = 2A?pI(I + 1)� L(L� 1): (18)Èñêîìàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè �LI òàêæå ìîæåòáûòü âûðàæåíà ÷åðåç åäèíè÷íóþ ìàòðèöó (êîý��è�öèåíò ïðè íåé îáîçíà÷èì �LI0 ) è ìàòðèöû Ïàóëè:�LI = �LI0 + �LIx �x + �LIy �y + �LIz �z : (19)Çäåñü âåëè÷èíû �LIx;y;z ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìïîíåí�òû òàê íàçûâàåìîãî âåêòîðà Áëîõà [14℄. Òîãäà ñòàí�äàðòíîå ðåøåíèå çàäà÷è î äèíàìèêå äâóõóðîâíåâîéñèñòåìû äàåò äëÿ âåêòîðà Áëîõà ñîîòíîøåíèå�LI(t) =MLI(t)�LI (0); (20)ãäå ìàòðèöàMLI îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
MLI(t) = 0BBBBBBB� 1 + b2
2 (
os
t� 1) � b
 sin
t b

2 (1� 
os
t)b
 sin
t 
os
t � 

 sin
tb

2 (1� 
os
t) 

 sin
t 1 + 
2
2 (
os
t� 1)

1CCCCCCCA ; (21)
b = bLI ; 
 = 
LI ; 
 = 
LI =pb2 + 
2:Ïóñòü îïòè÷åñêèé èìïóëüñ ñîçäàåò ýëåêòðîí â ÷à�ñòè÷íî ïîëÿðèçîâàííîì ñîñòîÿíèè ñ ìàòðèöåé ïëîò�íîñòè  
os2 � 00 sin2 � ! : (22)Ïðè � = 0 (�=2) ýëåêòðîííûé ñïèí èìååò íà÷àëüíîåçíà÷åíèå 1=2 (�1=2).Äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ òèïà (14), ãäå ÿäåðíàÿìàòðèöà ïëîòíîñòè èìååò òîëüêî äèàãîíàëüíûå ýëå�ìåíòû ULI , íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ áëîêà LI ïîëíîéìàòðèöû ïëîòíîñòè áóäåò òàêèì:�LI(0) =  ULI sin2 � 00 UL�1;I 
os2 � ! : (23)Äëÿ íà÷àëüíîãî âåêòîðà Áëîõà è âåëè÷èíû �0 áëîêàLI ýòî äàåò

�LI(0) = 0B� 00ULI sin2 �� UL�1;I 
os2 � 1CA ;�LI0 = 12(ULI sin2 �+ UL�1;I 
os2 �): (24)Âêëàä áëîêà LI â ñðåäíåå çíà÷åíèå ýëåêòðîííîãîñïèíà åñòü � Sp�LI(t)�z . Óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ óäâî�åííîé âåëè÷èíîé, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì�LI(t) = �2 Sp�LI(t)�z = ��LIz : (25)Èç âûðàæåíèé (20), (21) è (24) ñëåäóåò, ÷òî�LI(t) = �UL�1;I 
os2 �� ULI sin2 ���� �1 + 
2LI
2LI (
os
LIt� 1)� : (26)Ïðè âû÷èñëåíèè âêëàäà áëîêà ñ çàäàííûì ïîëíûììîìåíòîì I íóæíî òàêæå ó÷åñòü äâà êðàéíèõ îäíî�ìåðíûõ áëîêà, êîòîðûå äàþò ñëåäóþùèé íå çàâèñÿ�ùèé îò âðåìåíè âêëàä â ñðåäíåå çíà÷åíèå ýëåêòðîí�íîãî ñïèíà:923



�. �. Êîçëîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 4 (10), 2007(UI;I 
os2 �� U�I;I sin2 �)=2:Òîãäà îáùàÿ �îðìóëà äëÿ âðåìåííîé äèíàìèêèz-ïðîåêöèè ýëåêòðîííîãî ñïèíà, ïðèãîòîâëåííîãî âñîñòîÿíèè (22) â ìîìåíò âðåìåíè t = 0, ïðè íà÷àëü�íîé ÿäåðíîé ìàòðèöå ïëîòíîñòè ULI èìååò âèähS(t)i = 12 NXI=0�N(I) �� " IXL=1�I�LI(t) + UI;I 
os2 �� U�I;I sin2 �# ; (27)ãäå�LI(t) = �UL�1;I 
os2 �� ULI sin2 �� �� �1 + 
2LI
2LI (
os
LI t� 1)� ;bLI = Ak(1=2� L)� !;
LI = 2A?pI(I + 1)� L(L� 1);
2LI = b2LI + 
2LI ; �N (I) = CN�I2N � CN�I�12N :×àñòî èíòåðåñóþòñÿ îñòàòî÷íîé ïîëÿðèçàöèåé ýëåê�òðîíà, ò. å. çíà÷åíèåì ïðîåêöèè ýëåêòðîííîãî ñïèíàíà ñòîëü áîëüøèõ âðåìåíàõ, ÷òî ýòà ïðîåêöèÿ óæåïåðåñòàåò ìåíÿòüñÿ. Ýòî çíà÷åíèå ìîæíî ïîëó÷èòüèç �îðìóë (27), óäàëèâ çàâèñÿùóþ îò âðåìåíè ñî�ñòàâëÿþùóþ â êàæäîì èç âêëàäîâ, ò. å. ïóòåì çàìå�íû�LI ! �stLI = �UL�1;I 
os2 �� ULI sin2 �����1� 
2LI
2LI � == �UL�1;I 
os2 �� ULI sin2 �� b2LI
2LI : (28)Äëÿ ñëó÷àÿ èçîòðîïíîãî êîíòàêòíîãî âçàèìîäåé�ñòâèÿ (2A? = Ak � A), íóëåâîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ(! = 0), ïîëíîñòüþ ïîëÿðèçîâàííîãî îðèåíòèðóþùå�ãî èìïóëüñà (� = 0), áåñêîíå÷íîé òåìïåðàòóðû ÿäåð�íîé ïîäñèñòåìû (ïðè ýòîì ÿäåðíàÿ ìàòðèöà ïëîòíî�ñòè èìååò âèä ULI = 2�2N ) è 2N � 1 âîçìîæíî ïî�ëó÷èòü äëÿ äèíàìèêè ýëåêòðîíà ïðîñòóþ �îðìóëó.Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî1) â ýòîì ñëó÷àå ÷àñòîòû 
LI = AI íå çàâèñÿò îòêâàíòîâîãî ÷èñëà ïðîåêöèè ìîìåíòà;2) ïðè 2N � 1 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 
2LI == A2(I2 � L2);

3) äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà �N (I) (10) ìîæíîïðèìåíèòü àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå�N (I) = � 22Np�N ddI exp�� I2N �: (29)Òîãäà, çàìåíÿÿ â âûðàæåíèè (27) ñóììèðîâàíèÿ íàèíòåãðèðîâàíèÿ è âû÷èñëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå èíòå�ãðàëû, ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àåhS(t)i = 16 + 13�1� NA2t22 � exp�� NA2t24 �: (30)Ôîðìóëà ñõîäíàÿ ñ (30) áûëà ïîëó÷åíà â ðàáîòå [2℄èç èíòóèòèâíûõ ñîîáðàæåíèé î ÿäåðíîì ïîëå è åãîñòàòèñòèêå.Êàê âèäíî èç âûðàæåíèÿ (27), äèíàìèêà ýëåê�òðîííîãî ñïèíà çàâèñèò îò ÿäåðíîãî ñîñòîÿíèÿ, êîòî�ðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò èçìåíÿòüñÿ ïðè ïåðèîäè�÷åñêîé îðèåíòàöèè ýëåêòðîííîãî ñïèíà îïòè÷åñêèìèìïóëüñîì. Ïîýòîìó â ñëåäóþùèì ðàçäåëå ìû ïîëó�÷èì çàêîíû ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿäåðíûõ ìàòðèö ïëîò�íîñòè îò èìïóëüñà ê èìïóëüñó è ïðîâåäåì âû÷èñëå�íèå ñòàöèîíàðíûõ ÿäåðíûõ ìàòðèö ïëîòíîñòè äëÿðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ ïåðèîäè÷åñêîé îïòè÷åñêîé îðè�åíòàöèè ýëåêòðîííîãî ñïèíà.4. ßÄÅ�ÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ4.1. Ïðåîáðàçîâàíèå ÿäåðíîé ìàòðèöûïëîòíîñòè ïðè îïòè÷åñêîé îðèåíòàöèèÊàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, áëîêèìàòðèöû ïëîòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ñîñòîÿíèÿì ñçàäàííûì ïîëíûì ìîìåíòîì I , âåäóò ñåáÿ íåçàâè�ñèìî. Ïîýòîìó âñþäó íèæå ìû áóäåì èìåòü â âèäóòîëüêî êàêîé-ëèáî îäèí òàêîé áëîê, äëÿ êîòîðîãîïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.1. Ïóñòü íà íàøó ñèñòåìó, ñîñòîÿùóþ èç ýëåê�òðîííîãî ñïèíà è ñâÿçàííûõ ñ íèì 2N ÿäåð, ïåðèîäè�÷åñêè ñ ïåðèîäîì T äåéñòâóþò îðèåíòèðóþùèå ýëåê�òðîííûé ñïèí îïòè÷åñêèå èìïóëüñû, ñîçäàþùèå âìîìåíòû Tm = mT ñîñòîÿíèÿ òèïà (14).2. Ïóñòü áëîê ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ñîîò�âåòñòâóþùèé ñîñòîÿíèÿì ñ ïîëíûì ìîìåíòîì I , êïðèõîäó n-ãî èìïóëüñà èìååò äèàãîíàëüíûå ýëåìåí�òû UnLI .3. Íàéòè ýëåìåíòû ýòîãî áëîêà Un+1LI ê ïðèõîäón+ 1-ãî èìïóëüñà.Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, â íàøåì ñëó÷àå ÿäåðíàÿìàòðèöà ïëîòíîñòè âñåãäà äèàãîíàëüíà, è äëÿ ïî�ëó÷åíèÿ åå ýëåìåíòîâ íóæíî ïðîñóììèðîâàòü äèà�ãîíàëüíûå ýëåìåíòû äèàãîíàëüíîãî äâóìåðíîãî áëî�924



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 4 (10), 2007 Òî÷íî ðåøàåìàÿ ñïèíîâàÿ äèíàìèêà ýëåêòðîíà : : :êà ïîëíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ñ çàäàííûì çíà÷åíè�åì ïðîåêöèè ïîëíîãî ÿäåðíîãî ìîìåíòà è ðàçëè÷àþ�ùåéñÿ ïðîåêöèåé ýëåêòðîííîãî ñïèíà. Çàìåòèì, ÷òîýòè áëîêè íå ñîâïàäàþò ñ LI-áëîêàìè. Íà ðèñ. 1ýòè áëîêè îãðàíè÷åíû æèðíûìè ëèíèÿìè, òîãäà êàêLI-áëîêè çàøòðèõîâàíû. Èìåÿ ýòî â âèäó, ìîæíîïîëó÷èòü ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ äèàãîíàëüíûõýëåìåíòîâ ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÷åðåç ýëå�ìåíòû ìàòðèö ïëîòíîñòè áëîêîâ LI è èõ ïàðàìåò�ðû (19):ULI = �L+1;I22 +�LI11 == �L+1;I0 + �LI0 � 12(�L+1;Iz � �LIz ): (31)Äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé L = �I ñëåäóåò ïîëîæèòü�I+1;I22 � UII ; ��I;I11 � U�II : (32)Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà è ââî�äÿ çàâèñÿùèå îò ïåðèîäà ñëåäîâàíèÿ îðèåíòèðóþ�ùèõ îïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ âåëè÷èíû�LI � 12� 
LI
LI �2� 
os(
LIT )� 1�; (33)ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå �îðìóëû ïðåîáðàçîâà�íèÿ ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè îò èìïóëüñà ê èì�ïóëüñó:Un+1LI = UnLI [1 + �LI sin2 �+�L+1;I 
os2 �℄��UnL�1;I�LI 
os2 �� UnL+1;I�L+1;I sin2 �++U0 � UnLI� ;L = I � 1; : : : ; 1� I: (34)Äëÿ êðàéíèõ çíà÷åíèé L = �I èìååìUn+1II = UnII +�II(UnII sin2 �� UnI�1;I 
os2 �) ++ U0 � UnII� ; (35)Un+1�II = Un�II��1�I;I(Un1�I;I sin2 ��Un�II 
os2 �)++ U0 � Un�II� : (36)Ïîñëåäíèå ñëàãàåìûå â âûðàæåíèÿõ (34)�(36) ó÷è�òûâàþò âîçìîæíóþ ÿäåðíóþ ðåëàêñàöèþ, ïðè÷åì� � âðåìÿ ðåëàêñàöèè â åäèíèöàõ T , à U0 = 2�2N �äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîò�íîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé áåñêîíå÷íîé òåìïåðàòóðåÿäåðíîé ïîäñèñòåìû.

4.2. Ñòàöèîíàðíàÿ ÿäåðíàÿ ìàòðèöàïëîòíîñòè â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîéçíàêîïîñòîÿííîé îðèåíòàöèè ýëåêòðîííîãîñïèíàÅñëè óãîë � íå ìåíÿåòñÿ îò èìïóëüñà ê èìïóëü�ñó, òî ïî ïðîøåñòâèè äîñòàòî÷íî áîëüøîãî âðåìåíèÿäåðíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ïåðåñòàíåò ìåíÿòüñÿ,limn!1UnLI = UstLI :Óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíîé ÿäåðíîé ìàòðèöûïëîòíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü èç óñëîâèé Un+1LI == UnLI = UstLI :UstLI [�LI sin2 �+�L+1;I 
os2 �℄�UstL�1;I�LI 
os2 ��� UstL+1;I�L+1;I sin2 �+ U0 � UstLI� = 0; (37)L = I � 1; : : : ; 1� I:Äëÿ êðàéíèõ çíà÷åíèé L = �I èìååì�II(UstII sin2 �� UstI�1;I 
os2 �) + U0 � UstII� = 0; (38)��1�I;I(Ust1�I;I sin2 �� Ust�II 
os2 �) ++ U0 � Ust�II� = 0: (39)Ïîñêîëüêó áëîêè I ìàòðèöû ïëîòíîñòè âåäóò ñå�áÿ íåçàâèñèìî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå íîðìè�ðîâêèIXL=�I ULI = (2I + 1)U0; I = 0; 1; 2; : : : ; N: (40)Íîðìèðîâêà ïîëíîé ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòèèìååò âèä NXI=0�N (I) IXL=�I ULI = 1: (41)Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ðå�ëàêñàöèè (� ! 1) è � = 0 (� = �=2) ñòàöèîíàð�íàÿ ÿäåðíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ïîë�íîé ïîëÿðèçàöèè ÿäåðíîãî ìîìåíòà â áëîêå I :UstLI = 0; L 6= I(�I);è UstII(Ust�II) = U0(2I + 1):(Çàìåòèì, ÷òî ýòî íå ñîîòâåòñòâóåò ïîëíîé ïîëÿðè�çàöèè ÿäåð â öåëîì � òàêîìó ñîñòîÿíèþ ñîîòâåòñòâî�âàëà áû ÿäåðíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè, ó êîòîðîé âñå925



�. �. Êîçëîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 4 (10), 2007áëîêè I áûëè áû ïóñòûå, çà èñêëþ÷åíèåì áëîêà ñI = N , â êîòîðîì áûëî áû çàñåëåíî ëèøü ñîñòîÿíèåñ ìàêñèìàëüíîé ïî ìîäóëþ ïðîåêöèåé L = �N .) Êî�ãäà íàêà÷êà ïðîèçâîäèòñÿ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííû�ìè îïòè÷åñêèìè èìïóëüñàìè (ò. å. � = �=4), ïðÿìàÿïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñòàöèîíàð�íîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ULI = U0, ñîîòâåò�ñòâóþùàÿ ñëó÷àþ áåñêîíå÷íîé òåìïåðàòóðû ÿäåð�íîé ïîäñèñòåìû.Â ñëó÷àå � 6= 1 è ïîëíîé îïòè÷åñêîé îðèåíòà�öèè, íàïðèìåð ïðè � = 0, �îðìóëû (37)�(39) äà�þò âîçìîæíîñòü áûñòðîãî ðåêóððåíòíîãî âû÷èñëå�íèÿ ñòàöèîíàðíîé ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Ïðèýòîì ìîæíî äåéñòâîâàòü, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îá�ðàçîì:1) ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (39) âû÷èñëÿåì Ust�II ;2) ñ ïîìîùüþ (37) ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåìUstLI , L = 1� I; : : : ; I � 1;3) ñ ïîìîùüþ (38) ïîëó÷àåì UstII .Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ÿäåðíîé ñèñòåìû ñîñòîÿùåé èç1600 ÿäåð, îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ ñòàöèî�íàðíîé ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè äëÿ ïåðèîäè÷å�ñêîé îðèåíòàöèè ýëåêòðîííîãî ñïèíà è âû÷èñëåíèå300 òî÷åê ïîëåâîé çàâèñèìîñòè îñòàòî÷íîé ñïèíîâîéïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîíà ïî �îðìóëàì (27), (28) çàíè�ìàåò íà ñîâðåìåííîì êîìïüþòåðå íåñêîëüêî ñåêóíä.Äèíàìèêà âû÷èñëÿåòñÿ åùå áûñòðåå, òàê êàê ñòàöè�îíàðíàÿ ÿäåðíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè äëÿ âñåé âðå�ìåííîé çàâèñèìîñòè îäíà è òà æå è âû÷èñëÿåòñÿîäèí ðàç. Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ âàæíî èìåòü ââèäó ñëåäóþùåå. Èññëåäîâàíèå �óíêöèè �N(I) (29)(ñòàòèñòè÷åñêîãî âåñà ìîìåíòà I) ïîêàçûâàåò, ÷òî ååøèðèíà è ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ïðîïîðöèîíàëüíûpN , ò. å. �óíêöèÿ �N (I) ñóùåñòâåííî îòëè÷íà îò íó�ëÿ â îáëàñòè çíà÷åíèé I � pN . Ïîýòîìó ïðè ÷èñëåí�íûõ ðàñ÷åòàõ ïîëåçíî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå Imaxìàêñèìóìà �óíêöèè �N (I) è ïðè âû÷èñëåíèè ñóìì(27) ïî I îãðàíè÷èòüñÿ îáëàñòüþ I < (3�4)Imax. Ýòîñóùåñòâåííî óêîðà÷èâàåò âðåìÿ âû÷èñëåíèé è íåïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîé ïîòåðå òî÷íîñòè. Èç âû�ðàæåíèÿ (29) ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî Imax = pN=2.Òàêèì îáðàçîì äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïîëíîå ÷èñëî ÿäåð2N = 1600, èìååì Imax = 20 è âìåñòî ïîëíîãî ñóì�ìèðîâàíèÿ ïî I = 0; 1; 2; : : : ; 800 äîñòàòî÷íî ïðîñóì�ìèðîâàòü ÷ëåíû ñ I < 80.Ôîðìóëû (34)�(36) äàþò âîçìîæíîñòü âû÷èñëå�íèÿ äèíàìèêè ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè (è âñåõíàáëþäàåìûõ, çàâèñÿùèõ îò ÿäåðíûõ ñòåïåíåé ñâî�áîäû) îò èìïóëüñà ê èìïóëüñó. Íàïðèìåð, ïðîåêöèÿÿäåðíîãî ìîìåíòà hIzi âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå
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�èñ. 2. Ïîëåâûå çàâèñèìîñòè îñòàòî÷íîé ñïèíî-âîé ïîëÿðèçàöèè (à) è ÿäåðíîé ïîëÿðèçàöèè hIzi=N(á ) äëÿ ýëåêòðîíà, íàõîäÿùåãîñÿ â êîíòàêòå ñ 1600ÿäðàìè, ïðè ïåðèîäè÷åñêîé ïîëíîé (� = 0) îïòè-÷åñêîé îðèåíòàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ âðåìåí ÿäåðíîéðåëàêñàöèè � = 1 � 105 (2 ), 3 � 105 (3 ), 1 � 106 (4 ),3 � 106 (5 ). Êðèâàÿ 1 � ðàñ÷åò äëÿ ñëó÷àÿ áåñêî-íå÷íîé òåìïåðàòóðû ÿäåðíîé ïîäñèñòåìû. Ìàãíèò-íîå ïîëå â åäèíèöàõ ïîëÿ ñâåðõòîíêîãî âçàèìîäåé-ñòâèÿhIzi = NXI=0�N (I) IX�I ULIL: (42)Çàìåòèì, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ ÿäåð(ïðè ðàññìàòðèâàåìîì âîçäåéñòâèè íà ÿäåðíóþ ñè�ñòåìó) ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîëíîé ïîëÿðèçàöèè âíóòðèáëîêîâ ñîñòîÿíèé ñ çàäàííûì I , ò. å. ULI = 0; L 6= Iè UII = U0(2I + 1). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿïðîåêöèÿ ÿäåðíîãî ìîìåíòà â íàøåì ñëó÷àå îïðåäå�ëÿåòñÿ �îðìóëîéhIzimax = U0 NXI=0�N (I)(2I + 1)I � 2rN� : (43)Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ hIzimaxïðè áîëüøèõ N ìû èñïîëüçîâàëè �îðìóëó (29).4.3. Ïðèìåðû âû÷èñëåíèÿ ñïèíîâîéäèíàìèêè è îñòàòî÷íîé ñïèíîâîéïîëÿðèçàöèè ïðè çíàêîïîñòîÿííîéïåðèîäè÷åñêîé ñïèíîâîé îðèåíòàöèèÏðèâåäåì ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî îñòàòî÷�íàÿ ïîëÿðèçàöèÿ è äèíàìèêà ýëåêòðîííîãî ñïèíà ñó�926



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 4 (10), 2007 Òî÷íî ðåøàåìàÿ ñïèíîâàÿ äèíàìèêà ýëåêòðîíà : : :ùåñòâåííî çàâèñÿò îò ñïîñîáà ïðèãîòîâëåíèÿ ÿäåð�íîé ñèñòåìû è çíà÷èòåëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ðàññ÷è�òàííûõ ñ ïîìîùüþ ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè,ñîîòâåòñòâóþùåé áåñêîíå÷íîé òåìïåðàòóðå ÿäåðíîéïîäñèñòåìû. Íà ðèñ. 2a ïîêàçàíû ïîëåâûå çàâèñè�ìîñòè îñòàòî÷íîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèè ýëåêòðîíà,íàõîäÿùåãîñÿ â êîíòàêòå ñ 1600 ÿäðàìè, ïðè ïåðèî�äè÷åñêîé ïîëíîé (� = 0) îïòè÷åñêîé îðèåíòàöèè äëÿðàçëè÷íûõ âðåìåí � ÿäåðíîé ðåëàêñàöèè (êðèâûå2�5 ). Òàì æå ïîêàçàí ðàñ÷åò äëÿ ñëó÷àÿ âûñîêîòåì�ïåðàòóðíîé ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè (êðèâàÿ 1 ).Êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå â ýòèõ ðàñ÷åòàõ ïîëàãà�ëîñü èçîòðîïíûì, ïðè÷åì A? = 0:5Ak = N=2. Âðåìÿìåæäó îðèåíòèðóþùèìè èìïóëüñàìè T = 1000. Ïîìåðå óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè ÿäåðíîé ðåëàêñàöèè, êðè�âûå äåìîíñòðèðóþò âñå áîëüøåå îòëè÷èå îò çàâèñè�ìîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé áåñêîíå÷íîé ÿäåðíîé òåì�ïåðàòóðå � ïîÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííàÿ ñî çíàêîì îïòè�÷åñêîé îðèåíòàöèè àñèììåòðèÿ è ïðîâàë â îáëàñòèìàëûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé. Íà ðèñ. 2á ïîêàçàíî ñîîò�âåòñòâóþùåå ñåìåéñòâî ïîëåâûõ çàâèñèìîñòåé ÿäåð�íîé ïîëÿðèçàöèè hIzi=N .Åñëè ãîâîðèòü î äèíàìèêå ýëåêòðîííîãî ñïèíà,òî îòêëîíåíèå ÿäåðíîãî ñîñòîÿíèÿ îò ñîñòîÿíèÿ ñáåñêîíå÷íîé òåìïåðàòóðîé, âîçíèêàþùåå ïðè ïåðèî�äè÷åñêîé îïòè÷åñêîé îðèåíòàöèè ýëåêòðîííîãî ñïè�íà, ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ êâàçèïåðèîäè÷íîñòè âîâðåìåííîé çàâèñèìîñòè ýëåêòðîííîãî ñïèíà ñ ïåðè�îäîì îïòè÷åñêîé îðèåíòàöèè T . Äëÿ òîãî ÷òîáû êà�÷åñòâåííî ïîÿñíèòü ýòîò ý��åêò, ñäåëàåì äâà çàìå�÷àíèÿ.Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî êàæäîé âåëè÷èíå �LI(33) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ÷àñòîòó 
LI è â ýòîì ñìûñëåãîâîðèòü î ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè �(
). Â êà÷åñòâåïðèìåðà íà ðèñ. 3 ïîñòðîåíû çàâèñèìîñòè 
LI è �LIîò ïðîåêöèè ìîìåíòà L äëÿ ñëó÷àÿ I = 50,Ak = 0:02,A? = 0:01, ! = 2 è T = 30. Òàì æå ïîêàçàíà ñîîò�âåòñòâóþùàÿ çàâèñèìîñòü �(
). Èç ðèñ. 3 (à òàêæåèç �îðìóëû (33)) âèäíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëü�øîì èíòåðâàëå âðåìåíè T ìåæäó îðèåíòèðóþùèìèèìïóëüñàìè, ýòà çàâèñèìîñòü èìååò çíà÷èòåëüíóþïåðèîäè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñ ïåðèîäîì 2�=T .Âî-âòîðûõ, êàæäîìó ìàòðè÷íîìó ýëåìåíòó ÿäåð�íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ULI òàêæå ìîæíî ñîïîñòà�âèòü ÷àñòîòó 
LI è ãîâîðèòü î ¾÷àñòîòíîé¿ çàâèñè�ìîñòè U(
) â òîì æå ñìûñëå, â êîòîðîì ýòî áûëîñäåëàíî âûøå äëÿ âåëè÷èí �LI (33). Èç �îðìóëû(27) âèäíî, ÷òî âêëàä �LI âî âðåìåííóþ äèíàìèêóýëåêòðîííîãî ñïèíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëåáàíèÿ ñ÷àñòîòîé 
LI , àìïëèòóäà êîòîðûõ ïðîïîðöèîíàëü�íà ULI . Ïî ýòîé ïðè÷èíå ¾÷àñòîòíàÿ¿ çàâèñèìîñòüýëåìåíòîâ ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâó�
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â2�èñ. 3. Ïîÿñíåíèÿ ñì. â òåêñòååò ïðåîáðàçîâàíèþÔóðüå âðåìåííîé äèíàìèêè ýëåê�òðîííîãî ñïèíà.Ïîñêîëüêó âåëè÷èíû �LI âõîäÿò â óðàâíåíèÿ(37)�(39) äëÿ ñòàöèîíàðíîé ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîò�íîñòè, èõ ïåðèîäè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòûïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ òàêîé çàâèñèìîñòè ó ñòàöè�îíàðíîé ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Òî÷íîå âû�÷èñëåíèå ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïî �îðìóëàì(37)�(39) ïîëíîñòüþ ïîäòâåðæäàåò ýòî çàìå÷àíèå.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ó ñòà�öèîíàðíîé ÿäåðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè âîçíèêàåò÷àñòîòíàÿ (â óêàçàííîì âûøå ñìûñëå) çàâèñèìîñòü,ïðè÷åì ýòà çàâèñèìîñòü èìååò çíà÷èòåëüíóþ ïåðèî�äè÷åñêóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñ ïåðèîäîì 2�=T . Â ñîîò�âåòñòâèè ñî ñäåëàííûì âûøå çàìå÷àíèåì, ýòî ïðèâî�äèò ê òîìó, ÷òî ñïåêòð ÷àñòîò äâèæåíèÿ ýëåêòðîí�íîãî ñïèíà òàêæå èìååò òàêóþ ñîñòàâëÿþùóþ, à ýòîäîëæíî ïðèâîäèòü ê ïåðèîäè÷íîñòè âî âðåìåííîéäèíàìèêå hS(t)i ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ïåðèîäó ñëå�äîâàíèÿ èìïóëüñîâ îïòè÷åñêîé îðèåíòàöèè. Â ñèëóïðèáëèæåííîãî õàðàêòåðà ïðèâåäåííûõ âûøå ðàñ�ñóæäåíèé, â ðåàëüíîé êèíåòèêå ýëåêòðîííîãî ñïèíà927
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�èñ. 4. Äèíàìèêà ýëåêòðîííîãî ñïèíà, âçàèìîäåé-ñòâóþùåãî ñ 1600 ÿäðàìè, ïîñëå ïðîäîëæèòåëüíîéïåðèîäè÷åñêîé îðèåíòàöèè ýëåêòðîííîãî ñïèíà ïðèíàëè÷èè ÿäåðíîé ðåëàêñàöèè (T = 2000, � = 1 �106,! = 0:01, A = N=2). Ïîÿâëåíèå ïîâòîðåíèé ñ ïåðè-îäîì, ðàâíûì ïåðèîäó ñëåäîâàíèÿ îðèåíòèðóþùèõîïòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ, ñâÿçàíî ñ ïîÿâëåíèåì ðåãó-ëÿðíîñòè â ÿäåðíîé ìàòðèöå ïëîòíîñòèñëåäóåò îæèäàòü êâàçèïåðèîäè÷íîñòè, ò. å. çàòóõàþ�ùèõ ýêâèäèñòàíòíûõ âî âðåìåíè ïîâòîðåíèé. Ñêà�çàííîå âûøå èëëþñòðèðóåò ðèñ. 4, íà êîòîðîì ïîêà�çàíà äèíàìèêà ýëåêòðîííîãî ñïèíà âçàèìîäåéñòâóþ�ùåãî ñ 1600 ÿäðàìè ïîñëå ïðîäîëæèòåëüíîé ïåðèî�äè÷åñêîé îðèåíòàöèè ýëåêòðîííîãî ñïèíà ïðè íàëè�÷èè ÿäåðíîé ðåëàêñàöèè. �àçóìååòñÿ, òàêîå ïîâåäå�íèå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ êîãäà ïîñëå äëèòåëüíîãîïðèãîòîâëåíèÿ ÿäåðíîé ñèñòåìû îïòè÷åñêèå îðèåí�òèðóþùèå èìïóëüñû âûêëþ÷àþòñÿ è èìååòñÿ âîç�ìîæíîñòü íåîãðàíè÷åííî äîëãîãî íàáëþäåíèÿ ñïè�íîâîé äèíàìèêè. Åñëè îðèåíòèðóþùèå èìïóëüñûïðîäîëæàþòñÿ, òî îïèñàííîå ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâó�åò òîìó, ÷òî ñïèíîâàÿ ïîëÿðèçàöèÿ óïðåæäàåò îðè�åíòèðóþùèé èìïóëüñ, ÷òî èíîãäà äåéñòâèòåëüíî íà�áëþäàåòñÿ â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ.4.4. Ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêîé çíàêîïåðåìåííîéîðèåíòàöèè ñïèíàÔîðìóëû (34)�(36) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåé�íîå ïðåîáðàçîâàíèå âåêòîðà-ñòîëáöà UI ÿäåðíîéìàòðèöû ïëîòíîñòè îò n-ãî ê n+1-ìó èìïóëüñó íà�êà÷êè. Â îáùåì ñëó÷àå ïîëÿðèçàöèÿ îðèåíòèðóþùå�ãî èìïóëüñà ìîæåò ìåíÿòüñÿ îò èìïóëüñà ê èìïóëü�ñó, ò. å. óãîë � = �n. Òîãäà óêàçàííîå ëèíåéíîå ïðå�

îáðàçîâàíèå ìîæíî çàïèñàòü â ñèìâîëè÷åñêîì âèäå:Un+1I = TI(�n)UnI ; (44)ïðè÷åì âèä ïðåîáðàçîâàíèÿTI îïðåäåëÿåòñÿ �îðìó�ëàìè (34)�(36). Åñëè ÿäåðíàÿ ðåëàêñàöèÿ ñëàáà, òî âðàññìîòðåííîì âûøå ñëó÷àå ïîëíîé ïåðèîäè÷åñêîéçíàêîïîñòîÿííîé îðèåíòàöèè ñëåäóåò îæèäàòü ñèëü�íîé ïîëÿðèçàöèè ÿäåð (âíóòðè áëîêîâ ñ çàäàííûìïîëíûì ìîìåíòîì) è îñëàáëåíèÿ ñèãíàëîâ äèíàìèêèýëåêòðîííîãî ñïèíà, ïðè ýòîì ýëåêòðîííûé ñïèí áó�äåò ñîõðàíÿòüñÿ. Ïî ýòîé ïðè÷èíå â ýêñïåðèìåíòàõèíîãäà ïðèìåíÿþò çíàêîïåðåìåííóþ ïî ïîëÿðèçà�öèè îïòè÷åñêóþ îðèåíòàöèþ ýëåêòðîííîãî ñïèíà. Âïðîñòåéøåì ñëó÷àå ýòî ñîîòâåòñòâóåò òîìó, ÷òî äëÿ÷åòíîãî èìïóëüñà � = 0, à äëÿ íå÷åòíîãî � = �=2.Ïðè ýòîì ÿäåðíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè âñåãäà áóäåòìåíÿòüñÿ îò èìïóëüñà ê èìïóëüñó, îäíàêî ïî ïðîøå�ñòâèè äëèòåëüíîãî âðåìåíè ìàòðèöà, âîçíèêàþùàÿïîñëå êàæäîãî ÷åòíîãî (èëè ïîñëå êàæäîãî íå÷åòíî�ãî) èìïóëüñà, ïåðåñòàíåò ìåíÿòüñÿ. Î÷åâèäíî, ÷òîòàêàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþUI = TI (0)TI(�=2)UI (45)è ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà òàê æå, êàê ýòî áûëî ñäå�ëàíî âûøå äëÿ ñëó÷àÿ çíàêîïîñòîÿííîé îðèåíòàöèè.Â îòñóòñòâèå ÿäåðíîé ðåëàêñàöèè �îðìóëû äëÿ âû�÷èñëåíèÿ ñòàöèîíàðíîé â ñìûñëå (45) ÿäåðíîé ìàò�ðèöû ïëîòíîñòè èìåþò âèä (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñèìû íå ïèøåì èíäåêñ ïîëíîãî ìîìåíòà)U1�I = U�I 1 + �1�I1 + �2�I ; (46)UL+1 = �UL[(1 + �L)(1 + �L+1) + �2L+1 � 1℄��UL�1(1 + �L)�Lg �� [(1 + �L+2)�L+1℄�1 ; L = 1� I; : : : ; I � 2; (47)UI = UI�1(1 + �I): (48)Äëÿ êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèé ìîæíî ïðèìåíÿòüñëåäóþùóþ ðåêóððåíòíóþ ïðîöåäóðó.1. Ïîëàãàåì U�I = 1.2. Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (46), (47) è (48), ïîñëåäî�âàòåëüíî íàõîäèì UL; L = 1� I; : : : ; I .3. Ïîëó÷åííóþ íåíîðìèðîâàííóþ ìàòðèöó ïëîò�íîñòè íîðìèðóåì ïðè ïîìîùè óñëîâèÿ (40).Äëÿ òàêîãî ðåæèìà îðèåíòàöèè ñïèíîâàÿ äèíà�ìèêà òàêæå äåìîíñòðèðóåò ïîâòîðåíèÿ (ðèñ. 5a), àïîëåâàÿ çàâèñèìîñòü îñòàòî÷íîé ïîëÿðèçàöèè ýëåê�òðîííîãî ñïèíà ñèììåòðèçóåòñÿ, íî ìîæåò îáíàðó�æèâàòü ïðîâàë â îáëàñòè ìàëûõ ïîëåé (ðèñ. 5á ).Êðèâàÿ íà ðèñ. 5á áåç ïðîâàëà ñîîòâåòñòâóåò áåñêî�íå÷íîé òåìïåðàòóðå ÿäåðíîé ïîäñèñòåìû.928
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�èñ. 5. Ñïèíîâàÿ äèíàìèêà (a) è ïîëåâàÿ çàâèñè-ìîñòü îñòàòî÷íîé ñïèíîâîé ïîëÿðèçàöèè (á ) äëÿýëåêòðîíà, íàõîäÿùåãîñÿ â êîíòàêòå ñ 1600 ÿäðà-ìè, â ñëó÷àå çíàêîïåðåìåííîé îïòè÷åñêîé íàêà÷-êè è ïðè îòñóòñòâèè ÿäåðíîé ðåëàêñàöèè. Âðåìÿìåæäó îðèåíòèðóþùèìè èìïóëüñàìè T = 2000 (à),2500 (á ); A = N=25. ÝËÅÊÒ�ÎÍÍÎ-ßÄÅ�ÍÎÅ ÑÏÈÍÎÂÎÅÝÕÎÊàê âèäíî èç èçëîæåííîãî âûøå, ðàññìàòðèâà�åìàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåêòðîííîãî ñïèíà,âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ 2N ÿäåðíûìè ñïèíàìè, ñ�îðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ýêâèâàëåíòíà ñîâîêóï�íîñòè äâóõóðîâíåâûõ ñèñòåì. Êàæäîìó äâóìåðíî�ìó LI-áëîêó ãàìèëüòîíèàíà ìîæíî ïîñòàâèòü â ñî�îòâåòñòâèå äâóõóðîâíåâóþ ñèñòåìó ñ ðàñùåïëåíè�åì 
LI . Âêëàä êàæäîãî LI-áëîêà (25) â ïðîåêöèþýëåêòðîííîãî ñïèíà àääèòèâåí è îïðåäåëÿåòñÿ �îð�ìóëîé (27). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòîò âêëàä ñâÿ�çàí ñ z-êîìïîíåíòîé âåêòîðà Áëîõà �LIz (t) (19). Ïîýòèì ïðè÷èíàì ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå äîëæíûáûòü ñâîéñòâåííû âñå ý��åêòû, ïðèñóùèå àíñàì�áëþ äâóõóðîâíåâûõ ñèñòåì ïðè íàëè÷èè íåîäíîðîä�íîãî óøèðåíèÿ. Íàïðèìåð, ý��åêò âîçíèêíîâåíèÿïîâòîðåíèé â ñïèíîâîé äèíàìèêå (ñì. ðèñ. 4), î êî�òîðîì øëà ðå÷ü âûøå, èìååò ìíîãî îáùåãî ñ ý��åê�òàìè, îïèñàííûìè â ðàáîòàõ [15�17℄. �àññìîòðèì òå�ïåðü ý��åêò ñïèíîâîãî ýõà [14℄. Ïðèâåäåì ñòàíäàðò�íîå îïèñàíèå ýòîãî ý��åêòà, îðèåíòèðîâàííîå íàâîçìîæíûé ýêñïåðèìåíò ñ êâàíòîâîé òî÷êîé.

Ïóñòü ïðè t = 0 ýëåêòðîííûé ñïèí îïòè÷åñêèïîëÿðèçîâàí â z-íàïðàâëåíèè â íóëåâîì ìàãíèòíîìïîëå. �àññìîòðèì äâèæåíèå âåêòîðà Áëîõà, ñîîò�âåòñòâóþùåãî êàêîìó-ëèáî LI-áëîêó. Äîïóñòèì äëÿïðîñòîòû, ÷òî Ak = 0. Òîãäà äâèæåíèå âåêòîðà Áëî�õà �LI áëîêà LI (11) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âðàùåíèåâîêðóã îñè x ñ ÷àñòîòîé 
LI . Äâèæåíèå âåêòîðîâÁëîõà, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàçíûì LI-áëîêàì, ïðîèñõî�äèò ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè, ïîýòîìó èçíà÷àëüíî îðè�åíòèðîâàííûå ïî îñè z âåêòîðû �LI ÷åðåç äîñòà�òî÷íî áîëüøîé èíòåðâàë âðåìåíè áîëåå èëè ìåíååðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëÿòñÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêó�ëÿðíîé îñè x1). Ïîñëå òîãî êàê ýòî ïðîèçîéäåò, ïî�äåéñòâóåì íà ñèñòåìó �-èìïóëüñîì ìàãíèòíîãî ïî�ëÿ, íàïðàâëåííîãî ïî îñè z. Ó òàêîãî èìïóëüñà âå�ëè÷èíà ! è äëèòåëüíîñòü �T óäîâëåòâîðÿþò óñëî�âèþ !�T = �. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T1 âðåìÿ íà÷àëà�-èìïóëüñà. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëåíàñòîëüêî áîëüøîå, ÷òî! � 2A?pI(I + 1)� L(L� 1)è âî âðåìÿ äåéñòâèÿ èìïóëüñà äèíàìèêà âåêòîðîâÁëîõà âñåõ LI-áëîêîâ îïðåäåëÿåòñÿ ãëàâíûì îáðà�çîì ìàãíèòíûì ïîëåì è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé âðàùåíèå âîêðóã îñè z. Òàêèì îáðàçîì, çà èí�òåðâàë �T âñå âåêòîðû Áëîõà ðàçâåðíóòñÿ íà � âî�êðóã îñè z è âåêòîð, èìåþùèé ñàìóþ áîëüøóþ ÷àñòî�òó 
LI è íà ìîìåíò íà÷àëà �-èìïóëüñà îêàçàâøèé�ñÿ ¾âïåðåäè¿ îñòàëüíûõ, ïîñëå �-èìïóëüñà îêàæåò�ñÿ ¾ïîçàäè¿ âñåõ îñòàëüíûõ. Âåêòîð æå, èìåþùèéìèíèìàëüíóþ ÷àñòîòó 
LI è ïîòîìó äî âêëþ÷åíèÿïîëÿ ¾îòñòàâøèé¿ îò îñòàëüíûõ, ïîñëå �-èìïóëüñàïîëÿ îêàæåòñÿ, íàîáîðîò, ¾âïåðåäè¿ îñòàëüíûõ. Ïî�ñëå îêîí÷àíèÿ �-èìïóëüñà îêàçàâøèéñÿ ïîçàäè ¾áû�ñòðûé¿ âåêòîð íà÷íåò äîãîíÿòü îêàçàâøèéñÿ âïåðå�äè ¾ìåäëåííûé¿, è ÷åðåç âðåìÿ T1 ïîñëå èìïóëüñàîíè âñòðåòÿòñÿ, ïðè÷åì â ìîìåíò âñòðå÷è îáà áóäóòîðèåíòèðîâàíû ïî îñè z, êàê è ïðè t = 0. ÂåêòîðûÁëîõà, îòíîñÿùèåñÿ ê îñòàëüíûì áëîêàì, ¾çàæàòû¿ìåæäó ñàìûì áûñòðûì è ñàìûì ìåäëåííûì âåêòî�ðàìè è ïîýòîìó òîæå ñîéäóòñÿ ÷åðåç âðåìÿ T1 ïî�ñëå îêîí÷àíèÿ èìïóëüñà ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðèt = 2T1+�T ïðîåêöèÿ ýëåêòðîííîãî ñïèíà áóäåò òà�êîé æå, êàê è ïðè t = 0. Ýòî è åñòü ñèãíàë ýõà. Ïðè�íÿòûå óïðîùåíèÿ íå èçìåíÿþò êàðòèíó êà÷åñòâåí�íî. ßñíî òàêæå, ÷òî âìåñòî �-èìïóëüñà ìîæåò áûòü1) Â ðàññìàòðèâàåìîì óïðîùåííîì ñëó÷àå (Ak = 0) ýòîñîîòâåòñòâóåò óìåíüøåíèþ z-ïðîåêöèè ñïèíà äî íóëÿ. ÏðèAk 6= 0 ýòî áóäåò íå òàê è äèíàìèêà âåêòîðîâ Áëîõà �LI áó�äåò íåñêîëüêî ñëîæíåå, îäíàêî äëÿ êà÷åñòâåííîãî îáúÿñíåíèÿý��åêòà ýõà ýòî íå âàæíî.11 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 929



�. �. Êîçëîâ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 4 (10), 2007èñïîëüçîâàí èìïóëüñ, ñîîòâåòñòâóþùèé íå÷åòíîìó÷èñëó ïîëóîáîðîòîâ ýëåêòðîííîãî ñïèíà.Ñ �îðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, ñèãíàë ýõà ðàññ÷è�òûâàåòñÿ ïî �îðìóëàì (25) è (27), ïðè÷åì íåîáõîäè�ìûå âåêòîðû Áëîõà áëîêîâ LI ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñëå�äóþùèì îáðàçîì:�LI(t) =
=
8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

MLI(0; t)�LI(0); t < T1;MLI(!; t� T1)MLI(0; T1)�LI(0);T1 +�T > t > T1;MLI(0; t� T1 ��T )MLI(!;�T )��MLI(0; T1)�LI(0);t > T1 +�T: (49)
Çäåñü íà÷àëüíûé âåêòîð Áëîõà LI-áëîêà �LI(0) îïðå�äåëÿåòñÿ �îðìóëîé (24) è çàâèñèò îò ÿäåðíîé ìàò�ðèöû ïëîòíîñòè, ñ�îðìèðîâàííîé ê ìîìåíòó íàáëþ�äåíèÿ ýõà. Ïåðâûé àðãóìåíò ìàòðèö ïîêàçûâàåò èõçàâèñèìîñòü îò ìàãíèòíîãî ïîëÿ, âòîðîé � îò âðå�ìåíè. Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû ðàññ÷èòàííûå âðåìåííûåçàâèñèìîñòè ïðîåêöèè ñïèíà ïðè ïîäà÷å �-èìïóëüñàäëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé åãî àìïëèòóäû. Âèäíî, ÷òî êà�÷åñòâî ñèãíàëà ýõà óëó÷øàåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè àì�ïëèòóäû ïîëÿ, ïîñêîëüêó äèíàìèêà ñèñòåìû ïðèáëè�æàåòñÿ ê èçëîæåííîé âûøå.Èç ïðèâåäåííîãî ðàññìîòðåíèÿ âèäíî, ÷òî â äàí�íîì ñëó÷àå íàáëþäåíèå ýõà íå òðåáóåò íàëè÷èÿ êà�êîãî-ëèáî íåîäíîðîäíîãî óøèðåíèÿ è îíî ìîæåò íà�áëþäàòüñÿ íà îäíîé êâàíòîâîé òî÷êå. Îòëè÷èå îòñòàíäàðòíîé ìåòîäèêè íàáëþäåíèÿ ýõà ñîñòîèò âòîì, ÷òî âìåñòî èìïóëüñà �=2 èñïîëüçóåòñÿ îïòè�÷åñêèé èìïóëüñ, à òàêæå â òîì, ÷òî îïèñàííîå âû�øå äâèæåíèå âåêòîðîâ Áëîõà ïðîèñõîäèò íå âî âðà�ùàþùåéñÿ, à â ïîêîÿùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò è�-èìïóëüñ èìååò íóëåâóþ íåñóùóþ ÷àñòîòó.6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå ìîäåëüíîéçàäà÷è îá ýëåêòðîííîì ñïèíå 1/2, êîíòàêòíî âçàèìî�äåéñòâóþùèì ñ áîëüøèì ÷èñëîì ÿäåðíûõ ñïèíîâ. Âíàñòîÿùåå âðåìÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ïðèìåíÿ�åòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ ñïèíîâîé äèíàìèêè â êâàíòîâûõòî÷êàõ, ïîýòîìó â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òè�ïè÷íûå äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ êâàíòîâûìè òî÷êàìè
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�èñ. 6. Ýõî â äèíàìèêå ýëåêòðîííîãî ñïèíà, âçàè-ìîäåéñòâóþùåãî ñ 1600 ÿäåðíûõ ñïèíîâ, ïðè ðàç-ëè÷íûõ àìïëèòóäàõ �-èìïóëüñà. Ñòóïåí÷àòûå ãðà-�èêè ïîêàçûâàþò âðåìåííóþ çàâèñèìîñòü ìàãíèò-íîãî ïîëÿ
ðåæèìû ñïèíîâîé îðèåíòàöèè, ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðûðàñ÷åòà ñïèíîâîé äèíàìèêè è îñòàòî÷íîé ñïèíîâîéïîëÿðèçàöèè. Ïîêàçàíà ñóùåñòâåííàÿ çàâèñèìîñòüíàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòàõ âåëè÷èí îò ÿäåðíîãîñîñòîÿíèÿ, äëÿ êîòîðîãî óêàçàíû ìåòîäû ðàñ÷åòà,ïðèãîäíûå äëÿ èíòåðïðåòàöèè øèðîêîãî êëàññàýêñïåðèìåíòîâ. Âñå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ ñëó÷àÿÿäåðíîãî ñïèíà 1/2, ÷òî íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûìîãðàíè÷åíèåì. Âñå ïðèâîäèìûå �îðìóëû îñòàþòñÿâ ñèëå â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ÿäåðíîãî ñïèíà, çàèñêëþ÷åíèåì âûðàæåíèÿ (10) äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãîâåñà ïîëíîãî ìîìåíòà.�àññìîòðåííàÿ â ñòàòüå çàäà÷à áûëà ïðåäëîæå�íà àâòîðó È. ß. �åðëîâèíûì, È. Â. Èãíàòüåâûì è�. Â. ×åðáóíèíûì, êîòîðûì àâòîð âûðàæàåò áëà�ãîäàðíîñòü çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ. �àáîòàâûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ìåæäóíàðîäíîãî íàó÷�íî-òåõíè÷åñêîãî öåíòðà (ãðàíò �2679).930



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 4 (10), 2007 Òî÷íî ðåøàåìàÿ ñïèíîâàÿ äèíàìèêà ýëåêòðîíà : : :Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÂû÷èñëèì ÷èñëî ñïîñîáîâ �N (n), êîòîðûì ìîæ�íî ïîëó÷èòü ìîìåíò n ñëîæåíèåì 2N ìîìåíòîâ 1/2.Ïî ïðàâèëó ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ äëÿ çàäàííîãî N(÷èñëà ïàð ìîìåíòîâ 1/2) àðãóìåíò �óíêöèè �N (n)ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ n = 0; 1; 2; : : : ; N . Äî�îïðåäåëèì �óíêöèþ �N (n) ïðè n > N , ïîëàãàÿ�N (n) = 0 ïðè n > N , è äîïóñòèì, ÷òî ïðè íåêîòî�ðîì N �óíêöèÿ �N (n) íàì èçâåñòíà. Äîáàâèì åùåîäíó ïàðó ìîìåíòîâ. Òîãäà ïðÿìîé ðàñ÷åò ïî ïðàâè�ëàì ñëîæåíèÿ ìîìåíòîâ äàåò ñëåäóþùèå ðåêóððåíò�íûå ñîîòíîøåíèÿ:�N+1(n) = �N (n� 1) + 2�N(n) + �N (n+ 1);n = 1; : : : ; N + 1; (50)�N+1(0) = �N (0) + �N(1); (51)êîòîðûå ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ�1(0) = �1(1) = 1; �1(n > 1) = 0 (52)ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò èñêîìóþ �óíêöèþ �N (n).Áóäåì èñêàòü ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (50) ââèäå gN (n) = GNei�n: (53)Ïîäñòàíîâêà â (50) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âèä �óíê�öèè GN . Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåìgN (n) = (e�i� + ei� + 2)Nei�n: (54)Ýòà �óíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (50) ïðèëþáîì �. Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (50) ïðîèç�âîëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé òàêæå ÿâëÿ�åòñÿ ðåøåíèåì. Ïîýòîìó èñêîìóþ �óíêöèþ �N (n)ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå�N (n) = �Z�� (e�i� + ei� + 2)Nei�nF (�) d�: (55)Óñëîâèÿ (52) ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøå�íèÿì: �Z�� (e�i� + ei� + 2)F (�) d� = 1;�Z�� (e�i� + ei� + 2)ei�F (�) d� = 1;�Z�� (e�i� + ei� + 2)ei�nF (�) d� = 0; n > 1: (56)
Ïðåäñòàâëÿÿ F (�) â âèäåF (�) = 1Xk=0Fkeik� (57)

è èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (51) è (56) äëÿ îïðåäåëå�íèÿ êîý��èöèåíòîâ ýòîãî ðÿäà, ïîëó÷àåìF0 = �F1 = 12� ; Fk>1 = 0: (58)Òàêèì îáðàçîì,�N (n) = 12� �Z�� (e�i�+ei�+2)Nei�n(1�ei�) d�: (59)Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïðèâîäèò ê �îðìó�ëå (10). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. J. S
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