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�ÅÍÅ�ÀÖÈß ÌÅËÊÎÌÀÑØÒÀÁÍÛÕ ÑÒ�ÓÊÒÓ�Â �ÀÇÂÈÒÎÉ ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÎÑÒÈÊ. Ï. Çûáèí *, Â. À. Ñèðîòà **, À. Ñ. Èëüèí ***, À. Â. �óðåâè÷Ôèçè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ï. Í. Ëåáåäåâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119991, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 10 ÿíâàðÿ 2007 ã.�àññìîòðåíî óðàâíåíèå Íàâüå � Ñòîêñà äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ÷è-ñåë �åéíîëüäñà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íåóñòîé÷èâîñòü òå÷åíèÿ ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ñòàöèîíàðíûõêðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé. Èññëåäîâàíî âîçáóæäåíèå è ðàçâèòèå ìåëêîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè.Ïîêàçàíî, ÷òî ðàçâèâøèåñÿ ìåëêîìàñøòàáíûå ïóëüñàöèè îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïåðåìåæàåìîñòè. Íàè-áîëüøåå çíà÷åíèå àìïëèòóäû �ëóêòóàöèé çàâèõðåííîñòè äîñòèãàåòñÿ â âèõðåâûõ íèòÿõ. Íà îñíîâå ïî-ëó÷åííîãî ðåøåíèÿ âû÷èñëåíà ïàðíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ â ïðåäåëå r ! 0. Ïîêàçàíî, ÷òî îíàïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Êîëìîãîðîâà K(r) / r2=3.PACS: 47.27.Jv 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè íà �îíå ñðåäíåé ñêî�ðîñòè ïîòîêà âîçáóæäàþòñÿ ñëó÷àéíûå ïóëüñàöèèñêîðîñòè. Ïîñëåäíèå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû êàêíàëîæåíèå ñëó÷àéíûõ äâèæåíèé ðàçíîãî ìàñøòàáà.Ïðè ýòîì îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò êðóïíîìàñøòàáíûåïóëüñàöèè, ìàñøòàá êîòîðûõ L ïîðÿäêà õàðàêòåð�íûõ ðàçìåðîâ òå÷åíèÿ (íàïðèìåð, â òðóáå ðàäèóñàR ìàñøòàá L � R=5). Êðóïíîìàñøòàáíûå �ëóêòóà�öèè îáëàäàþò íàèáîëüøèìè àìïëèòóäàìè.Âîçáóæäàþòñÿ òàêæå è ìåëêîìàñøòàáíûå ïóëü�ñàöèè ñ ìàñøòàáàìè l � L. Ìåëêîìàñøòàáíûå ïóëü�ñàöèè èìåþò çíà÷èòåëüíî ìåíüøèå àìïëèòóäû ñêî�ðîñòåé, èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåëêóþ ñòðóê�òóðó, íàêëàäûâàþùóþñÿ íà îñíîâíûå êðóïíîìàñ�øòàáíûå äâèæåíèÿ. Â ìåëêîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöè�ÿõ çàêëþ÷åíà ëèøü ìàëàÿ ÷àñòü âñåé êèíåòè÷åñêîéýíåðãèè äâèæåíèÿ [1; 2℄.Åñëè âÿçêîñòü æèäêîñòè � äîñòàòî÷íî ìàëà,à ÷èñëî �åéíîëüäñà Ru, ñîîòâåòñòâåííî, âåëèêî,òî ñïåêòð ìåëêîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé ñòàíîâèòñÿî÷åíü øèðîêèì. Òàêóþ òóðáóëåíòíîñòü íàçûâàþòðàçâèòîé, à îáëàñòü ìàñøòàáîâ �0 � l � L, ãäå �0 �*E-mail: zybin�lpi.ru**E-mail: sirota�lpi.ru***E-mail: asi�lpi.ru

ìàñøòàá, íà êîòîðîì ñóùåñòâåííà âÿçêîñòü, � èíåð�öèîííûì èíòåðâàëîì. �àçâèòèå ïóëüñàöèé ðàçíûõìàñøòàáîâ îïðåäåëÿåòñÿ â èíåðöèîííîì èíòåðâàëåëèøü íåëèíåéíûìè ïðîöåññàìè, òàê êàê ðîëü âÿç�êîñòè � çäåñü íåñóùåñòâåííà. Ïîýòîìó îêàçûâàåòñÿâîçìîæíûì èçó÷àòü èíåðöèîííûé èíòåðâàë òóðáó�ëåíòíîñòè â ïðåäåëå � ! 0, �0 ! 0, Ru !1 [3℄.Ïîñêîëüêó â òóðáóëåíòíîì òå÷åíèè ñêîðîñòüÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, äëÿ åå îïèñàíèÿìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä êîððåëÿöèîííûõ �óíê�öèé. Ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå èçìåðå�íèÿ ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèèK(r) = 
[v(�)� v(�+ r)℄2� ;îïèñûâàþùåé ñâÿçü ìåæäó çíà÷åíèÿìè ñêîðîñòè âäâóõ áëèçêèõ òî÷êàõ îáëàñòè èçîòðîïíîé òóðáóëåíò�íîñòè � è �+ r, ïðèâåëè ê ñëåäóþùåìó óíèâåðñàëü�íîìó ðåçóëüòàòó: K(r) = Cr2=3: (1)Çäåñü r � ìîäóëü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. �àñ�ñòîÿíèå îãðàíè÷åíî óñëîâèåì r � L, ò. å. ðåçóëü�òàò èçìåðåíèé (1) îòíîñèòñÿ òîëüêî ê èíåðöèîííî�ìó èíòåðâàëó ïóëüñàöèé ñêîðîñòè. Åñòåñòâåííî, ÷òîâ ñèëó èçîòðîïèè òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé íàáëþäà�åìàÿ �óíêöèÿ êîððåëÿöèé (1) çàâèñèò òîëüêî îò ìî�äóëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. Ýêñïåðèìåíòàëü�510



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åíåðàöèÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :íî èçó÷àåòñÿ è �óðüå-îáðàç êîððåëÿöèîííîé �óíê�öèè (1), ÷òî äàåò çàâèñèìîñòüS(k) = Cfk�5=3; (2)ãäå k � âîëíîâîé âåêòîð. Ñïåêòð (2) íàçûâàþò çà�êîíîì ¾ïÿòè òðåòåé¿. Ïðåäåë r ! 0 ñîîòâåòñòâóåòk !1. Â ðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè çàêîí ¾ïÿòè òðå�òåé¿ íàáëþäàåòñÿ â î÷åíü øèðîêîì èíòåðâàëå âîë�íîâûõ ÷èñåë � äî òðåõ�÷åòûðåõ ïîðÿäêîâ âåëè÷è�íû [2; 3℄.Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâà�íèÿ êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè â ìåëêîìàñøòàáíîéîáëàñòè áûëè èíèöèèðîâàíû ïðåäñêàçàíèÿìè òåî�ðèè.Êîëìîãîðîâ â îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîòàõ 1941 ã.[4℄ ïîëó÷èë âûðàæåíèÿ (1), (2) äëÿ �óíêöèè êîð�ðåëÿöèè ñêîðîñòåé â îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé òóð�áóëåíòíîñòè1). Òåîðèÿ Êîëìîãîðîâà � �åíîìåíîëî�ãè÷åñêàÿ. Îíà îïèðàåòñÿ íà ïðåäñòàâëåíèå î ðàâíî�ìåðíîé äèññèïàöèè ýíåðãèè òóðáóëåíòíîñòè. Ñòàöè�îíàðíûé ïîòîê ýíåðãèè ãåíåðèðóåòñÿ â êðóïíîìàñ�øòàáíûõ ïóëüñàöèÿõ è äàëåå â âèäå ðàâíîìåðíîãîêàñêàäà ïî ìàñøòàáàì ïðîòåêàåò ÷åðåç âåñü èíåðöè�îííûé èíòåðâàë. Ïîòîê ýíåðãèè ïðè ýòîì ñîõðàíÿåò�ñÿ. Äèññèïàöèÿ ïðîèñõîäèò òîëüêî âíå èíåðöèîííî�ãî èíòåðâàëà â ñàìûõ ìàëåíüêèõ ¾äèññèïàòèâíûõ¿ìàñøòàáàõ �0. Íà îñíîâå ýòèõ �èçè÷åñêèõ ïðåäñòàâ�ëåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé ïîäîáèÿ è ðàç�ìåðíîñòè, à òàêæå îáùèõ ñâîéñòâ óðàâíåíèé ãèäðî�äèíàìèêè áûë íàéäåí âèä �óíêöèè êîððåëÿöèè.Ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò Êîëìîãîðîâà, ïîä�òâåðæäåííûé äàííûìè ýêñïåðèìåíòà, âûçâàë îãðîì�íîå êîëè÷åñòâî òåîðåòè÷åñêèõ, ìàòåìàòè÷åñêèõ, à âáîëåå ïîçäíåå âðåìÿ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé, âêîòîðûõ ïðåäñòàâëåíèÿ òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè áû�ëè ÷ðåçâû÷àéíî øèðîêî ðàçðàáîòàíû (ñì. ìîíîãðà��èè [2; 3; 6�9℄ è öèòèðóåìóþ â íèõ ëèòåðàòóðó).Â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû,ïðåäëîæåííûå â òåîðèè ïîëÿ è �èçèêå òâåðäîãî òå�ëà [10; 11℄, à òàêæå îáîáùåííûé ñòàòèñòè÷åñêèé ïîä�õîä, îñíîâàííûé íà ñóïåðñòàòèñòèêå Òñàëèñà [12; 13℄.Îäíàêî âûâåñòè âûðàæåíèå äëÿ êîððåëÿöèîííîé�óíêöèè ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå �Ñòîêñàáåç ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé äîñèõ ïîð íå óäàëîñü (ïîäðîáíåå ñì. [3℄).�àçðàáàòûâàåòñÿ è äðóãîé ïîäõîä, îñíîâàííûéíà �èçè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ î ðåøàþùåé ðî�ëè ñèíãóëÿðíîñòåé â ìåëêîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóðàõðàçâèòîé òóðáóëåíòíîñòè [3; 14℄. Îäíàêî è çäåñü,1) Çàêîí (2), ÿâëÿþùèéñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì (1), â ÿâíîìâèäå áûë ïîëó÷åí â ñòàòüÿõ Îáóõîâà [5℄.

íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ, ïîêà íå óäàëîñüïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Íà�âüå �Ñòîêñà íå òîëüêî íàéòè êîððåëÿöèîííóþ �óíê�öèþ, íî è äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñèíãóëÿðíûõ ðå�øåíèé.Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà îáîñíîâàíèÿ �óíäà�ìåíòàëüíîãî ðåçóëüòàòà Êîëìîãîðîâà (1) íà îñíîâåñòðîãîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè äî ñèõïîð îñòàåòñÿ îòêðûòîé (ñì. ìîíîãðà�èè [2; 3℄).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä êýòîé ïðîáëåìå, ïîçâîëèâøèé íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿðåøåíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïðåäïî�ëîæåíèè ýðãîäè÷íîñòè òóðáóëåíòíûõ äâèæåíèé âû�äåëèòü ñòðóêòóðíûå îñîáåííîñòè ìåëêîìàñøòàáíîéòóðáóëåíòíîñòè è âû÷èñëèòü ïàðíóþ êîððåëÿöèîí�íóþ �óíêöèþ â ïðåäåëå áîëüøèõ ÷èñåë �åéíîëüäñàRu ! 1. Äëÿ ýòîãî ìû âûâîäèì óðàâíåíèå, îïè�ñûâàþùåå ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè çàâè�õðåííîñòè ! = r� vè åå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, è íàõîäèì àñèìïòîòè�÷åñêîå ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ ðåøåíèå. Ýòî óðàâíå�íèå ïîëó÷åíî èç óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè â ñîïóò�ñòâóþùåé ýëåìåíòó æèäêîñòè ñèñòåìå îòñ÷åòà.Îñíîâó íàøåãî ïîäõîäà ñîñòàâëÿåò ïðåäñòàâëå�íèå î òîì, ÷òî òóðáóëåíòíûé ïîòîê â ðåàëüíûõ ñðå�äàõ � àòìîñ�åðå, êàíàëàõ, ðåêàõ, òðóáàõ è ò. ä. �îãðàíè÷åí è íåîäíîðîäåí â ïðîñòðàíñòâå. Ïåðâîå îá�ñòîÿòåëüñòâî îïðåäåëÿåò ãðàíè÷íîå óñëîâèå îòñóò�ñòâèÿ âîçìóùåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Âòîðîå ñëó�æèò ïðè÷èíîé òîãî, ÷òî êðóïíîìàñøòàáíûå ïóëü�ñàöèè, â êîòîðûõ çàêëþ÷åíà îñíîâíàÿ ýíåðãèÿ ðàç�âèòîé òóðáóëåíòíîñòè, íå ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè èèçîòðîïíûìè. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî èìåííî àñèììåò�ðèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé îêàçûâàåò îïðå�äåëÿþùåå âëèÿíèå íà ñòðóêòóðó ìåëêîìàñøòàáíîéòóðáóëåíòíîñòè. Åå âîçäåéñòâèå ïðèâîäèò ê íåîãðà�íè÷åííîìó ðîñòó ìîìåíòîâ ìåëêîìàñøòàáíîé çàâè�õðåííîñòè ñî âðåìåíåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàçâèòèåâî âðåìåíè èçíà÷àëüíî ãëàäêèõ ïóëüñàöèé ñêîðî�ñòè ïðèâîäèò ê �îðìèðîâàíèþ â íåêîòîðûõ îáëà�ñòÿõ òå÷åíèÿ íèòåâèäíûõ âèõðåâûõ ñòðóêòóð, â öåí�òðå êîòîðûõ çàâèõðåííîñòü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íî�ñòè â ïðåäåëå t ! 1. Èñõîäÿ èç àñèìïòîòè÷åñêî�ãî ðåøåíèÿ äëÿ �óíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè çà�âèõðåííîñòè, ìû íàõîäèì ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðå�äåëåíèå çàâèõðåííîñòè â îêðåñòíîñòè íèòåé. Èìåí�íî ýòè îáëàñòè � âèõðåâûå íèòè � ïðåäñòàâëÿþòîñíîâíóþ îñîáåííîñòü ñòðóêòóðû ìåëêîìàñøòàáíîéòóðáóëåíòíîñòè. Îíè âíîñÿò îïðåäåëÿþùèé âêëàä âïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ.511



Ê. Ï. Çûáèí, Â. À. Ñèðîòà, À. Ñ. Èëüèí, À. Â. �óðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.Âî âòîðîì ðàçäåëå ðàññìîòðåíû óðàâíåíèÿ äâè�æåíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, ïðîâåäåíî èõ ðàçëî�æåíèå âáëèçè ïðîèçâîëüíîé ëàãðàíæåâîé òðàåêòî�ðèè æèäêîé ÷àñòèöû. Ïîêàçàíî, ÷òî ðîñò ëîêàëüíîéçàâèõðåííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ íåèçîòðîïíîé ÷àñòüþêðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé äàâëåíèÿ.Â òðåòüåì ðàçäåëå â ïðåäïîëîæåíèè ñëó÷àéíî�ñòè êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé äàâëåíèÿ ïîëó÷å�íî óðàâíåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿò�íîñòè çàâèõðåííîñòè è åå ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè.Ïîêàçàíî, ÷òî ÷åòíûå ìîìåíòû çàâèõðåííîñòè ýêñïî�íåíöèàëüíî íàðàñòàþò ñî âðåìåíåì, ïðè÷åì âûñøèåìîìåíòû ðàñòóò áûñòðåå íèçøèõ, â ÷åì ïðîÿâëÿåò�ñÿ ïåðåìåæàåìîñòü ãèäðîäèíàìè÷åñêîé òóðáóëåíò�íîñòè â ìàëûõ ìàñøòàáàõ.Â ÷åòâåðòîì ðàçäåëå ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîåðåøåíèå äëÿ óñòàíîâèâøåéñÿ ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ�óíêöèè ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äëÿ çà�âèõðåííîñòè ! è åå ïðîèçâîäíîé _!.Â ïÿòîì ðàçäåëå íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ àñèì�ïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé èññëåäîâàíû âîçíèêàþùèå âòóðáóëåíòíîì äâèæåíèè ïðîñòðàíñòâåííûå ñòðóêòó�ðû, êîòîðûå äàþò îñíîâíîé âêëàä â àñèìïòîòèêóïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî èìåííî âè�õðåâûå íèòè îïðåäåëÿþò ïàðíóþ êîððåëÿöèîííóþ�óíêöèþ òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé (1) ïðè r ! 0.Â Çàêëþ÷åíèè ñ�îðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðå�çóëüòàòû ðàáîòû è ïðîâåäåíî èõ îáñóæäåíèå ñ �è�çè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.2. ÈÑÕÎÄÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß, ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀÇÀÄÀ×È�àññìîòðèì óðàâíåíèå Íàâüå �Ñòîêñà äëÿíåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Êàê èçâåñòíî, íà ìàñøòà�áàõ, çíà÷èòåëüíî áîëüøèõ ¾âÿçêîãî¿ ìàñøòàáà �0,îíî ïðèíèìàåò âèä óðàâíåíèé Ýéëåðà:�v�t + (v � r)v + rp� = 0; r � v = 0: (3)Çäåñü v � ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, p � äàâëåíèå, ïëîò�íîñòü � â äàëüíåéøåì âûáðàíà åäèíè÷íîé. Âòîðîåèç ýòèõ óðàâíåíèé âûðàæàåò íåñæèìàåìîñòü æèäêî�ñòè. Óðàâíåíèÿ (3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè îïèñà�íèè ïðîöåññîâ íà ìàñøòàáàõ èíåðöèîííîãî èíòåðâà�ëà (ïîäðîáíîå îáîñíîâàíèå ñì. â ðàáîòå [3℄). Èç óðàâ�íåíèé (3) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå äàâëå�íèå è ñêîðîñòü òå÷åíèÿ:��p = rivj � rjvi:

Öåëüþ íàøåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âî�ïðîñà î âîçíèêíîâåíèè ñèíãóëÿðíûõ ìåëêîìàñøòàá�íûõ ñòðóêòóð â ãëàäêîì òå÷åíèè, ñêîðîñòü êîòîðîãîïóëüñèðóåò äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Äëÿèçó÷åíèÿ ëîêàëüíûõ ñâîéñòâ òàêîãî ïîòîêà, ñëåäóÿðàáîòå [15℄, ïåðåéäåì â ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñîïóò�ñòâóþùóþ íåêîòîðîìó ýëåìåíòó îáúåìà æèäêîñòèñ êîîðäèíàòàìè �(t):r0 = r� �(t); v0 = v � _�; �� = �rpjr=�(t):Òî÷êà îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè.Ïðè òàêîé çàìåíå ïåðåìåííûõ óðàâíåíèÿ (3) ïðèíè�ìàþò âèä �v0�t + (v0 � r)v0 +rP = 0;rP = rp+ ��; r � v0 = 0: (4)Ïîñêîëüêó âûáðàíà ñîïóòñòâóþùàÿ ñèñòåìà îòñ÷å�òà, â òî÷êå r = �(t) âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿrP (r0 = 0) = 0; v0(r0 = 0) = 0:�àçëîæèì ñêîðîñòü v0 è äàâëåíèå P â îêðåñòíîñòèýòîé òî÷êè â ðÿä Òåéëîðà è îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûìãëàâíûì ÷ëåíîì:v0i = �12"ikjxk + bij� r0j ; (5)P = 12�ikr0ir0k; �ik = rirkP: (6)Çäåñü òåíçîð (�v0i=�r0j)jr0=0 ðàçëîæåí â ñóììó ñèì�ìåòðè÷íîãî bij è àíòèñèììåòðè÷íîãî (1=2)"ikjxk òåí�çîðîâ, ïðè÷åì bii = 0, ïîñêîëüêó rv0 = 0; �ij � ñèì�ìåòðè÷íûé òåíçîð. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîð xi,çàäàííûé àíòèñèììåòðè÷íîé ÷àñòüþ �v0i=�r0j , åñòüçàâèõðåííîñòü (! = r� v) ïîòîêà â òî÷êå �:!ijr0=0 = xi:Îòìåòèì, ÷òî òàêîå ðàçëîæåíèå ãëàäêèõ ïóëüñàöèéâñåãäà âîçìîæíî. Êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, âëþáîé êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ïóëüñàöèè îñòà�íóòñÿ ãëàäêèìè (íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî � = 0), è ëèøüâ ïðåäåëå t!1 â òå÷åíèè âîçíèêíóò ëèíèè, âäîëüêîòîðûõ ! ! 1. Íàëè÷èå âÿçêèõ ÷ëåíîâ â óðàâíå�íèè Íàâüå �Ñòîêñà, åñòåñòâåííî, îáðåæåò ýòó ñèíãó�ëÿðíîñòü íà âÿçêîì ìàñøòàáå.Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (5),(6) â ïåðâîå óðàâíå�íèå (4), ïîëó÷èì��_bij + 14(xixj � x2)Æij + bikbkj + �ij�++ 12 ("ikj _xk � "jknxkbin + "iknxkbjn)� r0j = 0:512



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åíåðàöèÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :Ïåðâûé ÷ëåí â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ � ñèììåòðè÷�íûé, à âòîðîé � àíòèñèììåòðè÷íûé. Ïîñêîëüêóóðàâíåíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî r0, îáàñëàãàåìûõ ðàâíû íóëþ íåçàâèñèìî. Äåéñòâèòåëüíî,óìíîæàÿ âûðàæåíèå â ñêîáêàõ íà "ijn è ó÷èòûâàÿñîîòíîøåíèå bii = 0, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ xi è bij_bij + 14(xixj � x2Æij) + bikbkj + �ij = 0; (7)_xn = bnkxk: (8)Äè��åðåíöèðóÿ óðàâíåíèå (8) ïî âðåìåíè, îêîí÷à�òåëüíî ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ òðåõ êîìïî�íåíò xi: �xn = ��nkxk: (9)Âûÿñíèì òåïåðü �èçè÷åñêèé ñìûñë ñèììåòðè÷�íîé ÷àñòè ñêîðîñòè bik, à èìåííî, âûðàçèì åå ÷å�ðåç ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè!(r). Â ðåàëüíîì òå÷åíèè èçîòðîïèÿ ìîæåò íàðó�øàòüñÿ ëèáî ëîêàëüíî � çà ñ÷åò ìåëêîìàñøòàáíûõïóëüñàöèé äàâëåíèÿ â îêðåñòíîñòè ðàññìàòðèâàåìîéòî÷êè, ëèáî ãëîáàëüíî � âáëèçè ãðàíèö ñèñòåìû,íà ìàñøòàáàõ ïîðÿäêà L. Ìû ïîêàæåì, ÷òî âåëè÷è�íà bij îïðåäåëÿåòñÿ èìåííî ãëîáàëüíûì íàðóøåíèåìèçîòðîïèè. Ïîñêîëüêó r � v = 0, ñóùåñòâóåò âåêòîð�íûé ïîòåíöèàë A, òàêîé ÷òîv = r�A; r �A = 0:Òîãäà �A = �!: (10)Äëÿ àêêóðàòíîãî âûäåëåíèÿ ñèíãóëÿðíîñòè ïðèr = 0 ðàçëîæèì A(r) è !(r) ïî ñ�åðè÷åñêèì ãàð�ìîíèêàì: A = 1Xl=1 m=lXm=�lAlm(r)Ylm(�; ');! = 1Xl=1 m=lXm=�l!lm(r)Ylm(�; '):Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà (10):Alm(r) = r�l�12l+ 1 rZ0 !lm(r1)rl+21 dr1 ++ rl2l+ 1 1Zr !lm(r1)r1�l1 dr1: (11)

Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàíû òàê, ÷òîáû îáåñ�ïå÷èòü ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà ïðè r ! 0 è r ! 1.Òåì ñàìûì ìû óäîâëåòâîðÿåì îáùåìó óñëîâèþ îò�ñóòñòâèÿ âîçìóùåíèé íà áåñêîíå÷íîñòè. Îòìåòèì,÷òî äëÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè!lm(r) / rl ïðè r ! 0:Äëÿ âû÷èñëåíèÿ bij íàì íóæåí ïðåäåë ïðè r ! 0òåíçîðà rkvi = "ijnrkrjAn:Âêëàä â íåãî äàåò òîëüêî êâàäðàòè÷íàÿ ïî êîîðäè�íàòàì ri ñîñòàâëÿþùàÿ A, êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ ÷å�ðåç íóëåâóþ è âòîðóþ ñ�åðè÷åñêèå ãàðìîíèêè A00è A2m.Íóëåâàÿ ãàðìîíèêà A00 îïðåäåëÿåò ëîêàëüíûéâêëàä, ñîîòâåòñòâóþùèé àíòèñèììåòðè÷íîé ÷àñòèòåíçîðà ñêîðîñòè:x = !00jr=0 = � �A00jr=0 :Îäíàêî â ñèììåòðè÷íîì òåíçîðå bij åå êâàäðàòè÷�íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ A00 / r2 ñîêðàùàåòñÿ � ýòî èäàåò bij = 0 â èçîòðîïíîì òå÷åíèè. Îñòàåòñÿ òîëüêîâòîðàÿ ãàðìîíèêà A2m. Ïîñêîëüêó!2m(r) / r2 ïðè r ! 0;ïåðâûé èíòåãðàë â âûðàæåíèè (11) ïðè r ! 0 âåäåòñåáÿ êàê r4, à âòîðîé � êàê r2. Ñëåäîâàòåëüíî, âêëàä¾ëîêàëüíîãî¿ ñëàãàåìîãî ïðåíåáðåæèìî ìàë è ñèì�ìåòðè÷íàÿ ÷àñòü òåíçîðà ñêîðîñòè bij îïðåäåëÿåòñÿ¾ãëîáàëüíûìè¿ êðóïíîìàñøòàáíûìè ñâîéñòâàìè òå�÷åíèÿ â öåëîì2).Çàìåòèì, ÷òî âñå ñêàçàííîå ñïðàâåäëèâî äëÿãëàäêèõ �óíêöèé !(r). Ïî ìåðå �îðìèðîâàíèÿ âè�õðåâîé íèòè è ñòðåìëåíèÿ ! ê áåñêîíå÷íîñòè âêëàä¾ëîêàëüíîãî¿ ñëàãàåìîãî áóäåò âîçðàñòàòü, òàê ÷òîbij ! 1 îäíîâðåìåííî ñ !. Îäíàêî, êàê ïîêàçàíî âÏðèëîæåíèè 1, â ïîëó÷åííûõ íàìè âèõðåâûõ íèòÿõýòîò òåíçîð îñòàåòñÿ îðòîãîíàëüíûì âåêòîðó xk, òàê÷òî bikxk = 0. Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó óðàâíåíèÿ (8),¾ëîêàëüíàÿ¿ ñîñòàâëÿþùàÿ bij íå îêàçûâàåò âëèÿ�íèÿ íà äèíàìèêó òå÷åíèÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé åãîýâîëþöèè.Âîçâðàùàÿñü â äåêàðòîâû êîîðäèíàòû è ïðîâîäÿäè��åðåíöèðîâàíèå, ïîëó÷èìbij = "jnk Z !n(r0)r03 �Æik � 3r0ir0kr02 � dr0 + (i$ j) :2) Îòìåòèì, ÷òî â äâóìåðíîì òå÷åíèè òàêîå ðàçäåëåíèå íàëîêàëüíóþ è êðóïíîìàñøòàáíóþ ñîñòàâëÿþùèå íåâîçìîæíî.Öèëèíäðè÷åñêàÿ íóëåâàÿ ãàðìîíèêà A0 ðàñõîäèòñÿ ëîãàðè��ìè÷åñêè, è â ðåçóëüòàòå ¾ëîêàëüíàÿ¿ ñîñòàâëÿþùàÿ âñåãäàîêàçûâàåò âëèÿíèå íà êðóïíîìàñøòàáíóþ.13 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 513



Ê. Ï. Çûáèí, Â. À. Ñèðîòà, À. Ñ. Èëüèí, À. Â. �óðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå, ïîäûíòåãðàëü�íîå âûðàæåíèå íå èìååò îñîáåííîñòè ïðè r = 0, àîñíîâíîé âêëàä â ñàì èíòåãðàë âîçíèêàåò íà ìàñ�øòàáàõ ïîðÿäêà L, ãäå íàðóøàåòñÿ èçîòðîïèÿ.Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî èïóëüñàöèè äàâëåíèÿ �ik (ñì. (7)) ïðåäñòàâèìûêàê ñóììà ëîêàëüíûõ è êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëü�ñàöèé, ïðè÷åì òåíçîð ëîêàëüíûõ ïóëüñàöèé åñòüxixk � Æikx2. Ýòîò òåíçîð, êàê ñëåäóåò èç âûðàæå�íèÿ (9), íå âîçäåéñòâóåò íà ëîêàëüíóþ çàâèõðåí�íîñòü òå÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíàÿ äèíàìèêàçàâèõðåííîñòè, îïèñûâàåìàÿ óðàâíåíèåì (9), çàäà�åòñÿ òîëüêî òåíçîðîì êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèéäàâëåíèÿ �nk.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ïåðâîå âàæíîåñâîéñòâî òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà: èçìåíåíèå ëîêàëü�íîé çàâèõðåííîñòè îäíîðîäíîãî è èçîòðîïíîãî òå�÷åíèÿ â îêðåñòíîñòè ëèíèè òîêà îïðåäåëåíî íåèçî�òðîïíîé ÷àñòüþ êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé äàâ�ëåíèÿ.3. Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÄËß ÏËÎÒÍÎÑÒÈÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÈÏîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóþò ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîé�ñòâà òå÷åíèÿ, ïåðåéäåì ê âåðîÿòíîñòíîìó îïèñà�íèþ. Çàâèõðåííîñòü !(t) â íà÷àëå êîîðäèíàò âû�áðàííîé ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìû îòñ÷åòà áóäåì ïðèýòîì ñ÷èòàòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, åå èçìåíåíèåïî-ïðåæíåìó çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (9). Âìåñòî óðàâ�íåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõóðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà:_xi = yi; _yi = ��ijxj : (12)Çäåñü xi � !i; yi � _!i:Ââåäåì ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòèf(x;y; t) = hÆ(x � x(t))Æ(y � y(t))i; (13)ãäå x(t);y(t) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) ïðè äàííîéðåàëèçàöèè �ij è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, óñðåäíåíèåïðîâîäèòñÿ ïî àíñàìáëþ âñåõ âîçìîæíûõ ðåàëèçà�öèé. Â âûðàæåíèè äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè x èy � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèåñâîéñòâ óñòàíîâèâøåãîñÿ òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà âèíåðöèîííîì èíòåðâàëå ìàñøòàáîâ, ò. å. íà ìàñøòà�áàõ l è âðåìåíàõ t, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿìl� L; t� �
; (14)

ãäå L è �
 � õàðàêòåðíûå ïðîñòðàíñòâåííûé è âðå�ìåííîé êîððåëÿöèîííûå ìàñøòàáû êðóïíîìàñøòàá�íûõ âèõðåé. Ñàìè æå êðóïíîìàñøòàáíûå òå÷åíèÿçàâèñÿò îò êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè òóðáóëåíòíîãîòå÷åíèÿ è îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Âîñïîëüçóåìñÿâíà÷àëå ïðåäïîëîæåíèåì, îïèðàþùèìñÿ íà äàííûåýêñïåðèìåíòà [16℄, ÷òî êðóïíîìàñøòàáíûå ñëó÷àé�íûå ïóëüñàöèè ñêîðîñòè ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâûìè. Òî�ãäà â óðàâíåíèÿõ (9) èëè (12), îïèñûâàþùèõ èçìåíå�íèå ñî âðåìåíåì ëîêàëüíîé çàâèõðåííîñòè, ìàòðèöó�ij(t), çàäàâàåìóþ êðóïíîìàñøòàáíûìè êîëåáàíèÿ�ìè äàâëåíèÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü ãàóññîâîé. Êðîìå òîãî,áóäåì ñ÷èòàòü åå äåëüòà-êîððåëèðîâàííîé ïî âðåìå�íè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ýòè ïðåäïîëîæåíèÿ áóäóòïîäðîáíåå îáñóæäåíû íèæå.Çàìåòèì, ÷òî ¾ñëó÷àéíîå¿ ïîâåäåíèå çàâèõðåííî�ñòè (èëè ñêîðîñòè) îáóñëîâëåíî, êàê âèäíî èç óðàâ�íåíèÿ (9), èìåííî ñëó÷àéíîñòüþ êðóïíîìàñøòàáíî�ãî òå÷åíèÿ, çàäàþùåãî ìàòðèöó �ik(t).�àóññîâ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ çàäàåòñÿ ïàðíûì êîð�ðåëÿòîðîì h�ij(t)�kl(t0)i = Dijkl Æ(t� t0): (15)Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (12), ïîñëå äè��åðåíöèðîâà�íèÿ ïî âðåìåíè �óíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ïî�ëó÷èì óðàâíåíèå�f�t + yk �f�xk == xp ��yk h�kpÆ(x� x(t))Æ(y � y(t))i : (16)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîððåëÿòîðà h�kpR[x;y; �℄i, ãäå R��óíêöèîíàë �, âîñïîëüçóåìñÿ ñòàíäàðòíîé òåõíèêîéóñðåäíåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíîãî äåëüòà-êîððåëèðîâàííî-ãî ïðîöåññà (ñì. ìîíîãðà�èþ [17℄):hzkR[z℄i =Xk0 Z dt0 hzk(t)zk0 (t0)i�ÆR[z; t℄Æzk0(t0)� :Îòñþäà ñ ó÷åòîì (15) ïîëó÷èìh�kpR[x;y; �℄i =Xk0p0 Dkpk0p0 �ÆR[x;y; t℄Æ�k0p0(t) � : (17)Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âàðèàöèîííîé ïðîèçâîäíîé (17)âîñïîëüçóåìñÿ âûðàæåíèåì äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäå�ëåíèÿ è óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ (12), òîãäà ïîëó÷èìÆyk(t)Æ�k0p0(t0) ����t=t0 = �Ækk0xp0(t) ; Æxk(t)Æ�k0p0(t0) ����t=t0 = 0:Èñïîëüçóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷èì èç (16) äëÿ�óíêöèè f(x;y; t) óðàâíåíèå Ôîêêåðà �Ïëàíêà:�f�t + yk �f�xk = Dijklxjxl �2f�yi�yk : (18)514



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åíåðàöèÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :Ìàòðèöà �ij(t) � ñèììåòðè÷íàÿ, ñì. (6), â óñëîâè�ÿõ îäíîðîäíîñòè è èçîòðîïèè îáùåå âûðàæåíèå äëÿìàòðèöû Dijkl ïðåäñòàâèìo â âèäåDijkl = D (ÆikÆjl + ÆilÆjk + �ÆijÆkl) : (19)Êîíñòàíòû D è �, îïðåäåëÿþùèåñÿ êðóïíîìàñøòàá�íûì òå÷åíèåì, áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè. Íàðÿ�äó ñ îäíîðîäíîñòüþ è èçîòðîïíîñòüþ, åñòåñòâåííîïðåäïîëîæèòü ñòàòèñòè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü ðàç�ëè÷íûõ êîìïîíåíò �ik . Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòð� = 0. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ñàìè çíà÷åíèÿ êîíñòàíòD è � îêàçûâàþòñÿ ìàëîñóùåñòâåííûìè, ïîñêîëüêóïàðàìåòð D, êàê ìû óâèäèì íèæå, â ðåçóëüòàòå ïå�ðåíîðìèðîâêè âðåìåíè èñ÷åçàåò èç óðàâíåíèÿ, à ïî�ëó÷åííûå ñâîéñòâà ëîêàëüíî îäíîðîäíîé è èçîòðîï�íîé òóðáóëåíòíîñòè ñëàáî çàâèñÿò îò çíà÷åíèÿ ïà�ðàìåòðà � (òðåáîâàíèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííî�ñòè êâàäðàòîâ ïóëüñàöèé äàåò îãðàíè÷åíèå � > �2).Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (19) â óðàâíåíèå (18), ïî�ëó÷èì îêîí÷àòåëüíî�f�t + yk �f�xk = "x2 �2f�y2 + 
�xk ��yk�2 f# : (20)Çäåñü 
 = 1 + � è âðåìÿ t íîðìèðîâàíî íà D�1=3(D�1=3 � õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòèâåðîÿòíîñòè). Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, â ïîëíî�ñòüþ èçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòè D = 0, ïîýòî�ìó ñ ó÷åòîì ñëàáîé àíèçîòðîïèè D�1=3 � �
,÷òî è ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå äåëü�òà-êîððåëèðîâàííîñòè ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (20).Óðàâíåíèå (20) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè âàæíûìèñâîéñòâàìè.1. Âñå ìîìåíòû âåëè÷èí xk è yj ñóììàðíîé ñòåïå�íè n ñâÿçàíû òîëüêî ìåæäó ñîáîé ñèñòåìîé ëèíåé�íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿä�êà. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïîñëåäîâà�òåëüíî âû÷èñëèòü ìîìåíòû ëþáîãî ïîðÿäêà.2. ×åòíûå ìîìåíòû ðàñòóò ýêñïîíåíöèàëüíî áû�ñòðî, ïðè÷åì íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé íàáîëüøèõ âðåìåíàõ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíî�ñòè â (20) çàâèñèò òîëüêî îò ìîäóëåé x; y è êîñèíóñàóãëà ìåæäó âåêòîðàìè� = x � yxy :3. Âûñøèå ÷åòíûå ìîìåíòû ðàñòóò áûñòðåå íèç�øèõ.Äëÿ èëëþñòðàöèè ýòèõ óòâåðæäåíèé ðàññìîòðèììîìåíòû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ. Èíòåãðè�

ðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (20) ïî x è ïî y ïîëó÷èì äëÿìîìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà:ddt hxixji = hxiyj + xjyii;ddt hxiyj + xjyii = 2hyiyji;ddt hyiyji = 2Æijhx2i+ 2
hxixji: (21)Îòñþäà âèäíî, ÷òî èíâàðèàíòíûe ìîìåíòû âòîðîãîïîðÿäêà hx2i, hy2i è hx � yi îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñè�ñòåìó, à èõ ýâîëþöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å�ñêèì óðàâíåíèåì�3 � 4�� 16 = 0:Ñëåäîâàòåëüíî, àñèìïòîòè÷åñêè ïðè t !1 ïîëó÷à�åì hx2i / hy2i / hx � yi / exp(�2t);ãäå �2 = (16 + 4�)1=3:Äëÿ îñòàëüíûõ ìîìåíòîâ (i 6= j) èìååì�32 = 4 + 4�:Âèäíî, ÷òî �2 > �2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áîëü�øèõ âðåìåíàõ îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò èíâàðèàíòíûåìîìåíòû. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíàÿ íà÷àëüíàÿ�óíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè, êîòîðàÿ çàâèñèò âîáùåì ñëó÷àå îò øåñòè ïåðåìåííûõ, ñ ðîñòîì âðåìå�íè ñòàíîâèòñÿ �óíêöèåé ëèøü òðåõ îñíîâíûõ ïåðå�ìåííûõ x; y; � = xiyi=xy.Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ èíâàðèàíò�íûõ ìîìåíòîâ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà èìååò âèä�6 � (84� + 244)�3 � 1280 = 0;îòêóäà, íàïðèìåð, äëÿ hx4i èìååìhx4i / exp(�4t);ãäå�4 = 2�1=3 h�(84�+224)2+5120�1=2+(84�+224)i1=3 :Íåïîñðåäñòâåííî ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ çíà�÷åíèé � > �2 îêàçûâàåòñÿ �4 > 2�2, â ýòèõ óñëîâè�ÿõ ïðè t!1 èìååìhx4i � hx2i2:Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ íàãëÿäíî äåìîíñòðè�ðóþò ýêñïîíåíöèàëüíîå óâåëè÷åíèå ñî âðåìåíåì515 13*



Ê. Ï. Çûáèí, Â. À. Ñèðîòà, À. Ñ. Èëüèí, À. Â. �óðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007âûñøèõ ìîìåíòîâ ìîäóëÿ çàâèõðåííîñòè â ìåëêî�ìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíîñòè. Ýòî ñâîéñòâî íàçûâà�åòñÿ ïåðåìåæàåìîñòüþ è ïðîÿâëÿåòñÿ â íåóñòîé÷è�âîñòè ìåëêîìàñøòàáíîãî òå÷åíèÿ. Ïîÿñíèì �èçè�÷åñêóþ ñóùíîñòü ïðîöåññà. Êàïëÿ æèäêîñòè ïîääåéñòâèåì êðóïíîìàñøòàáíûõ ñëó÷àéíûõ ñèë âû�òÿãèâàåòñÿ, ïðåâðàùàÿñü â íèòåîáðàçíóþ âèõðåâóþñòðóêòóðó. �ëàâíóþ ðîëü â ýòîì ïðîöåññå èãðàåòíåñæèìàåìîñòü æèäêîñòè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíàîáåñïå÷èâàåò ñîõðàíåíèå îáúåìà êàïëè. Áëàãîäà�ðÿ ýòîìó âûòÿãèâàíèå êàïëè ñîïðîâîæäàåòñÿ ñèëü�íûì ñîêðàùåíèåì åå ïîïåðå÷íîãî ìàñøòàáà, ïðèýòîì èç-çà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà óñèëèâàåòñÿ ïîïåðå÷�íîå âðàùåíèå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå ìåíåå âàæíî,÷òî ñêîðîñòü çâóêà â íåñæèìàåìîé ñðåäå ñòðåìèò�ñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ýòî îáåñïå÷èâàåò ìãíîâåííûéïåðåíîñ ïóëüñàöèé äàâëåíèÿ. À èìåííî, àíèçîòðî�ïèÿ êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé äàâëåíèÿ ñëóæèòîñíîâíîé ïðè÷èíîé ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðîãî âûòÿ�ãèâàíèÿ êàïëè. Ïîäðîáíî ýòîò ïðîöåññ ïîÿñíåí íàïðîñòîì ïðèìåðå, ïðèâåäåííîì â Ïðèëîæåíèè 2.Êàê áóäåò ïîêàçàíî â äàëüíåéøåì, îïðåäåëÿþ�ùóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (20)èãðàåò îáëàñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ y � x, ò. å. îá�ëàñòü, ãäå j _!j � j!j. Â ýòîé îáëàñòè ïðåäïîëîæåíèåî ãàóññîâîì õàðàêòåðå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà íå ñóùå�ñòâåííî. Äåéñòâèòåëüíî, èç óðàâíåíèé (12) ñëåäóåò,÷òî èçìåíåíèå âåëè÷èíû y çà êîððåëÿöèîííîå âðåìÿ( �y) ñîñòàâëÿåò �y � x, ñëåäîâàòåëüíî,�yy � xy � 1 ïðè y � x: (22)Â ýòèõ óñëîâèÿõ �ëóêòóàöèè �óíêöèè ïëîòíîñòèâåðîÿòíîñòè Æf � hfi è óðàâíåíèå (20) ìîæíî ïî�ëó÷èòü, èñïîëüçóÿ òåîðèþ âîçìóùåíèé. Â ðåçóëü�òàòå îíî âñåãäà áóäåò èìåòü âèä óðàâíåíèÿ Ôîêêå�ðà �Ïëàíêà.4. ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ �ÅØÅÍÈÅ ÄËßÔÓÍÊÖÈÈ ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÂÅ�ÎßÒÍÎÑÒÈÊàê áûëî ïîêàçàíî â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, �óíê�öèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè â (20) ïðè áîëüøèõ âðå�ìåíàõ çàâèñèò òîëüêî îò ìîäóëåé âåêòîðîâ x, y èóãëà � ìåæäó íèìè:f(x;y) = f(x; y; �):Êðîìå òîãî, óðàâíåíèå (20) è íà÷àëüíîå óñëîâèåäëÿ �óíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè äîïóñêàþò èí�òåãðèðîâàíèå ïî òðåì îñòàëüíûì ïåðåìåííûì.

Â ðåçóëüòàòå â ïåðåìåííûõ x; y; � óðàâíåíèå (20)ïðèíèìàåò âèä�f�t + yx2 ��x ��x2f�+ yx ��� �(1� �2)f� == x2y2 ��y �y2 �f�y�+ x2y2 ��� �(1� �2)�f���++ 
 ��x ��y + xy (1� �2) ����2 f: (23)Ïîìèìî óñëîâèÿ íîðìèðîâêèZ fdxdy = Z fx2y2dx dy d� = 1;�óíêöèÿ f äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì îòñóò�ñòâèÿ ïîòîêîâ îò ãðàíèö x = 0 è y = 0. Ïîÿñíèì, ÷òîîçíà÷àþò ýòè óñëîâèÿ. Äëÿ ýòîãî óäîáíî âåðíóòüñÿê óðàâíåíèþ (20), òàê êàê îíî èìååò âèä�f�t = r�J�; � = 1; : : : ; 6;ãäå âåêòîð ïëîòíîñòè ïîòîêà J� â øåñòèìåðíîì ïðî�ñòðàíñòâå (x;y) ðàâåíJ = ��yf; x2 �f�y + 
x�x � �f�y�� :Òðåáîâàíèå îòñóòñòâèÿ èñòî÷íèêà íà ãðàíèöå y = 0îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë J ïî ïÿòèìåðíîé ïîâåðõíî�ñòè jyj = � äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè � ! 0.Ïåðåõîäÿ ê ïåðåìåííûì x; y; � è èíòåãðèðóÿ ïî óã�ëîâûì ïåðåìåííûìd
xd
y = 4� � 2�d�;ïîëó÷èìZ �x2 �f�y + 
x�x � �f�y�� � yy x2dx d
xy2d
y == 8�2 Z (1 + 
�2)�f�y x2y2dx d�! 0; y ! 0: (24)Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ èñòî÷íèêà íà ãèïåðïîâåðõíîñòèx = 0 àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðèâîäèò ê òðåáîâàíèþZ �yfx2y2d� dy ! 0; x! 0: (25)Ïåðåéäåì îïÿòü ê óðàâíåíèþ (23). Áóäåì èñêàòüàñèìïòîòè÷åñêîå ïî âðåìåíè ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå.Ïðè ýòîì óäîáíî ïåðåéòè ê ïåðåìåííûìx; z = y3=3x3; �:516



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åíåðàöèÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :Ýòè ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ, ïîýòîìó �óíêöèþf(x; y; �) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåf(x; y; �) =X� x�2x��F (z; �;�): (26)Çäåñü � � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå äîëæíûîïðåäåëèòüñÿ â õîäå ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è.Äëÿ �óíêöèè F ïîëó÷èì óðàâíåíèåz �2F�z2 +�43 + �z� �F�z + �3�F �� 13 ��� �(1� �2)F �+ 19z ��� �(1� �2)�F�� �++ 
 "z�� ��z + 1� �23z ����2 F++ 23��� ��z + 1� �23z ����F� = 0: (27)Ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (27) ïî � è ââåäåì �óíê�öèè ��(z) è ��2(z) ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì��(z) = 1Z�1 �F d�1Z�1 F d� = F13F0 ;
��2(z) = 1Z�1 �2F d�1Z�1 F d� = 2F215F0 + 13 : (28)

Çäåñü Fk(z) � k-é êîý��èöèåíò â ðàçëîæåíèè �óíê�öèè F ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà. Óðàâíåíèå (27) ïðè�ìåò âèäz(1 + 
 ��2)�2F0�z2 +�43 + ��z++
�2z � ��2�z + 7 ��2 � 13 �� �F0�z ++��3 ��+z ����z+
�z �2 ��2�z2 +73 � ��2�z +3 ��2�19z ��F0 == 0: (29)Çàìåíîé F0(z) = w(z) exp0�� zZ0 ��(p) dp1 + 
 ��21A

óðàâíåíèå (29) ñâîäèòñÿ ê âèäó(1+
 ��2)z �2w�z2 +�43+
 7 ��2�13 +2
z � ��2�z ���z� �w�z ++��3 � 43(1 + 
 ��2)� ��w ++ 
0BB�z �2 ��2�z2 + 73 � ��2�z + 3 ��2 � 19z � z��� ��2�z1 + 
 ��2�� ��(7 ��2 � 1)3(1 + 
 ��2)�w = 0: (30)Óðàâíåíèå (30) èìååò ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäà 3)w = zs 1Xn=0 
nzn:Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ âåçäå ïðè 0 < z <1, åñëè òîëüêî��(z) è ��2(z) íå èìåþò îñîáåííîñòåé.Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà s è êîý��èöèåíòîâ 
n ìîæ�íî îïðåäåëèòü èç àñèìïòîòèêè z !1 4). �àçëîæèìñíà÷àëà óðàâíåíèå (29) ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà, ïî�ëó÷èì z �2F0�z2 + 43 �F0�z + 13 �z �F1�z + �3 F1� = 0;z �2F1�z2 + 43 �F1�z +�z ��z + �3��F0 + 25F2�++ 23F0 � 215F2 = 29zF1;::::::::::z �2Fm�z2 + 43 �Fm�z +�z ��z + �3���� m2m� 1Fm�1 + m+ 12m+ 3Fm+1�++ 13 �m(m+ 1)2m� 1 Fm�1 � m(m+ 1)2m+ 3 Fm+1��� m(m+ 1)9z Fm ++ 
9z �m2(m� 1)(m� 2)(2m� 1)(2m� 3) Fm�2�3) Íóëü � ïðàâèëüíàÿ îñîáàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ (30), ÷òîñëåäóåò èç îãðàíè÷åííîñòè ��(z) è ��2(z) è óñëîâèÿ 1 + 
 > 0.4) Êàê óêàçûâàëîñü ðàíåå (22), ïðè ýòîì óðàâíåíèå äëÿïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè âñåãäà èìååò âèä óðàâíåíèÿ Ôîê�êåða �Ïëàíêà íåçàâèñèìî îò ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ êðóïíî�ìàñøòàáíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.517



Ê. Ï. Çûáèí, Â. À. Ñèðîòà, À. Ñ. Èëüèí, À. Â. �óðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007�m(m+ 1) 2m(m+ 1)� 1(2m� 1)(2m+ 3)Fm ++(m+ 1)2(m+ 2)(m+ 3)(2m+ 3)(2m+ 5) Fm+2�++ 
z� m(m� 1)(2m� 1)(2m� 3) �2Fm�2�z2 ++ 2m(m+ 1)� 1(2m� 1)(2m+ 3) �2Fm�z2 ++ (m+ 2)(m+ 1)(2m+ 3)(2m+ 5) �2Fm+2�z2 �++ 
3 ��m(m� 1)(2m� 5)(2m� 1)(2m� 3) �Fm�2�z ++ 8m(m+ 1)� 4(2m� 1)(2m+ 3) �Fm�z ++(m+ 1)(m+ 2)(2m+ 7)(2m+ 3)(2m+ 5) �Fm+2�z � = 0:Ïðè z !1, ïðåíåáðåãàÿ â êàæäîì óðàâíåíèè öåïî÷�êè, íà÷èíàÿ ñî âòîðîãî, ÷ëåíîì, ïðîïîðöèîíàëüíûìFn=z, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîéèìååò âèä Fm = (2m+ 1)F0(z): (31)Ïðè ýòîì âñå óðàâíåíèÿ öåïî÷êè ñâîäÿòñÿ ê îäíîìó,ñîâïàäàþùåìó ñ (29) ïðè�� = ��2 = 1:(Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êîý��èöèåíòû (31) � ýòî êî�ý��èöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà�óíêöèè 2Æ(1 � �)F0(z;�).) Ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ��(z) è ��2(z) (28) â àñèìïòîòèêå (31) èìååì��(z) = 1�O�1z� ; ��2(z) = 1�O�1z� :Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (30) ñâîäèòñÿ ê(1+
)z �2w�z2 +�43+2
�z� �w�z +��3� 43(1+
)�w++ 2
� 19z � 1(1 + 
)�w = 0:Ýòî óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ äëÿ âû�ðîæäåííîé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîé �óíêöèè Êóììå�ðà [18℄, à åãî ðåøåíèÿ èìåþò âèäw1(z) = z� 23 
1+
M �a; b; z1 + 
� ; (32)w2(z) = z�1=3M �1 + a� b; 2� b; z1 + 
� ;

ãäå M � �óíêöèÿ Êóììåðà:M(a; b; z) = 1 + ab z1! + a(a+ 1)b(b+ 1) z22! + : : : ;à ïàðàìåòðû a è b ðàâíûa = 4� �3 ; b = 23 2 + 
1 + 
 :Ìû íàøëè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (30). �àñ�ñìîòðèì òåïåðü âûïîëíåíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà�øåé çàäà÷è (24), (25). �åøåíèå w2 ïðè z ! 0 ïðèâî�äèò ê �óíêöèè F0 / z�1=3;äëÿ êîòîðîé Z y2 �f�y d�íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè y ! 0. Ýòî ïðîòèâîðå÷èòãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (24). Ïîýòîìó íàñ ìîæåò èíòå�ðåñîâàòü òîëüêî ïåðâîå ðåøåíèå w1, êîòîðîå óäîâëå�òâîðÿåò óñëîâèþ (24).Äàëåå, �óíêöèè Êóììåðà ïðè z !1 âåäóò ñåáÿêàê M(a; b; z) / ezza�b;åñëè a íå ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì öåëûì ÷èñëîì.Ïîýòîìó ïðè íåöåëûõ �=3 èìååìF (z) / z��=3; fx2 / y��ïðè ìàëûõ x, è óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ïîòîêà îò ãðà�íèöû x = 0 (25) íå âûïîëíÿåòñÿ. Çíà÷èò, óäîâëåòâî�ðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (24), (25) òîëüêî �óíê�öèÿ w1 ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà �, ñîîòâåòñòâóþ�ùèõ ¾äèñêðåòíîìó ñïåêòðó¿. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðÿäM ñîäåðæèò êîíå÷íîå ÷èñëî ÷ëåíîâ. Èç óñëîâèÿ îá�ðàùåíèÿ â íóëü êîý��èöèåíòà ïðè ñòàðøåì ÷ëåíåðÿäà ïîëó÷àåòñÿ óñëîâèå äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿïàðàìåòðà �5):� = 4 + 3n; n = 1; 2; 3; : : : (33)�åøåíèå (32) âìåñòå ñ (33) è (31) çàäàþò àñèìïòîòè�÷åñêîå ïîâåäåíèå �óíêöèè f ïðè t ! 1. Ïîä÷åðê�íåì, ÷òî ïðè x ! 1, êàê ñëåäóåò èç (26), (33), ïîë�íàÿ �óíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f(x; y; �) âåäåòñåáÿ â îñíîâíîì ïîðÿäêå (n = 1) êàêf(x; y; �) / x�9F (z; �; 7):Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ òîëüêî ñóùåñòâîâà�íèå èíòåãðàëà îò �óíêöèè F .5) Çíà÷åíèå n = 0 èñêëþ÷åíî óñëîâèåì íîðìèðîâêè �óíê�öèè f .518



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åíåðàöèÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :5. Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÍÍÎÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅÇÀÂÈÕ�ÅÍÍÎÑÒÈ. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÜÇÀÂÈÕ�ÅÍÍÎÑÒÈ È ÏÀ�ÍÀßÊÎ��ÅËßÖÈÎÍÍÀß ÔÓÍÊÖÈßÂ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èëè àñèìïòîòè�÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè âåëè÷èí!; _!. Ýòî ðåøåíèå îáëàäàåò âàæíûì ñâîéñòâîì �ïðè x ! 1 îíî óáûâàåò ïî ñòåïåííîìó çàêîíó, ÷òîîçíà÷àåò çíà÷èòåëüíóþ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ âû�ñîêîàìïëèòóäíûõ �ëóêòóàöèé j!j. Òàêîå ñâîéñòâîðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì ïåðåìåæàåìîñòè òóð�áóëåíòíîñòè. Ïåðåìåæàåìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî â ðå�àëèçàöèè òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ ñóùåñòâóþò ïðî�ñòðàíñòâåííûå îáëàñòè, ãäå j!j çíà÷èòåëüíî ïðåâîñ�õîäèò ñâîå ñðåäíåå çíà÷åíèå. Âûÿñíèì òåïåðü, êà�êèì äîëæíî áûòü òå÷åíèå â ýòèõ îáëàñòÿõ, ÷òîáû�óíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè òàêîãî òå÷åíèÿ ñîâ�ïàäàëà ñ ïîëó÷åííîé âûøå àñèìïòîòèêîé.Äëÿ ýòîãî, ñ îäíîé ñòîðîíû, èñõîäÿ èç ñîâìåñò�íîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (13), (20), ââåäåì �óíê�öèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ìîäóëÿ çàâèõðåííîñòèx � j!j:P (x; t) = Z f(x;y; t)x2dyd� = hÆ(x � jx(t)j)i : (34)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåçàâèñèìî îò (34) ââåäåì ïëîò�íîñòü âåðîÿòíîñòè P1(x; t) ïóòåì íåïîñðåäñòâåííîãîóñðåäíåíèÿ ïî îáúåìó íåêîòîðîé ðåàëèçàöèè òóðáó�ëåíòíîãî òå÷åíèÿ:P1(x; t) = 1V Z Æ(x�X(r; t)) dr; (35)ãäå X(r; t) = j!(r; t)j � ìîäóëü çàâèõðåííîñòè òóð�áóëåíòíîãî òå÷åíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t è â òî÷êåïðîñòðàíñòâà r, V � îáúåì, çàíèìàåìûé òå÷åíèåì.Ïåðâîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòèP (x; t) ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå óñðåäíåíèÿ ïî àíñàì�áëþ òðàåêòîðèé æèäêèõ ÷àñòèö �(t), âòîðîå ñîîòíî�øåíèå äëÿ �óíêöèè P1(x; t) ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîìóñðåäíåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâó.Â ñèëó ýðãîäè÷íîñòè (ò. å. â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òîñðåäíåå ïî àíñàìáëþ ñîâïàäàåò ñî ñðåäíèì ïî ïðî�ñòðàíñòâó) ïîëó÷èìP (x; t) = P1(x; t): (36)Åñëè �óíêöèÿ P (x; t) èçâåñòíà, òî ìîæíî íà îñíî�âàíèè (36), (35) ñäåëàòü âûâîäû î ïðîñòðàíñòâåí�íîì ðàñïðåäåëåíèè ìîäóëÿ çàâèõðåííîñòè X(r; t).Ïîñêîëüêó íàñ èíòåðåñóåò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâà�íèÿ îñîáåííîñòåé è ñòðóêòóðà òå÷åíèÿ âáëèçè íèõ,ðàññìîòðèì ïðåäåë t!1, à çàòåì ïðåäåë x!1.

Ïóñòü îñîáåííîñòü äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîé ïî�âåðõíîñòè. Âûáðàâ íà÷àëî êîîðäèíàò íà ýòîé ïî�âåðõíîñòè è îñü z ïåðïåíäèêóëÿðíî åé, ïîëó÷èìP1(x; t) = 1V Z Æ (x�X(z; t)) d� dz = 1jX 0zj ����X(z;t)=x :Çäåñü d� � ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè. Ïðîñòåé�øèì ïðèìåðîì ïîâåðõíîñòè, íà êîòîðîé çàâèõðåí�íîñòü ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, ÿâëÿåòñÿ òàíãåí�öèàëüíûé ðàçðûâ ñêîðîñòè òå÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,åñëè ñ îäíîé ñòîðîíû êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ñêî�ðîñòü ðàâíà V0, à ñ äðóãîé ñòîðîíû �V0, òî çàâèõðåí�íîñòü ñîñðåäîòî÷åíà íà êîíòàêòíîé ïîâåðõíîñòè ââèäå äåëüòà-�óíêöèè.Â íàèáîëåå èíòåðåñíîì äëÿ íàñ ñëó÷àå, êîãäàìàêñèìóìX(t; r) äîñòèãàåòñÿ âäîëü âèõðåâîé ëèíèè,âûáèðàÿ ïåðåìåííóþ z âäîëü ëèíèè è öèëèíäðè÷å�ñêèå ïåðåìåííûå r; �, ïîëó÷èìP1(x; t) = 1V Z Æ (x�X(r; t)) r dr d� dz == rjX 0rj ����X(r;t)=x :Â ñëó÷àå òî÷å÷íîãî ìàêñèìóìà, ââîäÿ ñ�åðè÷åñêèåïåðåìåííûå r; �; �, ìû ïîëó÷èëè áûP1(x; t) = 1V Z Æ (x�X(r; t)) r2dr sin � d� d� == r2jX 0rj ����X(r;t)=x :Ïåðåõîäÿ òåïåðü ê ïðåäåëó t ! 1 è ó÷èòû�âàÿ (36), íàéäåì ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèåìîäóëÿ çàâèõðåííîñòè â îêðåñòíîñòè âîçìîæíûõîñîáåííîñòåé:X 0(z)P (X) = 1� îñîáàÿ ïîâåðõíîñòü;X 0(r?)P (X) = r?� îñîáàÿ ëèíèÿ;X 0(r)P (X) = r2� îñîáàÿ òî÷êà: (37)Â ðàçä. 4 áûëî ïîëó÷åíî àñèìïòîòè÷åñêîå âûðà�æåíèå äëÿ �óíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòèF0 = Z F (z; �; x) d�(ñì. (32), (33)). Ïðîèíòåãðèðîâàâ åãî ïî z, ïîëó÷èì�óíêöèþ P (x):P (x) =X� p�x3��;� = 4 + 3n; n = 1; 2; 3; : : : (38)519



Ê. Ï. Çûáèí, Â. À. Ñèðîòà, À. Ñ. Èëüèí, À. Â. �óðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007Ïîäñòàâëÿÿ (38) â âûðàæåíèÿ (37) è èíòåãðèðóÿ ïî�ëó÷èâøèåñÿ âûðàæåíèÿ â îêðåñòíîñòè îñîáåííîñòè,íàõîäèìX(z) / z�1=3� îñîáåííîñòü âèõðåâîéïîâåðõíîñòè;X(r?) / r�2=3? � îñîáåííîñòü âèõðåâîéëèíèè;X(r) / r�1� òî÷å÷íàÿ îñîáåííîñòü: (39)Âèäíî, ÷òîX(r) äëÿ òî÷å÷íîé îñîáåííîñòè ðàñõîäèò�ñÿ ñëàáåå, ÷åì ëþáàÿ òî÷å÷íàÿ îñîáåííîñòü óðàâíå�íèÿ Ëàïëàñà (êîòîðûì è îïðåäåëÿþòñÿ âñåâîçìîæ�íûå òî÷å÷íûå îñîáåííîñòè âèõðåâîãî ïîëÿ). Ýòî çíà�÷èò, ÷òî òàêîé óåäèíåííîé òî÷å÷íîé îñîáåííîñòè çà�âèõðåííîñòè ñóùåñòâîâàòü íå ìîæåò.Íàèáîëüøàÿ ðàñõîäèìîñòü â âûðàæåíèÿõ (39)îáåñïå÷èâàåòñÿ îñîáåííîñòüþ âèõðåâîé ëèíèè. Ïîêà�æåì, ÷òî çàâèñèìîñòüX(r?) / r�2=3?ñîîòâåòñòâóåò çàêîíó Êîëìîãîðîâà. �àññìîòðèì êîð�ðåëÿòîð ïîïåðå÷íûõ ñêîðîñòåéK(r?) = 
(v?(r; t) � v?(0; t))2� : (40)Çäåñü v? îçíà÷àåò êîìïîíåíòó ñêîðîñòè, ïåðïåíäè�êóëÿðíóþ ëèíèè òîêà �(t). Íî, ñîãëàñíî îïðåäåëå�íèþ (4), âûðàæåíèå v?(r; t) � v?(0; t) â îêðåñòíî�ñòè îñîáåííîñòè çàâèõðåííîñòè òîæäåñòâåííî ðàâíî! � r. Ïîýòîìó ïðè r ! 0 èìååìK(r?) / !2r2? / r2=3? : (41)Ïîñêîëüêó íàïðàâëåíèå îñè íèòè ïðîèçâîëüíî, ïîääåéñòâèåì òóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé îíî áûñòðî ìå�íÿåòñÿ. Â ñèëó èçîòðîïèè òóðáóëåíòíîñòè åñòåñòâåí�íî ïîëàãàòü, ÷òî ìîæíî ïðîâåñòè óñðåäíåíèå ïîóãëàì. Ñîîòíîøåíèå (41) ïðè ýòîì ïðèìåò âèäK(r) / r2=3: (42)Òàêèì îáðàçîì, îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå (1), (42)åñòåñòâåííî ñëåäóåò èç íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ. �ëàâ�íûé âêëàä â êîððåëÿöèîííóþ �óíêöèþ (42) âíîñÿòïðè ýòîì âèõðåâûå íèòè. Âêëàä æå â êîððåëÿöèîí�íóþ �óíêöèþ îò ðåãóëÿðíîé ÷àñòè òå÷åíèÿ ïðåíå�áðåæèìî ìàë (/ r2).6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ�àáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ãåíåðàöèè ëî�êàëüíîé ñòðóêòóðû ìåëêîìàñøòàáíîé òóðáóëåíòíî�

ñòè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èñõîäíûå êðóïíîìàñøòàá�íûå ïóëüñàöèè, îêàçûâàþùèå îïðåäåëÿþùåå âëèÿ�íèå íà ðîñò ìåëêîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð, íå îáëà�äàþò ñâîéñòâîì èçîòðîïèè è îäíîðîäíîñòè âñëåä�ñòâèå ïðîñòðàíñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòè îñíîâíîãîòóðáóëåíòíîãî ïîòîêà, õàðàêòåðíîé äëÿ ðåàëüíûõòå÷åíèé (âåòðû â àòìîñ�åðå, òå÷åíèå â ðåêàõ, êà�íàëàõ, òðóáàõ è ò. ä.). Òî æå îáñòîÿòåëüñòâî ñëó�æèò îñíîâàíèåì äëÿ âûáðàííîãî íàìè ãðàíè÷íîãîóñëîâèÿ � îòñóòñòâèå âîçìóùåíèé íà áåñêîíå÷íî�ñòè. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî îáà óêàçàííûõ óñëîâèÿ íå óäî�âëåòâîðÿþò ïðåäñòàâëåíèþ îá îäíîðîäíîé èçîòðîï�íîé òóðáóëåíòíîñòè, åñëè îíî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íàâñå ïðîñòðàíñòâî.Êðàòêî ñ�îðìóëèðóåì è îáñóäèì îñíîâíûå ðå�çóëüòàòû.Âèõðåâûå ñòðóêòóðû. Ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿóðàâíåíèé Íàâüå �Ñòîêñà ïðè � ! 0 âûâåäåíûóðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ðîñò âäîëü ëàãðàíæåâîéòðàåêòîðèè ìåëêîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé ïîä âîç�äåéñòâèåì çàäàííîé êðóïíîìàñøòàáíîé òóðáóëåíò�íîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìåëêîìàñøòàáíàÿ ñîñòàâëÿþ�ùàÿ ìîäóëÿ çàâèõðåííîñòè ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåòñî âðåìåíåì. Ýòîò ðîñò ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþñèñòåìû âèõðåâûõ íèòåé è âèõðåâûõ ïîâåðõíîñòåé,íà êîòîðûõ è ïðîèñõîäèò èíòåíñèâíûé ðîñò çàâè�õðåííîñòè. Îïðåäåëåíû õàðàêòåðíûå ïàðàìåòðû ðî�ñòà âèõðåâîé ñòðóêòóðû âî âðåìåíè. Îòìåòèì, ÷òîõàîòè÷åñêàÿ ñåòêà âèõðåâûõ ñòðóêòóð õîðîøî âèä�íà â ýêñïåðèìåíòå [19℄. Áîëåå òîãî, ïðîâåäåííûå âïîñëåäíåå âðåìÿ äåòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ðàñïðåäå�ëåíèÿ óñêîðåíèÿ ìåëêèõ ïðèìåñíûõ ÷àñòèö â òóðáó�ëåíòíîé ñèñòåìå áåññïîðíî äåìîíñòðèðóþò, ÷òî íàè�áîëåå ñèëüíîå óñêîðåíèå äîñòèãàåòñÿ â îêðåñòíîñòèâèõðåâûõ íèòåé [20; 21℄.Íàøà òåîðèÿ ïðåäñêàçûâàåò âîçìîæíîñòü ñëåäó�þùåé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè. Èñêëþ÷èì èçâñåãî íàáëþäàåìîãî â ýêñïåðèìåíòå îáúåìà òóðáó�ëåíòíîãî òå÷åíèÿ öèëèíäðè÷åñêèå îáëàñòè ðàäèóñàr� âîêðóã âèõðåâûõ íèòåé. Âûáåðåì r� òàêèì, ÷òî�0 � r� � L, ãäå �0 � âÿçêèé ìàñøòàá, à L� ðàçìåðêðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé. Òîãäà ïàðíàÿ êîððå�ëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ, âû÷èñëåííàÿ ïî îñòàâøåìóñÿáîëüøîìó îáúåìó, áóäåò îáðåçàòüñÿ íå íà âÿçêîììàñøòàáå �0, a íà ìàñøòàáå r�.Ñèíãóëÿðíîñòü. Ïîêàçàíî, ÷òî â áåçäèññèïàòèâ�íîì ïðåäåëå � ! 0 íà îñè òàêèõ âèõðåâûõ íèòåé ïðèt ! 1 âåëè÷èíà çàâèõðåííîñòè ! ñòðåìèòñÿ ê áåñ�êîíå÷íîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè �óíêöèèïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè (20) ìû ëèíåàðèçîâàëè óðàâ�íåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè âáëèçè ëàãðàíæåâîé òðàåêòî�ðèè (9). Ïðè ýòîì ìû ïîëó÷èëè ýêñïîíåíöèàëüíîå âî520



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åíåðàöèÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :âðåìåíè âîçðàñòàíèå çàâèõðåííîñòè, êîòîðîå ìîæåòîãðàíè÷èâàòüñÿ ëèáî íåëèíåéíûìè ïîïðàâêàìè, ëè�áî âÿçêîñòüþ òå÷åíèÿ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ îâëèÿíèè íåëèíåéíûõ ïîïðàâîê íà ïîëó÷åííîå ðåøå�íèå â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðåäåëå � ! 0.Òàêèå íåëèíåéíûå ïîïðàâêè ìîæíî îöåíèòü, èñ�õîäÿ èç ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Â ñíîñîâîìòóðáóëåíòíîì òå÷åíèè íåëèíåéíîñòü íà÷èíàåò îêà�çûâàòü îáðàòíîå âëèÿíèå íà êðóïíîìàñøòàáíîå äâè�æåíèå, êîãäà ïëîòíîñòü ýíåðãèè ìåëêîìàñøòàáíûõïóëüñàöèé ñòàíîâèòñÿ ïîðÿäêà ïëîòíîñòè ýíåðãèèîñíîâíûõ êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé. Ïëîòíîñòüýíåðãèè îñíîâíûõ ïóëüñàöèé íà îñíîâíîì òóðáóëåíò�íîì ìàñøòàáå L ñîñòàâëÿåòE0 = 12�U2;ãäå U � ñêîðîñòü êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèéæèäêîñòè. Èç âûðàæåíèé (39) íàõîäèì îöåíêó ñêî�ðîñòè íà ìàñøòàáå òîëùèíû íèòè r0:vn � U �r0L �1=3 :Ñ ó÷åòîì äîëè îáúåìà, çàíèìàåìîãî íèòüþ, ïîëó÷à�åì äîëþ ïëîòíîñòè ýíåðãèè, ñîñðåäîòî÷åííóþ â íè�òè: EnE0 � Nf �vnU �2 �r0L �2 � Nf �r0L �8=3 � 1;ãäå Nf � îòíîøåíèå ÷èñëà íèòåé ê ÷èñëó êðóïíî�ìàñøòàáíûõ âèõðåé â åäèíèöå îáúåìà.Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî íåëèíåéíûå ïî�ïðàâêè ê ñêîðîñòè â îêðåñòíîñòè íèòè íå ìîãóò îêà�çàòü îáðàòíîãî âëèÿíèÿ íà îñíîâíîé ìàñøòàá ñëó�÷àéíûõ ïóëüñàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèíãóëÿðíîñòüáóäåò îáðåçàòüñÿ çà ñ÷åò âÿçêîñòè. Ñèòóàöèÿ çäåñüâïîëíå àíàëîãè÷íà ñâåðõçâóêîâîé ãèäðîäèíàìèêå,ãäå âîçíèêàþùèå â ýéëåðîâñêîì òå÷åíèè ñèíãóëÿð�íîñòè � ñèëüíûå è ñëàáûå ðàçðûâû � ðàçìûâàþòñÿëèøü âñëåäñòâèå âÿçêîñòè.Êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ. Ïîëó÷åíî óðàâíå�íèå, îïèñûâàþùåå ðàñïðåäåëåíèå çàâèõðåííîñòè âîêðåñòíîñòè îñè âèõðåâîé íèòè. Ïîëó÷åíî ðåøåíèåýòîãî óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùåå ñòðóêòóðó çàâè�õðåííîñòè è ðàñïðåäåëåíèå ñêîðîñòåé â îêðåñòíîñòèñèíãóëÿðíîñòè. Îíà èìååò âèä çàêîíàjv?j / r1=3?â ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé ê íàïðàâëåíèþ âèõðå�âîé íèòè. Ýòà ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåò âèä ïàðíîéêîððåëÿöèîííîé �óíêöèè â ìàëûõ ìàñøòàáàõ. Òà�êèì îáðàçîì, íà îñíîâå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Íà�âüå �Ñòîêñà ïðè ó÷åòå êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñà�öèé äàâëåíèÿ â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî ìàëîé âÿçêîñòè

� ! 0 îïðåäåëåíà êîððåëÿöèîííàÿ �óíêöèÿ ñêîðî�ñòåé (1), (42) â óñòàíîâèâøåìñÿ òóðáóëåíòíîì òå÷å�íèè.Ïåðåìåæàåìîñòü. Ñîãëàñíî èñõîäíîìó ïðåäïî�ëîæåíèþ Êîëìîãîðîâà ��è÷àðäñîíà, ïîòîê ýíåðãèèòóðáóëåíòíîñòè ïåðåòåêàåò îò êðóïíûõ ìàñøòàáîâ êìàëûì, äèññèïèðóÿ â ñàìûõ ìåëêèõ ìàñøòàáàõ ðàâ�íîìåðíî è îäíîðîäíî â ïðîñòðàíñòâå. Ëàíäàó óêà�çàë, ÷òî ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïðîòèâîðå÷èâî (ñì. [3,� 6.4℄). Â 1960 ã. �óðâè÷ [22℄, à ïîçäíåå è äðóãèå èññëå�äîâàòåëè ýêñïåðèìåíòàëüíî îáíàðóæèëè ñèëüíóþíåîäíîðîäíîñòü â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè ïóëüñà�öèé ñêîðîñòè è ïîòîêà äèññèïèðóåìîé ýíåðãèè. Ýòîñâîéñòâî òóðáóëåíòíîñòè ïîëó÷èëî íàçâàíèå ¾ïåðå�ìåæàåìîñòè¿. Èññëåäîâàíèþ ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ êÿâëåíèþ ïåðåìåæàåìîñòè ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè�÷åñòâî ðàáîò (ñì. ìîíîãðà�èè [2; 3℄ è öèòèðóåìóþ âíèõ ëèòåðàòóðó).Îáñóäèì, êàêèå îñîáåííîñòè ¾ïåðåìåæàåìîñòè¿âûòåêàþò èç ïðåäñòàâëåííîé çäåñü òåîðèè.1. Çàâèõðåííîñòü ! ðàñïðåäåëåíà êðàéíå íåîäíî�ðîäíî â ïðîñòðàíñòâå. Âáëèçè îñè âèõðÿ ! ìîæåòïðèíèìàòü î÷åíü âûñîêèå çíà÷åíèÿ, âî ìíîãî ðàçïðåâûøàþùèå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ �!.2. Çíà÷åíèÿ ÷åòíûõ ìîìåíòîâ êîððåëÿöèîííûõ�óíêöèé äîëæíû âîçðàñòàòü ñ ðîñòîì íîìåðà ìî�ìåíòîâ.3. Äèññèïàöèÿ ýíåðãèè â ðàçâèòîì òóðáóëåíòíîìäâèæåíèè ëîêàëèçîâàíà âáëèçè âèõðåâûõ íèòåé èâèõðåâûõ ïîâåðõíîñòåé. Îíà ðàñïðåäåëåíà êðàéíåíåîäíîðîäíî â ïðîñòðàíñòâå, à ïîñêîëüêó âèõðåâûåñòðóêòóðû äâèæóòñÿ � òî è âî âðåìåíè. Êðîìå òî�ãî, â äèññèïàöèè ïåðåìåæàåìîñòü òóðáóëåíòíîãî òå�÷åíèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ÿðêî [23℄.Îòìåòèì òàêæå, ÷òî õîòÿ íèòü äàåò íàèáîëüøóþñòåïåíü îñîáåííîñòè òå÷åíèÿ ïðè t ! 1 è îïðå�äåëÿåò âèä ïàðíîé êîððåëÿöèîííîé �óíêöèè, íàïðîöåññ äèññèïàöèè ýíåðãèè ìîãóò îêàçàòü âëèÿíèåè îñîáåííîñòè òèïà ïîâåðõíîñòè, ïîñêîëüêó îíèìîãóò çàíèìàòü çíà÷èòåëüíóþ äîëþ îáúåìà òóðáó�ëåíòíîãî òå÷åíèÿ.Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû Â. Ë. �èíçáóðãó çà âíè�ìàíèå ê ðàáîòå, À. Ñ. �óðâè÷ó, Â. Å. Çàõàðîâó,Â. Ñ. Ëüâîâó, Å. À. Êóçíåöîâó, Ñ. Ì. Àïåíêî,Â. Â. Ëîñÿêîâó è Ì. Î. Ïòèöûíó çà ïîëåçíûå îá-ñóæäåíèÿ. Àâòîðû áëàãîäàðíû Â. Â. Ëåáåäåâó çàïëîäîòâîðíóþ äèñêóññèþ è öåííûå çàìå÷àíèÿ.�àáîòà ÷àñòè÷íî �èíàíñèðîâàëàñü ÏðîãðàììîéÏðåçèäèóìà �ÀÍ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû íåëè�íåéíîé äèíàìèêè¿.521



Ê. Ï. Çûáèí, Â. À. Ñèðîòà, À. Ñ. Èëüèí, À. Â. �óðåâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 1Âûÿñíèì ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðó òåíçîðà äå�îð�ìàöèè ñêîðîñòåé �Vi=�rk âáëèçè îñè âèõðåâîé íè�òè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì âèõðåâóþ òðóáêó, ïîïå�ðå÷íûé ðàçìåð êîòîðîé r0, à ïðîäîëüíûé Lt � r0.Ïðåíåáðåãàÿ ìåäëåííûìè èçìåíåíèÿìè çàâèõðåííî�ñòè !i, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ èçãèáîì âèõðåâîé òðóáêèíà ìàñøòàáàõ Lt, ïðåäñòàâèì ëîêàëüíóþ ñêîðîñòü ââèäå Vi = "imlrmql�(r?);ãäå ql = !l! ; r? =pr2 � (qiri)2:Òîãäà �óíêöèÿ �(r?) ñâÿçàíà ñ ëîêàëüíîé çàâèõðåí�íîñòüþ ñîîòíîøåíèåì1r? ��r? �r2?�(r?)� = �!(r?):Êàê ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (8), ëîêàëüíàÿ äèíàìèêàçàâèõðåííîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ñèììåò�ðè÷íîé ÷àñòè òåíçîðà äå�îðìàöèè ñêîðîñòåébik = 12 ��Vi�rk + �Vk�ri �íà çíà÷åíèå çàâèõðåííîñòè !k:_!i = bik!k:Âû÷èñëèâ ñèììåòðè÷íûé òåíçîð bik, ïîëó÷èìbik = �"imlrmql� rkr? � qk rnqnr? �++ "kmlrmql � rir? � qi rnqnr? �� d�dr? :Íà ìàñøòàáàõ âèõðÿ ïîðÿäêà r0 èìååì j!j � jbikj.Îäíàêî ýòîò òåíçîð îðòîãîíàëåí !k (ò. å. bik!k = 0),â ÷åì ëåãêî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ñëåäîâà�òåëüíî, åãî íàëè÷èå íèêàê íå ñêàçûâàåòñÿ íà äèíà�ìèêå çàâèõðåííîñòè.Òàêèì îáðàçîì, ñàìîäåéñòâèå âèõðÿ íå âëèÿåòíà åãî äèíàìèêó. Ïðè íàðóøåíèè àíàëèòè÷íîñòè�óíêöèè !(r) âäîëü âèõðåâîé íèòè, êàê è â ñëó÷àåãëàäêîé �óíêöèè, ðàññìîòðåííîì â ðàçä. 2, ëîêàëü�íûé âêëàä â ïîïåðå÷íóþ ÷àñòü òåíçîðà bik ïðåíå�áðåæèìî ìàë, à ãëàâíûì îêàçûâàåòñÿ âêëàä êðóïíî�ìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé. Çäåñü ñêàçûâàåòñÿ âîçìîæ�íîñòü ìãíîâåííîé ïåðåäà÷è äàâëåíèÿ íà çíà÷èòåëü�íûå ìàñøòàáû áëàãîäàðÿ íåñæèìàåìîñòè æèäêîñòè.×òî æå êàñàåòñÿ ïðèðîäû àñèììåòðèè êðóïíîìàñ�øòàáíûõ ïóëüñàöèé, òî îíà îïðåäåëåíà íåîäíîðîä�íîñòüþ âñåãî òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà.

Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 2�àññìîòðèì àêñèàëüíî ñèììåòðè÷íîå òå÷åíèå.Óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè äëÿ êîìïîíåíò ñêîðî�ñòåé âäîëü ðàäèóñà vr, àçèìóòàëüíîãî óãëà v� è îñèöèëèíäðà vz èìåþò âèä�vr�t + vr �vr�r + vz �vr�z � v2�r = ��p�r ; (A.1)�v��t + vr �v��r + vz �v��z + v�vrr = 0; (A.2)�vz�t + vr �vz�r + vz �vz�z = ��p�z ; (A.3)1r ��r (rvr) + �vz�z = 0: (A.4)Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå ñèñòåìû (A.1)�(A.4) â âèäåv� = !r; vr = ar; vz = bz: (A.5)Òîãäà äàâëåíèå äîëæíî áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäåp(r; z; t) = P1(t)2 r2 + P2(t)2 z2:Èç óðàâíåíèÿ (A.4) ñëåäóåò ñâÿçü ìåæäó a è b:2a+ b = 0: (A.6)Ýòà ñâÿçü âûðàæàåò ñîõðàíåíèå îáúåìà æèäêîñòè.Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ýëåìåíò æèäêîñòè, çà�íèìàþùèé â òåêóùèé ìîìåíò öèëèíäð ðàäèóñà R(t)è äëèíû Z(t). Òîãäà èç (A.5) ñëåäóåò_R = a(t)R ; _Z = b(t)Z ;îòñþäà R(t) = R0 exp0� tZ0 a(t1) dt11A ;Z(t) = Z0 exp0� tZ0 b(t1) dt11A :Îáúåì öèëèíäðà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò t ðàâåí�R(t)2Z(t) = �R20Z0 exp tZ0 (2a(t1) + b(t1)) dt1 == �R20Z0:Âèäíî, ÷òî îí äåéñòâèòåëüíî ñîõðàíÿåòñÿ. Íàïðè�ìåð, åñëè b > 0, òî öèëèíäð ðàñòÿãèâàåòñÿ, ïðè ýòîìåãî ïîïåðå÷íûé ðàäèóñ óìåíüøàåòñÿ.522



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åíåðàöèÿ ìåëêîìàñøòàáíûõ ñòðóêòóð : : :Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (A.5) â ñèñòåìó (A.1)�(A.4)ïîëó÷èì ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äè��åðåíöèàëü�íûõ óðàâíåíèé: _a+ a2 � !2 = �P1;_! + 2a! = 0;_b+ b2 = �P2: (A.7)Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñîäåðæèò îäíó ïðî�èçâîëüíóþ �óíêöèþ îò âðåìåíè, òàê êàê ñ ó÷åòîì(A.6), ìû èìååì ÷åòûðå óðàâíåíèÿ è ïÿòü íåèçâåñò�íûõ �óíêöèé: a; b; !; P1; P2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù�íîñòè â êà÷åñòâå òàêîé ïðîèçâîëüíîé �óíêöèè ìîæ�íî âûáðàòü P2(t). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî èçìåíåíèå çà�âèxðåííîñòè !(t) îäíîçíà÷íî ñâÿçàíî ñ èçìåíåíèåì¾äëèíû öèëèíäðà¿ Z(t):!(t) = !0Z(t)=Z0:Ïîñëå äè��åðåíöèðîâàíèÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿñèñòåìû (A.7) è ïîäñòàíîâêè â íåãî âñåõ îñòàëüíûõóðàâíåíèé ïîëó÷èì�! = �P2(t)!:Ýòî óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì óðàâíå�íèÿ (9). Çäåñü P2(t) õàðàêòåðèçóåò ïåðåïàä äàâëå�íèé âäîëü äëèíû öèëèíäðà. Ýòà âåëè÷èíà îòðàæà�åò ñâîéñòâà êðóïíîìàñøòàáíûõ ïóëüñàöèé. Ïðåäïî�ëàãàåì, ÷òî, êàê è êðóïíîìàñøòàáíûå ïóëüñàöèè,P2(t) � äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ ¾ñëó÷àéíàÿ¿ �óíêöèÿ,òàêàÿ ÷òî ñðåäíåå ïî âðåìåíè îò íåå ðàâíî íóëþ. Òî�ãäà â ñðåäíåì èíòåðâàëû âðåìåíè, êîãäà P2(t) > 0è P2(t) < 0, ïðåäñòàâëåíû ðàâíîâåðîÿòíî. Íî ïðèP2(t) > 0 �óíêöèÿ !(t) îñöèëëèðóåò, ïðè÷åì àì�ïëèòóäà îñöèëëÿöèé ìåíÿåòñÿ ìàëî. Íàîáîðîò, ïðèP2(t) < 0 �óíêöèÿ !(t) ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò. ßñ�íî, ÷òî â ñðåäíåì áóäåò ïðîèñõîäèòü ðîñò !. Ââè�äó ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ! è Z, òàêîé ðîñò îçíà÷àåò¾âûòÿãèâàíèå¿ öèëèíäðà è, ñîîòâåòñòâåííî, ñæàòèåïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà âèõðÿ.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ë. Ä. Ëàíäàó, Å. Ì. Ëè�øèö, �èäðîäèíàìèêà, Íàó�êà, Ìîñêâà (1986).2. À. Ñ. Ìîíèí, À. Ì. ßãëîì, Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ãèäðî�äèíàìèêà, òîì 1, �èäðîìåòèçäàò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã(1992), òîì 2, �èäðîìåòèçäàò, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã(1996).
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