
ÆÝÒÔ, 2007, òîì 132, âûï. 2 (8), ñòð. 493�509 

 2007
ÏÈÊÎÑÅÊÓÍÄÍÛÅ ÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÎËÈÒÎÍÛ Ï�ÈÀÍÈÇÎÒ�ÎÏÍÎÌ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÈ Ñ ÑÈÑÒÅÌÎÉ ÑÏÈÍÎÂÀ. À. Çàáîëîòñêèé *Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ýëåêòðîìåòðèè Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 29 ÿíâàðÿ 2007 ã.Â ðàìêàõ íàéäåííîé àâòîðîì èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè èçó÷àåòñÿ ýâîëþöèÿ ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íûõ çâóêî-âûõ èìïóëüñîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïàðàëëåëüíî âíåøíåìó ìàãíèòíîìó ïîëþ â ñèñòåìå ïàðàìàãíèòíûõïðèìåñåé ñ ý��åêòèâíûì ñïèíîì S = 1=2. Äèíàìèêà èìïóëüñîâ àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ â ñðåäå ñ îðòîðîìáè-÷åñêîé ñèììåòðèåé ñïèí-àêóñòè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îïèñûâàåòñÿ âíå ðàìîê ïðèáëèæåíèÿ ìåäëåííûõîãèáàþùèõ. �åøåíèå ìîäåëè íàéäåíî ñ ïðèìåíåíèåì ðàçâèòîé òåõíèêè ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿ-íèÿ, îñíîâàííîé íà ðåøåíèè ïðîáëåìû �èìàíà � �èëüáåðòà è ó÷èòûâàþùåé ñïåöè�è÷åñêóþ ñèììåòðèþçàäà÷è.PACS: 41.20.Jb, 42.50.Md, 43.25.+y1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍåëèíåéíûå êîãåðåíòíûå îïòè÷åñêèå ÿâëåíèÿ,êîòîðûå àññîöèèðóþòñÿ ñ ñîëèòîííûìè è äðóãèìèàâòîìîäåëüíûìè ðåøåíèÿìè [1, 2℄, â íàñòîÿùåå âðå�ìÿ íàèáîëåå äåòàëüíî èçó÷åíû àíàëèòè÷åñêè â ðàì�êàõ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé [3℄. Ïðè ðàñïðîñòðàíå�íèè óïðóãèõ âîëí â ïàðàìàãíèòíûõ êðèñòàëëàõ ñî�ëèòîíîïîäîáíûå èìïóëüñû ìîãóò îáðàçîâûâàòüñÿ çàñ÷åò ý��åêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ àíãàðìîíè÷åñêèìè êî�ëåáàíèÿìè è äèñïåðñèåé [4�6℄, à òàêæå â óñëîâèÿõíåëèíåéíîãî êîãåðåíòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ àêóñòè÷å�ñêèõ âîëí ñ ñîäåðæàùèìèñÿ â ñðåäå ïàðàìàãíèòíû�ìè ïðèìåñÿìè ïðè àêóñòè÷åñêîé ñàìîèíäóöèðîâàí�íîé ïðîçðà÷íîñòè (ÑÈÏ) [7�9℄. Àêóñòè÷åñêàÿ ÑÈÏïðîÿâëÿåòñÿ â íèçêîòåìïåðàòóðíûõ êðèñòàëëè÷å�ñêèõ îáðàçöàõ, ñîäåðæàùèõ ïàðàìàãíèòíûå ïðèìå�ñè [10℄. Â ðàáîòàõ [11; 12℄ ýòîò ý��åêò íàáëþäàë�ñÿ íà ïðèìåñÿõ Fe2+ â êðèñòàëëè÷åñêèõ ìàòðèöàõMgO è LiNbO3. �åíåðàöèÿ ïèêîñåêóíäíûõ àêóñòè�÷åñêèõ èìïóëüñîâ â ëàáîðàòîðíûõ óñëîâèÿõ [4�12℄ñòèìóëèðîâàëà ïîÿâëåíèå ñåðèè òåîðåòè÷åñêèõ ðà�áîò, ïîñâÿùåííûõ èçó÷åíèþ ýâîëþöèè ýòèõ èìïóëü�ñîâ â ïàðàìàãíèòíûõ êðèñòàëëàõ. Àêóñòè÷åñêèå èì�ïóëüñû äëèòåëüíîñòüþ îò ïèêîñåêóíä äî äåñÿòêîâïèêîñåêóíä íå ìîãóò áûòü îïèñàíû â ïðèáëèæåíèè*E-mail: zabolotskii�iae.nsk.su

ìåäëåííûõ îãèáàþùèõ, ïîñêîëüêó èìïóëüñ ñîäåð�æèò íåáîëüøîå ÷èñëî îñöèëëÿöèé. Òåîðèÿ àêóñòè÷å�ñêèõ èìïóëüñîâ â ý��åêòèâíîé äâóõóðîâíåâîé ñðå�äå áåç ïðèìåíåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ìåäëåííîé îãèáà�þùåé ðàçâèâàëàñü ðÿäàì àâòîðîâ, ñì. [8℄ è ññûëêèâ ýòîé ðàáîòå, à òàêæå ðàáîòû [13�15℄. Â êà÷åñòâå�èçè÷åñêîé ñðåäû, â êîòîðîé ìîæåò áûòü ðåàëèçîâà�íà ìîäåëü ýâîëþöèè àêóñòè÷åñêîãî èìïóëüñà ñ ïèêî�ñåêóíäíîé äëèòåëüíîñòüþ, ìîæåò áûòü ïðåäëîæåíêðèñòàëë, ñîäåðæàùèé äóáëåòû Êðàìåðñà ïðèìåñ�íûõ ïàðàìàãíèòíûõ èîíîâ Co2+ [5, 6℄.Òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ àêóñòè÷åñêîé ÑÈÏ,ïðîâåäåííûå â ðàáîòàõ [7; 8℄ è â ðÿäå äðóãèõ ðà�áîò, áàçèðóþòñÿ íà åå àíàëîãèè ñ îïòè÷åñêîé ñà�ìîèíäóöèðîâàííîé ïðîçðà÷íîñòüþ. Ïîìèìî àíàëî�ãèè ìåæäó îïòè÷åñêîé è àêóñòè÷åñêîé ÑÈÏ èìåþò�ñÿ ïðèíöèïèàëüíûå îòëè÷èÿ, ñâÿçàííûå, íàïðèìåð,ñ óñëîâèÿìè �îðìèðîâàíèÿ ìàñøòàáà ñêîðîñòåé èõàðàêòåðíûõ ÷àñòîò. Àêóñòè÷åñêèå ñîëèòîíû ìîãóòîáðàçîâûâàòüñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ â íåñêîëüêî äåñÿò�êîâ ìèêðîí è ìåíåå è èìåþò â îáùåì ñëó÷àå äâåïîïåðå÷íûå è ïðîäîëüíóþ êîìïîíåíòû. Ýòî ïðèâî�äèò, êàê ïðàâèëî, ê çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîé ñõå�ìå ñïèí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñâçàèìîäåéñòâèåì ñâåòà ñ äâóõóðîâíåâîé ñðåäîé îñî�áåííî ïðè àíèçîòðîïíîì ñïèí-�îíîííîì âçàèìîäåé�ñòâèè.Ýêñïåðèìåíòàëüíûå óñëîâèÿ íàáëþäåíèÿ êîãå�493



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007ðåíòíûõ àêóñòè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ â ïðîòÿæåííîéñðåäå çà÷àñòóþ òðåáóþò ïðèìåíåíèÿ ãåëèåâûõ òåì�ïåðàòóð. Àêóñòè÷åñêèé ðåçîíàíñíûé ý��åêò � àíà�ëîã îïòè÷åñêîé ÑÈÏ � íàáëþäàëñÿ ïðè íèçêèõ òåì�ïåðàòóðàõ â êðèñòàëëå MgO [11℄ è â LiNbO3 [12℄ ñïàðàìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè Fe2+ ïðè ðàñïðîñòðàíå�íèè ïðîäîëüíîãî àêóñòè÷åñêîãî èìïóëüñà ïîä íåíó�ëåâûì óãëîì ê íàïðàâëåíèþ âíåøíåãî ìàãíèòíîãîïîëÿ. Êîãåðåíòíàÿ ýìèññèÿ � ãåíåðàöèÿ ëàâèíû àêó�ñòè÷åñêèõ �îíîíîâ ïîñëå ÷àñòè÷íîé èíâåðñèè çàñå�ëåííîñòè ñïèíîâîé ñèñòåìû � áûëà èçó÷åíà ýêñïåðè�ìåíòàëüíî â ðàáîòàõ [5, 6℄. Â ýòèõ ðàáîòàõ èññëåäîâà�ëàñü ý��åêòèâíàÿ äâóõóðîâíåâàÿ ñðåäà, ñîñòîÿùàÿèç ìåòàñòàáèëüíîãî, ðàñùåïëåííîãî âñëåäñòâèå ý���åêòà Çååìàíà E(2E) äóáëåòà Êðàìåðñà Cr3+ â îä�íîêðèñòàëëè÷åñêîì îáðàçöå ðóáèíà. Â ýêñïåðèìåí�òå äóáëåò, ëîêàëèçîâàííûé íà îïòè÷åñêîì ðàññòîÿ�íèè, âçàèìîäåéñòâóåò ñ îïòè÷åñêèìè �îíîíàìè. Ñå�ëåêòèâíîå ëàçåðíîå âîçáóæäåíèå ïðèâîäèò ê âîçíèê�íîâåíèþ êîãåðåíòíîé àêóñòè÷åñêîé ýìèññèè.�åíåðàöèÿ ïèêîñåêóíäíûõ àêóñòè÷åñêèõ èìïóëü�ñîâ â êðèñòàëëàõ íå ïðåäñòàâëÿåò â íàñòîÿùåå âðåìÿñëîæíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîáëåìû [4℄. Äëÿ îïè�ñàíèÿ ýòèõ èìïóëüñîâ íå ïðèìåíèìî ïðèáëèæåíèåìåäëåííîé îãèáàþùåé. Èçó÷åíèå íåëèíåéíîé äèíà�ìèêè îïòè÷åñêèõ êîãåðåíòíûõ èìïóëüñîâ áåç îãèáà�þùåé â ý��åêòèâíûõ äâóõóðîâíåâûõ ñðåäàõ â ðàì�êàõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî�èçâîäíûõ áûëî íà÷àòî 35 ëåò íàçàä Åéëáåêîì ñ ñî�àâòîðàìè [16�18℄. Íàéäåííàÿ â ðàáîòå [16℄ èíòåãðè�ðóåìàÿ ñèñòåìà ðåäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé Ìàêñ�âåëëà �Áëîõà èìååò á�îëüøóþ îáëàñòü ïðèìåíèìî�ñòè, ÷åì óðàâíåíèÿ ðåçîíàíñíîé ÑÈÏ, ïîñêîëüêóïðè èõ âûâîäå íå ïðèìåíÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå ìåä�ëåííîé îãèáàþùåé. Ýòè óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò äè�íàìèêó îäíîêîìïîíåíòíîãî ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííî�ãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ [18℄. Íåäàâíî íàìè áûëîïîêàçàíî, ÷òî èíòåãðèðóåìûå ðåäóöèðîâàííûå óðàâ�íåíèÿ Ìàêñâåëëà �Áëîõà äîïóñêàþò îáîáùåíèå íàñëó÷àé ýâîëþöèè äâóõêîìïîíåíòíîé ýëåêòðîìàãíèò�íîé âîëíû ñ ïðîèçâîëüíîé ïîëÿðèçàöèåé â èçîòðîï�íîé ñðåäå [19℄. Çàòåì ýòà ìîäåëü áûëà íàìè îáîá�ùåíà íà ñëó÷àé àíèçîòðîïíîé ñðåäû [20; 21℄. Òåî�ðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíîé äèíàìèêè ïðî�äîëüíî-ïîïåðå÷íûõ àêóñòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ áåç îãè�áàþùåé âûïîëíåíî â ñåðèè ðàáîò àâòîðà [13�15℄.Â ýòèõ ðàáîòàõ ïîêàçàíî, ÷òî äèíàìèêà àêóñòè÷å�ñêèõ èìïóëüñîâ áåç îãèáàþùåé ìîæåò áûòü èçó÷åíàâ ðàìêàõ íîâûõ, ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíå�íèé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ìàòåìàòè÷åñêèé è ïðàêòè÷å�ñêèé èíòåðåñ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ âàðèàíò ìåòîäà

îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ÌÎÇ�) [3℄ äëÿ ìîäåëè,îïèñûâàþùåé ýâîëþöèþ òðåõêîìïîíåíòíîãî àêóñòè�÷åñêîãî èìïóëüñà âíå ðàìîê ïðèáëèæåíèÿ ìåäëåí�íîé îãèáàþùåé â ñðåäå ñ îðòîðîìáè÷åñêîé ñèììåò�ðèåé ñïèí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñèëüíàÿ àíè�çîòðîïèÿ ñïèí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæåò ñî�ïðîâîæäàòüñÿ ìàëûì îòëè÷èåì �àçîâûõ (ëèíåé�íûõ) ñêîðîñòåé ïîïåðå÷íûõ è ïðîäîëüíîé çâóêîâûõâîëí. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ â óïðóãîèçîòðîï�íûõ êðèñòàëëàõ, íàïðèìåð, â èîííûõ êðèñòàëëàõ ãà�ëîãåíèäîâ ùåëî÷íûõ ìåòàëëîâ ñ öåíòðàëüíûìè ñè�ëàìè âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó àòîìàìè [22℄. Ýòà îñî�áåííîñòü èñïîëüçóåòñÿ â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðè ïî�ñòðîåíèè èíòåãðèðóåìîé â ðàìêàõ ÌÎÇ� ìîäåëè.Çäåñü ïðèâîäÿòñÿ äâå �îðìû ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñàýòîé ìîäåëè. Àïïàðàò ÌÎÇ� ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ðå�øåíèÿ ïðîáëåìû �èìàíà ��èëüáåðòà (��) äëÿ áîëååóäîáíîé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïàðû Ëàêñà.Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âðàçä. 2 äàí âûâîä �èçè÷åñêîé ìîäåëè ýâîëþöèèòðåõêîìïîíåíòíîãî àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ â àíèçîòðîï�íîé ñðåäå. Â ðàçä. 3 äàí âûâîä èíòåãðèðóåìîãî âàðè�àíòà ìîäåëè, îïèñàíû ñâîéñòâà ñèììåòðèè è ðàçâèòñîîòâåòñòâóþùèé çàäà÷å àïïàðàò ìåòîäà îáðàòíîéçàäà÷è. Çàòåì â ðàçä. 4 ïðèâîäèòñÿ ñîëèòîííîå ðå�øåíèå ìîäåëè, à â ðàçä. 5 îáñóæäàþòñÿ ïîëó÷åííûåðåçóëüòàòû. Â Ïðèëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ �îðìà ïà�ðû Ëàêñà èçó÷àåìîé èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè ñî ñïåê�òðàëüíûì ïàðàìåòðîì íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.2. ÂÛÂÎÄ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈÑëåäóÿ ðàáîòå [8℄, ïðèâåäåì âûâîä óðàâíåíèé,îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íîé âîë�íû â êðèñòàëëå ñ ïàðàìàãíèòíûìè ïðèìåñÿìè. Ñ÷è�òàåì, ÷òî âíåøíåå ïîñòîÿííîå è îäíîðîäíîå ìàãíèò�íîå ïîëå B íàïðàâëåíî âäîëü îñè z. Çååìàíîâñêîåâçàèìîäåéñòâèå ìàãíèòíîãî ìîìåíòà b�(a), íàõîäÿùå�ãîñÿ â òî÷êå a, âíîñèò â îáùèé ãàìèëüòîíèàí âêëàäbHa = �b�(a)B:Êîìïîíåíòû b�(a) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòûñïèíà S(a)(ra), ãäå ra � ðàäèóñ-âåêòîð a-ãî ñïèíà,ñëåäóþùèì îáðàçîì:b�(a)j = �Xk �Bgjk bS(a)k :Çäåñü �B � ìàãíåòîí Áîðà, gjk � êîìïîíåíòû òåí�çîðà Ëàíäå. Ñ ó÷åòîì ýòîãî èìååìbHz = NXa=1 bHza = �BXa Xj;k Bjgjk bS(a)k ; (1)494



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 Ïèêîñåêóíäíûå àêóñòè÷åñêèå ñîëèòîíû : : :ãäå N � îáùåå ÷èñëî ñïèíîâ. Ïîñêîëüêó ý��åêòèâ�íûé ñïèí ðàâåí 1/2, îí ìîæåò áûòü ðàçëîæåí ïîìàòðèöàì Ïàóëè:bSax = 12  0 11 0 ! ; bSay = 12  0 �ii 0 ! ;bSaz = 12  1 00 �1 ! : (2)Ñ÷èòàåì, ÷òî îñè x; y; z, íàïðàâëåííûå âäîëü ãëàâ�íûõ îñåé òåíçîðà Ëàíäå, ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ñèììåò�ðèè êðèñòàëëà, òîãäà â íåäå�îðìèðîâàííîé íåâîç�ìóùåííîé ñðåäå òåíçîð Ëàíäå äèàãîíàëåí:gjk = g(0)jk = gjjÆjk ;Æjk � äåëüòà-�óíêöèÿ. Äå�îðìàöèþ êðèñòàëëà àêó�ñòè÷åñêîé âîëíîé îïèñûâàåì ëèíåéíûìè ïîïðàâêà�ìè ê òåíçîðó Ëàíäå:gjk = g(0)jk +Xp;q �� gjk� Epq�0 Epq + : : : ; (3)ãäå Epq � òåíçîð óïðóãèõ äå�îðìàöèé êðèñòàëëà âìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ñïèíà. Ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ âòî÷êå ñ íóëåâîé äå�îðìàöèé. Êîìïîíåíòû òåíçîðàäå�îðìàöèé âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû âåêòî�ðà ñìåùåíèé U = (Ux; Uy; Uz) ñëåäóþùèì îáðàçîì:Epq = 12 ��Up�xq + �Uq�xp� : (4)Ñóììèðîâàíèå ïî îäíîðîäíî ðàñïîëîæåííûì âêðèñòàëëå èîíàì ñî ñïèíàìè 1=2 çàìåíÿåì èíòåãðè�ðîâàíèåì ïî âñåìó ïðîñòðàíñòâó. Îáîçíà÷èì óãëîâû�ìè ñêîáêàìè óñðåäíåíèå ïî êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì:Sk = hbS(a)k (r)i = Tr bS(a)k b�; k = x; y; z:Çäåñü b� � ìàòðèöà ïëîòíîñòè äâóõóðîâíåâîé ñðå�äû � êðàìåðñîâñêîãî äóáëåòà, ðàñùåïëåííîãî ïîääåéñòâèåì ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èñ�ëî �îíîíîâ âåëèêî, ïîýòîìó ïðèìåíèìî êëàññè÷å�ñêîå îïèñàíèå äèíàìèêè àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ. Äâóõ�óðîâíåâàÿ ñðåäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êâàíòîâàÿ.Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âêëàäû âãàìèëüòîíèàí, ñâÿçàííûé ñ ïðèìåñÿìè:bHs = Z n~!B X
=x;y;z �
S
dr; (5)h bHinti =Xa Xj;k;p;q=x;y;z �BBjFjk;pq �� Z Epq (r) hbS(a)k (r)idr: (6)

Çäåñü S
 = 12TrnbSa
 b�o ;�
 = g

B
gB ;Fjk;pq = �gjk�Epq� ïîñòîÿííûå ñïèí-�îíîííîé ñâÿçè, �̂ � ìàòðèöàïëîòíîñòè, !B = g�BB=~ � ÷àñòîòà çååìàíîâñêîãîðàñùåïëåíèÿ äóáëåòîâ Êðàìåðñà,g =qg2xx + g2yy + g2zz; B =qB2x +B2y +B2z ;n(r) =Xj Æ(r� rj)� ïëîòíîñòü ïàðàìàãíèòíûõ ïðèìåñåé. Èíòåãðàë (5)áåðåòñÿ ïî âñåìó îáúåìó êðèñòàëëà. Óãëîâûå ñêîáêèîçíà÷àþò óñðåäíåíèå ïî êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì.Äèíàìèêà àêóñòè÷åñêèõ âîëí â êðèñòàëëå áåçó÷åòà àíãàðìîíè÷íîñòè îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèà�íîì bHa = 12 Z X
=x;y;z( p2
N0 + �
 ��U
�z �2) dr; (7)ãäå N0 � ìîëåêóëÿðíàÿ ìàññà, p
 � êîìïîíåíòûïëîòíîñòè ìîìåíòà, àññîöèèðîâàííûå ñ äèíàìè÷å�ñêèì ñìåùåíèåì ìîëåêóë â êðèñòàëëå, �
 = �

zz �äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû òåíçîðà ìîäóëÿ óïðóãèõ äå��îðìàöèé êðèñòàëëà [23℄, îòâå÷àþùèå ñìåùåíèÿìïî îñè z.Ýâîëþöèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ý��åêòèâíîéäâóõóðîâíåâîé ñðåäû è êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿ�æåíèé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìèi~��̂�t = h bH; �̂i ; (8)�U�t = �H�p ; �p�t = ��H�U : (9)Çäåñü H = Ha + D bHintE :Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ìàñøòàáîââðåìåí â äåñÿòêè ïèêîñåêóíä ðåëàêñàöèîííûìè ïðî�öåññàìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ìû áóäåì ðàññìàòðè�âàòü ðàñïðîñòðàíåíèå àêóñòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ â òà�êîé ñïèíîâîé ñèñòåìå òîëüêî âäîëü îñè z êðèñòàëëà.Ñèììåòðèÿ ñïèí-�îòîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èâûáîð íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ îïðåäåëÿþòñèììåòðèþ êîý��èöèåíòîâ ñâÿçè è, êàê ñëåäñòâèå,495



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007âèä ñèñòåìû ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé. �àññìîòðèìäèíàìèêó òðåõêîìïîíåíòíîãî àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ,èìåþùåãî äâå ïîïåðå÷íûå è ïðîäîëüíóþ êîìïî�íåíòû, äàþùèå âêëàä âî âçàèìîäåéñòâèå. Äëÿ îä�íîìåðíîé ñðåäû, ïðîòÿæåííîé ïî îñè z, òîëüêîz-êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé íå ðàâíû íóëþ.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñìåùåíèå Uj îïðåäåëÿåò ýëåìåí�òû Ejz ; j = x; y; z. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå îðòîðîìáè�÷åñêîé ñèììåòðèè êðèñòàëëà ñìåùåíèå ìîëåêóë âx-íàïðàâëåíèè íå èçìåíÿåò ñâÿçü ìåæäó ïðîåêöè�ÿìè ñïèíà Sy; Sz è �îíîíàìè â ïåðâîì ïðèáëèæå�íèè â ðàçëîæåíèè (3) è ò.ä. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõïðåäïîëîæåíèé è ïðîèçâîëüíîì íàïðàâëåíèè âåêòî�ðà ìàãíèòíîãî ïîëÿ ãàìèëüòîíèàí (6) ïðèâîäèòñÿ êâèäó bHint =X� Xj �BBjFjj;jzEjz bS(a)j : (10)Òàêóþ æå ñòðóêòóðó ãàìèëüòîíèàíà ñïèí-�îíîííî-ãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ãàìèëüòîíè�àíà ñïèí-ðåøåòî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ â ïàðàìàã�íåòèêàõ, íàéäåííîãî â ðàáîòå [24℄ äëÿ çíà÷èòåëü�íî áîëåå îáùåé ñèììåòðèè ñïèí-ðåøåòî÷íîé ñâÿçè,íî ïðè îïðåäåëåííîì âûáîðå íàïðàâëåíèÿ ìàãíèò�íîãî ïîëÿ. Äëÿ âûâîäà ãàìèëüòîíèàíà (10) íåïî�ñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (13) ðàáîòû [24℄ äîñòàòî÷�íî îãðàíè÷èòüñÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ âçàèìîäåé�ñòâèÿ îò �Up=�xq , ïðåäïîëîæèòü îäíîìåðíîñòü ïðî�òÿæåííîé ñðåäû è âûáðàòü íàïðàâëåíèå ìàãíèòíîãîïîëÿ âäîëü ýòîé ñðåäû, ò. å. âäîëü îñè z.Ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè â îäíîìåðíîé ñðå�äå êîý��èöèåíòû óïðóãîñòè â ïðàâîé ÷àñòè (7)ìîãóò áûòü âûáðàíû ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíûìè�x � �y � �z , ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷åíî âûøå,îíè èìåþò äðóãóþ �èçè÷åñêóþ ïðèðîäó. Ôàçîâàÿñêîðîñòü àêóñòè÷åñêîé êîìïîíåíòû Ux ïðîïîðöèî�íàëüíû p�x è ò. ä. Ý��åêòèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿâ íåëèíåéíîì ðåæèìå îïðåäåëÿåòñÿ äëèííîéâçàèìîäåéñòâèÿ, è äëÿ âîëí ñ ïî÷òè ðàâíûìè ñêî�ðîñòÿìè ýòî âçàèìîäåéñòâèå íàèáîëåå ý��åêòèâíî.Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå ñëó÷àåâ ñïèí-ðåøåòî÷íîãîâçàèìîäåéñòâèÿ ñ áëèçêèìè �àçîâûìè ñêîðîñòÿìèàêóñòè÷åñêèõ êîìïîíåíò ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èí�òåðåñ. Ïðè âûâîäå èíòåãðèðóåìîé âåðñèè ìîäåëèíèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðóïïîâûå ñêîðîñòèïîëåé áëèçêè ê �àçîâûì, ò. å. äàííàÿ ìîäåëüîïèñûâàåò âûñîêî ý��åêòèâíîå ñïèí-�îíîííîåâçàèìîäåéñòâèå.Ââèäó ñäåëàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèé, îãðàíè�÷èìñÿ èçó÷åíèåì ýâîëþöèè ïîïåðå÷íûõ Exz; Eyz èïðîäîëüíîé Ezz êîìïîíåíò àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ, ðàñ�ïðîñòðàíÿþùèõñÿ âäîëü îñè z ñ îäèíàêîâîé �àçî�

âîé ñêîðîñòüþ. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ îñòàþòñÿ òðè ý���åêòèâíûõ ïðîèçâîëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîíñòàí�òû ñïèí-�îíîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Íèêàêèå äî�ïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âåëè÷èíû êîíñòàíòñïèí-ðåøåòî÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ íå èñïîëüçóþòñÿ.Äëÿ êðèñòàëëà ñ îðòîðîìáè÷åñêîé ñèììåòðèåé êî�ý��èöèåíòîâ ñïèí-�îíîííîé ñâÿçè è ïðîèçâîëüíî�ãî íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ýòè êîý��èöèåíòûèìåþò âèäf
 = Xj=x;y;zBjFjj;
zB�1; 
 = x; y; z: (11)Äëÿ ñëó÷àÿ íàïðàâëåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïî îñè zè ãàìèëüòîíèàíà (13) èç ðàáîòû [24℄ ýòè òðè êîý���èöèåíòà ëåãêî ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç àìïëè�òóäó ìàãíèòíîãî ïîëÿ è êîý��èöèåíòû Fij .Â ýòèõ ïðèáëèæåíèÿõ ãàìèëüòîíèàí bHs + bHintèìååò âèäbHs + bHint == Z ~!Bg Xa X
=x;y;z�g�
 bS(a)
 + f
E
z bS(a)
 � dr: (12)Ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî âñåì ïðèìåñÿì � ñóììà ãàìèëü�òîíèàíîâ (12) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó, àíàëîãè÷íîìó âè�äó ãàìèëüòîíèàíà âçàèìîäåéñòâèÿ òðåõêîìïîíåíò�íîãî ïîëÿ ñ ý��åêòèâíîé äâóõóðîâíåâîé ñðåäîé:bHs + bHint == Z fxn~!Bg hea �xGx +eb �yGy + e
 �zGzi dr; (13)ãäå G
 = E
z + g�
f
 ; ea = fxf0 ; eb = fyf0 ;e
 = fzf0 ; f0 =qf2x + f2y + f2z ;ãäå �
 ; 
 = x; y; z � ìàòðèöû (2) áåç èíäåêñà a, ò. å.îíè îòâå÷àþò âñåìó àíñàìáëþ ïðèìåñåé.Èñïîëüçóÿ (8) è (13), ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíå�íèé �Sx�et = �e
GzSy +ebGySz; (14)�Sy�et = e
GzSx � eaGxSz; (15)�Sz�et = �ebGySx + eaGxSy: (16)Çäåñüet = tf0n~!Bg ; S
 = 12Trfb�
b�g; 
 = x; y; z:496



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 Ïèêîñåêóíäíûå àêóñòè÷åñêèå ñîëèòîíû : : :Ýòà ñèñòåìà ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà G
 ñîâïàäà�åò ñ óðàâíåíèÿìè Áëîõà äëÿ äâóõóðîâíåâîé ñðåäû ñäèïîëüíûì ïåðåõîäîì. Êîìïîíåíòû êëàññè÷åñêîãîâåêòîðà Áëîõà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèåêîìïîíåíòû ìàòðèöû ïëîòíîñòè b� ñëåäóþùèì îáðà�çîì:Sz = 12 (�11 � �22) ; Sx = 12 (�12 + �21) ;Sy = i2 (�12 � �21) : (17)Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óñëîâèå íîðìèðîâêè:S2z + S2x + S2y = (�11 + �22)2 = S20(z): (18)Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â íàõîæäåíèè óðàâíåíèÿýâîëþöèè ïîëåé G
 . Äè��åðåíöèðóåì ïî z óðàâíå�íèÿ (9) äëÿ ñìåùåíèÿ U. Çàòåì, èñïîëüçóÿ îïðåäå�ëåíèÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé è ãàìèëüòîíèàí (12), ïî�ëó÷àåì ñèñòåìó ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé äëÿ àêó�ñòè÷åñêîãî ïîëÿ, óñðåäíåííóþ ïî êâàíòîâûì ñîñòîÿ�íèÿì: �2Exz�t2 � v2 �2Exz�z2 = ean~!Bf0gN0 �2Sx�z2 ; (19)�2Eyz�t2 � v2 �2Eyz�z2 = eb n~!Bf0gN0 �2Sy�z2 ; (20)�2Ezz�t2 � v2 �2Ezz�z2 = 2e
 n~!Bf0gN0 �2Sz�z2 ; (21)ãäå v =p�x=N0, �x = �y = �z .3. ÈÍÒÅ��È�ÓÅÌÀß �ÅÄÓÊÖÈß ÌÎÄÅËÈÄëÿ âûâîäà ñèñòåì óðàâíåíèé (14)�(16),(19)�(21) áûëè èñïîëüçîâàíû ïðåäïîëîæåíèÿ îâèäå âçàèìîäåéñòâèÿ, îäíîìåðíîñòè ñðåäû, îòñóò�ñòâèè ðåëàêñàöèîííûõ ïðîöåññîâ è äèñïåðñèè, àòàêæå ïðåäïîëàãàëîñü ðàâåíñòâî �àçîâûõ ñêîðî�ñòåé êîìïîíåíò àêóñòè÷åñêîé âîëíû. Èñïîëüçóÿ åùåîäíî ðåàëèñòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, ïîêàæåì, ÷òîñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé (14)�(16), (19)�(21)ïðèâîäÿòñÿ ê èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìå óðàâíåíèé.Êàê ïðàâèëî, íîðìèðîâàííàÿ ïëîòíîñòü ïàðàìàã�íèòíûõ èîííûõ ïðèìåñåé ìàëà. Ýòî óñëîâèå ïîçâî�ëÿåò èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå îäíîíàïðàâëåííîãîðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. Âïåðâûå â íåëèíåéíîé îïòè�êå ýòî ïðèáëèæåíèå, èçâåñòíîå èç ãèäðîäèíàìèêè,ïðèìåíÿëîñü â ðàáîòå [16℄ äëÿ âûâîäà ðåäóöèðîâàí�íûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà �Áëîõà. Óñëîâèå âûïîë�íåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî íîðìèðîâàí�íàÿ ïëîòíîñòü ïðèìåñåé èìååò òîò æå ïîðÿäîê ìàëî�ñòè, ÷òî è ñóììà ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíí�îé è ïðî�

ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííûì. Â èñïîëüçîâàííûõ âû�øå îáîçíà÷åíèÿõ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ��e� = ��z + 1v ��täåéñòâóþùàÿ íà ïîëå G
 ìàëà, ò. å.,��z � �1v ��t +O (�) ;ãäå � � ìàëûé ïàðàìåòð.Ïðè âûïîëíåíèè ïðèáëèæåíèÿ îäíîíàïðàâëåííî�ãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîèçâîäíûå ïî z â ïðàâûõ ÷à�ñòÿõ óðàâíåíèé (19)�(21) çàìåíÿþòñÿ íà ïðîèçâîä�íûå (v�1�=�t) ñ òî÷íîñòüþ O ��2�. Â èòîãå ïðèâîäèìñèñòåìó óðàâíåíèé (19)�(21) ê âèäó�Gx�z + 1v �Gx�t = eaf0n~!Bv2N0g �Sx�t ; (22)�Gy�z + 1v �Gy�t = ebf0n~!Bv2N0g �Sy�t ; (23)�Gz�z + 1v �Gz�t = 2e
f0n~!Bv2N0g �Sz�t : (24)Èç óðàâíåíèé (14)�(16) è (22)�(24) ñëåäóåò, ÷òîeaG2x(z; t) +ebG2y(z; t) + 2e
G2z(z; t) = G20(t): (25)Ïåðåéäåì ê äâèæóùèéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò, t! t�� z=v, è ââåäåì íîðìèðîâàííûå âåêòîð-�óíêöèèW = bJ1GG�10 ; (26)R = SS�10 ; (27)ãäå W = (Wx;Wy ;Wz); R = (Rx; Ry; Rz); : : : ;bJ1 = diag(ea;eb; 2e
) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.Çàìåíèì ïåðåìåííûåe� = (f0n~!B)22g2�x zZ0 S0(z0) dz0; (28)e� = (f0n~!B)g�x t�z=vZ0 G0(t0) dt0 (29)è ïåðåïèøåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (14)�(16) è(22)�(24) â áåçðàçìåðíîì âèäå:�Rx�e� = �azWzRy + ayWyRz; (30)�Ry�e� = azWzRx � axWxRz; (31)�Rz�e� = �ayWyRx + axWxRy; (32)�R
�e� = �W
�e� ; (33)12 ÆÝÒÔ, âûï. 2 (8) 497
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2:Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ èíòåãðè�ðóåìîé. 3.1. Ïðåäñòàâëåíèå ËàêñàÏðåäñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (30)�(33) â âèäåóñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äâóõ ëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíå�íèé. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì çàìåíóV = bJW;ãäå bJ = diagfax; ay; azg. Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé(30)�(33) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå1ax �Vx�e� = �Rx�e� = �VzRy + VyRz;1ay �Vy�e� = �Ry�e� = VzRx � VxRz ;1az �Vz�e� = �Rz�e� = �VyRx + VxRy: (34)Ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, óñëîâèå ñîâìåñòíîñòèêîòîðîé ïðèâîäèò ê ñèñòåìå (34), ò. å. ïàðà Ëàê�ñà (126), (127), ñî ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì íà ýë�ëèïòè÷åñêîé êðèâîé ïðèâåäåíà â Ïðèëîæåíèè. Ïðè�ìåíåíèå ÌÎÇ� ê ýòîé ïàðå Ëàêñà òðåáóåò êîí�ñòðóèðîâàíèÿ ÿäðà èíòåãðàëà Êîøè íà òîðå, ÷òîïðèâîäèò ê ðÿäó ìàòåìàòè÷åñêèõ òðóäíîñòåé. Äëÿk 6= 1; 0, ñì. Ïðèëîæåíèå, ýòîãî ìîæíî èçáåæàòü,ïîñêîëüêó ïàðà Ëàêñà (126), (127) ïðè ýòèõ óñëîâè�ÿõ äîïóñêàåò àëãåáðàè÷åñêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ. Ñëó�÷àè k = 1; 0 îòíîñèòåëüíî ïðîñòû è ìîãóò áûòüðàññìîòðåíû îòäåëüíî. Ïåðåõîä ê ñëåäóþùåé àëãå�áðàè÷åñêîé �îðìå ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà äëÿ ñèñòå�ìû (34) îïèñàí â Ïðèëîæåíèè:��� � := L(�)� = w0(�)��0BBB� �i��2 � 1�2�Vx ��E + E�����E + E�� i��2 � 1�2�Vx 1CCCA�: (35)���� := A(�)� = w1(�)��0BBB� �i��2 � 1�2�Rx ��R+ R� ����R + E�� i��2 � 1�2�Rx 1CCCA�; (36)

ãäå w0(�) = "1� k024k2 ��� 1��2#�1 ;w1(�) = �ax ay(ay � ax)w0(�)� axè ââåäåíû íîâûå ïåðåìåííûå� = k024k � 0; � = k024k �0:3.2. Ñâîéñòâà ñèììåòðèèÏåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ñèììåòðèè ìàòðèö L(�),A(�):L(1=�) = �1L(��)�1; A(1=�) = �1A(��)�1; (37)L(��) = �3L(�)�3 ; A(��) = �3A(�)�3; (38)L(��) = �1L(�)�1 ; A(��) = �1A(�)�1; (39)L(1=�) = L(�); A(1=�) = A(�): (40)Çäåñü �1 è �3 � ñòàíäàðòíûå ìàòðèöû Ïàóëè. Ôóí�äàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (35), (36)îáëàäàþò, î÷åâèäíî, òàêèìè æå ñâîéñòâàìè ñèììåò�ðèè.Îïðåäåëèì ãðóïïó ïðåîáðàçîâàíèé êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè �, ñîñòîÿùóþ èç èäåíòè÷íîãî ïðåîáðàçî�âàíèÿ I è ýëåìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ ñëåäóþùèì îá�ðàçîì:ug1(�) = 1�; ug2(�) = ��; ug3(�) = � 1�: (41)Ïðåîáðàçîâàíèÿ fI; ug1 ; ug2 ; ug3g îáðàçóþò àáåëåâóãðóïïó ïîäñòàíîâîê S, ñîñòîÿùóþ èç ïñåâäîêîí��îðìíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ug1 , ïðåîáðàçîâàíèÿ ¾÷åò�íîñòè¿ ug2 è êîìáèíèðîâàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿug3 ; g3 = g1g2.Ïðåîáðàçîâàíèÿ �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé (�; �; �) ñèñòåìû óðàâíåíèé (35), (36), èìåþùèõâèä 2� 2-ìàòðè÷íîçíà÷íûõ �óíêöèé è îòâå÷àþùèõñâîéñòâàì ñèììåòðèè (37)�(40), òàêæå îáðàçóþòàáåëåâó ãðóïïó G, àññîöèèðîâàííóþ ñ ãðóïïîéïîäñòàíîâîê S. �ðóïïà G ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé àâòî�ìîð�èçìîâ:g :  (�; �; �)!! bU(g) (�; �;ug(�)) 2 f (�; �; �)g (42)498



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 Ïèêîñåêóíäíûå àêóñòè÷åñêèå ñîëèòîíû : : :è âêëþ÷àåò ýëåìåíòû:fg0 = I; g1; g2; g3g; gk = g�1k ;gi = gjgk; i 6= j 6= k;äåéñòâóþùèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:bU(g1) =  (�; � ;ug1 (�)); (43)bU(g2) = �3 (�; � ;ug2(�))�3; (44)bU(g3) = �3 (�; � ;ug3(�))�3: (45)Äëÿ ïîëíîòû îïèñàíèÿ ñâîéñòâ ñèììåòðèè ïðèâåäåìçäåñü ïðåîáðàçîâàíèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ (ýëåìåíòîâìàòðèöû ðàññåÿíèÿ a(�;�) è b(�;�), ñì. íèæå óðàâ�íåíèå (58)) îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ïðåîáðàçîâàíèéãðóïïû ïîäñòàíîâîê S, êîòîðûå ñëåäóþò èç ñîîòíî�øåíèé (43)�(45):a(�;ug1(�)) = a(�;�); b(�;ug1(�)) = b(�;�); (46)a(�;ug2(�)) = a(�;�);b(�;ug2(�)) = �b(�;�); (47)a(�;ug3(�)) = a(�;�);b(�;ug3(�)) = �b(�;�): (48)Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êîý��èöèåíòà
(�;�1) = b(�;�1)�a(�;�)=�� �����=�1 ;ãäå a(�;�1) = 0, èìåþò âèä
(�;ug1(�1)) = � 1�21 
(�;�1); (49)
(�;ug2(�1)) = 
(�;�1); (50)
(�;ug3(�1)) = � 1�21 
(�;�1): (51)Ïóñòü íóëè �0k ; k = 1; 2; : : : ; n; êîý��èöèåíòàa(�;�) íåâûðîæäåííû, ò. å. j�0k j 6= 1 è j�0kj 6= 0;1.Èç ñâîéñòâ ñèììåòðèè (49)�(51) ñëåäóåò, ÷òî íóëè�0k, à òàêæå �2k = 1=�0k, �3k = ��0k è �4k = �1=�0kÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè òî÷êàìè, ñì. íèæå.3.3. Óðàâíåíèÿ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷èðàññåÿíèÿÎãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ðåøåíèé äëÿE(�; �), èìåþùèõ êîíå÷íûé íîñèòåëü è èñ÷åçàþùèõíà áåñêîíå÷íîñòÿõ:E(�; �)! 0; � ! �1:

Èìïóëüñû ïîëÿ E(�; �) ! 0 ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ íà�îíå óñòîé÷èâîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿE(�; �) � 0: (52)Ýòîìó ¾�îíîâîìó¿ ñîñòîÿíèþ îòâå÷àþò ¾ãðàíè÷�íûå¿ óñëîâèÿRx(�; 0) = 1; E(�; 0) = R(�; 0) = 0: (53)Íà÷àëüíûå äàííûå çàäà÷è Êîøè V(�; 0) äëÿ ñèñòå�ìû óðàâíåíèé (35) âûáðàíû äîñòàòî÷íî ãëàäêèìè èäîñòàòî÷íî áûñòðî çàòóõàþùèìè ïðè � ! �1:Ââåäåì ìàòðè÷íî-çíà÷íûå �óíêöèè�0� = ��0; e�0� ; �0+ = �e 0;  0� ; (54)ãäå �0 = �0(�; � ;�); e�0 = e�0(�; � ;�); 0 =  0(�; � ;�); e 0 = e 0(�; � ;�)� ñòîëáöû �óíêöèé. Ïóñòü ýòè �óíêöèè èìåþòàñèìïòîòèêè:�0�(� ;�)! exp [�i!3(�)��3 ℄ ; � ! �1; (55)ãäåIm!3 = 0; !3(�) = !0(�)�(�); �(�) = �2���2:Âûáèðàåì �óíêöèè Éîñòà � �óíäàìåíòàëüíûåðåøåíèÿ (36) � â âèäå�� = � exp [(�i�� + i�0)�3℄�0;exp [(i�� � i�0)�3℄ e�0� := ��; e�� ;�+ = �exp [�i�+�3℄ e 0; exp [i�+�3℄ 0� :== �e ;  � ; (56)ãäå �0 è �� � äåéñòâèòåëüíûå �óíêöèè ïåðåìåííûõ� è �; �, ñîîòâåòñòâåííî, ïðè÷åìlim�!�1��(�; �) = 0; lim�!1�+(�; �) = 0: (57)Ôóíêöèè �0(�) è ��(�; �) íå çàâèñÿò îò �, ñì. íèæå.Óñëîâèå ïîëíîòû äëÿ ñîáñòâåííûõ �óíêöèé äàåò�� = �+T; T(�) =  a(�) �b(�)b(�) a(�) ! : (58)Çäåñü � ëåæèò íà êîíòóðå� = f� : Im� = 0 [ Re� = 0g ;499 12*
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D+1D+2D�4

D�3D+3��1
�11�1�1�1

Im�
Re�D�2D+4 D�1Êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü �. Âíóòðåííèé êðóã èìååòåäèíè÷íûé ðàäèóñ, ðàäèóñ âíåøíåãî êðóãà l0 !1.Êîíòóð �+k (��k ) îáõîäèò îáëàñòü D+k (D�k ) âäîëüåå ãðàíèöû ïðîòèâ (ïî) ÷àñîâîé ñòðåëêè. Êîíòóð�+ (��) îãèáàåò îáëàñòü D+ (D�) ïðîòèâ (ïî) ÷à-ñîâîé ñòðåëêå. Ïîëîæåíèå ýêâèâàëåíòíûõ ïîëþñîâîòìå÷åíî æèðíûìè òî÷êàìèñì. ðèñóíîê, T � ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ.Ýâîëþöèÿ äàííûõ ðàññåÿíèÿ, êîòîðóþ ìû íàõî�äèì èç ñèñòåìû (35) ñòàíäàðòíûì îáðàçîì, äëÿ ãðà�íè÷íûõ óñëîâèé (53) èìååò ïðîñòîé âèä:a(�;�) = a(0;�);b(�;�) = b(0;�) exp [2i� !3(�)�℄ ; (59)�0n(�) = �0n(0);
(�;�0n) = 
(0;�0n) exp [2i� !3(�0n)�℄ : (60)Ïóñòü a(�) 6= 0; a(�) 6= 0: Ââåäåì íîâûå �óíê�öèè-ñòîëáöû:M(� ;�) :=  �1 exp(i�� � i�0 + i!3�)�2 exp(�i�� + i�0 + i!3� ) ! ; (61)fM(� ;�) :=  f�1 exp(�i�� + i�0 � i!3� )f�2 exp(i�� � i�0 � i!3�) ! ; (62)N(� ;�) :=   1 exp(i�+ � i!3� ) 2 exp(�i�+ � i!3� ) ! ; (63)eN(� ;�) :=  f 1 exp(�i�+ + i!3� )f 2 exp(i�+ + i!3� ) ! ; (64)

ãäå �k, e�k,  k, e k � k-å êîìïîíåíòû ñòîëáöîâ �, e�, , e , ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ïîëó÷àåìM(� ;�) =  10 ! ;fM(� ;�) =  01 ! ; � ! �1; (65)N(� ;�) =  01 ! ;eN(� ;�) =  10 ! ; � !1: (66)Â íóëÿõ a(�n) ñòîëáöû ìàòðèöû (M;N) ïðîïîðöèî�íàëüíû:M(�; � ;�n) == b(�;�n)N(�; � ;�n) exp [2i�(�n)� ℄ : (67)Èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, âûðàæåíèå (61) äëÿM, ïå�ðåïèøåì ñèñòåìó (35) â âèäå� (�1 exp(i!3� ))�� = w0(�)���i�(�) (Vx � 1)�� 1!0 ��+�� ��1 exp (i!3�) +��E + E�� �� exp(�2i�+)�2 exp(i!3� )� ; (68)� (�2 exp(�i!3�))�� = w0(�)��i�(�) (Vx � 1) ++ 1!0 ��+�� ��2 exp(�i!3� )���E + E�� �� exp(2i�+)�1 exp(�i!3� )� : (69)Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ (68), (69) è èñïîëüçóÿ ñîîò�âåòñòâóþùèå àñèìïòîòèêè, íàõîäèìM(� ;�) =  10 !++ 1Z�1 G+(� � s; �)Q�(s;�)M(s;�) ds: (70)N(� ;�) =  01 !++ 1Z�1 G�(� � s; �)Q+(s;�)N(s;�) ds: (71)500



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 Ïèêîñåêóíäíûå àêóñòè÷åñêèå ñîëèòîíû : : :Çäåñü
Q�(� ;�) = 0BBB� �i� (Vx � 1)� i����!0 ��E + E�� exp(2i�� � 2i�0)���E + E�� exp(�2i�� + 2i�0) i� (Vx � 1) + i����!0 1CCCA ; (72)

Q+(� ;�) = 0BBB� �i� (Vx � 1)� i���+!0 ��E + E�� exp(2i�+)���E + E�� exp(�2i�+) i� (Vx � 1) + i���+!0 1CCCA ; (73)
G+(� ;�) == !0(�) 1 00 exp(2i!0(�)�(�)� ) ! �(�); (74)G�(� ;�) == �!0(�) exp(�2i�(�)�) 00 1 ! �(��); (75)ãäå �(�) � òýòà-�óíêöèÿ. Êîý��èöèåíò G+(G�)àíàëèòè÷åí â I è III (II è IV) êâàäðàíòàõ êîì�ïëåêñíîé ïëîñêîñòè �. Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ìî�ãóò áûòü ïîëó÷åíû äëÿ �óíêöèé fM è eN.Ïóñòü îáëàñòè D�j ; j = 1� 4; êîìïëåêñíîé ïëîñ�êîñòè �, ÷üè ãðàíèöû èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå, îïðå�äåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:D+1 = fIm� > 0 \ Re � > 0 \ l0 > j�j > 1g;D�1 = fIm� < 0 \ Re � > 0 \ l0 > j�j > 1g;D+2 = fIm� > 0 \ Re � > 0 \ j�j < 1g;D�2 = fIm� < 0 \ Re � > 0 \ j�j < 1g;D+3 = fIm� < 0 \ Re � < 0 \ j�j < 1g;D�3 = fIm� > 0 \ Re � < 0 \ j�j < 1g;D+4 = fIm� < 0 \Re � < 0 \ l0 > j�j > 1g;D�4 = fIm� > 0 \ Re � < 0 \ l0 > j�j > 1g:Çäåñü l0 !1.�ðóïïà S ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé àâòîìîð�èçìîâ êàæ�äîé èç ñëåäóþùèõ îáëàñòåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:D+ = D+1 [D+2 [D+3 [D+4 ; D� = D�1 [D�2 [D�3 [D�4 :Îïðåäåëèì ñòàíäàðòíûå �óíäàìåíòàëüíûå îáëàñòèD+1 = D+=S; D�1 = D�=S;

ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó ñâîéñòâ ñèììåòðèè òî÷êè��1 ; ��2 = ��1 �1; ��3 = ���1 ; ��4 = ���1 �1 ýêâè�âàëåíòíû, ãäå ��j 2 D�j , j = 1�4.Ïóñòü � 2 D+1 . Â ïðåäåëå � ! 1 èç óðàâíå�íèÿ (70) íàõîäèìM(� ;�) =  10 !� 4k2k2� ��0B� 0�R�1 F(t) exp(2i��(t)� 2i�0) dt 1CA++O� 1�2� : (76)Ââèäó âûáîðà êàíîíè÷åñêîé íîðìèðîâêè íàõîäèì,÷òî óñëîâèå îòñóòñòâèÿ â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ ÷ëå�íîâ, èìåþùèõ ïîðÿäîê �0, çà èñêëþ÷åíèåì åäèíèöû,îïðåäåëÿåò çíà÷åíèÿ ��(�; �):��(�; �) = 4k2k02 �Z�1 [1� Vx(� 0; �)℄ d� 0: (77)Òåì æå ñïîñîáîì èç ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèéäëÿ N íàõîäèì âûðàæåíèå äëÿ �+(�; �):�+(�; �) = 4k2k02 �Z1 [1� Vx(� 0; �)℄ d� 0: (78)Äîïîëíèòåëüíî óñëîâèå ñèììåòðèè (39) �èêñèðóåòçíà÷åíèå �0(�):�0(�) = ��(�; �)� �+(�; �) == 4ay(az � ax)ax(ay � az) 1Z�1 [1� Vx(� 0; �)℄ d� 0: (79)501



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007Àíàëîãè÷íîå (76) ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì � ìî�æåò áûòü ïîëó÷åíî äëÿ � 2 D+k ; k = 2; 3; 4 â ñîîòâåò�ñòâóþùåì ïðåäåëå. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñèììåòðèè,íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷àþùèåñÿ â ðåçóëüòàòåâûðàæåíèÿ äëÿ �óíêöèé ��(�; �); �0(�) ñîâïàäàþòñ (77)�(79), ñîîòâåòñòâåííî.3.4. Ïðîáëåìà �èìàíà ��èëüáåðòàÏðîáëåìà �èìàíà ��èëüáåðòà (��) �îðìóëèðó�åìñÿ â òåðìèíàõ M;N;fM; eN ñ ïîìîùüþ óðàâíå�íèé (58):M(�; �;�)a(�; �) = eN(�; �;�)+�(�;�)e2i��N(�; �;�); (80)fM(�; �;�)a(�; �) =N(�; �;�)�� e�(�;�)e�2i�� eN(�; �;�); (81)ãäå �(�;�) = b(�;�)a(�;�) ; e�(�;�) = b(�;�)a(�;�) : (82)Îáîçíà÷èì	+(�; �;�) = �M(�; �;�)a(�;�) ;N� ;	�(�; �;�) =  eN; fM(�; �;�)a(�; �) ! : (83)Ôóíêöèè (83) èìåþò êàíîíè÷åñêóþ íîðìèðîâêó íàáåñêîíå÷íîñòè: lim�!1	�(�; �;�) = I; (84)ãäå I � åäèíè÷íàÿ 2� 2-ìàòðèöà.Ìàòðè÷íî-çíà÷íàÿ �óíêöèÿ 	+ àíàëèòè÷íà âåç�äå â îáëàñòè D+, à 	� àíàëèòè÷íà â D�, çà èñêëþ�÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëþñîâ. Óñëîâèå ñêà÷êàìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíî äëÿ ïàðû �óíäàìåí�òàëüíûõ îáëàñòåé D+1 , D�2 è îáëàñòåé D+1 , D�4 íàñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíèöå ìåæäó íèìè. Çàòåì óñëî�âèå ñêà÷êà äîëæíî áûòü ðàñïðîñòðàíåíî íà âñþ êîì�ïëåêñíóþ ïëîñêîñòü. Óñëîâèÿ ñêà÷êà äëÿ �óíêöèè	+(�), àíàëèòè÷íîé â D+1 , è 	�(�), àíàëèòè÷íîé âD�1 è D�4 , èìåþò âèä	+(�; �;�) = 	�(�; �;�)J+(�; �;�);� 2 D+1 \D�1 ; (85)	+(�; �;�) = 	�(�; �;�)J�(�; �;�);� 2 D+1 \D�4 : (86)

Çäåñü 2� 2-ìàòðèöà J îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíûìèäàííûìè fa(�); b(�)g:J�(�; �;�) ==  1� �(�;�)e�(�;�) �e�(�;�)e�2i���(�;�)e2i�� 1 ! : (87)Ôóíäàìåíòàëüíûå îáëàñòè D�k è êîíòóðû ��k ,îáõîäÿùèå âäîëü ãðàíèö ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòèïðîòèâ (èíäåêñ ¾+¿) è ïî (èíäåêñ ¾�¿) ÷àñîâîéñòðåëêå, ñì. ðèñóíîê, îòîáðàæàþòñÿ ýëåìåíòàìèãðóïïû S:ug1fD�1 g = fD�2 g;ug2fD�1 g = fD�3 g; ug3fD�1 g = fD�4 g; (88)ug1f��1 g = f��2 g; ug2f��1 g = f��3 g;ug3f��1 g = f��4 g: (89)Ïðè ýòîì, íàïðèìåð, êîíòóð �+1 îòîáðàæàåòñÿ â êîí�òóð �+2 ñ èçìåíåíèåì îðèåíòàöèè.Îáîçíà÷èì ÷åðåç Jjk ìàòðèöó ñêà÷êà íà ãðàíèöå� 2 D+j \D�k äëÿ �óíêöèé, àíàëèòè÷íûõ â îáëàñòÿõD+j è D�k . Äëÿ ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê � 2 � ñïðàâåä�ëèâû ñîîòíîøåíèÿJ+(�) � J11(�) = J22(1=�) == �3J33(�1=�)�3 = �3J44(��)�3;J�(�) � J14(�) = J23(1=�) == �3J32(�1=�)�3 = �3J41(��)�3: (90)Äëÿ òîãî ÷òîáû ñ�îðìóëèðîâàòü çàäà÷ó �� äëÿ�óíêöèé 	+(�) è	�(�), àíàëèòè÷íûõ ñîîòâåòñòâåí�íî â D+k+1 è D�k+1, k = 1�4, mod 4, âîñïîëüçóåìñÿîïåðàòîðîì bU(gk), äåéñòâóÿ èì íà îáå ÷àñòè óñëî�âèé ñêà÷êà (85), (86). Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà îòîáðàæå�íèÿ (88), (89), íàéäåì óñëîâèÿ ñêà÷êà äëÿ �óíêöèé	+;	�, àíàëèòè÷íûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõD+k+1, D�k+1 íà ãðàíèöå D+k+1 \ D�k+1. Ëåãêî çàìå�òèòü, ÷òî âñëåäñòâèå ñâîéñòâ ñèììåòðèè (43) � (48)óñëîâèå ñêà÷êà, âîçíèêàþùåå äëÿ êàæäîé ïàðû îá�ëàñòåé D+k , D�k ; k = 2; 3; 4, íà ãðàíèöå ìåæäó íèìè,ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (85) äëÿ êàæäîãî � 2 D+ \ D�,Im� = 0. Àíàëîãè÷íî, äëÿ Re� = 0 óñëîâèå ñêà÷êàïðèâîäèòñÿ ê âèäó (86). Â èòîãå íàõîäèì,÷òî ìàò�ðè÷íàÿ �óíêöèÿ 	 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñêà÷êà,êîòîðîå ëîêàëüíî ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê îáùåìóâèäó 	+(�; �;�) = 	�(�; �;�)J+(�; �;�);Im� = 0; (91)502



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 Ïèêîñåêóíäíûå àêóñòè÷åñêèå ñîëèòîíû : : :	+(�; �;�) = 	�(�; �;�)J�(�; �;�);Re� = 0; (92)ãäå 	 = 	+ äëÿ � 2 D+ è 	 = 	� äëÿ � 2 D�.Ñèñòåìà óðàâíåíèé âèäà (91), (92), èçâåñòíàÿ êàêïðîáëåìà �� [25℄, ñ êàíîíè÷åñêèé íîðìèðîâêîé (84)èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Ìàòðè÷íî-çíà÷íàÿ�óíêöèÿ 	�(�; � ;�) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (91) �íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè det	�(�; � ;�) íåîáðàùàåòñÿ â íóëü äëÿ âñåõ � 2 D�.Äëÿ íàõîæäåíèÿ àâòîìîð�íûõ �óíêöèé � ðåøå�íèé ïðîáëåìû �� � ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî ýëåìåíòûãðóïïû G ïðåîáðàçóþò óñëîâèÿ ñêà÷êà (91), (92), ñî�îòâåòñòâóþùèå îáëàñòè D�k è ãðàíèöû ìåæäó íè�ìè äðóã â äðóãà. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ òàêæåäîëæíû ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ äðóã â äðóãà.Ïóñòü �óíêöèè 	�(�) îïðåäåëåíû è ãîëîìîð��íû â ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíäàìåíòàëüíûõ îáëàñòÿõ,íàïðèìåð, â D�1 . Äëÿ a(�) 6= 0, ïðèìåíÿÿ ïðîåêöèþíà âòîðîé è ïåðâûé ñòîëáöû â óðàâíåíèÿõ (91), (92),ïðåäñòàâèì ðåøåíèå â âèäå	+2 (�; � ;�) =  01 !++ P� bG 12�i Z��1 e� (�; � ; �) �� exp(�2i�(�)�)	�1 (�; � ; �) d�� � �; (93)	�1 (�; � ;�) =  10 !+ P� bG 12�i �� Z�+1 � (�; � ; �) exp(2i�(�)� )	+2 (�; � ; �) d�� � �: (94)Çäåñü 	�k � k-é ñòîëáåö ìàòðè÷íîé �óíêöèè 	�. Âïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (94) è (93) ââåäåíû îïåðà�òîð ñèììåòðèçàöèè bG = 4Xk=0 bUgk (95)è ïðîåêòîð P� = P 2� , äåéñòâóþùèé íà ïðîèçâîëüíóþ�óíêöèþ f(�), èìåþùóþ ïðåäåë â òî÷êå �n:P�f(�) = f(�)� lim�!�n f(�): (96)Çäåñü �n � òî÷êà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé�óíêöèÿ 	�(�) íîðìèðîâàíà, 	�(�n) = 	�0 . Â ðàñ�ñìàòðèâàåìîì çäåñü ñëó÷àå �n =1:Åñëè a(�; �k) = 0; k = 1; 2 : : : ; �k 2 D+1 , òî â ïðà�âûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (94) è (93). ïîÿâÿòñÿ ñóììûïî âñåì âû÷åòàì â ïîëþñàõ �k è �k 2 D�1

3.5. Ñèììåòðèçàöèÿ èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèéÑèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â âèäå (93),(94) íå äàåò ðåøåíèÿ ïðîáëåìû �� â îáùåïðèíÿòîìâèäå. Ïîêàæåì, ÷òî â ïîñòðîåííûõ èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèÿõ îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ â èíòåãðàëàõ,ñòîÿùèõ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé, ìîãóòáûòü ðàñøèðåíû äî ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé D�è D+. Âûïîëíèì ýòî, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñèììåò�ðèè �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, ïîñêîëüêó ïîñòðî�åííîå ðåøåíèå äîëæíî áûòü àâòîìîð�íûì. Ïðîäå�ìîíñòðèðóåì ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ ñèììåòðèçîâàí�íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ âñåé îáëàñòè ãîëî�ìîð�íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ �óíêöèé íà ïðèìåðåóðàâíåíèÿ (94).Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ �+ = �+1 [�+2 [�+3 [�+4 ,ïðîáåãàþùèé ãðàíèöó îáëàñòè D+ ïðîòèâ ÷àñîâîéñòðåëêè, ñîñòîèò èç êîíòóðîâ �+k , èìåþùèõ òî æåíàïðàâëåíèå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ñîãëàñíî îòîáðàæåíè�ÿì (89), ïðåîáðàçîâàíèÿ ãðóïïû S ïîçâîëÿþò òðàíñ��îðìèðîâàòü èíòåãðàë ïî êîíòóðó �+1 â èíòåãðàëïî êîíòóðó �+k ; k = 2; 3; 4. Ïîêàæåì, ÷òî ïðèìåíå�íèå ïðåîáðàçîâàíèé ñèììåòðèè ê èíòåãðàëó Êîøèâ ïðàâîé ÷àñòè (94) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àâòîìîð��íîå ðåøåíèå ïðîáëåìû ��. Íà ïåðâîì ýòàïå íàïè�øåì ñèììåòðèçîâàííûé èíòåãðàë Êîøè, ñòîÿùèé âïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (94), â ÿâíîì âèäå:bG 12�i Z�+1 � (�; �) exp(2i�(�)�)	+2 (�; � ; �) d�� � � == 12�i 264Z�+1 � (�; �) exp(2i�(�)� )	+2 (�; � ; �) d���� �� Z�+1 �� (�; �) exp(2i�(�)� )	+2 (�; � ; �) d�� � ��1 � �� Z�+1 �� (�; �) exp(2i�(�)� )�3	+2 (�; � ; �) d��+��1 � ++ Z�+1 � (�; �) exp(2i�(�)� )�3	+2 (�; � ; �) d��+� 375 : (97)Çàìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ug1 ; ug2 ; ug3 = ug1ug2 ;âõîäÿùèå â îïåðàòîð bUgk , äåéñòâóþò òîëüêî íà ñïåê�òðàëüíûé ïàðàìåòð �, âõîäÿùèé â ÿäðî èíòåãðàëàÊîøè.Ñëåäóþùèé øàã ñîñòîèò â ïåðåõîäå îò èíòåãðè�ðîâàíèÿ ïî êîíòóðó �+1 ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî âñåì503



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007êîíòóðàì �+k , ñîñòàâëÿþùèì êîíòóð �+, ñ èñïîëü�çîâàíèåì ñâîéñòâ ñèììåòðèè �óíäàìåíòàëüíûõ ðå�øåíèé óðàâíåíèé (35), (36). Ïðåîáðàçîâàíèÿ bU(gk)ãðóïïû G âêëþ÷àþò ýëåìåíòû ãðóïïû ïîäñòàíîâîêugk è ïðåîáðàçîâàíèÿ tgk (ñì. (43)�(45)), äåéñòâóþ�ùèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:tg1 [V℄ = V; tg1 [�℄ = �; (98)tg2 [V℄ = �3V; tg2 [�℄ = �; (99)tg3 [V℄ = �3V; tg3 [�℄ = �; (100)ãäå V � ïðîèçâîëüíûé êîìïëåêñíûé äâóõêîìïî�íåíòíûé âåêòîð, à � � êîìïëåêñíûé ñêàëÿð.�àññìîòðèì èíòåãðàë ÊîøèC(�) = 12�i Z�+1 Q(�) d�� � � ; (101)ãäå äâóõêîìïîíåíòíàÿ âåêòîð-�óíêöèÿ Q(�; � ; �)ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó ñâîéñòâó ñèììåòðèè:Q(ugk(�)) = tgk [Q(�)℄ : (102)Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî (102), ïåðåïèøåì ïðåîáðàçî�âàííûé èíòåãðàë Êîøè bU(gk)C(�):bU(gk)C(�) = tgk [C (ugk(�))℄ == 12�tgk [i℄ Z�+1 tgk [Q(�)℄ d tgk [�℄tgk [�℄� tgk [ugk(�)℄ == 12�tgk [i℄ Z�+1 Q (ugk(�)) d tgk [�℄tgk [�℄� tgk [ug1(�)℄ == tgk 264 12�i Z�+k tgk [Q (�)℄ d u�1gk (�)u�1gk (�) � ugk(�) 375 : (103)Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå â óðàâíåíèè (103) ïðîâåäåíàçàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ � = ugk (�).Ýòà çàìåíà îòâå÷àåò îòîáðàæåíèþ îáëàñòåéug1fD+1 g = fD+k g (88) è ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíòóðîâug1f�+1 g = f�+k g (89). Ïðåîáðàçîâàíèå èíòåãðàëàÊîøè h1 + bU(gk)iC(�) îòâå÷àåò ðàñøèðåíèþ îáëà�ñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèé (93), (94) äëÿ �óíêöèé	� îò D�1 äî D�1 [D�k . Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð bG,äåéñòâóÿ íà ðåøåíèå 	+(�) (	�(�)), îïðåäåëåííîåíà D+1 (D�1 ), ðàñøèðÿåò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòîãîðåøåíèÿ íà âñþ îáëàñòü àíàëèòè÷íîñòè D+(D�).Ââåäåì �óíêöèèQ(�; � ; �) = �(�; �)	+2 (�; � ; �) exp(2i�(�)� );

eQ(�; � ; �) = e�(�; �)	�1 (�; � ; �) exp(�2i�(�)�);óäîâëåòâîðÿþùèå ñâîéñòâó (102). Òîãäà óðàâíå�íèÿ (93), (94) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó	+2 (�; � ;�) =  01 !+ P�2�i 264Z��1 eQ(�; � ; �) d�� � � ++ Z��2 eQ(�; � ; �) d��2 (��1 � ��1) + Z��3 eQ(�; � ; �) d��2 (��1 � ��1)++ Z��4 eQ(�; � ; �) d�� � � 375 ; (104)	�1 (�; � ;�) =  10 !+ P�2�i 264Z�+1 Q(�; � ; �) d�� � � ++ Z�+2 Q(�; � ; �) d��2 (��1 � ��1) + Z�+3 Q(�; � ; �) d��2 (��1 � ��1)++ Z�+4 Q(�; � ; �) d�� � � 375 : (105)Èíòåãðèðîâàíèå â (104) è (105) âåäåòñÿ ïî è ïðî�òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, ñîîòâåòñòâåííî. Â ñëó÷àå íà�ëè÷èÿ ïîëþñîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé ïî�ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷åòû â íóëÿõ a(�k) èa(�k). Îòìåòèì, ÷òî âû÷åò, íàéäåííûé, íàïðèìåð,â ïîëþñå �k 2 D+1 âî âòîðîì èíòåãðàëå â ïðàâîé÷àñòè ðàâåíñòâà (97), ðàâåí âû÷åòó, íàéäåííîìó âýêâèâàëåíòíîé òî÷êå �k = 1=�k 2 D+2 âî âòîðîì èí�òåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (105). Àíàëîãè÷�íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ äðóãèõ ñîîòâåò�ñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ. Ïîñòðî�åííûå òàêèì îáðàçîì �óíêöèè 	�(�) àíàëèòè÷íûâ îáëàñòÿõ D�. Èíòåãðàëüíûå ñèíãóëÿðíûå óðàâíå�íèÿ (104) è (105) ðåøàþò çàäà÷ó �� (91), (92) äëÿ�óíêöèé ñ êàíîíè÷åñêîé íîðìèðîâêîé (84). Ìîæ�íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè èíòå�ãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (104), (105) â ñîëèòîííîì ñåê�òîðå ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, ó÷åòàñâîéñòâ ñèììåòðèè (43)�(45) è (49)�(51) ïðèâîäÿòñÿê îáùåïðèíÿòîìó âèäó, îòâå÷àþùåìó îäíîìó âèäóÿäðà èíòåãðàëà Êîøè äëÿ âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñ�êîñòè è ñåðèè ýêâèâàëåíòíûõ ïîëþñîâ. Ïðåäëîæåí�íûé çäåñü ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòüè �îðìàëèçîâàòü ïðîöåäóðó âûâîäà èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé äëÿ àâòîìîð�íûõ �óíäàìåíòàëüíûõ ðå�øåíèé.504



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 Ïèêîñåêóíäíûå àêóñòè÷åñêèå ñîëèòîíû : : :Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ñèììåòðèè (43)�(48), íåòðóä�íî ïîêàçàòü, ÷òî îáå ÷àñòè ñèììåòðèçîâàííûõ óðàâ�íåíèé (104), (105) èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåé�ñòâèÿ ãðóïïû G êàê äëÿ ñîëèòîííîé ÷àñòè ñïåêòðà,òàê è äëÿ íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà, ò. å. �óíêöèè 	�àâòîìîð�íû.Èñïîëüçóÿ, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ (35), (36), ïîëó�÷àåì ñîîòíîøåíèÿ	+12(�) = �	�21(�); 	+22(�) = 	�11(�): (106)3.6. Ñâÿçü ìåæäó ¾ïîòåíöèàëîì¿ èðåøåíèåì çàäà÷è ��Ïåðåïèøåì �óíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå â âèäå�(�; �; �) = exp(i�+(�; �)�3)�(�; �; �) �� exp(�i�(�)!0(�)�3): (107)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (107) â ñèñòåìó (126), íàõî�äèì ðàâåíñòâî���(�; �; �)�(�; �; �)�1 � i�(�)!0(�)�(�; �; �) �� �3�(�; �; �)�1 + i���+�3 == !0 [�i�Vx�3 + �� (E�+F=�) exp(2i�+)++ �+ (F�+ E=�) exp(�2i�+)℄ ; (108)ãäå �� = �1 � i�2.Óðàâíåíèå w0(�)�1 = 0èìååò ÷åòûðå êîðíÿ:e�1 = �; e�2 = ��1; e�3 = ���1; e�4 = ��; (109)ãäå � =r1 + k1� k ; 1 > k > 0:

Êîðåíü e�j ëåæèò íà ãðàíèöå îáëàñòè D+j :e�j 2 D+j \ fIm� = 0g:Îãðàíè÷åííîñòü �óíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé â îñî�áûõ òî÷êàõ e�k ìîæíî äîêàçàòü, ñëåäóÿ ðàáîòå Çàõà�ðîâà è Òàõòàäæÿíà [26℄.Ïðåäñòàâèì êîý��èöèåíòû, ñòîÿùèå â ïðàâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ (108), â âèäå�(�)!0(�) = �4k2k02 �1� p0(�)(�� �) q0(�)� ;��1!0(�) = �4k2k02 �2�1(�� �) q0(�) ; (110)ãäå p0(�) = 2� 2�2 1 + k21� k2 ;q0(�) = (�+ �)��2 � 1�2� : (111)Âû÷åò â òî÷êå � = � äàåòRes�=��(�)!0(�) = 2k2k02 �;Res�=���1!0(�) = �k2�1�1: (112)Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíàÿ ñèñòåìà (35) èìååò íàáîðîñîáûõ òî÷åê� = 0;�1; e�m; m = 1�4:Ñâÿçü ìåæäó ïîòåíöèàëîì è �óíäàìåíòàëüíûì ðå�øåíèåì íàéäåì, óñòðåìëÿÿ � ê îñîáûì òî÷êàì. Èçóðàâíåíèÿ (108) ñ ó÷åòîì ðàçëîæåíèÿ (110) â ïðåäå�ëå �!1 (ëèáî ïðè �! 0) íàõîäèì óñëîâèå (78). Çà�òåì, èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ (112), â ïðåäåëå �! �+ i0,ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ:0BB� Vx i k024k� ��2E +F� exp(2i�+(�))i k024k� �E + �2F� exp(�2i�+(�)) �Vx 1CCA = �(�)�3�(�)�1 == 1j�1(�)j2 + j�2(�)j2  j�1(�)j2 � j�2(�)j2 2�1(�)�2(�)2�1(�)�2(�) j�2(�)j2 � j�1(�)j2 ! : (113)Ýëåìåíòû ìàòðèöû �ij ñâÿçàíû óñëîâèÿìè ñèììåò�ðèè: �11 = �1 = �22; �21 = �2 = ��12: Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî äèñêðåò�íîãî ñïåêòðà çàäà÷è, òî �óíêöèè �1;2(�; � ;�) ïðè�íèìàþò âèä505



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007�1(�; � ;�) == 1+2(Xk ��0k
k(�)	+12(�; �;�0k) exp(2i�(�0k)� )�20k��2 �� 
k(�)�0k 	+12(�; �;�0k) exp(2i�(�0k)� )1� �0k2�2 #) ; (114)�2(�; � ;�) == 2(Xk �� 
k(�)	+22(�; �;�0k) exp(2i�(�0k)� )�20k � �2 �� � 
k(�)	+22(�; �;�0k) exp(2i�(�0k)� )1� �0k2�2 #) : (115)Çäåñü íóëè �0k : fa(�0k) = 0g ëåæàò â �óíäàìåí�òàëüíîé îáëàñòè, �0k 2 D+1 è
k(�) = b(�;�0k)�a(�;�)=�� �����=�0 :Âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà, ïîëó÷àåìûå â ïðåäå�ëàõ � ! e�k ; k = 2; 3; 4, ýêâèâàëåíòíû (113) ââèäóñâîéñòâ ñèììåòðèè (43)�(45).4. ÑÎËÈÒÎÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅÍàéäåì ðåøåíèå, îòâå÷àþùåå îäíîìó ïîëþñó �1,ëåæàùåìó â �óíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè D+1 , íå ó÷è�òûâàÿ âêëàä íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Âû÷åò, âçÿòûéâ ïîëþñå �1 2 D+1 âî âòîðîì èíòåãðàëå â ïðàâîé÷àñòè (97), ñîâïàäàåò ñ âû÷åòîì, âçÿòûì â ýêâèâà�ëåíòíîé òî÷êå �2 = ug2(�1), ëåæàùåé â ñîîòâåòñòâó�þùåé îáëàñòè D+2 , âî âòîðîì èíòåãðàëå â ïðàâîé÷àñòè óðàâíåíèÿ (105). Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèåñïðàâåäëèâî è äëÿ äðóãèõ ýêâèâàëåíòíûõ òî÷åê. Ïî�ýòîìó äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðåíèåì èí�òåãðàëîâ Êîøè ïî êîíòóðó �+1 , ò. å. èñïîëüçîâàòüïðåäñòàâëåíèå ñèììåòðèçîâàííîãî èíòåãðàëà Êîøèâ âèäå (97).Îáîçíà÷èâ�1(�) = 	+12(�; � ; �); �2(�) = 	+22(�; � ; �)è âû÷èñëèâ âû÷åòû â òî÷êå �0k = �1 â èíòåãðàëå âïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (94), íàõîäèì

 �2(�)��1(�) ! =  10 !++ 
1(�) exp(2i�(�1)� )�1 � �  �1 (�1)�2 (�1) !++ 
1(�) exp(2i�(�)�)� 1�1 � ��1 � 1�1� �1(�1)�2(�1) !++ �3 
1(�) exp(2i�(�1)� )�1 + �  �1 (�1)�2 (�1) !++ �3
1(�) exp(2i�(�)�)� 1�1 + ��1 � 1�1��� �1(�1)�2(�1) ! ; (116)ãäå 
1(�) = b(�; �1)�a(�; �)=�� �����=�1 :Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (116) äîñòàòî÷íîïîëîæèòü � = �1. Àëüòåðíàòèâíî, ìîæíî âûáðàòü� = ��1, èëè ��11 , èëè ���11 . Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ïîñëåïðèìåíåíèÿ ñâîéñòâ ñèììåòðèè (43)�(45) ïîëó÷àåìýêâèâàëåíòíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé.�àññìîòðèì âûðîæäåííûé ñëó÷àé, îòâå÷àþùèéíóëþ a(�), ëåæàùåìó íà ãðàíèöå îáëàñòè D+1 , ò. å.j�1j = 1. Îáîçíà÷èì�1 = exp(i�); 
(�1; �) exp(4i�(�1)� )sin 2� == exp(�(�; �) + i�+ i�); (117)ãäå �(�; �) = �4 sin2� �� � v�1�� �0� ;v�1 = axay �k2 + k02 sin2 ��(ay � ax) k2 + (ay k02 � ax) sin2 � :�åøåíèå ñèñòåìû (116) èìååò âèä�1(�; �) = �2e� sin�1 + 2e2� [
os 2� � 
os(2� � 2�)℄ ; (118)�2(�; �) = 1� 4e2��i� sin� sin 2�1 + 2e2� [
os 2� � 
os(2� � 2�)℄ : (119)Íàõîäèì òàêæå�1(�; �) == 1� 2ie2�+i� sin2 � sin 2�! f1 + 2e2� [
os 2� � 
os(2� � 2�)℄g ; (120)�2(�; �) == 4i�e� sin� sin 2�! f1 + 2e2� [
os 2� � 
os(2� � 2�)℄g ; (121)506



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 Ïèêîñåêóíäíûå àêóñòè÷åñêèå ñîëèòîíû : : :ãäå ! = ei� � e�i��2:Îáîçíà÷èìA1 = 4r [
os 2� � 
os(2� � 2�)℄2 + 4 sin2 2� sin4 �;A� = 4r [
os 2� � 
os(2� � 2�)℄�� 4�2 sin2 � sin2 2� � 16�2 sin2 � sin2 2�;
r = 1� 2�2 
os 2� + �4;D = 1 + 2e2� [
os 2� � 
os(2� � 2�)℄ :Ïóñòü äàëåå äëÿ ïðîñòîòû � = �=2, òîãäà êîðíèóðàâíåíèÿ j�1j2 + j�2j2 = 0èìåþò âèäR� = 2r 
os 2� � 3�2 sin2 2� � sin 2�p9�4 sin2 2� + 12�2 
os 2� � r2 �4r 
os2 2� + sin2 2�� : (122)Îêîí÷àòåëüíî, ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ äëÿ �óíêöèéVz ; E : Vx(�; �) = A1e4� +A�e2� + rA1e4� +A+e2� + r ; (123)E(�; �) = 32e�k�3 sin 2�k02 (�4 � 1) (A1e4� +A+e2� + r) ��n�1+4e2� 
os 2�� h�!e�i
(�;�)+��1!ei
(�;�)i++4�e2� sin 2� sin (� �
(�; �))	 : (124)Çäåñü �àçà 
(�; �), íåëèíåéíî çàâèñÿùàÿ îò ïåðå�ìåííûõ, èìååò âèä
(�; �) = 32k2�2k02p9�4 sin2 2� + 12�2 
os 2� � r �� ln"R�1+ � e�2�(�;�)R�1� � e�2�(�;�)# : (125)5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå èíòå�ãðèðóåìîé ìîäåëè (34), îïèñûâàþùåé äèíàìèêó îä�íîíàïðàâëåííûõ àêóñòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ áåç îãèáà�þùåé ïðè àíèçîòðîïíîì ñïèí-ðåøåòî÷íîì âçàèìî�äåéñòâèè. Ìîäè�èêàöèÿ òåõíèêè àïïàðàòà ìåòîäàîáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøå�íèÿ ìîäåëè, îïèñûâàþùåé ýâîëþöèþ àêóñòè÷åñêèõèìïóëüñîâ â ñðåäå ñ àíèçîòðîïíûìè êîý��èöèåíòà�ìè ñïèí-�îíîííîé ñâÿçè. Ñóùåñòâîâàíèå òî÷íûõ ðå�øåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî àíèçîòðîïèÿ òàêîãî ðîäà íåïðèâîäèò ê ïîòåðå êîãåðåíòíîñòè è íå âåäåò ê çàòó�õàíèþ ñâåðõêîðîòêèõ èìïóëüñîâ áåç îãèáàþùåé.Îòìåòèì, ÷òî â êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîì ïðåäå�ëå è ïðè àíèçîòðîïèè ñïèí-�îíîííîé ñâÿçè, îòâå÷à�þùåé óñëîâèÿì ax 6= ay, ay 6= az, ax 6= az, ïðåäñòàâ�ëåíèå Ëàêñà, ïî êðàéíåé ìåðå â âèäå 2 � 2-ìàòðèö,

íå ñóùåñòâóåò. Ýòî ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî â óñëîâèÿõñèëüíîé àíèçîòðîïèè ñïèí-ðåøåòî÷íîãî âçàèìîäåé�ñòâèÿ êîãåðåíòíûå ìíîãîñîëèòîíûå êâàçèìîíîõðî�ìàòè÷åñêèå èìïóëüñû íå ñóùåñòâóþò, â îòëè÷èå îòèìïóëüñîâ áåç îãèáàþùåé. ×àñòíûå ñëó÷àè, íàïðè�ìåð, äëÿ ax = ay, ïðèâîäÿòñÿ ê îòíîñèòåëüíî ïðî�ñòûì èíòåãðèðóåìûì ìîäåëÿì êàê â êâàçèìîíîõðî�ìàòè÷åñêîì ïðåäåëå, òàê è äëÿ èìïóëüñîâ áåç îãèáà�þùåé. Çàìåòèì, ÷òî ðàññìîòðåííàÿ íàìè èíòåãðèðó�åìàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (34) �îðìàëüíî âêëþ÷àåò âñåáÿ êàê ïðåäåëüíûå ñëó÷àè âñå èçâåñòíûå èíòåãðè�ðóåìûå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó îïòè÷åñêèõèìïóëüñîâ â äâóõóðîâíåâîé íåâûðîæäåííîé ñðåäå(áåç ó÷åòà íåîäíîðîäíîãî óøèðåíèÿ) äëÿ êâàçèìî�íîõðîìàòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ è äëÿ èìïóëüñîâ ïîëÿáåç îãèáàþùåé.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (34) ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿîïèñàíèÿ ýâîëþöèè àêóñòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ ïèêî�ñåêóíäíîé äëèòåëüíîñòè. Ïðèìåíåíèå òàêèõ àêóñòè�÷åñêèõ èìïóëüñîâ ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêèé èíòå�ðåñ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðóêòóð, èìåþùèõðàçìåðû ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ íàíîìåòðîâ. Â �îòîí�íûõ êðèñòàëëàõ ñ ïðèìåñíûìè àãðåãàòàìè êðàñèòå�ëåé èëè ïîëèìåðàìè âîçìîæíî �îðìèðîâàíèå àêó�ñòî-îïòè÷åñêèõ ñîëèòîíîâ ïèêîñåêóíäíîé äëèòåëü�íîñòè [27℄. Ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà óñëîâèé òî÷íûåñîëèòîííûå ðåøåíèÿ áåç îãèáàþùåé ìîãóò áûòüèñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ ëîêàëèçîâàííûõ �î-òîí-�îíîííûõ ñîñòîÿíèé â òàêîì �îòîííîì êðèñòàë�ëå ñ ó÷åòîì àíèçîòðîïèè âçàèìîäåéñòâèÿ.Âàæíàÿ îñîáåííîñòü ïðèìåíåíèÿ ÌÎÇ� ñâÿçàíàñî ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíå�íèé. Â ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòèõñâîéñòâ ïîòðåáîâàëàñü ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìîäè�èêà�öèÿ òåõíèêè ÌÎÇ�. Ïðåäëîæåííûé çäåñü ãðóïïîâîéïîäõîä ïîçâîëÿåò íàèáîëåå ý��åêòèâíî ðåøàòü çà�äà÷è ñ áîëåå âûñîêîé ñèììåòðèåé ñîîòâåòñòâóþùèõëèíåéíûõ ñèñòåì.507



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ïðî�åêò �04-02-81020-Bel2004) è ïðîãðàììû ïîääåðæêèíàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò �ÍØ-7214.2006) Ìèíèñòåð�ñòâà íàóêè è òåõíîëîãèé �Ô è Ïðåçèäèóìà �ÀÍ.Àâòîð áëàãîäàðåí Å. Â. Äîêòîðîâó çà ïîëåçíîå îá�ñóæäåíèå ðÿäà âîïðîñîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ðàáîòå.
Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏðåäñòàâëåíèå Ëàêñà ñî ñïåêòðàëüíûìïàðàìåòðîì íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîéÑèñòåìà óðàâíåíèé (34) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì ñîâ�ìåñòíîñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé���� 0 = 1sn2  �i 
ndnVx paxaz dnVy � ipaxay 
nVz�paxaz dn Vy � ipaxay 
nVz i 
n dnVx !�; (126)����0 = �axayay � ax � ax sn2  �i 
ndnRx paxaz dnRy � ipaxay 
nRz�paxaz dnRy � ipaxay 
nRz i 
ndnRx !�; (127)ãäå � 0 =M e� ; �0 =M e�;M = ay � ax2axay ; k2 = ay(az � ax)az(ay � ax) ;0 < ax < ay < az:Çäåñü k � ìîäóëü ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé ßêîáè:sn = sn(�; k); 
n = 
n(�; k); dn = dn(�; k);� � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð, ëåæàùèé â ïðÿìî�óãîëüíèêåP = f� : jRe �j � 2K; j Im �j � 2K0jg ;K(k) � ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà,K0(k) = K(k0), k0 = p1� k2; 4K(k) è 4iK0(k) �ñîîòâåòñòâåííî äåéñòâèòåëüíûé è ìíèìûé ïåðèîäû�óíêöèé ßêîáè.Ââåäåì �óíêöèèE = paxazVy � ipaxayk Vz ;R = paxazRy � ipaxayk Rz;òîãäà ñèñòåìà (126), (127) ïðèíèìàåò âèä���� 0 =  �i wxVx w+E + w�E�w+E � w�E iwxVx !�; (128)����0 == w1 �i wxRx w+R+ w�R�w+R� w�R iwxRx !�: (129)

Çäåñü îáîçíà÷åíîwx = 
n dnsn2 ; w� = dn� k 
nsn2 ;w1 = �ax ay sn2ay � ax � ax sn2 :Ïðåäñòàâèì ýëëèïòè÷åñêèå �óíêöèè â âèäå
n(�; k) = k02k ��� 1�� ;dn(�; k) = k02 ��+ 1�� ;sn(�; k)2 = 1� k024k2 ��� 1��2 ; (130)ââåäÿ íîâûé ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð �. ÏóñòüE = 2kE=k0; R = 2kS=k0;òîãäà ïàðà Ëàêñà (126), (127) ïðèíèìàåòâèä (35), (36). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. A. I. Maimistov and A. M. Basharov, Noninear Opti
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