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�ÅÀÊÖÈß ÈÇËÓ×ÅÍÈß ÌÓËÜÒÈÏÎËÜÍÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂÏ. Î. Êàçèíñêèé *Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò634050, Òîìñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 2 �åâðàëÿ 2007 ã.Ïðåäëîæåíî ïóàíêàðå-èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå ý��åêòèâíîé äèíàìèêè ëîêàëèçîâàííîé ñèñòåìû çàðÿæåí-íûõ ÷àñòèö â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ïðè ïîìîùè åå ñîáñòâåííûõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ. Äà-íî ðåëÿòèâèñòñêè-èíâàðèàíòíîå îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ñèñòåìû çàðÿæåííûõ÷àñòèö. Ïðåäëîæåí íîâûé îáùåêîâàðèàíòíûé �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ äëÿ ðåëÿòèâèñòñêîé èäåàëüíîé æèä-êîñòè. Â ñëó÷àå ðåëÿòèâèñòñêîé çàðÿæåííîé ïûëè äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü îïèñàíèÿ ïðîáëåìû ðåàêöèèèçëó÷åíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè ÷àñòèö è ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ìîäåëè. Ïîëó÷åíàý��åêòèâíàÿ ìîäåëü äëÿ òî÷å÷íîé íåéòðàëüíîé ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, îáëàäàþùåé ñîáñòâåííûìäèïîëüíûì ìîìåíòîì, è îïèñàíà åå ñâîáîäíàÿ äèíàìèêà. Íàéäåí ñâÿçàííûé èìïóëüñ òî÷å÷íîãî äèïîëÿ.PACS: 03.50.De, 04.20.Fy1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏðîáëåìà îïèñàíèÿ ñèñòåì ñ áîëüøèì ÷èñëîìñòåïåíåé ñâîáîäû âñòðå÷àåòñÿ âî ìíîãèõ ðàçäåëàõòåîðåòè÷åñêîé �èçèêè. Îáû÷íî ýòà ïðîáëåìà ðåøà�åòñÿ ïðè ïîìîùè âûäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ ñòåïåíåéñâîáîäû è ïðåíåáðåæåíèÿ íåñóùåñòâåííûìè, ëèáîóñðåäíåíèÿ ïî ïîñëåäíèì. Íàïðèìåð, â ìåòîäå ðå�íîðì-ãðóïïû, êîòîðûé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â êâàí�òîâîé òåîðèè ïîëÿ è òåîðèè êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé,òàêàÿ ïðîöåäóðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè èíòå�ãðèðîâàíèÿ â �óíêöèîíàëüíîì èíòåãðàëå ïî ÷àñòèïîëåé ìîäåëè, à, íàïðèìåð, â ìåòîäå ñðåäíåãî ïî�ëÿ � ïðè ïîìîùè ðåøåíèÿ ñàìîñîãëàñîâàííûõ óðàâ�íåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì àíàëîãòàêèõ ïðîöåäóð óñðåäíåíèÿ ïðèìåíèòåëüíî ê ñèñòå�ìå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö (èëè ê çàðÿæåííûì æèäêî�ñòÿì) â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå.Ïðåæäå âñåãî ìû èñêëþ÷èì èç ìîäåëè ýëåêòðî�ìàãíèòíûå ïîëÿ, ñîçäàâàåìûå çàðÿæåííûìè ÷àñòè�öàìè, è ïîëó÷èì òàêèì îáðàçîì íåêîòîðóþ ý��åê�òèâíóþ ìîäåëü. Ïðîñòåéøèìè ìîäåëÿìè òàêîãî ðî�äà â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêå ÿâëÿþòñÿ ìî�äåëü òî÷å÷íîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû, ïîä÷èíÿþùåé�ñÿ óðàâíåíèÿì Ëîðåíöà �Äèðàêà [1, 2℄, åå îáîáùå�íèÿ íà áåçìàññîâûé ñëó÷àé [3℄ è íà ñëó÷àé èñêðèâ�ëåííîãî, ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà�âðåìåíè [4�7℄.*E-mail: kpo�phys.tsu.ru

Òàêæå ê òàêèì ìîäåëÿì ìîæíî îòíåñòè ìîäåëè, âîç�íèêàþùèå ïðè êëàññè÷åñêîì îïèñàíèè çàðÿæåííûõ÷àñòèö ñî ñïèíîì [8�16℄.Çàòåì ìû ¾óêîðîòèì¿ îïèñàíèå ý��åêòèâíîé ìî�äåëè è áóäåì îïèñûâàòü åå äèíàìèêó ïðè ïîìîùè çà�äàíèÿ òðàåêòîðèè öåíòðà ìàññ è íåñêîëüêèõ ïåðâûõìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè, áóäåòïîñòðîåíà ìîäåëü òî÷å÷íîé ÷àñòèöû ñ âíóòðåííèìèñòåïåíÿìè ñâîáîäû â âèäå ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåí�òîâ. �åëÿòèâèñòñêèå ý��åêòèâíûå ìîäåëè äëÿ íåòî�÷å÷íûõ îáúåêòîâ â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìèêåðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ [17�20℄. Íåðåëÿòèâèñò�ñêèé ïîäõîä (ðàçëîæåíèå ïî ñòåïåíÿì 1=
) ê ý��åê�òèâíîé äèíàìèêå ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ó÷è�òûâàþùåé ðåàêöèþ èçëó÷åíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìî�ìåíòîâ, ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [21, 22℄.�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2ââîäÿòñÿ îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ è äàåòñÿ ðåëÿòè�âèñòñêîå îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ìóëüòèïîëåé ñè�ñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ñîâïàäàþùåå â íåðåëÿòè�âèñòñêîì ïðåäåëå ñî ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì. Íàîñíîâàíèè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñòðîÿòñÿ ìóëüòèïîëü�íûå ðàçëîæåíèÿ ïîòåíöèàëîâ Ëüåíàðà �Âèõåðòà èïîëíîãî òîêà ñèñòåìû.Â ðàçä. 3 ïîòåíöèàëû Ëüåíàðà �Âèõåðòà (åùåíå ðàçëîæåííûå ïî ìóëüòèïîëÿì) ïîäñòàâëÿþòñÿ âóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Ê ïîëó÷àþùåìóñÿ â ðå�çóëüòàòå ïëîõî îïðåäåëåííîìó âûðàæåíèþ ïðèìåíÿ�370



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åàêöèÿ èçëó÷åíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâåòñÿ ïðîöåäóðà ðåãóëÿðèçàöèè, �èçè÷åñêèé ñìûñëêîòîðîé ñîñòîèò â óñðåäíåíèè âñåõ �ëóêòóàöèé ýëåê�òðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â ìàëîé îêðåñòíîñòè çàðÿæåí�íîé ñèñòåìû, è ïîëó÷àþòñÿ ý��åêòèâíûå óðàâíå�íèÿ äâèæåíèÿ äëÿ öåíòðà ìàññ è ìóëüòèïîëüíûõìîìåíòîâ ñèñòåìû. Çàòåì ìû ïðîâîäèì óñðåäíå�íèå ïî âñåì ìåëêîìàñøòàáíûì �ëóêòóàöèÿì òðà�åêòîðèé ÷àñòèö, ÷òî ïîçâîëÿåò îáîðâàòü öåïî÷êóý��åêòèâíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è òàêèì îáðà�çîì çàìêíóòü ñèñòåìó óðàâíåíèé. Êàê ÷àñòíûå ñëó�÷àè, ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñîäåðæàòóðàâíåíèÿ Ëîðåíöà �Äèðàêà è óðàâíåíèÿ Áàðãìàí�íà �Ìèøåëÿ �Òåëåãäè [8�10; 23; 24℄. Òàêæå â ýòîìðàçäåëå âûâîäÿòñÿ ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ öåíòðà ìàññ è äèïîëüíîãî ìîìåíòà äëÿ òî÷å÷�íîé íåéòðàëüíîé ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, îáëà�äàþùåé äèïîëüíûì ìîìåíòîì (òî÷å÷íûé äèïîëü).Íàéäåíî îáùåå ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé â îòñóò�ñòâèå âíåøíèõ ïîëåé, îïèñûâàþùåå ñâîáîäíûé, ìåä�ëåííî âðàùàþùèéñÿ, èçëó÷àþùèé äèïîëü. Êðîìåòîãî, ïðîâîäèòñÿ àíàëèç ý��åêòèâíûõ óðàâíåíèéäâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ òî÷å÷íîãî äèïîëÿ, àíàëîãè÷�íûé ñäåëàííîìó Òåéòåëüáîìîì [25℄ äëÿ òî÷å÷íîé çà�ðÿæåííîé ÷àñòèöû. À èìåííî, íàéäåíî âûðàæåíèåäëÿ ñâÿçàííîãî èìïóëüñà òî÷å÷íîãî äèïîëÿ è ïîë�íîé ìîùíîñòè åãî èçëó÷åíèÿ.Â ðàçä. 4 ðàññìàòðèâàåòñÿ ý��åêòèâíàÿ äèíà�ìèêà çàðÿæåííûõ æèäêîñòåé. Ñòðîèòñÿ �óíêöèî�íàë äåéñòâèÿ äëÿ èäåàëüíîé çàðÿæåííîé ðåëÿòè�âèñòñêîé æèäêîñòè, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ýëåêòðî�ìàãíèòíûì ïîëåì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå çàðÿ�æåííîé ïûëè, ò. å. èäåàëüíîé æèäêîñòè áåç äàâëå�íèÿ, ý��åêòèâíàÿ ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ ðåàêöèþèçëó÷åíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, ñîâïàäàåò ñðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ý��åêòèâíîéìîäåëüþ äëÿ ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ýòî ïîç�âîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü ïðèáëèæåíèÿ, ñäåëàííûåâ ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.2. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄÂÈÆÅÍÈß ÈÌÓËÜÒÈÏÎËÈÏóñòü â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè äàíà ñèñòåìà Nýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ ìèðîâûìè ëèíè�ÿìè xa(�a), a = 1; : : : ; N . Äèíàìèêà òàêîé ñèñòåìûîïðåäåëÿåòñÿ �óíêöèîíàëîì äåéñòâèÿ1)1) Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîéñêîðîñòü ñâåòà 
 = 1. �ðå÷åñêèå èíäåêñû ïîäíèìàþòñÿ è îïóñ�êàþòñÿ ïðè ïîìîùè ìåòðèêè Ìèíêîâñêîãî ��� íà R3;1. Êðóã�ëûå (êâàäðàòíûå) ñêîáêè ó ïàðû èíäåêñîâ îáîçíà÷àþò ñèì�ìåòðèçàöèþ (àíòèñèììåòðèçàöèþ) áåç 1=2. Æèðíûì øðè��òîì îáîçíà÷àåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííàÿ ÷àñòü êîîðäèíàò.

S[xa(�a); A(x)℄ == NXa=1 ��ma Z d�ap _x2a � Z d4xA�j�a ��� 116� Z d4xF��F�� ; (1)ãäå F = dA� òåíçîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðîìàãíèò�íîãî ïîëÿ; òî÷êè îçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî ñîîòâåò�ñòâóþùåìó ïàðàìåòðó íà ìèðîâîé ëèíèè ÷àñòèöû,à ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà èìååò ñòàíäàðòíûéâèä: j�a (x) = ea Z d�aÆ4(x� xa(�a)) _x�a (�a): (2)Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, äîñòàâëÿþùèå ìèíèìóìäåéñòâèþ (1), â êàëèáðîâêå Ëîðåíöà ��A� = 0 çà�ïèñûâàþòñÿ êàêma dd�a  _x�ap _x2a! = eaF��(xa) _x�a;�A� = 4� NXa=1 j�a : (3)Ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå, ñîçäàâàåìîå ñèñòåìîé çàðÿ�äîâ, ëåãêî íàéòè, èñïîëüçóÿ çàïàçäûâàþùóþ �óíê�öèþ �ðèíà [26℄ G�(x) = �(x0)2� Æ(x2): (4)Ñâîðà÷èâàÿ �óíêöèþ �ðèíà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ óðàâ�íåíèé Ìàêñâåëëà, ïîëó÷àåìA�(x) = 2 NXa=1 ea Z d�a�(x0 � x0a(�a))�� Æ((x� xa(�a))2) _x�a (�a): (5)Ïîòåíöèàëû Ëüåíàðà �Âèõåðòà (5) îïèñûâàþò ïîëå,ñîçäàâàåìîå ñèñòåìîé çàðÿäîâ. Ïðè ýòîì ëþáîå ðå�øåíèå îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, êîòîðîåìîæåò áûòü äîáàâëåíî ê ýòèì ïîòåíöèàëàì, ñ÷èòà�åòñÿ âíåøíèì ïîëåì.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ íàìáóäåò óäîáíî âûáðàòü ïàðàìåòðû íà ìèðîâûõ ëèíè�ÿõ ÷àñòèö ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü z�(�) � âðå�ìåíèïîäîáíàÿ êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî,à � � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð íà íåé. Òîãäà âñå òðà�åêòîðèè áóäåì ïàðàìåòðèçîâàòü ýòèì ïàðàìåòðîì �òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå_z�(�)��a(�) = 0; _z2(�) = 1; (6)371 4*



Ï. Î. Êàçèíñêèé ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007ãäå ��a (�) := x�a(�) � z�(�):Èíà÷å ãîâîðÿ, òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè, îòâå�÷àþùèå îäíîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà � , äîëæíû ëå�æàòü íà ãèïåðïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé _z�(�). Êà�ëèáðîâêà (6) ïðàâèëüíî �èêñèðóåò ïàðàìåòðèçàöèèíà ìèðîâûõ ëèíèÿõ ÷àñòèö ïðè óñëîâèè, ÷òîd�ad� = 1� �z���a_z�dx�a=d�a > 0: (7)Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ��a (�) (à èìåííî ýòîò ñëó÷àéíàñ è áóäåò èíòåðåñîâàòü) óñëîâèå (7) âûïîëíåíî,ïîñêîëüêó â çíàìåíàòåëå ñòîèò ñêàëÿðíîå ïðîèçâå�äåíèå äâóõ âðåìåíèïîäîáíûõ âåêòîðîâ. Âðåìåíèïî�äîáíóþ êðèâóþ z(�) îïðåäåëèì ðàâåíñòâîìNXa=1ma��a (�) = 0 (8)è áóäåì íàçûâàòü åå öåíòðîì ìàññ.Ïåðåéäåì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ìóëüòèïîëüíûõìîìåíòîâ. Ïîä ýëåêòðè÷åñêèìè è ìàãíèòíûìè ìóëü�òèïîëüíûìè ìîìåíòàìè ñèñòåìû òî÷å÷íûõ çàðÿ�æåííûõ ÷àñòèö áóäåì ïîäðàçóìåâàòü íåïðèâîäèìûåêîìïîíåíòû òåíçîðîâ2)NXa=1 ea�a�1 : : : �a�n ; NXa=1 ea�a�1 : : : �a[�n�1 _�a�pr��n℄; (9)ñîîòâåòñòâåííî, ãäåpr�� := Æ�� � _z� _z�� ïðîåêòîð íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ê _z�. Î÷å�âèäíî, ÷òî òàê îïðåäåëåííûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåí�òû îðòîãîíàëüíû _z�.Ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû (9) îáðàçóþò ïîëíóþñèñòåìó â òîì ñìûñëå, ÷òî ñóììàðíûé òîê, ñòîÿùèéâ ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà (3), è ïîòåí�öèàëû Ëüåíàðà �Âèõåðòà (5) ìîãóò áûòü ïåðåïèñà�íû ÷åðåç íèõ ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé ñòåïåíüþòî÷íîñòè. Íàïðèìåð, ïåðâûå òðè ïîðÿäêà ïî � â ðàç�ëîæåíèè ïîòåíöèàëîâ Ëüåíàðà �Âèõåðòà èìåþò âèäA�(x) = qDz� +D[d� � n�d� _z�℄ ++ 12D[QDz� +X�Q��X�D2z� + S��n� ++ ( _z� � n�) _Q��(Æ�� � n� _z�)℄ +O(�3); (10)2) Îáû÷íî ýëåêòðè÷åñêèå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû îïðåäå�ëÿþòñÿ êàê áåññëåäîâûå òåíçîðû (ñì., íàïðèìåð, [21℄), òàêêàê íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ è â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ýëåê�òðîìàãíèòíûå ïîëÿ çàðÿæåííîé ñèñòåìû çàâèñÿò òîëüêî îòèõ áåññëåäîâîé ÷àñòè. Îäíàêî â äèíàìè÷åñêîì ñëó÷àå è/èëèíà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò èñòî÷íèêà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòüïîëíûå òåíçîðû.

ãäå ïîñëå âñåõ äè��åðåíöèðîâàíèé íóæíî ïîëî�æèòü � = �ret. Çäåñü áûëè ââåäåíû ñòàíäàðòíûå îáî�çíà÷åíèÿ äëÿ êèíåìàòè÷åñêèõ âåëè÷èí:X� = x� � z�(�); R = _z�X�; n� = X�R ;D = dRd� ; X2���=�ret = 0; X0j�=�ret > 0; (11)è ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâq = NXa=1 ea; d� = NXa=1 ea�a�;Q�� = NXa=1 ea�a��a� ; S�� = NXa=1 ea�a[� _�a�pr��℄; (12)ò. å. äëÿ ïîëíîãî çàðÿäà, ñîáñòâåííûõ äèïîëüíîãî,êâàäðóïîëüíîãî è ìàãíèòíîãî ìîìåíòîâ. Êðîìå òî�ãî, Q := ���Q��� ñëåä êâàäðóïîëüíîãî ìîìåíòà.Â ÷àñòíîñòè, êîãäà ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû íåçàâèñÿò îò âðåìåíè è ñèñòåìà êàê öåëîå äâèæåò�ñÿ ðàâíîìåðíî è ïðÿìîëèíåéíî, ìû ïîëó÷àåì ðåëÿ�òèâèñòñêîå îáîáùåíèå õîðîøî èçâåñòíîãî âûðàæå�íèÿ [21℄:A�(x) = qR _z� � n�d�R2 _z� ++ 3n� �Q��n� _z� + S��n�2R3 +O(�3); (13)ãäå �Q�� := Q�� � 13pr��Q� áåññëåäîâàÿ ÷àñòü ñîáñòâåííîãî êâàäðóïîëüíîãîìîìåíòà.Âûïèøåì òàêæå ïåðâûå òðè ïîðÿäêà ïî � â ðàç�ëîæåíèè ñóììàðíîé ïëîòíîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà:j�(x) = Z d��q _z� + ( _d� � _z�d���) ++ 12 h�S�� � _Q�� + _Q�[� �pr�℄� � �� + _z�Q�����i��� Æ4(x� z(�)) +O(�3); (14)ãäå �pr�� := _z� _z� :Ïîñêîëüêó òîê (14) ñîõðàíÿåòñÿ, îí ñîõðàíÿåòñÿ è âêàæäîì ïîðÿäêå ïî �. �àçëîæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëîâËüåíàðà �Âèõåðòà (10) ìîæíî ïîëó÷èòü, ñâîðà÷èâàÿ�óíêöèþ �ðèíà ñ ñóììàðíûì òîêîì (14).372



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åàêöèÿ èçëó÷åíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâÒàêèì îáðàçîì, íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ îò èçó�÷àåìîé ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö åå ìîæíî ðàñ�ñìàòðèâàòü êàê íåêîòîðóþ òî÷å÷íóþ ÷àñòèöó ñ âíó�òðåííèìè õàðàêòåðèñòèêàìè: ïîëíûì çàðÿäîì, äè�ïîëüíûì ìîìåíòîì è ò. ä.3. ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀÌÓËÜÒÈÏÎËÜÍÛÕ ÌÎÌÅÍÒÎÂÒåïåðü ìû ïîäñòàâèì ïîòåíöèàëû Ëüåíàðà �Âè-õåðòà (åùå íå ðàçëîæåííûå ïî ìóëüòèïîëÿì) â âû�ðàæåíèÿ äëÿ ñèëû Ëîðåíöà è ðåãóëÿðèçóåì ïîëó�÷àþùååñÿ â ðåçóëüòàòå ïëîõî îïðåäåëåííîå âûðàæå�íèå. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ê ñèëå Ëîðåíöà ïðîöåäóðûðåãóëÿðèçàöèè âîçíèêíåò áåñêîíå÷íûé ðÿä ïî ñòåïå�íÿì ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè è �a�. ×òîáû îáîðâàòüýòîò ðÿä, íåîáõîäèìî íàëîæèòü îïðåäåëåííûå îãðà�íè÷åíèÿ íà õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû ðàññìàòðèâàåìî�ãî çàðÿæåííîãî îáúåêòà. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èìóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ý��åêòèâíîé ìîäåëè, îïèñû�âàþùåé ñèñòåìó çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Íèæå â êîíöåäàííîãî ðàçäåëà â êà÷åñòâå ïðèìåðà áóäåò ïîëó÷å�íà ý��åêòèâíàÿ ìîäåëü äëÿ íåéòðàëüíîãî òî÷å÷íî�ãî îáúåêòà ñ äèïîëüíûì ìîìåíòîì, îïèñàíà åå ñâî�áîäíàÿ äèíàìèêà è èññëåäîâàíû íåêîòîðûå åå ñâîé�ñòâà.Èòàê, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïî�ëåé ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííûõ÷àñòèö çàïèøóòñÿ â íèçøèõ ïîðÿäêàõ ïî �a� êàêma dd� h _z� + _�a�pr��i = eaF rr��(xa(�)) _x�a ++ eaF��( _z� + _��a ) + ea��F����a _z� + : : : ; (15)ãäå F�� � íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèò�íîãî ïîëÿ, âçÿòàÿ â òî÷êå z�(�). Êàê ìû âèäèì, ëè�íåéíûé ïîðÿäîê ïî � èìïóëüñà ÷àñòèöû îðòîãîíà�ëåí _z�, èìåííî ïîýòîìó ìû îïðåäåëèëè ñîáñòâåííûåìàãíèòíûå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ñïðîåêòèðîâàí�íûìè ïðîåêòîðîì pr�� . Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îáåñïå÷èâà�åò ñîãëàñîâàííîñòü îïðåäåëåíèé ìîìåíòà èìïóëüñàè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà.Íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ F rr��ñòðîèòñÿ íà îñíîâàíèè ïîòåíöèàëîâ (5) è çàäàåòñÿâûðàæåíèåìF rr��(xa(�)) = 4 NXb=1 eb Z ds�(X0 + �0ab)�� Æ0((X + �ab)2)(X[� + �ab[� )( _z�℄ + _�b�℄); (16)ãäå X� := z�(�)� z�(s); �ab� := �a�(�) � �b�(s):

�àçëàãàÿ ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå (16) ïî ñòåïå�íÿì �, ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþÆ0(X2)(X[� + �ab[� ) _xb�℄ + Æ00(X2)((�ab)2 + 2X��ab� )�� (�ab[� +X[�) _xb�℄ ++ 2Æ000(X2)(�ab� X�)2(�ab[� +X[�) _xb�℄ + : : : (17)Çäåñü ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû ñëàãàåìûå, êîòî�ðûìè â íàøåì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü(ñì. íèæå). Êðîìå òîãî, ìû íå ñòàëè âûïèñûâàòü�-�óíêöèþ. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèÿì, êîòîðûå áó�äóò ïîäðîáíî èçëîæåíû íèæå, îíà íå âíîñèò âêëàäàâ ðÿä (17).Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (17) â �îðìóëó (16), ïî�ëó÷èì ïëîõî îïðåäåëåííîå âûðàæåíèå � êàæäîå ñëà�ãàåìîå â (17) ïðè èíòåãðèðîâàíèè áóäåò ïðèâîäèòüê ðàñõîäèìîñòÿì. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò ðàñõîäèìî�ñòåé, ðåãóëÿðèçóåì �óíêöèþ �ðèíà (4) ñëåäóþùèìîáðàçîì:G�(x) = �(x0)2� Æ(x2)! G�" (x) == �(x0)2� Æ(x2 � "): (18)Òàêàÿ ðåãóëÿðèçàöèÿ ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî àðãóìåí�òû âñåõ Æ-�óíêöèé â ðÿäå (17) ïîëó÷àò ïðèðàùåíèåíà �", â ðåçóëüòàòå ÷åãî âñå èíòåãðàëû ñòàíóò ñõî�äÿùèìèñÿ. Ôèçè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ òàêîé ïðîöå�äóðû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ïðîâîäèì óñðåäíåíèå ïîâñåì �ëóêòóàöèÿì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàí�íîãî ñèñòåìîé çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, âïëîòü äî ìàñ�øòàáà "1=2. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçà�öèè ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì �ëóêòóàöèéýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ çàðÿæåííîãî îáúåêòà. Òà�êàÿ ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ àíàëîãè÷íà ñõåìàì óñðåä�íåíèÿ, ïðèìåíÿåìûì â ìåòîäàõ ñðåäíåãî ïîëÿ è ðå�íîðì-ãðóïïû (ñì., íàïðèìåð, [27, 28℄).�àçëàãàÿ ðåãóëÿðèçîâàííóþ íàïðÿæåííîñòü ïî�ëÿ (16) â àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåò�ðà ðåãóëÿðèçàöèè, ïîëó÷èì ðÿä ïî ñòåïåíÿì � è ",ñòðóêòóðà êîòîðîãî èçîáðàæåíà íà ðèñóíêå. Íåîáõî�äèìûå äëÿ ïðîâåäåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæå�íèÿ �îðìóëû ïðèâåäåíû â Ïðèëîæåíèè. Êàê áûëîäîêàçàíî â ðàáîòå [29℄, âñå ÷ëåíû ðÿäà ïðè ïîëóöå�ëûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè ëàãðàíæå�âû, ò. å. ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû âàðüèðîâàíèåì ý��åê�òèâíîãî äåéñòâèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîéïîòåíöèàëîâ Ëüåíàðà �Âèõåðòà â äåéñòâèå (1) è ïðè�ìåíåíèåì ê íåìó ïðîöåäóðû ðåãóëÿðèçàöèè (18).Ñëàãàåìûå ïðè öåëûõ ñòåïåíÿõ " ñâÿçàíû ñ ðàäè�àöèîííûìè ïîòåðÿìè è ÿâëÿþòñÿ íåëàãðàíæåâûìè.373
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ξ4×àñòü áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè, îòîáðàæàþùåé âêëàäûèíòåãðàëà (16). �àâíûå íóëþ ñëàãàåìûå îáîçíà÷å-íû êðåñòàìè. Ýòî âêëàäû ïðè öåëûõ îòðèöàòåëü-íûõ ñòåïåíÿõ ", à òàêæå ïðè �k"�(l+3)=2, k � l.Øòðèõîâîé òðåóãîëüíèê âûäåëÿåò òå âêëàäû, êî-òîðûå ìû ó÷èòûâàåì ïðè ðàññìîòðåíèè íåòî÷å÷-íîé çàðÿæåííîé ñèñòåìû ÷àñòèö, óäîâëåòâîðÿþùåéóñëîâèÿì (19), (20) è (21), (22). Íàïðèìåð, ñëàãàå-ìîå ïðè "�5=2 â �îðìóëå (23) îòîáðàæåíî â ëåâîìíèæíåì óãëó øòðèõîâîãî òðåóãîëüíèêà. Òðè âûäå-ëåííûå òî÷êè îòîáðàæàþò âêëàäû ñèëû ñàìîäåé-ñòâèÿ â ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðàìàññ íåéòðàëüíîãî òî÷å÷íîãî îáúåêòà ñ òî÷íîñòüþäî ïåðâîé ðàäèàöèîííîé ïîïðàâêè3.1. Îãðàíè÷åíèÿ íà õàðàêòåðíûå ìàñøòàáûÄëÿ òîãî ÷òîáû âûäåëèòü èç ïîëó÷åííîãî ðÿäàêîíå÷íîå ÷èñëî ñëàãàåìûõ, ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿîïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèé, íàëàãàåìûõ íà õàðàê�òåðíûå ìàñøòàáû ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû çàðÿ�æåííûõ ÷àñòèö è ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà.1. Ïóñòü l � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿòðàåêòîðèè z(�), ïðè÷åì l ìíîãî áîëüøå, ÷åì ïàðà�ìåòð ðåãóëÿðèçàöèè "1=2. Èç ðàçìåðíûõ ñîîáðàæå�íèé ÿñíî, ÷òî ñ ðîñòîì ñòåïåíè ïàðàìåòðà ðåãóëÿ�ðèçàöèè ÷èñëî ïðîèçâîäíûõ îò ïîëåé z(�) è �a�(�)â ÷ëåíàõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà îäíîãî ïîðÿäêà ïî� âîçðàñòàåò (ñì., íàïðèìåð, íèæå �îðìóëó (23)).Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïðîâåñòè óñðåäíåíèå ïî âñåìîñöèëëÿöèÿì ïîëåé �a�(�), ÷àñòîòû êîòîðûõ áîëüøå,÷åì l�1, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè, íàïðè�ìåð, õàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ ïîëåé �a�(�) áóäåòìåíüøå ÷åì "1=2, ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà ïðèâûñøèõ ñòåïåíÿõ " áóäóò äàâàòü áîëüøèé âêëàä, ÷åìïðè íèçøèõ, ò. å. íåîáõîäèìî áóäåò ó÷åñòü âëèÿíèåâñåõ ÷ëåíîâ áåñêîíå÷íîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà.Ñàìà ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåí�íîé. Ìû áóäåì ïðîñòî â äàëüíåéøåì ñ÷èòàòü, ÷òîõàðàêòåðíîå âðåìÿ èçìåíåíèÿ ïîëåé �a�(�) íå ìåíü�øå l. Òàêîé ïîäõîä îáîñíîâàí â òîì ñëó÷àå, êîãäà

âêëàäîì ðåçîíàíñîâ, ò. å. òóðáóëåíòíûìè òå÷åíèÿìèâíóòðè ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü3).Ïîñëå òàêîãî óñðåäíåíèÿ n-ÿ ïðîèçâîäíàÿ îò�a�(�) ïî � áóäåò ïîðÿäêà �=ln, ãäå � � õàðàêòåðíûéìàñøòàá çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ �a�(�). Â ðåçóëüòàòåðàçëîæåíèå èíòåãðàëà (16) áóäåò âåñòèñü ïî äâóìáåçðàçìåðíûì âåëè÷èíàì �=l è "1=2=l, êîý��èöèåí�òàìè ïðè êîòîðûõ áóäóò íåêîòîðûå êîìáèíàöèè èçïîëåé �a�(�), z�(�) è èõ ïðîèçâîäíûõ.2. Êàê ìîæíî âèäåòü èç ðèñóíêà, íåîáõîäèìûìóñëîâèåì òîãî, ÷òîáû èìåëî ñìûñë èñïîëüçîâàòü ïî�ëó÷åííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå, ÿâëÿåòñÿ âû�ïîëíåíèå óñëîâèé � � "1=2 � l: (19)Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ óñëîâèÿ (19) îçíà÷à�þò, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó, êîòîðàÿ íàìíî�ãî ìåíüøå, ÷åì õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ (ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïðè ïî�ìîùè ðåãóëÿðèçàöèè). Â òî æå âðåìÿ õàðàêòåðíûéìàñøòàá èçìåíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ äîë�æåí áûòü ìíîãî ìåíüøå, ÷åì õàðàêòåðíûõ ìàñøòàá�ëóêòóàöèé òðàåêòîðèè z(�).3. Â îòñóòñòâèå êàêèõ-ëèáî àïðèîðíûõ ñâåäåíèéîá èçó÷àåìîé ñèñòåìå çàðÿæåííûõ ÷àñòèö áóäåì ñ÷è�òàòü, ÷òî Mn+k .Mn(�=l)k (20)äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k. ÇäåñüMn îáîçíà�÷àåò âåëè÷èíó n-ãî ìóëüòèïîëüíîãî ìîìåíòà4) (9).Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà÷èíàÿñ ìóëüòèïîëüíîãî ìîìåíòà n-ãî ïîðÿäêà, â ðàññìàò�ðèâàåìîì çàðÿæåííîì îáúåêòå îòñóòñòâóþò êîëëåê�òèâíûå ÿâëåíèÿ, òàêèå êàê ñïîíòàííîå íàìàãíè÷èâà�íèå è ò. ï., ò. å., íà÷èíàÿ ñ n-ãî ìóëüòèïîëÿ, â íåì íåòêàêîé-ëèáî âûñîêîóïîðÿäî÷åííîé ñòðóêòóðû. Ïðèâûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ âåäóùèé âêëàä â ñèëó ñà�ìîäåéñòâèÿ ñîäåðæèòñÿ â ïåðâûõ n ïîðÿäêàõ ïî �ðàçëîæåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà. Â äàëüíåéøèõâû÷èñëåíèÿõ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, â îñíîâíîì,ñëó÷àé n � 2.Óñëîâèå (20) ïîçâîëÿåò íàì ïðè âû÷èñëåíèÿõ îöå�íèâàòü âûðàæåíèå ïî êîëè÷åñòâó âõîäÿùèõ â íåãîïîëåé ��a (�) (êîíå÷íî, äëÿ òåõ ïîðÿäêîâ ïî �, ãäåâûïîëíåíî óñëîâèå (20)), íå çàáîòÿñü î òîì, ÷òî, âî�îáùå ãîâîðÿ, ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì ÷àñòèöàì3) Ïðåêðàñíîå èçëîæåíèå ìåòîäà óñðåäíåíèÿ è îáçîð ñîâðå�ìåííûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [30℄.4) Çäåñü è äàëåå ìû èñïîëüçóåì íå ñîâñåì ñòàíäàðòíóþ íó�ìåðàöèþ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ. Îáû÷íî, n-é ìóëüòèïîëü�íûé ìîìåíò (â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ) íàçûâàþò 2n-ïîëüíûì.374



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åàêöèÿ èçëó÷åíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîââêëàäû, ïðîïîðöèîíàëüíûå áîëåå âûñîêèì ñòåïåíÿì�, ìîãóò óñèëèòüñÿ, à ïðîïîðöèîíàëüíûå áîëåå íèç�êèì ñòåïåíÿì � � íàîáîðîò, âçàèìíî ñîêðàòèòüñÿ.Óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ñèñòåìó çàðÿæåííûõ÷àñòèö, óäîâëåòâîðÿþùóþ òðåì ïðèâåäåííûì âû�øå óñëîâèÿì, êàê íåêîòîðóþ ëîêàëèçîâàííóþ â ïðî�ñòðàíñòâå æèäêîñòü (ãàç), äëÿ èçó÷åíèÿ ý��åêòèâ�íîé äèíàìèêè êîòîðîé ìîæíî ïðåíåáðå÷ü âîçìîæ�íûìè òóðáóëåíòíûìè òå÷åíèÿìè âíóòðè íåå. Â ýòîéæèäêîñòè âîçìîæíî íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå çàðÿ�äîâ, íî â ðåçóëüòàòå ïåðåìåøèâàíèÿ â íåé îòñóòñòâó�þò âûñîêîóïîðÿäî÷åííûå ñòðóêòóðû.4. Íàêîíåö, ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ äâóõ áî�ëåå òåõíè÷åñêèõ óñëîâèé. Âî-ïåðâûõ, íàëîæèìíåñêîëüêî áîëåå æåñòêîå îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíó�, ÷åì (19), ïîòðåáîâàâ�=l� ("1=2=l)4=3: (21)Âî-âòîðûõ, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî"=l2 . �=l: (22)Ýòî óñëîâèå õàðàêòåðèçóåò òî, íàñêîëüêî ðàññìàò�ðèâàåìûé çàðÿæåííûé îáúåêò îòëè÷àåòñÿ îò òî÷å÷�íîãî. Â ïðåäåëå òî÷å÷íîé ÷àñòèöû, � ! 0, êàê ìûâïîñëåäñòâèè óâèäèì, ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâè�æåíèÿ öåíòðà ìàññ ñâåäóòñÿ ê óðàâíåíèÿì Ëîðåí�öà �Äèðàêà, ÷òî, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ îæèäàåìûì ðå�çóëüòàòîì.Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèÿ (19), (20) è (21), (22)îïðåäåëÿþò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà ðåøåòêå âêëàäîâèíòåãðàëà (16), èçîáðàæåííîé íà ðèñóíêå.3.2. �åàêöèÿ èçëó÷åíèÿÎñòàâëÿÿ òîëüêî ÷ëåíû ðÿäà, âûäåëåííûå íà ðè�ñóíêå øòðèõîâûì òðåóãîëüíèêîì, è ïðåíåáðåãàÿ ñëà�ãàåìûìè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷àåìF rr��(xa(�)) = �4 NXb=1 eb�3"�5=28 (�ba)2�ba[� _z�℄ ++"�3=216 h4�ba[� _xb�℄+(�ba)2�z[� _z�℄�2(�z��ba� +2 _z� _�b�)�ba[� _z�℄i++ "�1=216 �(2� 3�z��ba� � 6 _z� _�b�)�z[� _z�℄ + 2�z[� _�b�℄ ++ 2��b[� _z�℄ � 2�ba[� ...z �℄ � �z22 �ba[� _z�℄�� 16 ...z [� _z�℄ ++ "1=232 �3(4)z [� _z�℄ + 2...z [��z�℄ + 52 �z2�z[� _z�℄��; (23)ãäå �ba� = �b�(�) � �a�(�):

Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàìêàõ íàøèõ ïðèáëèæåíèé ñèëàðåàêöèè èçëó÷åíèÿ, äåéñòâóþùàÿ íà òî÷å÷íóþ çàðÿ�æåííóþ ÷àñòèöó a ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû, çàïè�øåòñÿ êàêeaF rr��(xa(�)) _x�a = � NXb=1 eaeb�3"�5=22 (�ba)2�ba� ++ "�3=24 h(4 + 2 _z�( _�b�++ _�a� ))�ba� + (�ba)2�z� � 4 _�a��ba� _z�i++ "�1=24 �(2� _z�( _�b� + _�a� ))�z� � 2(�z� _�a� + _z���b�) _z� ++2��b� + 32 �z2�ba� �� 23[...z � + �z2 _z�℄ ++ 3"1=28 �(4)z � + 32 �z2�z� + 3�z�...z � _z���: (24)×èñëåííûå êîý��èöèåíòû ïðè îòëè÷íûõ îò íó�ëÿ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè çàâèñÿò îòèñïîëüçîâàííîé ñõåìû ðåãóëÿðèçàöèè �óíêöèè �ðè�íà, ïîýòîìó ðàçëè÷íûå ñòåïåíè ïàðàìåòðà ðåãóëÿðè�çàöèè ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûå íîâûåïàðàìåòðû ý��åêòèâíîé ìîäåëè, çíà÷åíèÿ êîòîðûõáåðóòñÿ èç ýêñïåðèìåíòà. Ïðîöåäóðà óñðåäíåíèÿ (ðå�ãóëÿðèçàöèè) äàåò íàì òîëüêî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäóïîðÿäêàìè âåëè÷èí ýòèõ íîâûõ ïàðàìåòðîâ.×òîáû íåñêîëüêî óïðîñòèòü �îðìóëû, óäîáíîââåñòè òàê íàçûâàåìûå �èçè÷åñêèå ìàññû ÷àñòèö~ma = ma + eaq2 "�1=2 (25)è ïåðåîïðåäåëèòü ìèðîâóþ ëèíèþ öåíòðà ìàññ z(�),ïîòðåáîâàâ âûïîëíåíèÿ (8) óæå îòíîñèòåëüíî �èçè�÷åñêèõ ìàññ. Òîãäà ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ öåíòðà ìàññ ïîñëå ïðîåêòèðîâàíèÿ íà íàïðàâëå�íèå 4-ñêîðîñòè _z� è îðòîãîíàëüíîå ê íåìó äîïîëíå�íèå èìåþò âèä( ~M +G)�z� = FLD� + F (6)� + F��(q _z� + _d�) ++ F�� _d� _z� _z� + d���F�� _z� ;_G = F�� _z� _d� ; ~M = NXa=1 ~ma;G = "�3=22 (qQ� d2); (26)ãäå FLD� = 23q2[...z � + �z2 _z�℄� ñèëà Ëîðåíöà �Äèðàêà, àF (6)� = �3"1=28 q2 �(4)z �+32 �z2�z�+3�z�...z � _z�� : (27)375



Ï. Î. Êàçèíñêèé ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007Ôîðìàëüíî ¾æåñòêîå¿ ñëàãàåìîå (27) åñòü íå ÷òîèíîå, êàê âûðàæåíèå äëÿ ðàñõîäèìîñòè, âîçíèêàþ�ùåå â ý��åêòèâíîé ìîäåëè d = 6 ýëåêòðîäèíàìèêèòî÷å÷íîé ìàññèâíîé ÷àñòèöû äîïîëíèòåëüíî ê ïåðå�íîðìèðîâêå ìàññû [6, 7℄. Äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêèõ ìî�äåëåé çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñ íåòðèâèàëüíîé âíóòðåí�íåé ñòðóêòóðîé òàêèå æåñòêèå âêëàäû â ñèëó ñàìî�äåéñòâèÿ áûëè äàâíî èçâåñòíû è â ÷åòûðåõìåðíîìïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [31℄ èññûëêè â íåé). Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè è êâàíòîâà�íèå ìîäåëåé ðåëÿòèâèñòñêèõ ÷àñòèö ñ æåñòêèì ñëà�ãàåìûì (27) ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [32, 33℄. Îòìå�òèì, ÷òî â ïðåäåëå òî÷å÷íîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû,êîãäà âñå âûñøèå ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû ñòàíîâÿò�ñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè, óðàâíåíèÿ (26) ïåðåõîäÿò âóðàâíåíèÿ Ëîðåíöà �Äèðàêà [17, 19℄.×òîáû çàìêíóòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (26) è ïî�ëó÷èòü ý��åêòèâíóþ ìîäåëü äëÿ ñèñòåìû çàðÿæåí�íûõ ÷àñòèö, íåîáõîäèìî çíàòü ýâîëþöèþ äèïîëüíî�ãî ìîìåíòà. Èçìåíåíèå ñëåäà êâàäðóïîëüíîãî ìîìåí�òà, êîòîðûé, êàê êàæåòñÿ, âõîäèò â óðàâíåíèÿ (26),íå âàæíî, ïîñêîëüêó åãî âëèÿíèå íà ý��åêòèâíóþäèíàìèêó öåíòðà ìàññ ñâåëîñü â íàøåì ïðèáëèæå�íèè ê âîçíèêíîâåíèþ äîáàâêè G ê ïîëíîé ìàññå ñè�ñòåìû. Ýâîëþöèÿ ïîñëåäíåé çàäàåòñÿ âòîðûì óðàâ�íåíèåì â (26), ò. å. �àêòè÷åñêè �èêñèðóåòñÿ çàêîíîìñîõðàíåíèÿ 4-èìïóëüñà.Èòàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ýâîëþöèþ äèïîëüíîãî ìî�ìåíòà, ñíîâà âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèÿìè (15) è (24)Â âåäóùåì ïîðÿäêå ñ ó÷åòîì ïåðâîé íåòðèâèàëüíîéïîïðàâêè îò ñàìîäåéñòâèÿ îíè çàïèøóòñÿ êàê~ma dd� h _z� + _�a�pr��i = ea"�3=2(q�a� � d�) ++ eaF��( _z� + _��a) + ea��a��F�� _z� : (28)Âîîáùå, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îïèñûâàþò äèíàìèêóìåõàíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ, ïîýòîìó ìû äîëæíû ñâÿ�çàòü ìåõàíè÷åñêèå ìîìåíòû ñ ýëåêòðè÷åñêèìè (ìàã�íèòíûìè). Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ñäåëàòü ýòî �âûäåëèòü â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ðàçëè÷íûåñîðòà ÷àñòèö.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ÷àñòèöû îäíîãî ñîðòà,åñëè è òîëüêî åñëè îíè èìåþò îäèíàêîâîå îòíîøå�íèå çàðÿäà ê �èçè÷åñêîé ìàññå, � = e= ~m. Ïóñòüðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñîäåð�æèò K ñîðòîâ ÷àñòèö ñ óäåëüíûìè çàðÿäàìè �s,s = 1; : : : ;K. Òîãäà ñóììèðóÿ óðàâíåíèå (28) ïî ÷àñ�òèöàì îäíîãî ñîðòà, ïîëó÷àåìdd� h _ds� + (qs + �z�ds�) _z�i = �s"�3=2(qds� � qsd�) ++ �sF��(qs _z� + _d�s ) + �sd�s��F�� _z� ; (29)

ãäå qs è ds� � çàðÿä è äèïîëüíûé ìîìåíò, îòâå÷àþ�ùèå ñîðòó s. Ïîëíûé çàðÿä è ïîëíûé äèïîëüíûé ìî�ìåíò ñèñòåìû ïîëó÷àþòñÿ ñóììèðîâàíèåì ïî âñåìñîðòàì çàðÿäîâ qs è äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ds, ñîîò�âåòñòâåííî.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè çàìêíóòóþ ñèñòå�ìó óðàâíåíèé (26), (29), îïèñûâàþùóþ â íàøåì ïðè�áëèæåíèè ýâîëþöèþ çàðÿæåííîãî îáúåêòà. Èíà÷åãîâîðÿ, âûäåëÿÿ ñóùåñòâåííûå ñòåïåíè ñâîáîäû èñ�õîäíîé ñèñòåìû è óñðåäíÿÿ èëè ïðåíåáðåãàÿ îñòàëü�íûìè, ìû ïîñòðîèëè ý��åêòèâíóþ ìîäåëü.3.3. Ïîíèæåíèå ïîðÿäêàÊàê ìû âèäèì, óðàâíåíèÿ (26) ñîäåðæàò âûñøèåïðîèçâîäíûå ïîëåé z(�). Îäíàêî ýòè âûñøèå ïðîèç�âîäíûå ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè ïîïðàâêàìè ê ñâîáîäíûìóðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëå�íèÿ �èçè÷åñêèõ ìàññ ÷àñòèö (25) è òðåáîâàíèÿ ïîëî�æèòåëüíîñòè ïîëíîé ìàññû PNa=1ma íàõîäèì, ÷òîq2=2 ~M < "1=2: (30)Ñëåäîâàòåëüíî, ñèëà Ëîðåíöà �Äèðàêà áóäåò ïîðÿä�êà "1=2=l ïî ñðàâíåíèþ ñî ñâîáîäíûìè óðàâíåíèÿìèäâèæåíèÿ, à æåñòêîå ñëàãàåìîå (27) � ïîðÿäêà "=l2.Ïîýòîìó ìîæíî ïåðòóðáàòèâíî èñêëþ÷èòü âñå âûñ�øèå ïðîèçâîäíûå, áåðÿ â êà÷åñòâå îñíîâû óðàâíåíèåËîðåíöà ~M �z� = qF�� _z� : (31)Â ÷àñòíîñòè, ýòà ïðîöåäóðà ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì,íå ñîäåðæàùèì íå�èçè÷åñêèõ ðåøåíèé, â îòëè÷èåîò èñõîäíûõ óðàâíåíèé.Ïðèìåíåíèå ïðîöåäóðû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà êóðàâíåíèÿì Ëîðåíöà �Äèðàêà ìîæíî íàéòè â ðàáî�òå [21℄, è çäåñü ìû íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ.Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿþùèåýâîëþöèþ äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ (29). ×òîáû íåñêîëü�êî óïðîñòèòü óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ ïîñëå ïðè�ìåíåíèÿ ïðîöåäóðû ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà, ïîòðåáóåìâûïîëíåíèÿ áîëåå ñèëüíîãî óñëîâèÿ, íåæåëè (30). Àèìåííî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñüq2= ~M � �: (32)Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òàêîå òðåáîâàíèå ñâî�äèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû ýíåðãèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïî�ëÿ, ñîçäàâàåìîãî çàðÿæåííîé ñèñòåìîé ÷àñòèö, áûëàìíîãî ìåíüøå åå ìàññû.Òîãäà ïðè ïîäñòàíîâêå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ öåí�òðà ìàññ â (29) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñèëîé Ëîðåí�öà �Äèðàêà, ñëàãàåìûì G è æåñòêèì âêëàäîì. Ïî�ñëå ýòîãî óðàâíåíèÿ (29) ïåðåïèøóòñÿ êàê376



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åàêöèÿ èçëó÷åíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ�ds� + q~M dd� (d�sF�� _z�) _z� = �s"�3=2(qds� � qsd�) ++ �qs��s � q~M�� q2~M2 d�sF�� _z��F�� _z� ++ F�� ��s _d�s � qs~M _d��++��sd�s � qs~M d�� ��F�� _z� : (33)3.4. Ýâîëþöèÿ âûñøèõ ìóëüòèïîëåéÓðàâíåíèÿ (26), (29), (33) ìîãóò ðàññìàòðèâàòü�ñÿ â êà÷åñòâå îòïðàâíîé òî÷êè äëÿ äàëüíåéøåãî ïðè�ìåíåíèÿ òåîðèè âîçìóùåíèé ïî ïàðàìåòðó �, ÷òîáûó÷åñòü âëèÿíèå ìóëüòèïîëåé áîëåå âûñîêîãî ïîðÿä�êà íà äèíàìèêó ñèñòåìû. Â ýòîé ñâÿçè ïîëåçíî ïî�ëó÷èòü ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ äëÿ ìóëüòèïîëåéâòîðîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå òàêæå ÷àñòî âîçíèêàþò â�èçè÷åñêèõ ìîäåëÿõ.Ìû îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî âåäóùèìè âêëàäàìè.Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçîâàâ�øèåñÿ ïðè âûâîäå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äèïîëüíûõìîìåíòîâ, èç óðàâíåíèé (28) ïîëó÷àåì�s _T s�� + pr�(� _ds��z�) == �s�"�3=2 hq � _Qs�� � _Qs(�� �pr��)��� pr�(� _ds�d�)i� �sT s�(�F��) ++ �pr�(� _ds� � 12 �z� � _Qs�{pr{(� + Ss�(���F�)� _z� ++ 12 � _Qs(��pr�� � �pr�(� _Qs�� � Ss(��� ��F�){ _z{�;dd� h _Qs�� +Qs(���z� _z�)i+ ds(��z�) ++ 12 _z(��z� h _Qs��pr��) + Ss��)i == �s�"�3=2 h2qQs�� � ds(�d�)i++ 2T s�� + ds(�F�)� _z� �� 12 hpr�(� _Qs�� + _Qs(�� �pr�� + Ss(��iF ��) ++Qs(����F�)� _z��;_Ss�� + ds[��z�℄ + 12 _z[��z� h _Qs��pr��℄ + Ss��℄i == �s�"�3=2d[�ds�℄ + ds[�F�℄� _z� �� 12 hpr�[� _Qs�� + _Qs[�� �pr�� + Ss[��iF ��℄ ++Qs[����F�℄� _z��;

(34)

ãäå T s�� :=X ~mapr��pr�� _�a� _�a�� òåíçîð âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé5) (ïîòîêîâ èì�ïóëüñà) çàðÿæåííîãî îáúåêòà, îòâå÷àþùèé ñîðòó s.Êàê è âñå òåíçîðíûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèåâíóòðåííèå ñâîéñòâà ñèñòåìû, T s�� îðòîãîíàëåí _z�.Åñëè ñèñòåìà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö ñîñòîèò èç÷àñòèö îäíîãî ñîðòà6), òî èç îïðåäåëåíèÿ öåíòðàìàññ (8) ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûé äèïîëüíûé ìî�ìåíò çàðÿæåííîãî îáúåêòà ðàâåí íóëþ. Òîãäà ñèñòå�ìà óðàâíåíèé (34) ïåðåïèøåòñÿ êàê� _T�� = �nq"�3=2 � _Q��� _Q(�� �pr��)���T �(�F��)�� 12 �z� � _Q�{pr{(� + S�(��F�)� _z� ++ 12 � _Q(��pr�� � �pr�(� _Q�� � S(��� ��F�){ _z{o;dd� h _Q�� +Q(���z� _z�)i++ 12 _z(��z� h _Q��pr��) + S��)i == �n2q"�3=2Q�� + 2T�� �� 12 hpr�(� _Q�� + _Q(�� �pr�� + S(��iF ��) ++Q(����F�)� _z�o;_S�� + 12 _z[��z� h _Q��pr��℄ + S��℄i == ��2 hpr�[� _Q�� + _Q[�� �pr�� + S[��iF ��℄ ++ �Q[����F�℄� _z�:
(35)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ (26) â ýòîì ñëó÷àåèìåþò âèä( ~M +G)�z� = FLD� + F (6)� + qF�� _z� ++ 12Q�����F�� _z� ++ 12(pr�� _Q�� + _Q�� �pr�� + S��)��F�� ;_G = 12 _Q����F�� _z� + 12(S�� � �pr�� _Q��) _F�� ; (36)ãäå ìû äîáàâèëè ïåðâóþ ïîïðàâêó ïî ñòåïåíÿì �îò âíåøíåé ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ñèñòåìó çàðÿæåí�íûõ ÷àñòèö êàê öåëîå. Â òàêèõ ïîïðàâêàõ âîçíèêàþò5) Ñòðîãî ãîâîðÿ, òåíçîð âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé îïðåäå�ëÿåòñÿ êàê R d� Æ4(x� z(�))T�� (�).6) Ýòîò ñëó÷àé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îñíîâó äëÿ òåî�ðèè âîçìóùåíèé ïî îòêëîíåíèÿì óäåëüíûõ çàðÿäîâ �s îò èõñðåäíåãî, îäèíàêîâîãî äëÿ âñåõ ÷àñòèö çíà÷åíèÿ.377



Ï. Î. Êàçèíñêèé ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007òå æå ñòðóêòóðû, ÷òî áûëè â ðàçëîæåííîì ïî ìóëü�òèïîëÿì ïîëíîì ýëåêòðè÷åñêîì òîêå ñèñòåìû (14),ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ñèëû èìååò âèäZ d4xF�� (x)j�(x): (37)Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì âíåø�íåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå F�� = 
onst è ïîñòî�ÿííîì êâàäðóïîëüíîì ìîìåíòå Q�� = 
onst ïîñëåä�íåå óðàâíåíèå â ñèñòåìå (35) åñòü íå ÷òî èíîå, êàêóðàâíåíèå Áàðãìàííà �Ìèøåëÿ �Òåëåãäè (ñì. ðàáî�òû [8�11; 16; 23; 24℄ è ññûëêè â íèõ). Îñòàëüíûå óðàâ�íåíèÿ ñèñòåìû (35) ñâîäÿòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêèì óðàâ�íåíèÿì äëÿ T�� è S�� :�T�� = �4S(��F ��) + 14 _z(��z�S��) ���q"�3=2Q�� ;�4S(��F ��) � 14 _z(��z�S��) == ��2q"�3=2Q(��F ��)� + ��� ; (38)ãäå ��� � íåêîòîðûå êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ.Ñëåä ïåðâîãî óðàâíåíèÿ äàåò òåîðåìó î âèðèàëåâ ðàññìàòðèâàåìîì ïðèáëèæåíèè, ò. å. âçàèìîñâÿçüìåæäó ñðåäíåé êèíåòè÷åñêîé è ñðåäíåé ïîòåíöè�àëüíîé ýíåðãèÿìè ñèñòåìû. Âòîðîå óðàâíåíèå ÿâ�ëÿåòñÿ ñâÿçüþ îòíîñèòåëüíî óðàâíåíèé Áàðãìàí�íà �Ìèøåëÿ �Òåëåãäè, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ê ñëåäóþ�ùåìó.Ââèäó òîãî, ÷òî òåíçîð êâàäðóïîëüíîãî ìîìåí�òà ïîñòîÿíåí è ïðîñòàíñòâåííîïîäîáåí, Q�� _z� = 0,ñóùåñòâóåò òàêàÿ èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà, âêîòîðîé îí äèàãîíàëåí7) äëÿ ëþáîãî � . Óñëîâèå ïðî�ñòðàíñòâåííîãî ïîäîáèÿ âëå÷åò òî, ÷òî ëèáî ýòàèíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ ñîïóòñòâó�þùåé, è, ñëåäîâàòåëüíî, �z� = 0, ëèáî ïî êðàéíåéìåðå îäèí èç ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõ äèàãîíàëü�íûõ ýëåìåíòîâ Q�� ðàâåí íóëþ. Èç îïðåäåëåíèÿ êâà�äðóïîëüíîãî ìîìåíòà (12) ìû âèäèì, ÷òî ðàâåíñòâîíóëþ îäíîãî èç äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ âëå÷åò ðà�âåíñòâî íóëþ ëèíåéíîãî ðàçìåðà òåëà, èçìåðåííîãîâäîëü ñêîðîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, âñå çàðÿäû â ëþ�áîé ìîìåíò âðåìåíè íàõîäÿòñÿ â ïëîñêîñòè, îðòîãî�íàëüíîé ñêîðîñòè çàðÿæåííîãî îáúåêòà êàê öåëîãî.Ïîýòîìó âåêòîð ìàãíèòíîãî ìîìåíòà äîëæåí áûòüíàïðàâëåí âäîëü ñêîðîñòè. Åñëè æå äâà èëè òðè äèà�ãîíàëüíûõ ýëåìåíòà Q�� ðàâíû íóëþ, òî S�� = 0.7) Ïî ïîâîäó êàíîíè÷åñêèõ �îðì ñèììåòðè÷íîãî òåíçî�ðà âòîðîãî ðàíãà â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñì., íàïðè�ìåð, [21℄.

Êîíå÷íî, ðàâåíñòâî íóëþ êàêèõ-òî ëèíåéíûõ ðàçìå�ðîâ òåëà, êàê è ðàâåíñòâî íóëþ âåêòîðà ìàãíèòíî�ãî ìîìåíòà, íóæíî ïîíèìàòü â òîì ñìûñëå, ÷òî îíèïðåíåáðåæèìî ìàëû.3.5. ËàãðàíæèàíÊàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, âêëàäû ïðè ïîëóöå�ëûõ ñòåïåíÿõ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè " â âûðà�æåíèÿõ äëÿ ñèëû ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ (24), äåéñòâó�þùåé íà îäíó ÷àñòèöó, è ý��åêòèâíûõ óðàâíåíèéäâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ (26) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû âà�ðüèðîâàíèåì ý��åêòèâíîãî äåéñòâèÿ.×òîáû óïðîñòèòü âûðàæåíèå äëÿ ëàãðàíæèàíàý��åêòèâíîãî äåéñòâèÿ, âûïèøåì åãî â íàòóðàëü�íîé ïàðàìåòðèçàöèè è ñîõðàíèì òîëüêî òå ñëàãàå�ìûå, êîòîðûå íå áîëåå ÷åì ëèíåéíû ïî êàëèáðîâî÷�íîìó óñëîâèþ (6) è åãî äè��åðåíöèàëüíûì ñëåä�ñòâèÿì, ïîñêîëüêó ïîñëå âàðüèðîâàíèÿ è òðåáîâàíèÿâûïîëíåíèÿ êàëèáðîâêè (6) îòáðîøåííûå ñëàãàåìûåíå äàäóò âêëàäà â ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ. Â èòîãå â íàøåì ïðèáëèæåíèè èìååìL = NXa;b=1 eaebn3"�5=216 (�ba)4 + "�3=24 �� h(�ba)2(1 + _z� _�b�)� 2 _�b��ba� _z��ba� i++ "�1=232 h16 + 16 _z� _�a� + 8 _�a� _�b� + 3(�ba)2�z2�� 8 _z� _�a� _z� _�b� + 16 _z��ba� �z� _�b� � 2(�z��ba� )2i�� 3"1=216 h�z2 � 3�z2 _z� _�a� + 2�z���a�io: (39)Âàðüèðóÿ ý��åêòèâíîå äåéñòâèå, îòâå÷àþùåå ýòî�ìó ëàãðàíæèàíó, ïî ïîëÿì �a�(�), ïîëó÷èì âûðàæå�íèå äëÿ ñèëû ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ (24). Âàðüèðóÿ ý���åêòèâíîå äåéñòâèå ïî ïîëÿì z�(�) è îòáðàñûâàÿâûñøèå ÷ëåíû ïî ñòåïåíÿì �, ïðèäåì ê âûðàæåíèþäëÿ ñèëû ñàìîäåéñòâèÿ, âõîäÿùåé â ý��åêòèâíûåóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ (26). Â îáîèõ ñëó�÷àÿõ ìû, êîíå÷íî, íå âîñïðîèçâåäåì ñèëó Ëîðåí�öà �Äèðàêà. 3.6. Òî÷å÷íûé äèïîëüÂ çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà âûâåäåì ý��åêòèâ�íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ íåéòðàëüíîé ñèñòåìûçàðÿæåííûõ ÷àñòèö â òî÷å÷íîì ïðåäåëå, ò. å. ïðèq = 0 è � ! 0. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ìû ðàññìîòðèì ñè�ñòåìó, óäîâëåòâîðÿþùóþ, âìåñòî ñîîòíîøåíèé (21),(22), óñëîâèÿì�=l� ("1=2=l)5; q2l2 � d2; (40)378



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åàêöèÿ èçëó÷åíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâãäå d � âåëè÷èíà ñîáñòâåííîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà.Òàêæå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óñëîâèå (20) âûïîë�íåíî äëÿ n = 1, ò. å., â ÷àñòíîñòè, äèïîëüíûé ìîìåíòñ÷èòàåòñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ.Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì âûâîäèòü ý��åêòèâíûåóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ äèïîëÿ ñ òàêîéòî÷íîñòüþ, ÷òîáû ó÷åñòü ïîïðàâêè íà èçëó÷åíèå.Ôàêòè÷åñêè, ýòî òðåáîâàíèå ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîíåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ðàñ÷åòû ñ òî÷íîñòüþ äî âåäó�ùåãî íåëàãðàíæåâà âêëàäà â ñèëó ñàìîäåéñòâèÿ, ïî�äîáíîãî ñèëå Ëîðåíöà �Äèðàêà â ñëó÷àå ìàññèâíîéòî÷å÷íîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû. Íà ðèñóíêå íóæíûåíàì âêëàäû â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ îáî�çíà÷åíû òðåìÿ òî÷êàìè íà òðåòüåé ëèíèè, îòâå÷à�þùåé ïîðÿäêó �2. Îñòàëüíûìè âêëàäàìè, ñ ó÷åòîìîöåíîê (40), ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.Èòàê, ìû áóäåì èçó÷àòü ý��åêòèâíóþ äèíàìèêóòî÷å÷íîãî íåéòðàëüíîãî äèïîëÿ. Ýòà ìîäåëü ìîæåòáûòü ñ�îðìóëèðîâàíà áåç àïåëëÿöèè ê íåêîòîðîéñèñòåìå, ñîñòîÿùåé èç çàðÿæåííûõ ÷àñòèö. Ôóíêöè�îíàë äåéñòâèÿ äëÿ ìîäåëè òî÷å÷íîãî äèïîëÿ ïîëó�÷àåòñÿ ðàçëîæåíèåì ëàãðàíæèàíà äåéñòâèÿ (1) ïîñòåïåíÿì � è óäåðæàíèåì â íåì âåäóùåãî ïîðÿäêà8):S[z(�); A(x)℄ = � Z d� �Mp _z2 + F��d� _z���� 116� Z d4xF��F�� : (41)Ýòî äåéñòâèå îïðåäåëÿåò òîëüêî óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ öåíòðà ìàññ äèïîëÿ. Ýâîëþöèþ âåêòîðà äèïîëü�íîãî ìîìåíòà íåîáõîäèìî íàõîäèòü èç äðóãèõ ñîîá�ðàæåíèé, íàïðèìåð, êàê ìû â ýòîì ðàçäåëå, ïðåä�ñòàâëÿÿ äèïîëü â âèäå ñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö.Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, äâà èç òðåõ âêëàäîâ âñèëó ñàìîäåéñòâèÿ òî÷å÷íîãî äèïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ëà�ãðàíæåâûìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ëàãðàíæèàíû ëåãêîïîëó÷àþòñÿ èç (39), îíè èìåþò âèäLq=0 = �"�3=22 d2+"�1=216 h4 _d2�3d2�z2�4( _z� _d�)2 ��8 _z�d��z� _d� + 2(�z�d�)2i : (42)8) �åëÿòèâèñòñêè-èíâàðèàíòíûé ëàãðàíæèàí, îïèñûâàþ�ùèé âçàèìîäåéñòâèå òî÷å÷íîãî äèïîëÿ ñ ýëåêòðîìàãíèòíûìïîëåì, L = 12���F�� , ãäå ��� � òåíçîð äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ,èçâåñòåí äàâíî (ñì., íàïðèìåð, [11℄). Îäíàêî óðàâíåíèÿ äâè�æåíèÿ, ñëåäóþùèå èç íåãî, çàâèñÿò îò òîãî, êàê áóäåò ïðåä�ñòàâëåí òåíçîð äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ. Íàïðèìåð, òàêîé ëà�ãðàíæèàí ðàññìàòðèâàëñÿ â ðàáîòå [34℄, ãäå íåÿâíî ïðåäïîëà�ãàëîñü, ÷òî d�F�� åñòü �óíêöèÿ îò z(�), ò. å., �àêòè÷åñêè, ÷òîd� = d�(z(�)), ÷òî ïðèâåëî ê óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, îòëè÷�íûì îò (45). Äðóãèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ òàêæå,åñëè ïðåäïîëîæèòü [11℄, ÷òî L = 12��� (�)F��(z(�))p _z2(�).

Òàêèì îáðàçîì, íàì îñòàåòñÿ íàéòè òîëüêî òðåòèé,íåëàãðàíæåâ âêëàä. Äîâîëüíî ãðîìîçäêèå âû÷èñëå�íèÿ, àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿì äëÿ ñëó÷àÿ çàðÿæåí�íîé ñèñòåìû ÷àñòèö, ðàññìîòðåííîãî âûøå, ïîêàçû�âàþò, ÷òî íåëàãðàíæåâà ÷àñòü ñèëû ñàìîäåéñòâèÿâûãëÿäèò êàêF rr� = 415d2(5)z � + 43(d _d)(4)z � ++ 23 h2d �d+ _d2 + 2( _z _d)2 + �z2d2i ...z � ++ 23 �d...d + dd� �3( _z _d)2 + 32 �z2d2�� �z� �� 23� _d ...d � (�z _d+ _z �d)2 � 2(�z _d)( _z �d)�� 2( _z _d)(...z _d+ _z...d )� �z2 h2d �d+ 6( _z _d)2i�� 5(�z...z )(d _d) + d2 �25 _z(5)z � �z4�� _z� �� 23 ��z...d + ...z �d+ (4)z _d+ 15 (5)z d+ �z2(�z _d� _z �d)� d� �� 23 h...z _d� 2�z2(�zd)i _d� + 23(...z d) �d� � 23( _z _d)...d �: (43)Âûïèøåì òàêæå ëàãðàíæåâ âêëàä, ïîëó÷àþùèéñÿâàðüèðîâàíèåì �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ ñ ëàãðàíæè�àíîì (42):F lagr� = dd� �"�3=22 d2 _z� + "�1=216 ���(4 _d2�6( _z _d)2) _z��9d2�z2 _z��12(d _d)�z��6d2...z �++ 4( _z _d) _d� + 4(�z _d� _z �d)d���: (44)Ñîáèðàÿ âñå ñëàãàåìûå âìåñòå, ïðèõîäèì ê ñëåäó�þùèì ý��åêòèâíûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ öåíòðàìàññ òî÷å÷íîãî äèïîëÿ:M �z� = F lagr� + F rr� + F�� _d� + d���F�� _z� : (45)Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðåíîðìèðîâêà ìàññû (25) â äàííîìñëó÷àå íå íóæíà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññäèïîëÿ áåç ó÷åòà ñèëû ñàìîäåéñòâèÿ ìîæíî áûëîïîëó÷èòü, ìèíèìèçèðóÿ �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ (41).Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî èç �îðìóëû (45) ñëå�äóåò, ÷òî òî÷å÷íûé äèïîëü, äàæå áåç ó÷åòà ñàìî�äåéñòâèÿ èçìåíÿþùèé ñâîé äèïîëüíûé ìîìåíò (íà�ïðèìåð, âðàùàþùèéñÿ äèïîëü), ¾÷óâñòâóåò¿ ïîñòî�ÿííîå îäíîðîäíîå âíåøíåå ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå. Ýòîòý��åêò ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ðåëÿòèâèñòñêèì, ïîñêîëüêóîáóñëîâëåí èçìåíåíèåì íóëåâîé êîìïîíåíòû äèïîëü�íîãî ìîìåíòà. Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå â ñèëå379



Ï. Î. Êàçèíñêèé ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007F�� _d� îñòàåòñÿ òîëüêî ñëàãàåìîå âèäà _d �H, êîòî�ðîå äàâíî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [35, 36℄). Êðîìåòîãî, åñëè 4-âåêòîð äèïîëüíîãî ìîìåíòà èçìåíÿåòñÿïåðèîäè÷åñêè, òî ïîëíûé èìïóëüñ, ïåðåäàííûé äè�ïîëþ çà îäèí ïåðèîä ïðè ïîìîùè òàêîé ñèëû, áóäåòðàâåí íóëþ.Ñ òîé æå òî÷íîñòüþ, ÷òî è ý��åêòèâíûå óðàâíå�íèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà ìàññ (45), óðàâíåíèÿ, îïðåäå�ëÿþùèå ýâîëþöèþ äèïîëüíîãî ìîìåíòà, ìîæíî çà�ïèñàòü êàêdd� h _ds� + (qs + �z�ds�) _z�i == ��sqs�"�3=2d� + "�1=24 ���2 �d� + 32 �z2d� � _z� _d��z� � 2 _z� �d� _z��++ 23 h _z� _d� ...z � + (�z� _d� + 2 _z� �d�)�z�++ ( _z�...d � + 2�z2 _z� _d�) _z� � �z�...z �d� � �z2 _d� � ...d �i�++ �s hF��(qs _z� + _d�s ) + d�s��F�� _z�i : (46)Âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ, âêëàäû ïðè"�3=2, "�1=2 è ñëàãàåìîå íà ïîñëåäíåé ñòðîêå òðèâè�àëüíûì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ èç (24), â òî âðåìÿ êàêïðè âûâîäå ñëàãàåìîãî, îòâåòñòâåííîãî çà èçëó÷åíèåäèïîëÿ, ïðèøëîñü ó÷èòûâàòü ñëåäóþùèå ÷ëåíû ðàç�ëîæåíèÿ âêëàäîâ (17) ïî ñòåïåíÿì ïàðàìåòðà ðåãó�ëÿðèçàöèè.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ ý��åêòèâíîé ìîäåëè äëÿ íåéòðàëüíîãî òî÷å÷�íîãî îáúåêòà ñ äèïîëüíûì ìîìåíòîì. Çàìåòèì, ÷òîàíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû óðàâíå�íèÿ äâèæåíèÿ ý��åêòèâíîé ìîäåëè äëÿ íåéòðàëü�íîé ñèñòåìû ñ ìàãíèòíûì ìîìåíòîì è îáðàùàþùèì�ñÿ â íóëü äèïîëüíûì ìîìåíòîì.Ïîëó÷åííàÿ ý��åêòèâíàÿ ìîäåëü ñóùåñòâåííîóïðîùàåòñÿ, åñëè ïîñëåäíèìè äâóìÿ ñëàãàåìûìè âïîñëåäíåé ñòðîêå �îðìóëû (46), ïðîïîðöèîíàëüíû�ìè d�s , ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûìâ òîé æå ñòðîêå. Òàêîå ïðåäïîëîæåíèå âûãëÿäèò ðà�çóìíûì, åñëè âñïîìíèòü, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ïðå�äåë � ! 0. Òîãäà, ñóììèðóÿ óðàâíåíèÿ (46) ïî ñîð�òàì ÷àñòèö, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì

dd� h _d� � _z� _d� _z�i = ���"�3=2d� ++ "�1=24 �2 �d� + 32 �z2d� � _z� _d��z� � 2 _z� �d� _z��++ 23 h _z� _d� ...z � + (�z� _d� + 2 _z� �d�)�z�++ ( _z�...d �+2�z2 _z� _d�) _z���z�...z �d� � �z2 _d��...d �i�++ �F�� _z� : (47)Âñÿ èí�îðìàöèÿ î ñîðòàõ ÷àñòèö, èç êîòîðûõ ñîñòî�èò ñèñòåìà, òåïåðü ñîäåðæèòñÿ â îäíîé ïîëîæèòåëü�íîé êîíñòàíòå � := KXs=1 qs�s:Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ýòè óðàâíåíèÿ êàê ¾äèïîëü�íûé¿ àíàëîã óðàâíåíèé Áàðãìàííà �Ìèøåëÿ �Òå-ëåãäè. Òåì íå ìåíåå, óðàâíåíèÿ (47) íå ÿâëÿþòñÿ èõïðîñòîé ïåðå�îðìóëèðîâêîé.Îòìåòèì èíòåðåñíîå ñâîéñòâî óðàâíåíèé (47): èõïðàâàÿ ÷àñòü îðòîãîíàëüíà 4-âåêòîðó ñêîðîñòè öåí�òðà ìàññ _z�. Ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ðå�ïàðàìåòðèçàöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè èñõîäíîé ìî�äåëè (1). Ïîýòîìó èç óðàâíåíèé ýâîëþöèè äèïîëü�íîãî ìîìåíòà (47) íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî�z� _d� = 0: (48)Êàê ìû âèäèì, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ý��åêòèâ�íîé ìîäåëè ñîäåðæàò âûñøèå ïðîèçâîäíûå ïîëåéz(�) è d(�), ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèâîäèò ê ñóùå�ñòâîâàíèþ ó òàêèõ óðàâíåíèé íå�èçè÷åñêèõ ðåøå�íèé (íèæå áóäåò ïðèâåäåí ÿâíûé ïðèìåð). Îäíàêîâñå ýòè ðåøåíèÿ ïðîòèâîðå÷àò íàøèì ïðåäïîëîæå�íèÿì, èñõîäÿ èç êîòîðûõ ìû ñòðîèëè ý��åêòèâíóþìîäåëü. ×òîáû èçáàâèòüñÿ îò íå�èçè÷åñêèõ ðåøå�íèé ìîæíî ïîñòóïèòü òàê æå, êàê áûëî ñäåëàíî âñëó÷àå çàðÿæåííîé ñèñòåìû ÷àñòèö, à èìåííî, ïåð�òóðáàòèâíî ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèé. Äëÿ ýòî�ãî ìîæíî, íàïðèìåð, ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âûïîëíåíîóñëîâèå d2="3=2 �M; (49)ò. å. ýíåðãèÿ ñàìîäåéñòâèÿ òî÷å÷íîãî äèïîëÿ ìíîãîìåíüøå åãî ýíåðãèè ïîêîÿ áåç ïîëÿ. Òîãäà âñå âûñ�øèå ïðîèçâîäíûå îò z(�) ïåðòóðáàòèâíî âûðàæàþò�ñÿ ÷åðåç íèçøèå ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé (45), èç êî�òîðûõ èñêëþ÷åíà ñèëà ñàìîäåéñòâèÿ. ×òî êàñàåòñÿ...d �, òî àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü ïðèìåíå�íà ê óðàâíåíèÿì (46) èëè (47) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òîâåëè÷èíà �sqsl2="3=2, èëè, ñîîòâåòñòâåííî, �l2="3=2,ïîðÿäêà åäèíèöû èëè ìåíüøå.380



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åàêöèÿ èçëó÷åíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ3.7. Ïîëíàÿ ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿÈçâëå÷åì íåêîòîðóþ �èçè÷åñêóþ èí�îðìàöèþèç äîâîëüíî ãðîìîçäêèõ óðàâíåíèé (45), (46) è (47).Âî-ïåðâûõ, êàê ìîæíî âèäåòü èç âûðàæåíèÿ äëÿñèëû ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ (43), ïîëíàÿ èçëó÷åííàÿìîùíîñòü ïðè ìàëûõ óñêîðåíèÿõ öåíòðà ìàññ ðàâ�íà P� = 23 _d�...d� _z� (50)è ñîâïàäàåò ñ õîðîøî èçâåñòíûì íåðåëÿòèâèñòñêèìâûðàæåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [21℄) äëÿ äèïîëüíîãîèçëó÷åíèÿ. Ïîëíóþ ìîùíîñòü èçëó÷åíèÿ ïðè ñðàâ�íèòåëüíî áîëüøèõ óñêîðåíèÿõ ý��åêòèâíûå óðàâíå�íèÿ äâèæåíèÿ (45) íàéòè íå ïîçâîëÿþò, ïîñêîëüêóèç íèõ íå ÿñíî, ÷òî îòíîñèòü ê ñâÿçàííîìó èìïóëü�ñó, à ÷òî ê èçëó÷åííîé ìîùíîñòè.×òîáû ïðîâåñòè òàêîå ðàçáèåíèå, íåîáõîäèìîâåðíóòüñÿ ê èñõîäíîé ìîäåëè (1) èëè (41), îïðåäå�ëèòü äëÿ íåå òåíçîð ýíåðãèè�èìïóëüñà èçëó÷åíèÿ èïîñ÷èòàòü åãî ïîòîê ÷åðåç òðåõìåðíóþ òðóáêó, îêðó�æàþùóþ ìèðîâóþ ëèíèþ ÷àñòèöû. Âûðàæåíèå äëÿïîëíîé ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ äèïîëÿ âûãëÿäèò êàê9)P� = 25 �13d �d� 17 �z2d2 + 821( _z _d)2� ...z � �� � 415 � _d �d� ( _z _d)( _z �d)�� 4105( _z _d)(�z _d+ _z �d)�� 17 dd� (�z2d2)��z� � 23� �d2 � ( _z �d)2 ++ �z2�25d �d� 85 _d2 + 6( _z _d)2�+ d2��z4 � 25 ...z 2�++ 25( _z _d)�...z _d� 9�z �d�� 75(�z...z )(d _d) ++ 15(�z _d)�2 _z �d� 3�z _d�� _z� � 45�23 ...z �d� 1321( _z _d)(�z...z ) ++ �z27 �113 _z �d�8�z _d��d�� 215 �7�z �d�837 �z2( _z _d)� _d��� 215 h _z �d� �z _di �d�: (51)Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ëþáîé ìîäåëè òåîðèè ïî�ëÿ, îïèñûâàþùåé âçàèìîäåéñòâèå òî÷å÷íîãî èñòî÷�9) Â öèêëå ðàáîò [37℄ áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ìîù�íîñòè èçëó÷åíèÿ òî÷å÷íîé ÷àñòèöû, îáëàäàþùåé ìàãíèòíûììîìåíòîì. Îíî ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (51) ñ òî÷íîñòüþ äîíåêîòîðûõ çíàêîâ è î÷åâèäíûõ îïå÷àòîê. Ýòî íå óäèâèòåëü�íî, ïîñêîëüêó ïîëå òî÷å÷íîãî ìàãíåòîíà ïîëó÷àåòñÿ èç ïîëÿòî÷å÷íîãî äèïîëÿ ïðè ïîìîùè äóàëèçàöèè [38℄ F�� ! �F�� ,÷òî ëåãêî óñìîòðåòü, íàïðèìåð, èç âèäà äåéñòâèÿ (41). Ïðèýòîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âèä òåíçîðà ýíåðãèè�èìïóëüñà èç�ëó÷åíèÿ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà â êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìè�êå â d = 4 íå çàâèñèò îò òîãî, ïîñòðîåí îí ïî F èëè ïî �F .

íèêà ñ ïîëÿìè, ïîä÷èíÿþùèìèñÿ ïðèíöèïó ñóïåð�ïîçèöèè (êàê, íàïðèìåð, â ýëåêòðîäèíàìèêå), �óíê�öèÿ �ðèíà êîòîðûõ ñîñðåäîòî÷åíà íà ñâåòîâîì êîíó�ñå, ñâÿçàííûé èìïóëüñ òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà áóäåòëîêàëüíîé âåëè÷èíîé, ò.å. âûðàæàòüñÿ ÷åðåç êîíå÷�íîå ÷èñëî ïîëåé è èõ ïðîèçâîäíûõ. Â ñîîòâåòñòâèèñ ýòèì óòâåðæäåíèåì, ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâè�æåíèÿ öåíòðà ìàññ (45) äîëæíû áûòü ïðåäñòàâèìûâ âèäå dd� �M _z� + P bound� � = �P�; (52)ãäå P bound� � çàäàþùèéñÿ ëîêàëüíûì âûðàæåíèåì4-èìïóëüñ, ñâÿçàííûé ñ ¾îäåòîé¿ ÷àñòèöåé. Äåéñòâè�òåëüíî, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òîP bound� = P lagr� + P rr� ; (53)ãäå P lagr� � âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â �èãóðíûõ ñêîá�êàõ â �îðìóëå (44) äëÿ F lagr� , âçÿòîå ñ îáðàòíûìçíàêîì, à ¾äèïîëüíûé¿ àíàëîã ÷ëåíà Øîòòà âûãëÿ�äèò êàêP rr� = � 415d2(4)z � � 45(d _d)...z � �� 23 �d �d� 15 _d2 + 3235 �z2d2 + 7835( _z _d)2� �z� ++ 23 � _d �d+ 25( _z _d)(�z _d)� dd� �( _z _d)2 + 45 �z2d2�� _z� �� 215 � _z...d � 2�z �d� ...z _d+ 137 �z2( _z _d)� d� ++ 215 h _z �d+ 4�z _di _d� + 23( _z _d) �d�: (54)Òîò �àêò, ÷òî ñèëà ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ (43) äåé�ñòâèòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïîëíîé ìîùíîñòè èçëó÷å�íèÿ (51) íà ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ îò ëîêàëüíîé âåëè�÷èíû, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîñâåííûé ñïîñîáêîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé.Òàêæå îòìåòèì, ÷òî â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëåâ âûðàæåíèè äëÿ ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ (51) îñòàþò�ñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì ïðîèç�âîäíûõ, ïîñêîëüêó ïîñëå âîññòàíîâëåíèÿ â �îðìó�ëàõ ñêîðîñòè ñâåòà, êàæäàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî � áóäåòñîäåðæàòü 
�1. Â ðåçóëüòàòå èìååìP� = 23 ��d2 � 110 d4d2dt4 � _z� �� 215 �4(4)z _d+ ddt ((4)z d+ 10�z�d)� d� �� 215 ddt �d�d�z� � (3 _d�d+ d...d) _z��� (4...z _d+ (4)z d+ 10�z�d)d� + (...zd+ 3�z _d) _d�� ; (55)381



Ï. Î. Êàçèíñêèé ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007ãäå òî÷êè îçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî ëàáîðàòîðíîìóâðåìåíè t. Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîé �îðìóëû ñëåäóåò,÷òî ñðåäíÿÿ ýíåðãèÿ, èçëó÷åííàÿ òî÷å÷íûì äèïîëåìâ åäèíèöó âðåìåíè, ðàâíà (2=3)�d�d [21℄.3.8. Ñâîáîäíàÿ äèíàìèêàÇàêàí÷èâàÿ ðàññìîòðåíèå ý��åêòèâíîé ìîäåëèòî÷å÷íîãî äèïîëÿ, îïèøåì åå ñâîáîäíóþ äèíàìèêó.Â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ïîëåé è ïðè íóëåâîì óñêîðå�íèè öåíòðà ìàññ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (45), (46), (47)ðåäóöèðóþòñÿ ê ñèñòåìå10)dd� �"�1=24 _d2 + "�3=22 d2� = 23 _d�...d�;�1 + �"�1=22 � �d� = ��"�3=2d� + 2�3 ...d�; (56)ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòà ñèñòåìà óðàâ�íåíèé îáëàäàëà íåòðèâèàëüíûìè (îòëè÷íûìè îò íó�ëÿ) ðåøåíèÿìè ñ õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì èçìåíå�íèÿ á�îëüøèì ëèáî ðàâíûì l, íåîáõîäèìî ÷òîáû ïî�ëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà � óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèÿì�2="� "1=2=l� 1: (57)Íàïîìíèì, ÷òî óêàçàííîå âûøå îãðàíè÷åíèå íà ìàñ�øòàá �ëóêòóàöèé ïîëåé z(�) è d(�) âîçíèêàëî ïðèâûâîäå ýòèõ óðàâíåíèé.Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèÿ ðà�âåíñòâà _d2 = 
onst; (58)òî ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (56) áóäåò ÿâëÿòüñÿñëåäñòâèåì âòîðîãî. Êàê óæå îáñóæäàëîñü âûøå,óðàâíåíèÿ (56) íåîáõîäèìî ðåøàòü ïåðòóðáàòèâíî,èñïîëüçóÿ îöåíêó (57), íî â äàííîì ñëó÷àå èõ ìîæ�íî ðåøèòü òî÷íî è ñäåëàòü ïðèáëèæåíèÿ ïðÿìî âîáùåì ðåøåíèè. Òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ õàðàêòåðè�ñòè÷åñêèõ ÷èñåë, îòâå÷àþùèõ âòîðîìó óðàâíåíèþâ (56), äîâîëüíî ãðîìîçäêè, è ìû âûïèøåì òîëüêîèõ ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ (ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (57)):�1;2 � �i! � 
; �3 � !22
 ;!2 = ~�"�3=2; 
 = ~�23 "�3=2;~� = 2�2 + �"�1=2 � �� �22 "�1=2: (59)10) Âòîðîå óðàâíåíèå â ñèñòåìå (56) íàïîìèíàåò óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ òðåíèåì. Ñóùåñòâî�âàíèå òàêèõ îñöèëëÿöèé â íåðåëÿòèâèñòñêèõ ìîäåëÿõ çàðÿ�æåííûõ ÷àñòèö ñ âíóòðåííåé ñòðóêòóðîé èçâåñòíî äàâíî (ñì.,íàïðèìåð, [39℄).

�åøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå òðåòüåìó õàðàêòåðèñòè�÷åñêîìó ÷èñëó, íàçûâàåòñÿ ñàìîóñêîðÿþùèìñÿ ðå�øåíèåì, òàê êàê îíî ýêñïîíåíöèàëüíî âîçðàñòàåò ñîâðåìåíåì. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �3 � l�1, ïîýòîìó ìûäîëæíû îòáðîñèòü ýòî ðåøåíèå, ïîñêîëüêó îíî íåóäîâëåòâîðÿåò íàøåìó èñõîäíîìó ïðåäïîëîæåíèþî õàðàêòåðíîì âðåìåíè èçìåíåíèÿ ïîëåé �a�(�). Ñî�ãëàñíî îöåíêå (57), êîý��èöèåíò çàòóõàíèÿ 
 ìàë,ò. å. 
 � l�1, ïî ýòîé ïðè÷èíå ðåøåíèå âòîðîãî óðàâ�íåíèÿ ñèñòåìû (56) âèäàd�(�) = [a� 
os (!�) + b� sin (!�)℄e�
� ;a2 = b2; a�b� = 0; (60)óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèþ (58) ñ òîé æå òî÷íîñòüþ,ñ êàêîé âåðíû ñàìè ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ. Ýòî ðåøåíèå îïèñûâàåò ñâîáîäíûé ìåäëåííîâðàùàþùèéñÿ èçëó÷àþùèé äèïîëü.Çíàíèå ÷àñòîòû âðàùåíèÿ äèïîëÿ è êîý��èöè�åíòà çàòóõàíèÿ ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ïå�ðåíîðìèðîâàííîé êîíñòàíòû � ïî �îðìóëå~� = 3
!�2; (61)êîòîðàÿ, íàïîìíèì, õàðàêòåðèçóåò âíóòðåííþþñòðóêòóðó òî÷å÷íîãî äèïîëÿ.4. �ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÄÕÎÄÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ïóàíêàðå-èíâà-ðèàíòíûé ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîä ê îïèñàíèþñèñòåìû çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, êîòîðóþ ìîæíî ïðåä�ñòàâëÿòü ñåáå êàê ðåëÿòèâèñòñêóþ èäåàëüíóþ çàðÿ�æåííóþ æèäêîñòü (ãàç). Ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëî�æåíèÿõ, êîòîðûå áóäóò ïîäðîáíî èçëîæåíû íèæå,ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîä ê îïèñàíèþ ý��åêòèâ�íîé äèíàìèêè îêàæåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì �÷àñòè÷íî�ìó� ïîäõîäó, èçëîæåííîìó â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.Âèä �óíêöèîíàëà äåéñòâèÿ (1) äëÿ ñèñòåìû ÷àñ�òèö ïîäñêàçûâàåò åñòåñòâåííóþ îáùåêîâàðèàíòíóþãèäðîäèíàìè÷åñêóþ �îðìóëèðîâêó.Ïóñòü çàäàíà íåêîòîðàÿ 3-áðàíà N , âëîæåííàÿäè��åîìîð�èçìîì x�(�) â ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâ�ñêîãî R3;1 . Åñëè áðàíà N � ýòî ñàìî ïðîñòðàí�ñòâî�âðåìÿ, òî î äè��åîìîð�èçìå x�(�) ìîæíî äó�ìàòü êàê î íåêîòîðîì îáùåêîîðäèíàòíîì ïðåîáðà�çîâàíèè â íåì. Ââåäåì âåêòîðíûå ïëîòíîñòè �i(�)è ei(�) íà áðàíå N , êîòîðûå áóäóò îïèñûâàòü ïëîò�íîñòè ïîòîêîâ ìàññû è ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, ñî�382



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åàêöèÿ èçëó÷åíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâîòâåòñòâåííî. Òîãäà ãèäðîäèíàìè÷åñêîå îáîáùåíèåäåéñòâèÿ (1) çàïèøåòñÿ êàê11)S[x(�); A(x)℄ = � ZN d4�q�i�jhij �� ZR3;1 d4x �A�j� + 116�F��F���; (62)ãäå hij = �ix��jx���� � èíäóöèðîâàííàÿ ìåòðèêàíà áðàíå N . Ýòà ìåòðèêà ïëîñêàÿ, òàê êàê ïðîñòðàí�ñòâî�âðåìÿ ïëîñêîå.Ââèäó òîãî, ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì ëîêàëèçî�âàííóþ â ïðîñòðàíñòâå æèäêîñòü, áóäåì ñ÷èòàòü,÷òî âåêòîðíûå ïëîòíîñòè �i(�) è ei(�) îáðàùàþò�ñÿ â íóëü íà ïðîñòðàíñòâåííîé áåñêîíå÷íîñòè. Ïëîò�íîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà â îáúåìëþùåì ïðîñòðàí�ñòâå (ò. å. â ïðîñòðàíñòâå�âðåìåíè) èìååò âèäj�(x) = ZN d4�Æ4(x � x(�))ei(�)�ix�(�): (63)Êîíå÷íî, â ýòîé �îðìóëå ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòüÆ-�óíêöèþ, ïîëó÷èâ â ðåçóëüòàòå ÿêîáèàí, íî ìûîñòàâèì ïëîòíîñòü òîêà â òàêîì âèäå, ÷òîáû ëó÷øåïðîñëåæèâàëàñü àíàëîãèÿ ñ ¾÷àñòè÷íûì¿ ïîäõîäîì,ãäå ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà èìåëà âèä (2).Äðóãèìè ñëîâàìè, �óíêöèîíàë äåéñòâèÿ (62) çà�äàåò äèíàìèêó íà áåñêîíå÷íîìåðíîé ãðóïïå äè���åîìîð�èçìîâ x(�0; � ) ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûõãèïåðïîâåðõíîñòåé: �0 = 
onst è åå îáðàçà â ïðî�ñòðàíñòâå�âðåìåíè12).Òðåáîâàíèå èíâàðèàíòíîñòè �óíêöèîíàëà äåé�ñòâèÿ (62) îòíîñèòåëüíî êàëèáðîâî÷íûõ ïðåîáðà�çîâàíèé ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîòåíöèàëîâ íàëàãàåòîãðàíè÷åíèå íà âîçìîæíûé âèä ïëîòíîñòè ei(�) ââèäå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà�iei = 0: (64)Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿìàòåðèè, ñëåäóþùèå èç äåéñòâèÿ (62), çàïèøóòñÿêàê �i �i�j�jx�p�2 ! = F��ei�ix� : (65)11) Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ, îïèñûâàþùèé âçàèìîäåéñòâèåáðàí ñ (íå)àáåëåâûìè êàëèáðîâî÷íûìè ïîëÿìè, áûë âïåðâûåïðåäëîæåí â ðàáîòå [40℄.12) Òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä ê íåðåëÿòèâèñòñêîé ãèäðî�äèíàìèêå ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [41℄. Â ýòîé ðàáîòå óðàâ�íåíèÿ äâèæåíèÿ æèäêîñòè ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê óðàâíåíèÿãåîäåçè÷åñêèõ íà áåñêîíå÷íîìåðíîé ãðóïïå äè��åîìîð�èç�ìîâ, ãåíåðèðóåìûõ ïîòîêàìè æèäêîñòè, êîòîðàÿ ñíàáæåíàïðàâî-èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé.

Òåíçîð ýíåðãèè�èìïóëüñà ìàòåðèèT��mat = Z d4�Æ4(x� x(�)) �i�jp�2 �ix��jx� (66)åñòü íå ÷òî èíîå, êàê òåíçîð ýíåðãèè�èìïóëüñà ðå�ëÿòèâèñòñêîé ïûëè13) (ñì., íàïðèìåð, [47℄).Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ãèäðîäèíàìè÷åñêèé ïîä�õîä (62) ðåäóöèðóåòñÿ ê ìîäåëè ÷àñòèö â ïðåäïîëî�æåíèè, ÷òî ei(�) = �(�)�i(�); (67)ãäå �(�) � íåêîòîðàÿ ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ íà N , îïè�ñûâàþùàÿ îòíîøåíèå çàðÿäà ê ìàññå. Â ýòîì ñëó÷àåèç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (65) ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíå�íèÿ ìàññû �i�i = 0; �i�i� = 0: (68)Ïîñêîëüêó â íàøåì ïîäõîäå ïîëÿ �i(�) è �(�) íå ÿâ�ëÿþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè, óðàâíåíèÿ (68) íåîáõîäèìîðàññìàòðèâàòü êàê îãðàíè÷åíèÿ íà èõ âîçìîæíûéâûáîð. Ïðè âûïîëíåíèè çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññûóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (65) îáëàäàþò ÷àñòè÷íîé ðåïà�ðàìåòðèçàöèîííîé èíâàðèàíòíîñòüþ, êîòîðàÿ âëå�÷åò èõ îðòîãîíàëüíîñòü âåêòîðíîìó ïîëþ �i�ix�.4.1. Ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòûÒåïåðü, èìåÿ â âèäó ïðåäïîëîæåíèå (67), ïåðåé�äåì ê îïðåäåëåíèþ ìóëüòèïîëåé äëÿ ðåëÿòèâèñò�ñêèõ çàðÿæåííûõ æèäêîñòåé. Ïóñòü z�(�) � íåêî�òîðàÿ ìèðîâàÿ ëèíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî ñçàäàííîé íà íåé íàòóðàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèåé. Òîã-äà, àíàëîãè÷íî (6), ïîòðåáóåì, ÷òîáû14)_z�(�0)��(�) = 0; _z2(�0) = 1; (69)ãäå ��(�) = x�(�0; � )� z�(�0);13) Ôóíêöèîíàë äåéñòâèÿ (62) åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîá�ùàåòñÿ íà ñëó÷àé èäåàëüíîé æèäêîñòè ñ äàâëåíèåì (ñì. äðó�ãèå ïðèìåðû ëàãðàíæèàíîâ â ðàáîòàõ [42�46℄). Ââîäÿ íà áðàíåN ñêàëÿðíóþ ïëîòíîñòü p(�), õàðàêòåðèçóþùóþ äàâëåíèåæèäêîñòè, äëÿ äåéñòâèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ìîæåì çàïè�ñàòü S[x(�)℄ = � ZN d4� 24p�2 + p lns �2�h 35;ãäå h� äåòåðìèíàíò èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè, à �i(�) òåïåðüîïèñûâàåò ïîòîê âíóòðåííåé ýíåðãèè.14) Êàê è â ñëó÷àå ÷àñòèö, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî óñëîâèå (69) âû�ïîëíåíî â ìàëîé îêðåñòíîñòè ìèðîâîé ëèíèè z(�), ãäå �i�ix�îòëè÷íî îò íóëÿ.383



Ï. Î. Êàçèíñêèé ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007à òî÷êè îçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî �0. Óñëîâèå (69)÷àñòè÷íî �èêñèðóåò ïàðàìåòðèçàöèþ íà áðàíå N èðàññëàèâàåò åå íà ñåìåéñòâî ïðîñòðàíñòâåííîïîäîá�íûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé �0 = 
onst. Ïîýòîìó óñëî�âèå (69) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êàëèáðîâêó, �èê�ñèðóþùóþ ðåïàðàìåòðèçàöèîííóþ èíâàðèàíòíîñòüìîäåëè (62). Òðàåêòîðèÿ öåíòðà ìàññ îïðåäåëÿåòñÿóðàâíåíèåì Z d� �0(�)��(�) = 0; (70)à îïðåäåëåíèå ìóëüòèïîëåé (9) ïåðåõîäèò âZ d� e0(�)��1 (�) : : : ��n(�);Z d� ei(�)��1 (�) : : : �[�n�1(�)�i��(�)pr��n℄: (71)Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïîòåíöèàëû Ëüåíàðà �Âèõåð-òà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû è èõïðîèçâîäíûå. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëàãàÿ Æ-�óíêöèþ âãèäðîäèíàìè÷åñêîì àíàëîãå �îðìóëû (5) ïî ñòåïå�íÿì �, ìû ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ, ñîäåðæàùèå ��(�):Z d� Æ(k)((x � z(�0))2)��1(�) : : : ��n�1(�) �� ei(�)�i(z�n(�0) + ��n(�)); (72)÷òî, î÷åâèäíî, ïåðåïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ìóëüòèïîëü�íûå ìîìåíòû (71).×òî êàñàåòñÿ ìåõàíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ, òî èç óðàâ�íåíèé äâèæåíèÿ ÷àñòèö (3) ëåãêî óâèäåòü îáùåå ïðà�âèëî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ìåõàíè÷åñêèìè ìîìåíòà�ìè â ¾÷àñòè÷íîì¿ è ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïîäõîäàõ:Xa $ Z d� ; ma $ �0; dd� $ �i�0 �i: (73)Ñóùåñòâóþùèé â ýòîì ïðàâèëå ïðîèçâîë �èêñèðó�åòñÿ òðåáîâàíèåì, ÷òîáû ïåðåä îñóùåñòâëåíèåì çà�ìåíû (73) âñå ìàññû ma áûëè âûíåñåíû èç-ïîä äè���åðåíöèðîâàíèÿ ïî � . Íàïðèìåð, òåíçîð âíóòðåííèõíàïðÿæåíèé, âîçíèêøèé â �îðìóëå (34), ïåðåïèøåò�ñÿ ñîãëàñíî ýòîìó ïðàâèëó êàêT�� = Z d� �i�j�0 �i���j��pr��pr�� : (74)4.2. Äîêàçàòåëüñòâî ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõïîäõîäîâÄàëåå ìû íå áóäåì ïîâòîðÿòü âû÷èñëåíèé ïðåäû�äóùåãî ïîäðàçäåëà, à âìåñòî ýòîãî ïîêàæåì, ÷òî ïî�ëó÷àþùèåñÿ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ý��åêòèâíîé ìî�äåëè èäåíòè÷íû ïîëó÷åííûì â ðàìêàõ ìîäåëè ÷àñ�òèö. Êðîìå òîãî, íåñìîòðÿ íà ýòî óòâåðæäåíèå, êîòî�ðîå ìû äîêàæåì íèæå, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðà

ìàññ (26) áûëè åùå ðàç âûâåäåíû àâòîðîì óæå ñ èñ�ïîëüçîâàíèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîäõîäà.Àíàëîãè÷íî èçëîæåííûì âûøå ðàññóæäåíèÿì,êàñàþùèìñÿ ïîòåíöèàëîâ Ëüåíàðà �Âèõåðòà, ìîæåòáûòü äîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ öåíòðàìàññ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ìåõàíè÷åñêèå ìîìåíòû èìóëüòèïîëè (71).Ïîñëå ââåäåíèÿ ñîðòîâ ýâîëþöèîííûå óðàâíå�íèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ, îòâå÷àþùèõ êàæ�äîìó ñîðòó, êàê ìåõàíè÷åñêèõ, òàê è ýëåêòðè÷å�ñêèõ (ìàãíèòíûõ), âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñîáñòâåííûåìóëüòèïîëüíûå ìîìåíòû. Â ãèäðîäèíàìèêå ïîä ñîð�òàìè ïîíèìàþòñÿ îáëàñòè íà ãèïåðïîâåðõíîñòÿõ�0 = 
onst ïîñòîÿííîãî óäåëüíîãî çàðÿäà �(�0; � ).Ïîñêîëüêó ãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ è âûðàæåíèÿ äëÿ ìóëüòèïîëåé ïåðåõîäÿò â ñî�îòâåòñòâóþùèå âûðàæåíèÿ ¾÷àñòè÷íîãî¿ ïîäõîäà âïðåäïîëîæåíèè, ÷òî�i(�) = (�0(� ); 0); (75)â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâ,óïîìÿíóòûå âûøå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èäåíòè÷íûóðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ, ïîëó÷åííûì â ïðåäûäóùåìðàçäåëå. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïåðåíîðìèðîâêà ìàñ�ñû â ãèäðîäèíàìè÷åñêîì ïîäõîäå âûãëÿäèò êàê~�i = �i + eiq2 "� 12 ) �i~�i = 0: (76)Àâòîð ïðèçíàòåëåí È. Â. �îðáóíîâó è À. À. Øà-ðàïîâó çà âíèìàòåëüíîå ïðî÷òåíèå è êîíñòðóêòèâ�íóþ êðèòèêó ÷åðíîâîé âåðñèè ýòîé ðàáîòû, à òàêæåÂ. �. Áàãðîâó çà ïëîäîòâîðíîå îáñóæäåíèå íåêîòî�ðûõ åå ðàçäåëîâ. �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñî�âîé ïîääåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò �06-02-17352), ãðàí�òà Ïðåçèäåíòà �Ô äëÿ âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîëÍØ-5103.2006.2, �îíäà íåêîììåð÷åñêèõ ïðîãðàìì¾Äèíàñòèÿ¿ è Ìåæäóíàðîäíîãî öåíòðà �óíäàìåí�òàëüíîé �èçèêè â Ìîñêâå.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî ïàðà�ìåòðó ðåãóëÿðèçàöèè " èíòåãðàëàZ ds �(X0(s))Æ(X2(s)� ")'(s); (77)ãäå X�(s) = z�(�)� z�(� + s);à '(s) � íåêîòîðàÿ ãëàäêàÿ �óíêöèÿ.384



ÆÝÒÔ, òîì 132, âûï. 2 (8), 2007 �åàêöèÿ èçëó÷åíèÿ ìóëüòèïîëüíûõ ìîìåíòîâÏîñêîëüêó òî÷êà s = 0 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîéêðèòè÷åñêîé òî÷êîé �óíêöèè X2(s), ìîæíî ââåñòèêîîðäèíàòó t íà ìèðîâîé ëèíèè ÷àñòèöû, òàê ÷òîáûX2(s(t)) = t2. Òîãäà èíòåãðàë (77) çàïèøåòñÿ êàêZ dt �(�t)Æ(t2 � ")f(t); f(t) = '(s(t))dsdt : (78)Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ïðàâèëà èíòåãðèðîâàíèÿÆ-�óíêöèè, ïîëó÷àåìZ dt �(�t) Æ(t2 � ")f(t) == 12 1Xk=0 (�1)kk! dkf(0)dtk "(k�1)=2: (79)Ó÷èòûâàÿ äè��åðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ ðàâåíñòâàX2(s(t)) = t2, íåñëîæíî ïîëó÷èòü ïîëåçíûå ñîîòíî�øåíèÿ:f(0) = '(0);f 0(0) = _'(0);f 00(0) = �'(0) + �z24 '(0);f 000(0) = ...'(0) + �z2 _'(0) + �z�...z �'(0);f (4)(0) = (4)' (0) + 52 �z2 �'(0) + 5�z�...z � _'(0) ++�32 �z�(4)z � + 43 ...z 2 + 3548(�z2)2�'(0);f (5)(0) = (5)' (0) + 5�z2...'(0) + 15�z�...z � �'(0) ++�9�z�(4)z � + 8...z 2 + 5(�z2)2� _'(0) ++�5...z �(4)z � + 2�z�(5)z � + 10�z2�z�...z ��'(0);
(80)

ãäå â ëåâûõ ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿïî t, à â ïðàâûõ � ïî íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó � .Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå ïî ïàðàìåòðó " èí�òåãðàëîâ Z ds �(X0(s))Æ(k)(X2(s)� ")'(s) (81)ïîëó÷àåòñÿ äè��åðåíöèðîâàíèåì ïî �" àñèìïòîòè�÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (79) èíòåãðàëà (77). Èñïîëüçóÿýòè �îðìóëû, ëåãêî íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëî�æåíèå ïî ïàðàìåòðó ðåãóëÿðèçàöèè íàïðÿæåííîñòèïîëÿ (16). Íàïðèìåð, äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî â �îð�ìóëå (17) íåîáõîäèìî âçÿòü'(s) = (X[� + �ab[� ) _xb�℄:
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