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ÁÀËËÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß À��Å�ÀÖÈß Â ÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕÈ ÍÅÑÈÌÌÅÒ�È×ÍÛÕ ÒÅ×ÅÍÈßÕÀ. À. Àíäðèåâñêèé a, Ñ. Í. �óðáàòîâ b, À. Í. Ñîáîëåâñêèé a;
*aÌîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119992, Ìîñêâà, �îññèÿbÍèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í. È. Ëîáà÷åâñêîãî603950, Íèæíèé Íîâãîðîä, �îññèÿ
Ìåæäóíàðîäíûé èíñòèòóò òåîðèè ïðîãíîçà çåìëåòðÿñåíèé è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåî�èçèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê113556, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 13 äåêàáðÿ 2006 ã.�àññìàòðèâàþòñÿ ÿâíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î áàëëèñòè÷åñêîé àãðåãàöèè ïûëåâèäíîãî âåùåñòâà, ÷àñòèöû êî-òîðîãî àáñîëþòíî íåóïðóãî ñëèïàþòñÿ ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ � îïèñàíèå âîçíèêíîâåíèÿ êðóïíîìàñøòàáíîéñòðóêòóðû â êîñìîëîãèè â ðàìêàõ ìîäåëè ñëèïàíèÿ (adhesion model), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðè-áëèæåíèÿ Çåëüäîâè÷à. Ïîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ïðåäëàãàâøèõñÿ ðàíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâëåíèéðåøåíèé â ñëó÷àå ïëîñêîñèììåòðè÷íîãî òå÷åíèÿ. Ïîñòðîåíû ÿâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé â öèëèíäðè-÷åñêîé è ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèè. Ïðèâåäåíû ÿâíûå ïðèìåðû, ïîêàçûâàþùèå íåâîçìîæíîñòü îáîáùåíèÿîáåèõ ðàññìàòðèâàåìûõ êîíñòðóêöèé íà ñëó÷àé ìíîãîìåðíîãî òå÷åíèÿ, íå îáëàäàþùåãî ñèììåòðèåé.PACS: 47.40.-x, 98.65.Dx, 02.40.Ft, 47.10.A-, 47.10.ab1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÿâíûå ðåøå�íèÿ çàäà÷è î áàëëèñòè÷åñêîé àãðåãàöèè ïûëåâèäíî�ãî âåùåñòâà ñ àáñîëþòíî íåóïðóãî ñëèïàþùèìèñÿ÷àñòèöàìè. Òàêàÿ çàäà÷à ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ êàêìîäåëü ïðîöåññà âîçíèêíîâåíèÿ êðóïíîìàñøòàáíîéñòðóêòóðû ðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâà âî Âñåëåííîé,ðàññìàòðèâàåìîãî â ïðèáëèæåíèè Çåëüäîâè÷à [1℄.Êðàòêî íàïîìíèì, êàê âîçíèêàåò ýòà ìîäåëü.�àññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ âñåëåííàÿ Ýéíøòåé-íà � äå Ñèòòåðà, çàïîëíåííàÿ ìàññèâíûì ïûëåâèä�íûì âåùåñòâîì, êîòîðîå äâèæåòñÿ â ñàìîñîãëàñîâàí�íîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Ýòî âåùåñòâî ó÷àñòâóåò âäâèæåíèè äâóõ òèïîâ: îäíîðîäíîì êîñìîëîãè÷åñêîìðàñøèðåíèè Õàááëà è ðàçâèâàþùåéñÿ íà åãî �îíåýâîëþöèè ëîêàëüíûõ �ëóêòóàöèé ïîëåé ïëîòíîñòèè ñêîðîñòè. Ïðè ýòîì íà ïîçäíåé ñòàäèè ãðàâèòàöè�îííîé íåóñòîé÷èâîñòè ýâîëþöèè �îðìèðóþòñÿ ÿðêîâûðàæåííûå íåëèíåéíûå êðóïíîìàñøòàáíûå ñòðóê�òóðû.Â ïðèáëèæåíèè Çåëüäîâè÷à [1℄ ïðåäïîëàãàåòñÿ,*E-mail: sobolevski�phys.msu.ru

÷òî ïðè ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿþ�ùåé ÿâëÿåòñÿ òîëüêî âîçðàñòàþùàÿ ìîäà, ïðè÷åì èíà ñèëüíî íåëèíåéíîé ñòàäèè äâèæåíèå ÷àñòèö îñòà�åòñÿ òàêèì æå, êàê è íà íà÷àëüíîé ëèíåéíîé ñòàäèè.Íà îñíîâå ëàãðàíæåâà ïðåäñòàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ÷àñ�òèö ýòî ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäå�ëåíèÿ ìàòåðèè è ïðè ñèëüíûõ �ëóêòóàöèÿõ ïëîòíî�ñòè. Ïðè îïèñàíèè òàêîé äèíàìèêè â ïðèâåäåííûõêîîðäèíàòàõ, ñîïóòñòâóþùèõ õàááëîâñêîìó ðàñøè�ðåíèþ, è ââåäåíèè âìåñòî ìèðîâîãî âðåìåíè �àêòî�ðà ðîñòà âîçìóùåíèé (íåëèíåéíîé �óíêöèè âðåìå�íè) äâèæåíèå ÷àñòèö ïûëåâèäíîãî âåùåñòâà ñâîäèò�ñÿ ê äâèæåíèþ ÷àñòèö ïî èíåðöèè, èëè áàëëèñòè÷å�ñêè. Â ýéëåðîâîì ïðåäñòàâëåíèè ýâîëþöèÿ ëîêàëü�íûõ âîçìóùåíèé â íîâûõ ïåðåìåííûõ îïèñûâàåòñÿóðàâíåíèÿìè ���t + div(�u) = 0; (1)�(�u)�t + div(�u
 u) = 0; (2)âûðàæàþùèìè çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëü�ñà. Çäåñü t � íîâûé âðåìåííîé ïàðàìåòð, �(x; t) �1018



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Áàëëèñòè÷åñêàÿ àãðåãàöèÿ : : :

�èñ. 1. Çàõâàò âåùåñòâà â îáëàñòÿõ ìíîãîïîòîêîâî-ãî òå÷åíèÿ (ïî äàííûì äâóìåðíîãî ÷èñëåííîãî ìî-äåëèðîâàíèÿ [5℄)ïðèâåäåííîå ïîëå ïëîòíîñòè, u(x; t) � ïðèâåäåííîåïîëå ñêîðîñòè, x � ðàäèóñ-âåêòîð â ñèñòåìå êîîð�äèíàò, ñîïóòñòâóþùåé õàááëîâñêîìó ðàñøèðåíèþ,u
 u îáîçíà÷àåò òåíçîð ñ êîìïîíåíòàìè uiuj .Ôèçè÷åñêè ïðèáëèæåíèå Çåëüäîâè÷à ñîîòâåò�ñòâóåò òàê íàçûâàåìûì óñëîâèÿì ïàðàëëåëèç�ìà [2�4℄, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ïåêóëÿðíàÿñêîðîñòü ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì ïîëåì, ïàðàë�ëåëüíûì âåêòîðó óñêîðåíèÿ, à �àêòîð ïðîïîðöèî�íàëüíîñòè íå çàâèñèò îò âðåìåíè. Äàííûå óñëîâèÿâûïîëíÿþòñÿ òîëüêî äëÿ âîçðàñòàþùåé ìîäû íàëèíåéíîé ñòàäèè ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè, àòàêæå äëÿ îäíîìåðíûõ âîçìóùåíèé. Òåì íå ìåíååïðèáëèæåíèå Çåëüäîâè÷à íà óäèâëåíèå õîðîøî îïè�ñûâàåò ýâîëþöèþ ïëîòíîñòè â íà÷àëå íåëèíåéíîéñòàäèè ãðàâèòàöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè Âñåëåííîé.Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõóñëîâèÿõ ïåðâûìè âîçíèêàþò êâàçèîäíîìåðíûåñòðóêòóðû ñ ïîâûøåííîé ïëîòíîñòüþ âåùåñòâà,êîòîðûå ÷àñòî íàçûâàþò ¾áëèíàìè Çåëüäîâè÷à¿.Îäíàêî ïîñëå âîçíèêíîâåíèÿ ìíîãîïîòîêîâîñòè øè�ðèíà êâàçèîäíîìåðíûõ ñòðóêòóð ðàñòåò ìåäëåííåå,÷åì ýòî ñëåäóåò èç ïðèáëèæåíèÿ Çåëüäîâè÷à.Ïðè ïåðåñå÷åíèè òðàåêòîðèé ÷àñòèö ïûëåâèäíî�ãî âåùåñòâà íàðóøàåòñÿ îäíîçíà÷íîñòü ïîëÿ ñêî�ðîñòè: â îäíîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà âñòðå÷àþòñÿíåñêîëüêî ïîòîêîâ. Êàê ïîêàçûâàþò äàííûå ÷èñëåí�

íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð [5, 6℄), ãðàâè�òàöèîííîå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ïîòîêàìè ïðèâî�äèò ê óäåðæàíèþ âåùåñòâà â îáëàñòè îòíîñèòåëüíîìàëîãî ïîïåðå÷íîãî ðàçìåðà è âûñîêîé ïëîòíîñòè(ðèñ. 1). Ïðîèñõîäèò àãðåãàöèÿ âåùåñòâà â ñòðóêòó�ðàõ òèïà òîíêèõ ñòåíîê, �èëàìåíòîâ è êëàñòåðîâ.Ïðîöåññ îáðàçîâàíèÿ òàêèõ ñòðóêòóð è íàçûâàåòñÿãðàâèòàöèîííîé áàëëèñòè÷åñêîé àãðåãàöèåé.Â ðàáîòàõ [7, 8℄ (ñì. òàêæå ìîíîãðà�èè [9, 10℄ è[1, 3, 11℄) äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé, îïèñûâàþùèõãðàâèòàöèîííóþ áàëëèñòè÷åñêóþ àãðåãàöèþ, áûëîïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå Áþðãåðñà:�u�t + (u � r)u = ��u: (3)Çäåñü äèññèïàòèâíîå ñëàãàåìîå èìèòèðóåò òîðìî�æåíèå ÷àñòèö â îáëàñòÿõ îñîáåííîñòåé è ïåðå�õîä êðóïíîìàñøòàáíîãî äâèæåíèÿ â îñöèëëÿòîðíîå(òåïëîâîå) âíóòðè îñîáåííîñòåé. Óðàâíåíèå Áþðãåð�ñà, åñòåñòâåííî, íå ïðåòåíäóåò íà îïèñàíèå òîíêîéñòðóêòóðû îñîáåííîñòåé, íî ïîçâîëÿåò äàòü êà÷å�ñòâåííîå îïèñàíèå âîçíèêíîâåíèÿ è ýâîëþöèè êðóï�íîìàñøòàáíîé ñòðóêòóðû. Â ïðåäåëå èñ÷åçàþùåéâÿçêîñòè � ! 0 â ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñàäåéñòâèòåëüíî íàáëþäàþòñÿ îñîáåííîñòè òèïà áåñ�êîíå÷íî òîíêèõ ñòåíîê, �èëàìåíòîâ è êëàñòåðîâ, êî�òîðûå êà÷åñòâåííî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èäåà�ëèçèðîâàííûå àíàëîãè êðóïíîìàñøòàáíûõ êîñìîëî�ãè÷åñêèõ ñòðóêòóð. Â êîñìîëîãèè äàííîå ïðèáëèæå�íèå ïðèíÿòî íàçûâàòü ìîäåëüþ ñëèïàíèÿ (adhesionmodel). Ïðåäåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Áþðãåðñàïðè � ! 0 ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûì îáîáùåííûì ðå�øåíèåì êâàçèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿä�êà, ðåøåíèåì Õîï�à �Ëàêñà �Îëåéíèê � ñëåäñòâè�åì ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ â ìåõàíèêå.Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à î áàëëèñòè÷åñêîé àãðåãà�öèè ãàçà ñëèïàþùèõñÿ ÷àñòèö ïðåäñòàâëÿåò è ñà�ìîñòîÿòåëüíûé �èçè÷åñêèé èíòåðåñ (ñì., íàïðè�ìåð [12; 13℄).Îäíàêî óðàâíåíèå Áþðãåðñà çàïèñûâàåòñÿ â òåð�ìèíàõ ëèøü ïîëÿ ñêîðîñòåé è íå ó÷èòûâàåò â îáùåìñëó÷àå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà.Îäíèì èç âàðèàíòîâ ìîäè�èêàöèè óðàâíåíèÿÁþðãåðñà ÿâëÿåòñÿ èçìåíåíèå ïðàâîé ÷àñòè ýòîãîóðàâíåíèÿ [4; 14℄. Îäíàêî, åñëè íå èíòåðåñîâàòüñÿòîíêîé ñòðóêòóðîé îñîáåííîñòåé, ìîæíî ïîñòàâèòüâîïðîñ î òîì, ñîîòâåòñòâóþò ëè ïîëîæåíèÿ è ñêîðî�ñòè îáëàñòåé ïîâûøåííîé ïëîòíîñòè îñîáåííîñòÿìóðàâíåíèÿ Áþðãåðñà. Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ âîçìóùå�íèé ñêîðîñòè ñ ïîñòîÿííîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþïîëîæåíèÿ îñîáåííîñòåé óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ñîâïà�äàþò ñ ïîëîæåíèÿìè êëàñòåðîâ ñëèïøèõñÿ ÷àñòèö1019



À. À. Àíäðèåâñêèé, Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. Í. Ñîáîëåâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007(ñì., íàïðèìåð [9; 10; 15℄). Îòìåòèì, ÷òî â îäíîìåð�íîì ñëó÷àå óäàåòñÿ ïðîâåñòè âåñüìà ïîëíîå àíàëè�òè÷åñêîå èññëåäîâàíèå ìíîãîïîòîêîâîãî òå÷åíèÿ ãà�çà ãðàâèòàöèîííî âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö è âíåðàìîê ïðèáëèæåíèÿ àãðåãàöèè [16℄.Óêàçàííûé íåäîñòàòîê óäàåòñÿ ïðåîäîëåòü â ñëó�÷àå îäíîìåðíîãî ïëîñêîñèììåòðè÷íîãî òå÷åíèÿ ñïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ. �àçíûìè àâ�òîðàìè [12; 13; 17; 18℄ áûëè íåçàâèñèìî ïîëó÷åíû ÿâ�íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è î áàëëèñòè÷å�ñêîé àãðåãàöèè â îäíîìåðíîì ïîòîêå ÷àñòèö, ñëèïà�þùèõñÿ àáñîëþòíî íåóïðóãî ñ òî÷íûì âûïîëíåíè�åì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà. Â ÷àñòíî�ñòè, â ðàáîòàõ [17℄ è [18℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî òàêèåïðåäñòàâëåíèÿ ìîãóò áûòü ñ�îðìóëèðîâàíû â âèäåâàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ, òàê ÷òî ïîëå ñêîðîñòåéè ïëîòíîñòè ìàññ â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè ìîæåòáûòü ïîñòðîåíî ïðè ïîìîùè ìèíèìèçàöèè íåêîòî�ðûõ �óíêöèîíàëîâ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äàíà �èçè÷åñêàÿ èíòåðïðå�òàöèÿ ýòèõ ïðèíöèïîâ è îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòüèõ îáîáùåíèÿ íà ñëó÷àé, êîãäà ïëîñêàÿ ñèììåòðèÿîòñóòñòâóåò. Â ðàçä. 2 ïîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòüâàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ, ïðåäëîæåííûõ â ðàáî�òàõ [17℄ è [18℄, â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî ïëîñêîñèììåò�ðè÷íîãî òå÷åíèÿ, ïðè÷åì �îðìóëèðîâêà ïîñëåäíåãîñóùåñòâåííî óïðîùåíà ïî ñðàâíåíèþ ñ îðèãèíàëü�íîé ïóáëèêàöèåé. Â ðàçä. 3 êîíñòðóêöèÿ ðåøåíèÿîáîáùåíà íà ñëó÷àé, êîãäà òå÷åíèå îáëàäàåò öèëèí�äðè÷åñêîé èëè ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèåé.Îáà âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïà [17℄ è [18℄ äîïóñêà�þò îáîáùåíèå íà ñëó÷àé äâóõ- è òðåõìåðíîãî òå÷å�íèÿ, íå îáëàäàþùåãî êàêîé-ëèáî ñèììåòðèåé. Îä�íàêî äàííûå îáîáùåíèÿ, â îòëè÷èå îò îäíîìåðíî�ãî òå÷åíèÿ, óæå íå ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Áî�ëåå òîãî, óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ïðèìåðû, ïîêàçûâàþ�ùèå íåêîððåêòíîñòü ýòèõ îáîáùåíèé óæå â äâóìåð�íîì ñëó÷àå. Ìíîãîìåðíûå îáîáùåíèÿ âàðèàöèîííûõïðèíöèïîâ [17℄ è [18℄ è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðûðàññìîòðåíû â ðàçä. 4.2. ÁÀËËÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß À��Å�ÀÖÈß ÂÑËÓ×ÀÅ ÏËÎÑÊÎÉ ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈ2.1. Êëàñòåðû è ñâîáîäíûå ÷àñòèöûÂ ïëîñêîñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ïîëÿ ïëîòíîñòè�(x; t) è ñêîðîñòè u(x; t) çàâèñÿò òîëüêî îò îäíîéñêàëÿðíîé êîîðäèíàòû x. Êîíöåíòðàöèÿ ìàññû ïðèíåóïðóãèõ ñòîëêíîâåíèÿõ ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþïàðàëëåëüíûõ ìàññèâíûõ ¾ñòåíîê¿ â òðåõìåðíîìïðîñòðàíñòâå, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê òî�÷å÷íûå ñòðóêòóðû (êëàñòåðû) íà êîîðäèíàòíîé îñè

x. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ýâîëþöèþ ÷èñòî äèñêðåòíî�ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû.Ïóñòü íà êîîðäèíàòíîé îñè x ðàñïîëîæåíû N÷àñòèö, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 çàíèìà�þùèå ïîëîæåíèÿ y1 < y2 < � � � < yN , èìåþùèå ñêî�ðîñòè u1; u2; : : : ; uN è ìàññû m1;m2; : : : ;mN . Ñ òå�÷åíèåì âðåìåíè i-ÿ ÷àñòèöà îïèñûâàåò òðàåêòîðèþxi(t) = yi+uit, ïîêà íå ñòîëêíåòñÿ ñ êàêîé-ëèáî äðó�ãîé ÷àñòèöåé. Ïðè íåóïðóãîì ñòîëêíîâåíèè îáðàçó�åòñÿ êëàñòåð, ñîäåðæàùèé â ñåáå âñþ ìàññó ñëèïøåé�ñÿ ãðóïïû ÷àñòèö, ñêîðîñòü êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿçàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà.Îïèñàíèå äèíàìèêè òàêîé ñèñòåìû ìîæíî ïðî�âîäèòü, ðàññìàòðèâàÿ ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö ïîñëåäî�âàòåëüíî. Îäíàêî, ó÷èòûâàÿ óïîðÿäî÷åííîñòü ÷àñ�òèö íà ïðÿìîé, ìîæíî íàéòè ïîëîæåíèÿ âñåõ ÷àñ�òèö (âêëþ÷àÿ è ñëèïøèåñÿ) íåïîñðåäñòâåííî â ïðî�èçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïîñêîëüêó òðàåêòîðèèñâîáîäíûõ ÷àñòèö íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ëþáîéêëàñòåð îáÿçàòåëüíî îáðàçóåòñÿ èç ãðóïïû ñìåæíûõ÷àñòèö ñ íîìåðàìè i� 6 i 6 i+. Åãî ìàññà, ñêîðîñòüè ïîëîæåíèå ñîâïàäàþò ñ ïîëíîé ìàññîé, ñêîðîñòüþè ïîëîæåíèåì öåíòðà ìàññ äàííîé ãðóïïû ÷àñòèö,åñëè áû îíè äâèãàëèñü êàê ñâîáîäíûå:m = Xi�6i6i+mi; u = 1m Xi�6i6i+ uimi;x = 1m Xi�6i6i+(yi + uit)mi: (4)×òîáû ÷àñòèöà ñ íîìåðîì i0 ê ìîìåíòó t > 0îñòàâàëàñü ñâîáîäíîé è íå áûëà ïîãëîùåíà íèêà�êèì êëàñòåðîì, åå òðàåêòîðèÿ íå äîëæíà ïåðåñå�êàòüñÿ ñ òðàåêòîðèÿìè öåíòðîâ ìàññ ëþáûõ ãðóïï÷àñòèö, ïðèìûêàþùèõ ê i0 ñëåâà èëè ñïðàâà. Ïî�ýòîìó ïðè ëþáûõ i0; i00, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì1 6 i0 < i0 < i00 6 N , êîîðäèíàòà xi0 (t) ñâîáîäíîé÷àñòèöû äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì1m0 Xi06i<i0(yi + uit)mi < xi0(t) == yi0 + ui0t < 1m00 Xi0<i6i00(yi + uit)mi; (5)ãäå m0 = Xi06i<i0mi; m00 = Xi0<i6i00mi:Ïîëüçóÿñü ýòèìè óñëîâèÿìè è âûðàæåíèÿìè (4) äëÿêîîðäèíàò, ñêîðîñòåé è ìàññ êëàñòåðîâ, ìîæíî îïðå�äåëèòü êîîðäèíàòû, ñêîðîñòè è ìàññû âñåõ ÷àñòèö è1020



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Áàëëèñòè÷åñêàÿ àãðåãàöèÿ : : :êëàñòåðîâ, ñóùåñòâóþùèõ â ìîìåíò t > 0, íå âû÷èñ�ëÿÿ äèíàìèêó â ïðîìåæóòî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.Òàêèì îáðàçîì, �îðìóëû (4) è (5) ïîçâîëÿþò ïîëíî�ñòüþ âû÷èñëèòü ðåøåíèå â ñëó÷àå ÷èñòî äèñêðåòíî�ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû.Â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû ïî�ëÿ ïëîòíîñòè è ñêîðîñòè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âûðà�æàþòñÿ �óíêöèÿìè �0(x) è u0(x). Ïðè ýòîì â �îð�ìóëàõ (4) è (5) ñëåäóåò çàìåíèòü ñóììèðîâàíèå íàèíòåãðèðîâàíèå, èíäåêñ i � íà íåïðåðûâíî ìåíÿþ�ùóþñÿ íà÷àëüíóþ êîîðäèíàòó y, à ìàññó i-é ÷àñòè�öû mi � íà ýëåìåíò ìàññû �0(y) dy. Â ðåçóëüòàòåïîëó÷àåòñÿ óñëîâèåy0Zy0 (y + u0(y)t)�0(y) dyy0Zy0 �0(y) dy 6 y0 + u0(y0)t 6
6 y00Zy0 (y + u0(y)t)�0(y) dyy00Zy0 �0(y) dy : (6)Åñëè äàííûå íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû ïðè ëþáîì âû�áîðå y0 < y0 < y00, ïðè÷åì ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîìèç íèõ ðåàëèçóåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, òî ÷àñòè�öà, â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 íàõîäèâøàÿñÿ â òî÷êåy0, áóäåò îñòàâàòüñÿ ñâîáîäíîé ê ìîìåíòó t > 0 èíàõîäèòüñÿ â òî÷êå x(y0; t) = y0 + u0(y0)t.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü ãðóïïà ÷àñòèö, âíà÷àëåðàñïîëîæåííûõ íà èíòåðâàëå y� < y < y+, ê ìî�ìåíòó t ñëèïàåòñÿ è îáðàçóåò êëàñòåð, ê êîòîðîìó ñîáåèõ ñòîðîí ïðèìûêàþò ñâîáîäíûå ÷àñòèöû. Òîãäàìàññà, ñêîðîñòü è êîîðäèíàòà ýòîãî êëàñòåðà çàäà�þòñÿ âûðàæåíèÿìèm = y+Zy� �0(y) dy; u = 1m y+Zy� u0(y)�0(y) dy;x = 1m y+Zy� (y + u0(y)t)�0(y) dy: (7)

Â ñîâîêóïíîñòè �îðìóëû (6) è (7) ïîçâîëÿþò îïðå�äåëèòü äëÿ ëþáîé ÷àñòèöû, íàõîäèâøåéñÿ â íà÷àëü�íûé ìîìåíò â òî÷êå y, åå ïîëîæåíèå x(y; t) â ìîìåíò

âðåìåíè t > 0, íå âû÷èñëÿÿ äèíàìèêó â ïðîìåæó�òî÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, íî äëÿ ýòîãî íàäî ðåøèòüñèñòåìó íåðàâåíñòâ.Ïîëó÷èòü èç �îðìóë (6) è (7) ÿâíîå âûðàæåíèÿäëÿ x(y; t) ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè, êîòîðûå ðàñ�ñìàòðèâàþòñÿ â äâóõ ñëåäóþùèõ ïóíêòàõ. Îáà ýòèñïîñîáà ñâÿçàíû ñ ìèíèìèçàöèåé íåêîòîðûõ �óíê�öèîíàëîâ, è ïîýòîìó èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê(îáîáùåííûå) âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû.2.2. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ERSÂâåäåì â �îðìóëàõ (6) è (7) ¾ìàññîâóþ êîîðäè�íàòó¿: m(y) = yZyb �0(�) d�; (8)è ïîëîæèì �0(m) = y(m)Zyb ��0(�) d�;U0(m) = y(m)Zyb u0(�)�0(�) d�;�t(m) = �0(m) + tU0(m): (9)
Íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ yb â �îðìóëàõ (8),(9) ìîæåò âûáèðàòüñÿ ïðîèçâîëüíî. Çäåñü �0(m) èU0(m) èìåþò ñìûñë ìîìåíòîâ èíåðöèè è èìïóëü�ñà íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåùåñòâà â èíòåðâàëå[yb; y(m)℄. Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, îáðàòíàÿ �óíêöèÿy(m) è �óíêöèÿ u0(y) âûðàæàþòñÿ ñëåäóþùèì îá�ðàçîì:y(m) = d�0(m)dm ; u0(y(m)) = dU0(m)dm : (10)Ïîýòîìó, ïîêà íåêîòîðàÿ ÷àñòèöà îñòàåòñÿ ñâîáîä�íîé, åå êîîðäèíàòà ìîæåò áûòü âûðàæåíà ïî �îð�ìóëåx(y; t) = y + u0(y)t = d�0dm + d(tU0)dm = d�tdm : (11)Îäíàêî ïîñëå òîãî, êàê òðàåêòîðèè ÷àñòèö íà÷èíà�þò ïåðåñåêàòüñÿ, ýòà �îðìóëà ïåðåñòàåò ïðàâèëüíîîïèñûâàòü ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö, ïîãëîùåííûõ êëàñòå�ðàìè. ×òîáû ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ x(y; t), ñïðà�âåäëèâîå ïðè âñåõ t, ðàññìîòðèì ñëó÷àè ñâîáîäíîé÷àñòèöû è êëàñòåðà ïî îòäåëüíîñòè.1021
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m0 m� m1 m+ m

�t
�èñ. 2. Ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ ïðè ïîìîùè âàðèà-öèîííîãî ïðèíöèïà ERS. Â òî÷êå m0 óñëîâèå (12)âûïîëíÿåòñÿ ñ ëþáûìè m0 < m0 < m00; â òî÷êåm1 óñëîâèå (12) íàðóøàåòñÿ (íàïðèìåð, ïðè âûáîðåm0 = m�, m00 = m+ íàêëîí ëåâîé ïóíêòèðíîé ëè-íèè áîëüøå íàêëîíà ïðàâîé). Íà îòðåçêå (m�;m+)âûïóêëàÿ îáîëî÷êà 
onv�t(m), ïîêàçàííàÿ øòðèõî-âîé ëèíèåé, íå ñîâïàäàåò ñ �t(m), à ÷àñòèöû, èçîá-ðàæàåìûå òî÷êàìè îòðåçêà (m�; m+), â ìîìåíò tñëèïàþòñÿ è îáðàçóþò êëàñòåð ìàññû m+ �m�Óñëîâèå (6) äëÿ ÷àñòèöû îñòàòüñÿ ñâîáîäíîé ïðèt > 0 ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: åñëè m0 = m(y0),òî äëÿ ëþáûõ m0 < m0 < m00�t(m0)��t(m0)m0 �m0 < �t(m00)��t(m0)m00 �m0 : (12)Èíà÷å ãîâîðÿ, â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîáîä�íûì ÷àñòèöàì, ãðà�èê �óíêöèè �t(m) äîëæåíñîâïàäàòü ñ ãðà�èêîì ñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êè
onv�t � íàèáîëüøåé âûïóêëîé �óíêöèè, íå ïðå�âîñõîäÿùåé �t (ðèñ. 2; ãðà�èê âûïóêëîé îáîëî÷êèìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê �îðìó, êîòîðóþ ïðè�ìåò ðåçèíîâàÿ íèòü, ïëîòíî íàòÿíóòàÿ ñíèçó íà ãðà��èê �óíêöèè �t). Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ �t äè��å�ðåíöèðóåìà, åå âûïóêëàÿ îáîëî÷êà òàêæå ÿâëÿåòñÿäè��åðåíöèðóåìîé, è â òî÷êàõ, ãäå èõ ãðà�èêè ñîâ�ïàäàþò, ïðîèçâîäíûå d�t=dm è d(
onv�t)=dm ðàâ�íû äðóã äðóãó, à �îðìóëà (11) ïðèíèìàåò âèäx(y; t) = d�tdm = d(
onv�t)dm : (13)Åñëè æå ãðóïïà ÷àñòèö, âíà÷àëå ðàñïîëîæåííûõíà èíòåðâàëå y� < y < y+, ê ìîìåíòó t ñëèïàåòñÿ èîáðàçóåò êëàñòåð, ê êîòîðîìó ñïðàâà è ñëåâà ïðèìû�êàþò ñâîáîäíûå ÷àñòèöû, òî íà ñîîòâåòñòâóþùåì èí�òåðâàëå çíà÷åíèé m� = m(y�) < m < m+ = m(y+)óñëîâèå (12) íàðóøàåòñÿ è ãðà�èê �óíêöèè �t(m)ëåæèò âûøå õîðäû, ïðîâåäåííîé ÷åðåç òî÷êè�t(m�) è �t(m+), à ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîãî âûøåñâîåé âûïóêëîé îáîëî÷êè (ñì. ðèñ. 2). Ïðè ýòîì

èç �îðìóë (7) ñëåäóåò, ÷òî ïîëîæåíèå êëàñòåðàîïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîéx = �t(m+)��t(m�)m+ �m� = d�
onv�t�dm : (14)Äè��åðåíöèðóÿ äàííîå âûðàæåíèå ïî t, íåòðóäíîïðîâåðèòü òàêæå, ÷òî âûïîëíåí è çàêîí ñîõðàíåíèÿèìïóëüñà: èìïóëüñ êëàñòåðà ðàâåí ñóììàðíîìó èì�ïóëüñó âñåãî ïîïàâøåãî â íåãî âåùåñòâà.Òàêèì îáðàçîì, êàê â êëàñòåðàõ, òàê è íà ó÷àñò�êàõ íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû îòîáðàæå�íèå x(y; t) çàäàåòñÿ ïðîèçâîäíîé âûïóêëîé îáîëî÷êèãðà�èêà �óíêöèè �t:x(y(m); t) = d�
onv�t(m)�dm : (15)Ýòî âûðàæåíèå äëÿ x(y; t) â ðàáîòå [18℄ íàçâàíî¾îáîáùåííûì âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì¿ ïî àíà�ëîãèè ñ âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì Õîï�à �Ëàê-ñà �Îëåéíèê � ñëåäñòâèåì ïðèíöèïà íàèìåíüøåãîäåéñòâèÿ â ìåõàíèêå, êîòîðîå ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ïî�ñòðîåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà (3). Íèæåäàííîå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì ïðèí�öèïîì ERS. Àíàëîãè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ x(y; t)áûëè íåçàâèñèìî ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [12; 13℄.Â ñëó÷àå ïîñòîÿííîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè�0(y) � 1, êîãäà m � y, âàðèàöèîííûé ïðèíöèïERS (15) ñîâïàäàåò ñ âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîìÕîï�à �Ëàêñà �Îëåéíèê è, ñîîòâåòñòâåííî, ñ ðå�øåíèåì îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ïðèèñ÷åçàþùå ìàëîé âÿçêîñòè.2.3. Âàðèàöèîííûé ïðèíöèï SÇà 10 ëåò äî ïîÿâëåíèÿ ðàáîòû [18℄ èíîå, íåÿâíîåâàðèàöèîííîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ êîîðäèíàò ÷àñòèöx(y; t) áûëî ïðåäëîæåíî Øíèðåëüìàíîì [17℄. Äàí�íûé ðåçóëüòàò, ïåðâîíà÷àëüíî îïóáëèêîâàííûé â ìà�ëîäîñòóïíîì ñáîðíèêå, ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëü�íûé èíòåðåñ è, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, äîïóñêà�åò áîëåå ïîëíîå îáîáùåíèå íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé,÷åì âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ERS. Â íàñòîÿùåì ðàç�äåëå äàíà íîâàÿ, ñóùåñòâåííî óïðîùåííàÿ �îðìó�ëèðîâêà âàðèàöèîííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ [17℄, êîòîðîåìû áóäåì íàçûâàòü âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì S.Ââåäåì ïîëå ñìåùåíèé�t(y) = x(y; t)� y: (16)Åñëè ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé íå ïðîèñõîäèò, òî�t(y) = u0(y)t, à êîîðäèíàòà x(y; t) = y + �t(y) ìî�íîòîííî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè y:y0 + �t(y0) 6 y00 + �t(y00) (17)1022



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Áàëëèñòè÷åñêàÿ àãðåãàöèÿ : : :äëÿ ëþáûõ y0 < y00.Â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òàêèå ïî�ëÿ ñìåùåíèé, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàë R �2t (y)�0(y) dyñõîäèòñÿ: äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íà÷àëüíûåïîëÿ ïëîòíîñòè �0(y) è ñêîðîñòè u0(y) (à âìåñòå ñïîñëåäíèì è ïîëå ñìåùåíèé) ëèáî áûñòðî óáûâàëèíà áåñêîíå÷íîñòè, ëèáî áûëè ïåðèîäè÷åñêèìè.Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ïîëå ñìåùåíèé, äëÿ êîòîðî�ãî íå ïðîèñõîäèò ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö,ò. å. óñëîâèå (17) âûïîëíåíî äëÿ ëþáûõ y0 < y00, äîïó�ñòèìûì. Ñîãëàñíî âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó S îòîá�ðàæåíèå x(y; t) îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìx(y; t) = y + ��t(y); (18)ãäå ��t(y) � òàêîå äîïóñòèìîå ïîëå ñìåùåíèé, äëÿêîòîðîãî êâàäðàòè÷íàÿ íîðìà ¾íåâÿçêè¿ ïî îòíîøå�íèþ ê u0(y)t ìèíèìàëüíà:Z ����t(y)� u0(y)t��2 �0(y) dy = min : (19)Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà òðàåêòîðèè ÷àñòèöíå ïåðåñåêàþòñÿ, ��t(y) = u0(y)t, äàííîå ïîëå ñìåùå�íèé ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì è íåâÿçêà îáðàùàåòñÿ âíóëü. Ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé äîïóñòèìîå ïî�ëå ñìåùåíèé, äëÿ êîòîðîãî ðåàëèçóåòñÿ ìèíèìóì ââûðàæåíèè (19), óæå íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ u0t.Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷à ìèíèìè�çàöèè íåâÿçêè (19) ñâîäèòñÿ ê îðòîãîíàëüíîìó ïðî�åêòèðîâàíèþ ïîëÿ u0(y)t íà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõñìåùåíèé, êîòîðîå íèæå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿX . ¾Îð�òîãîíàëüíîñòü¿ çäåñü ïîíèìàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê�óíêöèîíàëüíîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ:�� = Z �(y)�(y)�0(y) dy; (20)êâàäðàò íîðìû íåâÿçêè (19) îïðåäåëÿåòñÿ êàê åå ñêà�ëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ñåáÿ:k�t � u0tk2 = Z j�t(y)� tu0(y)j2 �0(y) dy == (�t � u0t)(�t � u0t): (21)Çàìåòèì, ÷òî äîïóñòèìûå ñìåùåíèÿ îáðàçóþòâûïóêëîå ìíîæåñòâî: åñëè ïîëÿ ñìåùåíèé �1(y),�2(y) äîïóñòèìû, òî èõ ¾ñìåñü¿ (1��)�1(y)+��2(y),ãäå 0 < � < 1, òàêæå äîïóñòèìà. Êðîìå òîãî, ìíî�æåñòâî äîïóñòèìûõ ñìåùåíèé X çàìêíóòî: ïðåäåëëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîïóñòèìûõ ñìåùåíèéòàêæå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ñìåùåíèåì. Èç �óíê�öèîíàëüíîãî àíàëèçà õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðè�ìåð [19℄), ÷òî îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ íà çàìêíóòîå
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�èñ. 3. Îðòîãîíàëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå íà âûïóêëîåìíîæåñòâî X â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå; èçîáðà-æåíî ñå÷åíèå ìíîæåñòâà X ãèïåðïëîñêîñòüþ, ïðî-õîäÿùåé ÷åðåç ýëåìåíòû u0t, ��t è �. Ïîñêîëüêó òî÷-êà ��t áëèæàéøàÿ ê u0t â ìíîæåñòâå X , âñå ýòîìíîæåñòâî ëåæèò âíå ñ�åðû, ïîñòðîåííîé íà ðà-äèóñå (u0t; ��t). Ïîýòîìó â òðåóãîëüíèêå, ñîåäèíÿþ-ùåì òî÷êè u0t, ��t è �, óãîë ïðè âåðøèíå ��t áîëüøåïðÿìîãî, ò. å. êâàäðàò ïðîòèâîëåæàùåé åìó ñòîðîíûáîëüøå ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ ïðèëåæàùèõ (íåðà-âåíñòâî (24))âûïóêëîå ìíîæåñòâî X ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà,òàê ÷òî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï S âñåãäà ïðèâîäèò êîäíîçíà÷íî îïðåäåëåííîìó ðåçóëüòàòó.Ñ�îðìóëèðîâàííûé âàðèàöèîííûé ïðèíöèï íåäàåò ÿâíîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëÿ ñìåùåíèé ÷àñòèö,çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà ïðè àãðåãàöèè÷àñòèö èç íåãî òàêæå ÿâíî íå ñëåäóåò. ×òîáû îáîñ�íîâàòü âàðèàöèîííûé ïðèíöèï S, ïîêàæåì, ÷òî åãî�îðìóëèðîâêà (19) ïðèâîäèò ê òàêîìó æå ðåçóëüòà�òó, êàê è ïðèìåíåíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà ERS.Îáîçíà÷èì ïîëå ñìåùåíèé, îïðåäåëÿåìîå îòîáðàæå�íèåì x(y; t) èç �îðìóëû (15), êàê~�t(y(m)) = d�
onv�t(m)�dm � y(m): (22)Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî ïîëå ñìåùåíèé ïðè�âîäèò ê ìèíèìóìó âûðàæåíèå (19), ò. å. ÷òî äëÿëþáîãî äðóãîãî äîïóñòèìîãî ñìåùåíèÿ � â ìíîæå�ñòâå X k� � u0tk2 > 


~�t � u0t


2 : (23)Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî â äåéñòâèòåëüíîñòè îðòîãîíàëü�íàÿ ïðîåêöèÿ íà âûïóêëîå ìíîæåñòâîX äîëæíà óäî�âëåòâîðÿòü äàæå áîëåå ñèëüíîìó íåðàâåíñòâók� � u0tk2 > 


~�t � u0t


2 + 


� � ~�t


2 ; (24)1023



À. À. Àíäðèåâñêèé, Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. Í. Ñîáîëåâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007êîòîðîå ìû è áóäåì ïðîâåðÿòü.Ïîëüçóÿñü �îðìóëîé (21), ïåðåïèøåì íåðàâåí�ñòâî (24) â âèäå(~�t � �)(u0t� ~�t) > 0 (25)è âû÷èñëèì åãî ëåâóþ ÷àñòü:(~�t � �)(u0t� ~�t) == Z �~�t(y)� �(y)��u0(y)t� ~�t(y)��0(y) dy: (26)Çàìåòèì, ÷òîu0t�~�t = y+u0t�x(y; t) = ��t�m ��(
onv�t)�m ; (27)ãäå y = y(m). Ýòî âûðàæåíèå îòëè÷íî îò íóëÿíà íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè îòðåçêîâ (m�i ;m+i )îñè ïåðåìåííîé m, íà êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëî�âèå �t(m) > 
onv�t(m). Ïîýòîìó èíòåãðàë (26)ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó èíòåãðàëîâ ïî îòðåçêàì�y(m�i ); y(m+i )� = (y�i ; y+i ), íà êàæäîì èç êîòîðûõçíà÷åíèå x(y; t) ïîñòîÿííî:x(y(m); t) = �t(m+i )��t(m�i )m+i �m�i = xi;à ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (26) ðàñïàäàåòñÿ íàïðîèçâåäåíèå �óíêöèè~�t(y)� �(y) = xi � (y + �(y)); (28)êîòîðàÿ óáûâàåò, ïîñêîëüêó �(y) � äîïóñòè�ìîå ïîëå ñìåùåíèé, è íåïðåðûâíîé �óíêöèè�u0(y)t� ~�t(y)��0(y). Ïî �îðìóëå Áîííå äëÿ ñðåäíå�ãî çíà÷åíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ìîíîòîííîé �óíêöèè íàíåïðåðûâíóþ1) íà îòðåçêå (y�i ; y+i ) íàéäåòñÿ òàêàÿòî÷êà yi, ÷òîy+iZy�i �xi � y � �(y)��u0(y)t� ~�t(y)��0(y) dy == �xi � y�i � �(y�i )� yiZy�i (u0(y)t� ~�t(y))�0(y) dy ++ �xi � y+i � �(y+i )� y+iZyi(u0(y)t� ~�t(y))�0(y) dy: (29)1) Åñëè �óíêöèÿ f(x) ìîíîòîííà, à g(x) íåïðåðûâíà, òîíà îòðåçêå (a; b) íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà 
, ÷òî bRa f(x)g(x) dx == f(a) 
Ra g(x) dx+ f(b) bR
 g(x) dx:

Ó÷òåì, ÷òî ïðè y�i 6 z 6 y+izZy�i (u0(y)t� ~�t(y))�0(y) dy == m(z)Zm�i ���t�m � �(
onv�t)�m � dm == �t(m(z))� 
onv�t(m(z)) � 0; (30)ïðè÷åì ýòîò èíòåãðàë îáðàùàåòñÿ â íóëü òîëüêî òî�ãäà, êîãäà z = y+i . Ïîýòîìóy+iZyi (u0(y)t� ~�t(y))�0(y) dy == � yiZy�i (u0(y)t� ~�t(y))�0(y) dy (31)è îêîí÷àòåëüíîy+iZy�i (xi � y � �(y))(u0(y)t� ~�t(y))�0(y) dy == (y+i + �(y+i )� y�i � �(y�i )) (�t(m(yi))�� 
onv�t(m(yi))) > 0: (32)Òîãäà è âåñü èíòåãðàë (26) ïîëîæèòåëåí, òàê êàêîí ðàñïàäàåòñÿ íà ñóììó ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàå�ìûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå ñìåùåíèé ~�t óäîâëåòâî�ðÿåò íåðàâåíñòâó (25) è ïîòîìó ðåàëèçóåò ìèíèìóìâ âàðèàöèîííîì ïðèíöèïå S (19). Ñ äðóãîé ñòîðî�íû, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (19)äîëæíî ïðèâîäèòü ê ìèíèìóìó è â âàðèàöèîííîìïðèíöèïå ERS.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî â òå÷åíèÿõïëîñêîé ñèììåòðèè îáà âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïàïðèâîäÿò ê îäíîìó è òîìó æå ÿâíîìó âûðàæåíèþäëÿ êîîðäèíàò ÷àñòèö.3. ÁÀËËÈÑÒÈ×ÅÑÊÀß À��Å�ÀÖÈß ÂÖÈËÈÍÄ�È×ÅÑÊÎÉ È ÑÔÅ�È×ÅÑÊÎÉÑÈÌÌÅÒ�ÈÈÂ îòñóòñòâèå ïëîñêîé ñèììåòðèè ïîëîæåíèåêëàñòåðà (îñîáåííîñòè ïëîòíîñòè) çàâèñèò íå òîëü�êî îò ëîêàëüíîé ïëîòíîñòè ñëèïàþùèõñÿ ÷àñòèö,íî è îò êðèâèçíû ëîêàëüíîãî ïîëÿ ïîòåíöèàëàñêîðîñòè.1024



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Áàëëèñòè÷åñêàÿ àãðåãàöèÿ : : :Ïóñòü íà÷àëüíûå ïîëÿ ïëîòíîñòè �0 è ñêîðîñòèu0 çàâèñÿò îò d-ìåðíîãî ðàäèóñ-âåêòîðà y è õàðàêòå�ðèçóþòñÿ ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèåé ñ öåíòðîì â íà�÷àëå êîîðäèíàò:�0(y) = �0(jyj); u0(y) = u0(jyj)jyj y: (33)Ïðè d = 2 äàííàÿ ñèììåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè�÷åñêîé, à ïðè d = 3 � èñòèííî ñ�åðè÷åñêîé, íî ðå�çóëüòàòû íàñòîÿùåãî ðàçäåëà îñòàþòñÿ ïðàâèëüíû�ìè ïðè ëþáîì d > 1, âêëþ÷àÿ íå�èçè÷åñêèé ñëó÷àéáîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé.×òîáû ïåðåíåñòè íà äàííûé ñëó÷àé ïîëó÷åííóþâûøå êîíñòðóêöèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è î áàëëèñòè÷å�ñêîé àãðåãàöèè, â �îðìóëàõ (6) è (7) íåîáõîäèìî çà�ìåíèòü ýëåìåíò ìàññû �0(y) dy íà �0(jyj)
d dy, ãäå
d = 2�d=2=�(d=2) � ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè åäèíè÷�íîé ñ�åðû â d-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå [20℄. �àññóæäàÿàíàëîãè÷íî ï. 2.1, ââåäåì ìàññîâóþ êîîðäèíàòóm(jyj) = jyjZ0 �0(�)
d d� (34)è ïîëîæèì�0(m) = y(m)Z0 ��0(�)
d d�;U0(m) = y(m)Z0 u0(�)�0(�)
d d�; (35)ãäå y(m) = d�0(m)dm ; u0(y(m)) = dU0(m)dm : (36)Äîîïðåäåëÿÿ �0(m) = �0(�m), U0(m) = U0(�m)ïðè m < 0 è ïîëàãàÿ �t(m) = �0(m) + tU0(m), ïîëó�÷èì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿ â âèäå, �îðìàëü�íî ñîâïàäàþùåì ñ (15), íî ïðè íîâîì îïðåäåëåíèè�óíêöèè �t:x(y(m); t) = d�
onv�t(m)�dm ïðè m > 0: (37)Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè �t(m)çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà âûïîëíÿåòñÿ â ïðîèç�âîëüíîì óãëîâîì ñåêòîðå. Îïðåäåëåíèå �óíêöèè�t(m) ïðè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé mòðåáóåòñÿ ïîòîìó, ÷òî ïðè öåíòðîñòðåìèòåëüíîì õà�ðàêòåðå òå÷åíèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ìîæåò îáðà�çîâûâàòüñÿ êëàñòåð êîíå÷íîé ìàññû M(t), ñîîòâåò�ñòâóþùèé îòðåçêó âûïóêëîé îáîëî÷êè ìåæäó òî÷�êàìè m = �M(t).

4. Î ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÈ �ÅØÅÍÈÉ ÂÎÒÑÓÒÑÒÂÈÅ ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈÌîæíî ëè îáîáùèòü ïîëó÷åííóþ âûøå ÿâíóþêîíñòðóêöèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è î áàëëèñòè÷åñêîéàãðåãàöèè íà ñëó÷àé íåñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé?Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è î áàëëè�ñòè÷åñêîé àãðåãàöèè 
 ó÷åòîì çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿìàññû (1) è èìïóëüñà (2) â òå÷åíèè îáùåãî âèäà, íåîáëàäàþùåì ñèììåòðèåé, óñòàíîâëåíà â ñòàòüå [21℄.Îäíàêî ïðåäëîæåííîå òàì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìûñóùåñòâîâàíèÿ íåêîíñòðóêòèâíî è íå ïîçâîëÿåò âû�ÿñíèòü ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ èëè íåïîñðåäñòâåííî óêà�çàòü ÷èñëåííûé àëãîðèòì åãî ïðèáëèæåííîãî ïî�ñòðîåíèÿ.Íàïðîòèâ, îáà âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïà S è ERSäàþò ïîäðîáíóþ èí�îðìàöèþ î ñòðóêòóðå ðåøå�íèÿ è ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ åãî ÷èñëåííîãî ïî�ñòðîåíèÿ. Áîëåå òîãî, êîãäà íà÷àëüíîå ïîëå ñêîðî�ñòåé u0(y) ïîòåíöèàëüíî, ýòè âàðèàöèîííûå ïðèí�öèïû äîïóñêàþò åñòåñòâåííûå îáîáùåíèÿ íà ìíî�ãîìåðíûé ñëó÷àé áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î êàêîé-ëèáîñèììåòðèè íà÷àëüíûõ äàííûõ. Òåì íå ìåíåå óäàåò�ñÿ â ÿâíîì âèäå ïîñòðîèòü ïðèìåðû íåïëîñêèõ èëèíåñèììåòðè÷íûõ òå÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ óêàçàííûåîáîáùåíèÿ âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ S è ERS ïðè�âîäÿò ê íåêîððåêòíûì îòâåòàì.4.1. Ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå âàðèàöèîííîãîïðèíöèïà ERS×òîáû îáîáùèòü âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ERS(15) íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, äîñòàòî÷íî ââåñòè âåê�òîðíûå ¾ìàññîâûå¿ êîîðäèíàòûm òîé æå ðàçìåðíî�ñòè, ÷òî ðàäèóñ-âåêòîðû y:�����m�y ���� = �0(y); (38)è îïðåäåëèòü �óíêöèè �0(m), U0(m) òàê, ÷òîáû âû�ïîëíÿëèñü àíàëîãè �îðìóë (10):y(m) = rm�0; u0(m) = rmU0; (39)òîãäà åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü x(y; t) ïî �îðìóëå,àíàëîãè÷íîé (15):x(y(m); t) = rm 
onv(�t + U0t): (40)Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà ñïîñîáå îïðåäåëåíèÿ �óíê�öèé m(y), �0(m) è U0(m) â îáùåì ñëó÷àå, çàìå�òèì, ÷òî ïðè ðàâíîìåðíîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè�0(y) � 1 äîñòàòî÷íî ïðèíÿòüm = y; �0(m) = jmj22 (41)5 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1025



À. À. Àíäðèåâñêèé, Ñ. Í. �óðáàòîâ, À. Í. Ñîáîëåâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007è âûáðàòü â êà÷åñòâå U0 ïîòåíöèàë íà÷àëüíîãî ïî�ëÿ ñêîðîñòåé u0. Îäíàêî óæå â ýòîì ñëó÷àå ìîæíîïîêàçàòü, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ ìîäè�èêàöèÿ âàðèàöè�îííîãî ïðèíöèïà ERS ïðèâîäèò ê íåêîððåêòíîìó ðå�çóëüòàòó.�àññìîòðèì ñ�åðè÷åñêóþ âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþ�ùóþñÿ èç íà÷àëà êîîðäèíàò: â íà÷àëüíûé ìîìåíòâåùåñòâî âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ïîêîèòñÿ, à ïîòåí�öèàë ñêîðîñòåé U0 ðàâåí êîíñòàíòå âñþäó, êðîìåíåáîëüøîé îáëàñòè â öåíòðå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîë�íû. Àñèìïòîòè÷åñêè ïðè áîëüøèõ t ðàçìåð ýòîé îá�ëàñòè è ìåëêàÿ ñòðóêòóðà ïîëÿ ñêîðîñòè âíóòðè íååñòàíîâÿòñÿ íåñóùåñòâåííûìè, è íà÷àëüíûé ïîòåíöè�àë ñêîðîñòåé ìîæíî ïðèáëèæåííî çàìåíèòü ðàçðûâ�íîé �óíêöèåé:U0(y) = (0; y = 0;U > 0; jyj > 0: (42)Ïîýòîìó ðàäèóñ R(t) ñ�åðè÷åñêîé âîëíû â ìîìåíòt > 0 îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé d(
onv�t)=djyj ïðèjyj = 0, ãäå�t(y) = jyj22 + U0(y)t;
onv�t(y) = 8>><>>:p2Ut jyj ; 0 6 jyj 6 p2Ut;jyj22 + Ut; p2Ut 6 jyj : (43)Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìîå îáîáùåíèå âàðèà�öèîííîãî ïðèíöèïà ERS ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ìíî�ãîìåðíîãî óðàâíåíèÿ Áþðãåðñà ïðè èñ÷åçàþùå ìà�ëîé âÿçêîñòè è ïðåäñêàçûâàåò, ÷òî ðàäèóñ ñ�åðè÷å�ñêîé âîëíû ðàñòåò êàê p2Ut íåçàâèñèìî îò ðàçìåð�íîñòè çàäà÷è.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûðàæåíèå äëÿ êîîðäèíàòûêëàñòåðà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî è íåïîñðåäñòâåííîèç ïðîñòûõ �èçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Ïîëíàÿ ìàññà�ðîíòà ñ�åðè÷åñêîé âîëíû â ìîìåíò t ðàâíà ìàñ�ñå âåùåñòâà, ïåðâîíà÷àëüíî ðàñïðåäåëåííîãî â îõâà�òûâàåìîì èì îáúåìå, ò. å. ïðîïîðöèîíàëüíà Rd, ãäåd = 2 â öèëèíäðè÷åñêîì ñëó÷àå è d = 3 â ñ�å�ðè÷åñêîì ñëó÷àå. Ïîñêîëüêó âñå äâèæåíèÿ ïðîèñõî�äÿò òîëüêî â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè, ïîëíûé èì�ïóëüñ â êàæäîì ñåêòîðå äîëæåí ñîõðàíÿòüñÿ. Ïî�ýòîìó ïðîèçâåäåíèå ñêîðîñòè �ðîíòà íà åãî ìàññóäîëæíî îñòàâàòüñÿ ïîñòîÿííûì: RddR=dt = 
onst,îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîR(t) / t1=(d+1): (44)Èìåííî òàêàÿ çàâèñèìîñòü ðàäèóñà �ðîíòà âîëíûîò âðåìåíè ïðåäñêàçûâàåòñÿ ìåòîäîì, ïðèâåäåííûì

â ðàçä. 3, à �îðìóëà (40) îêàçûâàåòñÿ âåðíîé ëèøüïðè d = 1.Èíòåðåñíî âûÿñíèòü çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè êè�íåòè÷åñêîé ýíåðãèè âåùåñòâà. Ïîñêîëüêó â ðàññìàò�ðèâàåìîé çàäà÷å äâèæåòñÿ ëèøü �ðîíò ñ�åðè÷å�ñêîé âîëíû, ïîëíàÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà ïðî�èçâåäåíèþ åãî ìàññû íà êâàäðàò ðàäèàëüíîé ñêîðî�ñòè. Ïîýòîìó â �èçè÷åñêè êîððåêòíîì ðåøåíèè (44)ýíåðãèÿ èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó E / R�d / t�d=(d+1),â òî âðåìÿ êàê �îðìóëà (40) ïðåäñêàçûâàåò äëÿýíåðãèè çàâèñèìîñòü E / t(d�2)=2, ò. å. êèíåòè÷åñêàÿýíåðãèÿ ñ�åðè÷åñêîé âîëíû (d = 3) îêàçûâàåòñÿíåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàþùåé!Õîòÿ â âûáîðå ìàññîâûõ êîîðäèíàòm(y) è âîçìî�æåí íåêîòîðûé ïðîèçâîë, åãî èñïîëüçîâàíèå íå ïîç�âîëÿåò óñòðàíèòü ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå: â ñëó�÷àå ïîñòîÿííîé íà÷àëüíîé ïëîòíîñòè �0 ìîæíî ïîêà�çàòü [22℄, ÷òî åäèíñòâåííûé ñïîñîá ââåñòè ìàññîâûåêîîðäèíàòû áåç íàðóøåíèÿ ñ�åðè÷åñêîé ñèììåòðèèäàåòñÿ �îðìóëàìè (41). Òàêèì îáðàçîì, âàðèàöèîí�íûé ïðèíöèï ERS, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè âû�ïóêëîé îáîëî÷êè, íå ìîæåò áûòü ïåðåíåñåí äàæåíà ñëó÷àé ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ìíîãîìåðíî�ãî òå÷åíèÿ.Ñ äðóãîé òî÷êè çðåíèÿ äàííîå îáîáùåíèå âàðèà�öèîííîãî ïðèíöèïà ERS îáñóæäàëîñü â ðàáîòå [23℄,ãäå òàêæå áûëà ïîêàçàíà åãî íåêîððåêòíîñòü.4.2. Î ìíîãîìåðíîì îáîáùåíèèâàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà SÂàðèàöèîííûé ïðèíöèï S ìîã áû áûòü îáîáùåííà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé, åñëè áû óäàëîñü îïðåäå�ëèòü êëàññ äîïóñòèìûõ ïîëåé ñìåùåíèé òàê, ÷òî�áû ðåøåíèå çàäà÷è î áàëëèñòè÷åñêîé àãðåãàöèèïî-ïðåæíåìó îïðåäåëÿëîñü îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöè�åé. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïîëå ñìåùåíèé �(y) ÿâëÿ�åòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè �óíêöèÿ x(y) = y + �(y) ìî�íîòîííî âîçðàñòàåò, òàê ÷òî åå ïåðâîîáðàçíàÿ ÿâëÿ�åòñÿ âûïóêëîé �óíêöèåé. Çàìåòèì, ÷òî êàê â îäíî�ìåðíîì, òàê è â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå ¾ñìåñü¿ äâóõâûïóêëûõ �óíêöèé �, 	 âèäà (1 � �)� + �	, ãäå0 6 � 6 1, âñåãäà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé, à îïåðà�öèÿ äè��åðåíöèðîâàíèÿ ëèíåéíà. Ïîýòîìó êëàññãðàäèåíòîâ âûïóêëûõ �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûìïîäìíîæåñòâîì ñîîòâåòñòâóþùåãî �óíêöèîíàëüíî�ãî ïðîñòðàíñòâà. Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ïîëå ñìåùå�íèé �(y) = x(y) � y äîïóñòèìûì, åñëè x(y) ÿâëÿåò�ñÿ ãðàäèåíòîì íåêîòîðîé âûïóêëîé �óíêöèè. Òîãäà1026



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 6, 2007 Áàëëèñòè÷åñêàÿ àãðåãàöèÿ : : :ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Sñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè íåâÿçêèZ j�t(y) � u0(y)tj2 �0(y) dy = min (45)â êëàññå òàêèõ äîïóñòèìûõ ïîëåé ñìåùåíèé.Ïóñòü íà÷àëüíîå ïîëå ñêîðîñòåé u0 ïîòåíöèàëü�íî, òàê ÷òîu0(y) = rU0(y);x(y; t) = y +rU0(y)t = r�t(y); (46)ãäå �t(y) = 12 jyj2 + U0(y)t: (47)Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè t = 0 �óíêöèÿ �0(y) = jyj2=2âûïóêëà.Ïåðåñå÷åíèÿ òðàåêòîðèé ÷àñòèö íå ïðîèñõîäèò,ïîêà ÿêîáèàí îòîáðàæåíèÿ y 7! x(y; t) îòëè÷åí îòíóëÿ (ïîëîæèòåëåí). Ïîñêîëüêó ýòîò ÿêîáèàí ñîâïà�äàåò ñ îïðåäåëèòåëåì ìàòðèöû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ(�i�j�t), ïðè ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ âûïóêëîñòü �óíêöèè�t(y). Ïîýòîìó ïîëå ñìåùåíèé u0(y)t îñòàåòñÿ äîïó�ñòèìûì, è íåâÿçêà (45) ðàâíà íóëþ. Íàïðîòèâ, â ìî�ìåíò, êîãäà êàêèå-ëèáî äâå áåñêîíå÷íî áëèçêèå òðà�åêòîðèè âïåðâûå ïåðåñåêàþòñÿ, îïðåäåëèòåëü ìàòðè�öû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ �t îáðàùàåòñÿ â íóëü, è âäàëüíåéøåì ýòà �óíêöèÿ òåðÿåò âûïóêëîñòü, à ïîëåñìåùåíèé, ðåàëèçóþùåå ìèíèìóì â �îðìóëå (45),óæå íå ìîæåò ñîâïàäàòü ñ u0t.Â ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå ïðåäëàãà�åìîå îáîáùåíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà S (45)ïðàâèëüíî îïðåäåëÿåò ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ìè�íèìèçàöèþ â âûðàæåíèè (19) äîñòàòî÷íî îñóùå�ñòâëÿòü äëÿ ïîëåé ñìåùåíèé �t(y), ÿâëÿþùèõñÿãðàäèåíòàìè ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ âûïóêëûõ�óíêöèé. Ýòî ïîçâîëÿåò âûïîëíèòü èíòåãðèðîâàíèåïî òåëåñíûì óãëàì è ïåðåéòè ê ýêâèâàëåíòíîé îä�íîìåðíîé çàäà÷å ñ ý��åêòèâíûì ýëåìåíòîì ìàññû�0(jyj)
d dy, êàê è â ðàçä. 3. Òåïåðü, ïðîâîäÿ ðàññó�æäåíèå àíàëîãè÷íî ï. 2.3, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðå�øåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè äîñòèãàåòñÿ íà âûïóê�ëîé îáîëî÷êå (37), ò. å. ñîâïàäàåò ñ ïðèâåäåííûì âðàçä. 3.Òåì íå ìåíåå ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òîïðåäëàãàåìîå îáîáùåíèå ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåêîð�ðåêòíîìó ðåçóëüòàòó â ìåíåå ñèììåòðè÷íûõ òå÷å�íèÿõ. Ïðîâåðèì, ÷òî âàðèàöèîííûé ïðèíöèï íåïðà�âèëüíî îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå âåùåñòâà â äâó�ìåðíîì ñëó÷àå ïðè âçàèìîäåéñòâèè äâóõ îäèíàêî�âûõ öèëèíäðè÷åñêèõ âîëí, öåíòðû êîòîðûõ ðàñïî�ëîæåíû íà ðàññòîÿíèè 2r äðóã îò äðóãà, à ðàäèóñû

�r rl(t) R(t)y
x

�èñ. 4. Äâå öèëèíäðè÷åñêèå âîëíû: ïðèìåð òå÷å-íèÿ, â êîòîðîì ïðåäëàãàåìîå ìíîãîìåðíîå îáîá-ùåíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà S (45) ïðèâî-äèò ê íåêîððåêòíîìó ðåçóëüòàòó. Ïîêàçàíî ïîëî-æåíèå �ðîíòà âîëíû ïðè (r=K)3 < t < t� == (5=2)5=2(r=K)3 (ñì. ïîÿñíåíèÿ â òåêñòå)âîçðàñòàþò ïî çàêîíó R(t) = Kt1=3 (ñð. ñ �îðìó�ëîé (44)). Ïðè t > (r=K)3 �ðîíòû îáåèõ âîëí íà÷è�íàþò âçàèìîäåéñòâîâàòü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáðàçóåò�ñÿ ïëîñêèé ó÷àñòîê �ðîíòà, âíóòðè êîòîðîãî äâèæå�íèå âåùåñòâà ïðîèñõîäèò â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè(ðèñ. 4).Ïðîñòàÿ ãåîìåòðèÿ äàííîãî òå÷åíèÿ ïîçâîëÿåòâû÷èñëèòü ïîëå ñìåùåíèé, õàðàêòåðèçóþùåå ðàñ�ïðåäåëåíèå âåùåñòâà â öèëèíäðè÷åñêèõ �ðîíòàõ èíà ïëîñêîì ó÷àñòêå ïðè t > (r=K)3, íåïîñðåäñòâåí�íî èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ìàññû è èìïóëüñà. Ïóñòüñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè âûáðàíà òàê, ÷òîöåíòðû âîëí íàõîäÿòñÿ â òî÷êàõ (�r; 0). Â ìîìåíòâðåìåíè t ïëîñêèé ó÷àñòîê çàíèìàåò îòðåçîê äëèíû2l(t) = 2pR2(t)� r2;ëåæàùèé íà êîîðäèíàòíîé îñè y. Â ðåçóëüòàòåíåóïðóãîãî ñëèïàíèÿ â êîíöàõ îòðåçêà íàêàïëèâà�åòñÿ ïðèõîäÿùåå èç ñ�åðè÷åñêèõ ó÷àñòêîâ �ðîíòàâåùåñòâî, ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êîòîðîãî íàïðàâëåíàîò öåíòðà ê êîíöàì è ðàâíà v = _Rl=R. Ïîñêîëüêó íàêàæäîì èç êîíöîâ îòðåçêà åãî äëèíà óâåëè÷èâàåòñÿñ áîëüøåé ñêîðîñòüþ_l = R _RpR2 � r2 = _RRl > _R lR = v; (48)äâèæåíèå âåùåñòâà âíóòðè îòðåçêà ìîæíî ðàññìàò�ðèâàòü áåç ó÷åòà âëèÿíèÿ åãî êîíöîâ.Îáîçíà÷èì T (l) îáðàòíóþ �óíêöèþ ê l(t),T (l) = 1K3 (l2 + r2)3=2; (49)1027 5*
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�èñ. 5. Ñïëîøíûå ëèíèè, âûõîäÿùèå èç òî÷åê(�r; 0), ïîêàçûâàþò èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö,íàõîäÿùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ïëîñêîñòè xy ïðè(r=K)3 < t < t� = (5=2)5=2(r=K)3 â òå÷åíèè, èçîá-ðàæåííîì íà ðèñ. 4. ×àñòèöû, ïîïàäàþùèå â êàæ-äóþ èç òî÷åê ïëîñêîãî ó÷àñòêà �ðîíòà, â íà÷àëüíûéìîìåíò âðåìåíè ðàñïîëîæåíû íà ëîìàíûõ ëèíèÿõ âöåíòðàëüíîé ÷àñòè ðèñóíêàè áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ âåëè÷èíîé l êàê ïàðàìåòðîì.Ïîñêîëüêó R(t) = Kt1=3, èìååì _R=R = 1=3t, òàê ÷òîv(l) = l _R=R = l=3T (l). Ïîýòîìó â ìîìåíò âðåìåíèt > T (l) ýëåìåíò ìàññû, ïàðàìåòðèçîâàííûé âåëè÷è�íîé l, áóäåò èìåòü êîîðäèíàòóy(l; t) = l+ v(l)�t� T (l)� = 23 l + tl3T (l) : (50)�àñïðåäåëåíèå ìàññû âíóòðè ïëîñêîãî ó÷àñòêà�ðîíòà áóäåò îñòàâàòüñÿ íåïðåðûâíûì, ïîêà îòîá�ðàæåíèå l 7! y(l; t) áóäåò ñîõðàíÿòü ìîíîòîííîñòü,ò. å. ïîêà �y�l = 23 + t3 � lT (l)�0 > 0ïðè âñåõ l. Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ ïðè(r=K)3 < t < t�, ãäåt� = minl>r=p2�� 2(l=T (l))0� = �52�5=2 � rK �3 : (51)Çäåñü ìèíèìèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî l > r=p2, ïî�ñêîëüêó ïðè 0 6 l 6 r=p2 óñëîâèå �y=�l � 0 âûïîë�íÿåòñÿ ïðè ëþáûõ t. Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíàÿ âû�êëàäêà, îñíîâàííàÿ íà êîíñòðóêöèè âàðèàöèîííîãîïðèíöèïà ERS, ïîçâîëÿåò íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ìàñ�ñû íà ïëîñêîì ó÷àñòêå �ðîíòà è ïðè t > t�.Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê ïðåäëîæåííîìó îáîáùå�íèþ âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà S. Çàìåòèì, ÷òîïðè T (l) 6 t < t� èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ ÷àñòèö,íàõîäÿùèõñÿ â òî÷êå (0; y(l; t)) ïëîñêîãî ó÷àñòêà�ðîíòà, çàíèìàþò íà ïëîñêîñòè èñõîäíûõ äàííûõ

äâóõçâåííóþ ëîìàíóþ ëèíèþ, ñîåäèíÿþùóþ òî÷êó(0; l) ñ öåíòðàìè îáîèõ �ðîíòîâ (ðèñ. 5). Îäíàêîïðîîáðàç ëþáîé òî÷êè ïðè îòîáðàæåíèè, îñóùå�ñòâëÿåìîì ãðàäèåíòîì âûïóêëîé �óíêöèè, îáÿçàíñàì áûòü âûïóêëûì ìíîæåñòâîì: òî÷êîé, îòðåçêîìèëè äâóìåðíîé âûïóêëîé �èãóðîé. Ïîñêîëüêóïðîîáðàçû íåêîòîðûõ òî÷åê â ïîñòðîåííîì ïîëåñìåùåíèé ÿâëÿþòñÿ íåâûïóêëûìè ëîìàíûìè, òàêîåïîëå ñìåùåíèé íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â óêà�çàííîì âûøå ñìûñëå, è ïðåäëîæåííîå îáîáùåíèåâàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà S íå ìîæåò êîððåêòíîîïèñûâàòü äâèæåíèå âåùåñòâà â çàäà÷å î äâóõöèëèíäðè÷åñêèõ âîëíàõ.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû âàðèàöèîííûåïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î áàëëèñòè÷åñêîéàãðåãàöèè ïûëåâèäíîãî âåùåñòâà, ÷àñòèöû êîòîðîãîàáñîëþòíî íåóïðóãî ñëèïàþòñÿ ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ.Äàííàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ êàê ïðèáëè�æåííîå îïèñàíèå âîçíèêíîâåíèÿ êðóïíîìàñøòàáíîéñòðóêòóðû â êîñìîëîãèè â ðàìêàõ ìîäåëè ñëèïàíèÿ(adhesion model), ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåíèåì ïðèáëè�æåíèÿ Çåëüäîâè÷à.Â ñëó÷àå îäíîìåðíîãî ïëîñêîñèììåòðè÷íîãîòå÷åíèÿ ïðåäëîæåíà íîâàÿ �îðìóëèðîâêà âàðèàöè�îííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ S, ñóùåñòâåííî óïðîùåííàÿïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíîé [17℄. Ïîêàçàíà ýêâèâà�ëåíòíîñòü â îäíîìåðíîì ñëó÷àå âàðèàöèîííûõïðåäñòàâëåíèé ERS è S è ïðåäëîæåíû îáîáùåíèÿîáîèõ âàðèàöèîííûõ ïðåäñòàâëåíèé íà ìíîãîìåð�íûé ñëó÷àé. Ïðèâåäåíû êîíêðåòíûå ïðèìåðûêîí�èãóðàöèé òå÷åíèé, äåìîíñòðèðóþùèå íåýê�âèâàëåíòíîñòü ýòèõ îáîáùåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òîâàðèàöèîííûé ïðèíöèï ERS êîððåêòíî îïèñûâàåòëèøü ïëîñêîñèììåòðè÷íûå òå÷åíèÿ, à ïðåäëîæåí�íîå íàìè îáîáùåíèå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Sïðàâèëüíî îïèñûâàåò ðåøåíèÿ â öèëèíäðè÷åñêè- èñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûõ ñëó÷àÿõ, íî ïðèâîäèò êíå�èçè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì â ìåíåå ñèììåòðè÷íûõòå÷åíèÿõ.Àâòîðû áëàãîäàðíû À. È. Øíèðåëüìàíó çà öåí�íûå îáñóæäåíèÿ.�àáîòà âòîðîãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæ�êå �ÔÔÈ (ãðàíò �05-02-16517) è ïðîãðàììû ¾Âå�äóùèå íàó÷íûå øêîëû¿ (ãðàíò �ÍØ-5200.2006.2).�àáîòà òðåòüåãî àâòîðà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò �05-01-00824), à òàêæå ñîâìåñòíîãîãðàíòà �ÔÔÈ è CNRS (05-01-02807-ÍÖÍÈË-à). Âòî�1028
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