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ÊÂÀÇÈÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÂÈÕ�ÅÉ Â ÄÂÓÌÅ�ÍÛÕËÅ�ÊÎÏËÎÑÊÎÑÒÍÛÕ ÔÅ��ÎÌÀ�ÍÅÒÈÊÀÕÀ. Þ. �àëêèíÈíñòèòóò ìåòàëëî�èçèêè Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû03142, Êèåâ, ÓêðàèíàÁ. À. Èâàíîâ *Èíñòèòóò ìàãíåòèçìà Íàöèîíàëüíîé àêàäåìèè íàóê Óêðàèíû03142, Êèåâ, ÓêðàèíàÊèåâñêèé óíèâåðñèòåò èì. Òàðàñà Øåâ÷åíêî03127, Êèåâ, ÓêðàèíàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 28 äåêàáðÿ 2006 ã.Èññëåäîâàíà êâàçèêëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà ìàãíèòíûõ âèõðåé â äâóìåðíûõ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëÿõ ëåãêî-ïëîñêîñòíûõ �åððîìàãíåòèêîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî íèçêîýíåðãåòè÷åñêàÿ ÷àñòü ñïåêòðà âèõðåé, òðàêòóåìûõ êàêêâàíòîâûå âîçáóæäåíèÿ ñèñòåìû, îáíàðóæèâàåò äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëüíóþ ñòðóêòóðó. Õàðàêòåð ñïåêòðàíàèáîëåå ïðîñò äëÿ ñòàíäàðòíûõ ìàãíèòíûõ âèõðåé, â êîòîðûõ íàìàãíè÷åííîñòü âäàëè îò öåíòðà âèõðÿïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè áàçèñà. Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòð èìååò çîííóþ ñòðóêòóðó, ñîñòîÿùóþ èç íåñêîëü-êèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çîí, ÷èñëî çîí îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì àòîìíîãî ñïèíà S è ñèììåòðèåéðåøåòêè. Äëÿ ÷èñòî äâóìåðíûõ ìàãíåòèêîâ ñ îäíèì ñïèíîì íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó â ñëó÷àå öåëûõèëè ïîëóöåëûõ çíà÷åíèé ñïèíà S ïðèñóòñòâóåò ñîîòâåòñòâåííî S èëè 2S çîí. Äëÿ ðåøåòêè ñ áàçèñîìñ ÷åòíûì ÷èñëîì 2n ñïèíîâ íà ÿ÷åéêó ÷èñëî çîí ðàâíî 2nS äëÿ ëþáîãî ñïèíà. Ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó-÷àåì ñòàíäàðòíûõ âèõðåé, â êîòîðûõ íàìàãíè÷åííîñòü âäàëè îò öåíòðà âèõðÿ ðàçâîðà÷èâàåòñÿ â ëåãêîéïëîñêîñòè ìàãíåòèêà, ñèòóàöèÿ ñèëüíî ìåíÿåòñÿ äëÿ âèõðåé â êîíóñíîì ñîñòîÿíèè. Âèõðè â êîíóñíîìñîñòîÿíèè âîçíèêàþò ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãî âíåøíåãî ïîëÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî ëåãêîé ïëîñêîñòèìàãíåòèêà. Äëÿ íèõ ñïåêòð íå èìååò, êàê ïðàâèëî, ñòàíäàðòíîãî çîííîãî âèäà è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíî-æåñòâî, òàêîå ÷òî â ëþáîé ìàëîé îêðåñòíîñòè ðàçðåøåííîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ìîæíî íàéòè çàïðåùåííîåè íàîáîðîò. Óêàçàíà âîçìîæíîñòü îñöèëëèðóþùåãî äâèæåíèÿ âèõðÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé âíåøíåéñèëû (àíàëîã áëîõîâñêèõ îñöèëëÿöèé ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëàõ). Îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíîñòè ðåàëèçàöèèóêàçàííûõ ý��åêòîâ â äðóãèõ óïîðÿäî÷åííûõ ñðåäàõ, ñîäåðæàùèõ âèõðè.PACS: 75.10.Jm, 75.45.+j, 03.75.Lm1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂèõðè êàê òîïîëîãè÷åñêè íåòðèâèàëüíûå ðàñ�ïðåäåëåíèÿ íàìàãíè÷åííîñòè èçâåñòíû âî ìíîãèõîáëàñòÿõ �èçèêè ìàãíåòèçìà [1�4℄. Â äâóìåðíûõìàãíåòèêàõ âèõðè (ñâÿçàííûå âèõðåâûå ïàðû) èã�ðàþò ðîëü íåëèíåéíûõ (ñîëèòîííûõ) ýëåìåíòàðíûõâîçáóæäåíèé ñèñòåìû [3, 4℄. Ñâîáîäíûå âèõðè ïî�ÿâëÿþòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ,T > TBKT , è ïðèâîäÿò ê �àçîâîìó ïåðåõîäó Áå�ðåçèíñêîãî �Êîñòåðëèöà �Òàóëåññà äëÿ äâóìåðíîé*E-mail: bivanov�i.om.ua

ñðåäû [5, 6℄, ñì. òàêæå îáçîðû [3, 4℄. Òðàíñëÿöèîí�íîå äâèæåíèå âèõðåé â äâóìåðíûõ ìàãíåòèêàõ ïðè�âîäèò ê ïîÿâëåíèþ öåíòðàëüíîãî ïèêà â äèíàìè÷å�ñêèõ êîððåëÿöèîííûõ �óíêöèÿõ, êîòîðûé íàáëþäà�åòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî ìåòîäîì íåóïðóãîãî ðàññåÿ�íèÿ íåéòðîíîâ, ñì. äåòàëüíóþ ðàáîòó [7℄ è ññûëêè âíåé. Âèõðè âîçíèêàþò è â îáû÷íûõ ìàãíèòíûõ ìà�òåðèàëàõ, ïðåæäå âñåãî, ïîòîìó, ÷òî âèõðåâûå êîí��èãóðàöèè íàìàãíè÷åííîñòè, êàê ïðàâèëî, íå ñîçäà�þò ðàçìàãíè÷èâàþùåãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ñîñòîÿíèå ñóåäèíåííûì âèõðåì íàèáîëåå âûãîäíî ýíåðãåòè÷å�ñêè äëÿ ñóáìèêðîííûõ ìåçîñêîïè÷åñêèõ îáðàçöîâ888



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà âèõðåé : : :ìàãíèòîìÿãêèõ ìàòåðèàëîâ ïðèáëèçèòåëüíî êðóãî�âîé �îðìû, òàê íàçûâàåìûõ ìàãíèòíûõ òî÷åê [8℄.Àíàëèç ìàãíèòíûõ âèõðåé ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ÷àñòüþ�èçèêè êîíäåíñèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðîé âè�õðè ïîÿâëÿþòñÿ âî ìíîãèõ ñèñòåìàõ ñ íåïðåðûâ�íî âûðîæäåííûì îñíîâíûì ñîñòîÿíèåì, âêëþ÷àÿñâåðõòåêó÷åñòü [9℄ è ñâåðõïðîâîäèìîñòü [10℄, â òîì÷èñëå âûñîêîòåìïåðàòóðíóþ [11℄, à òàêæå àòîìíûåáîçå-ýéíøòåéíîâñêèå êîíäåíñàòû [12, 13℄. Êðîìå òî�ãî, èçâåñòíû âèõðè â íåëèíåéíîé îïòèêå, êîòîðûåìîãóò áûòü ñîçäàíû â ñâåòîâîì ïó÷êå, ðàñïðîñòðàíÿ�þùåìñÿ â ñðåäå ñ äå�îêóñèðóþùåé íåëèíåéíîñòüþ,ñì. [14℄.Ñïåöè�èêîé äèíàìèêè âèõðåé ïî ñðàâíåíèþ ñîáû÷íûìè ÷àñòèöàìè èëè íåòîïîëîãè÷åñêèìè ñîëè�òîíàìè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ãèðîñêîïè÷åñêîé ñèëû (ãè�ðîñèëû), òàêîãî æå òèïà, êàê ñèëà Ëîðåíöà. Ïðè�ñóòñòâèå ãèðîñèëû ÿâëÿåòñÿ îáùèì ñâîéñòâîì äëÿðàçëè÷íûõ âèõðåé � â ñâåðõòåêó÷èõ ñèñòåìàõ [9℄è ñâåðõïðîâîäíèêàõ [10, 11℄, äëÿ îïòè÷åñêèõ âè�õðåé [14℄, äëÿ âèõðåé â �åððîìàãíåòèêàõ [15�17℄,ñì. òàêæå îáçîðû [2, 4℄. Â òî æå âðåìÿ èíåðöèîí�íûå ý��åêòû, âåäóùèå ê íüþòîíîâñêîé äèíàìèêåñîëèòîííûõ âîçìóùåíèé, äëÿ ýòèõ ñèñòåì ïðåíåáðå�æèìî ìàëû. Ýòî ïðèâîäèò ê ðÿäó îñîáåííîñòåé â äè�íàìèêå âèõðåé, êàê êëàññè÷åñêîé, òàê è êâàíòîâîé,è ìû íèæå îáñóäèì ýòî ïîäðîáíåå. Îòìåòèì îïðå�äåëÿþùóþ ðîëü ãèðîñèëû â êâàíòîâîì äåïèííèíãåâèõðåé â ñâåðõïðîâîäíèêàõ [18℄, à òàêæå â ñëó÷àåóñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ âèõðåâîé ëèíèè è ðåøåòêèâèõðåé [19℄.Â äàííîé ðàáîòå èçó÷åíà äèíàìèêà âèõðåé, êëàñ�ñè÷åñêàÿ è êâàíòîâàÿ, â äâóìåðíîì ëåãêîïëîñêîñò�íîì �åððîìàãíåòèêå íà ðåøåòêå. Êâàíòîâûå ñâîé�ñòâà âèõðåé îáñóæäàþòñÿ íà îñíîâå ïîäõîäà êîëëåê�òèâíûõ ïåðåìåííûõ, ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàçèêëàññè�÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ, à òàêæå ïóòåì ñðàâíåíèÿ ñíåêîòîðûìè òî÷íî ðåøàåìûìè ìîäåëÿìè. Â ðàçä. 2ìû êðàòêî îïèøåì â òîé ìåðå, â êàêîé ýòî íåîáõî�äèìî äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà, ñòðóêòóðó âèõðåéâ êîíòèíóàëüíîé ìîäåëè �åððîìàãíåòèêà è òó ñïå�öè�èêó, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ïåðåõîäå ê äèñêðåò�íûì (ðåøåòî÷íûì) ìîäåëÿì �åððîìàãíåòèêîâ. Áó�äåò îáîñíîâàíî ïðèìåíåíèå ïðîñòåéøåãî ãèðîñêîïè�÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êîîðäèíàòû öåíòðà âèõðÿ.Äàëåå, â ðàçä. 3 íà îñíîâå ýòîãî óðàâíåíèÿ áóäåòïðîâåäåíî êâàçèêëàññè÷åñêîå êâàíòîâàíèå äèíàìè�êè âèõðÿ â ïðîñòåéøåé ìîäåëè äâóìåðíîãî �åððî�ìàãíåòèêà íà êâàäðàòíîé ðåøåòêå. Ìû ïîêàæåì, ÷òîçàäà÷à ñâîäèòñÿ ê òàê íàçûâàåìîé çàäà÷å Õàðïå�ðà (èëè óðàâíåíèþ Õàðïåðà, Harper equation) [20℄ñ âåñüìà íåòðèâèàëüíûì ñïåêòðîì, äëÿ êîòîðîé èç�

âåñòíî ìíîãî òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ, ñì. [21℄. Îêàçà�ëîñü, ÷òî ñïåêòð âèõðåé êàê êâàíòîâûõ âîçáóæäå�íèé îáíàðóæèâàåò çîííóþ ñòðóêòóðó, ñîñòîÿùóþ èçíåñêîëüêèõ (S èëè 2S çîí ñîîòâåòñòâåííî äëÿ öåëûõèëè ïîëóöåëûõ çíà÷åíèé àòîìíîãî ñïèíà) íåïåðåñå�êàþùèõñÿ çîí. Âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ çàäà÷è î ñïåê�òðå âèõðÿ â ðåøåòî÷íûõ ìîäåëÿõ �åððîìàãíåòèêîâ,êîòîðûå çà÷àñòóþ ïðèâîäÿò ê êà÷åñòâåííûì ý��åê�òàì, áóäóò ðàññìîòðåíû â ðàçä. 4. Â ðàçä. 5 èññëåäî�âàíî âûíóæäåííîå äâèæåíèÿ âèõðÿ ïîä äåéñòâèåìïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëû. Íàëè÷èå òàêîé ñèëû, êàêè äëÿ ýëåêòðîíà â êðèñòàëëå, ìîæåò ïðèâîäèòü ê îñ�öèëëÿöèîííîìó äâèæåíèþ âèõðÿ (áëîõîâñêèå îñöèë�ëÿöèè). Íàêîíåö, â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçä. 6 áóäóòñäåëàíû âûâîäû, îáñóæäåíà ïðèìåíèìîñòü ðåçóëü�òàòîâ äëÿ äðóãèõ ñðåä, ñîäåðæàùèõ âèõðè, è ïåðå�÷èñëåíû íåðåøåííûå ïðîáëåìû.2. ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ È ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÈÕ�ÅÉ ÂÔÅ��ÎÌÀ�ÍÅÒÈÊÀÕÏðè îïèñàíèè ìàãíèòíûõ âèõðåé â äèñêðåòíûõðåøåòî÷íûõ ìîäåëÿõ �åððîìàãíåòèêà îáû÷íî èñõî�äÿò èç ñïèíîâîãî ãàìèëüòîíèàíà [4, 22, 23℄Ĥ = �Xl;a nJ �Ŝ(x)l Ŝ(x)l+a+Ŝ(y)l Ŝ(y)l+a�+J 0Ŝ(z)l Ŝ(z)l+ao++KXl �Ŝ(z)l �2 ; (1)ãäå Ŝl � îïåðàòîð ñïèíà â óçëå ðåøåòêè l, a � âåêòî�ðû, ñîåäèíÿþùèå ïàðû áëèæàéøèõ ñîñåäåé, J è J 0 �îáìåííûå èíòåãðàëû, à òàêæå ó÷òåíà îäíîèîííàÿàíèçîòðîïèÿ ñ êîíñòàíòîé K, êîòîðàÿ ìîæåò ïðè�ñóòñòâîâàòü ïðè âåëè÷èíå àòîìíîãî ñïèíà S > 1=2.Ýòîò ñïèíîâûé ãàìèëüòîíèàí èìååò ÷èñòî îäíîîñ�íóþ ñèììåòðèþ (îñü C1 â ñïèíîâîì ïðîñòðàíñòâå),÷òî íåîáõîäèìî äëÿ âûïîëíåíèÿ îñíîâíîãî óñëîâèÿñóùåñòâîâàíèÿ âèõðåé, à èìåííî, íåïðåðûâíîãî âû�ðîæäåíèÿ çàäà÷è ïî íàïðàâëåíèþ ñïèíà â ëåãêîéïëîñêîñòè. Ñ ó÷åòîì ïðèñóòñòâèÿ â ðåàëüíûõ ìàã�íåòèêàõ ñïèí-îðáèòàëüíîé ñâÿçè ýòî óñëîâèå, ñòðî�ãî ãîâîðÿ, òðåáóåò òàêæå íàëè÷èÿ îäíîîñíîé ñèì�ìåòðèè â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîýòîìó ìûáóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåòêà òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíîîñ�íîé, â ÷àñòíîñòè ïîëîæèì, ÷òî âñå âåêòîðû a ðàâíûïî ìîäóëþ, jaj = a. Åñëè ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ðå�øåòêè Áðàâå, ýòî îãðàíè÷èâàåò ìîäåëü äâóìÿ ñëó÷à�ÿìè, à èìåííî, êâàäðàòíîé è òðåóãîëüíîé ðåøåòêà�ìè.889



À. Þ. �àëêèí, Á. À. Èâàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007Ñòðóêòóðó âèõðÿ ïðîùå âñåãî îïèñàòü íà îñíî�âå �åíîìåíîëîãè÷åñêîãî ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ïîäõî�äà. Ïåðâûé øàã â ýòîì ïîäõîäå ñîñòîèò â òîì, ÷òîñïèíû òðàêòóþòñÿ êàê êëàññè÷åñêèå âåêòîðû �èê�ñèðîâàííîé äëèíû S, ÷òî îòâå÷àåò çàìåíå Ŝ ! S,jSj = S. Ôàêòè÷åñêè òî æå ïðèáëèæåíèå âîçíèêà�åò ïðè êâàçèêëàññè÷åñêîì àíàëèçå íà îñíîâå �îðìà�ëèçìà ñïèíîâûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé, ñì. [24, 25℄.Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàïðàâëåíèÿ ñïèíîâ ìåä�ëåííî ìåíÿþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Â ðåçóëüòàòå ñîñòî�ÿíèå ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì íàìàãíè÷åííî�ñòè M(r; t), jM(r; t)j =Ms = onst, êàê �óíêöèè êî�îðäèíàò è âðåìåíè, Ms � íàìàãíè÷åííîñòü íàñûùå�íèÿ. Â äâóìåðíîì ñëó÷àå, êîòîðûé áóäåì îáñóæäàòüâ îñíîâíîé ÷àñòè ðàáîòû, ðå÷ü èäåò î íàìàãíè÷åííî�ñòè íà åäèíèöó ïëîùàäè ìàãíåòèêà, Ms = g�BS=v0,g � ãèðîìàãíèòíîå îòíîøåíèå, �B � ìàãíåòîí Áîðà,v0 � ïëîùàäü äâóìåðíîãî êðèñòàëëà, ïðèõîäÿùàÿñÿíà îäèí ñïèí. Óäîáíî òàêæå èñïîëüçîâàòü íîðìèðî�âàííóþ íàìàãíè÷åííîñòüm(r; t) =M(r; t)=Ms, m �åäèíè÷íûé âåêòîð, è çàïèñûâàòü åå â óãëîâûõ ïåðå�ìåííûõ �, ':m = ez os � + sin �(ex os'+ ey sin'): (2)Äèíàìèêà íàìàãíè÷åííîñòè �åððîìàãíåòèêàîïèñûâàåòñÿ õîðîøî èçâåñòíûìè óðàâíåíèÿìèËàíäàó �Ëè�øèöà áåç çàòóõàíèÿ,�m�t = 1~S �m� ÆWÆm � ;ñì., íàïðèìåð, [1�3℄. Â òåðìèíàõ ïåðåìåííûõ �, 'ýòè óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç �óíêöèîíà�ëà ýíåðãèèW = S2v0 Z d2x�a2J �(r�)2 + sin2 �(r')2�++ Ke os2 �	 ; (3)èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ â ïëîñêîñòè äâóìåðíîãîìàãíåòèêà è ââîäèòñÿ ý��åêòèâíàÿ êîíñòàíòà ëåãêî�ïëîñêîñòíîé àíèçîòðîïèè Ke > 0, â êîòîðóþ äàþòâêëàäû êàê àíèçîòðîïèÿ ñïèíîâûõ âçàèìîäåéñòâèé,òàê è îäíîèîííàÿ àíèçîòðîïèÿ:Ke = z2(J � J 0) +K �1� 12S� : (4)Çäåñü ó÷òåíà êâàíòîâàÿ ïåðåíîðìèðîâêà îäíîèîí�íîé àíèçîòðîïèè ïðè êîíå÷íîì çíà÷åíèè ñïèíà, êî�òîðóþ ëåãêî ïîëó÷èòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïèíîâûõêîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé [25℄, z � ÷èñëî áëèæàéøèõ

ñîñåäåé. Ïîñêîëüêó äëÿ ïðèìåíèìîñòè �åíîìåíîëî�ãè÷åñêîãî îïèñàíèÿ òðåáóåòñÿ ìàëîñòü Ke ïî ñðàâ�íåíèþ ñ îáìåííîé êîíñòàíòîé J , áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîK � J è J�J 0 � J . Â ñèëó ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ ïðèçàïèñè îáìåííîé ýíåðãèè â �îðìóëå (3) ìû ïîëîæè�ëè J 0 = J .Ñòàòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ Ëàíäàó �Ëè�øèöà, ñëå�äóþùèå èç âûðàæåíèÿ äëÿ ýòîé ýíåðãèè, èìåþò âèõ-ðåâîå ðåøåíèå' = q�+ '0; � = �(r); (5)ãäå r, � � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ìàã�íåòèêà, '0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, q � öå�ëîå ÷èñëî, îïðåäåëÿþùåå �1-òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿäâèõðÿ, �óíêöèÿ �(r) îïèñûâàåòñÿ îáûêíîâåííûìäè��åðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì, ñì. äåòàëè â ðà�áîòàõ [2�4℄. Âäàëè îò âèõðÿ �(r) ! �=2, à ñóùå�ñòâåííûå îòêëîíåíèÿ �(r) îò ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ� = �=2 ëîêàëèçîâàíû âî âíóòðåííåé îáëàñòè (êîðåâèõðÿ). �àçìåð êîðà âèõðÿ îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîér0 = apJ=Ke è ïðè ìàëîé àíèçîòðîïèè, Ke � J ,ïðåâûøàåò âåëè÷èíó ïîñòîÿííîé ðåøåòêè. Â öåí�òðå âèõðÿ os �(0) = �1 = p âåëè÷èíà p (ïîëÿðè�çàöèÿ âèõðÿ) èãðàåò ðîëü �2-òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿ�äà. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ðàìêàõ ìàêðîñêîïè÷åñêîãîïîäõîäà ïîëîæåíèå âèõðÿ (íà÷àëî ïîëÿðíîé ñèñòå�ìû êîîðäèíàò, èñïîëüçîâàííîé ïðè çàïèñè �îðìó�ëû (5)) íå �èêñèðîâàíî. �åøåíèå äëÿ âèõðÿ, ðàñ�ïîëîæåííîãî â íåêîòîðîé òî÷êå R = (X;Y ), ïîëó�÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (5) çàìåíîé r ! jr � Rj, ò. å.r2 ! (x�X)2+(y�Y )2, �! artg[(y�Y )=(x�X)℄.Â áåçãðàíè÷íîì ìàãíåòèêå, ðàññìàòðèâàåìîì âïðèáëèæåíèè ñïëîøíîé ñðåäû, ýíåðãèÿ âèõðÿ íå çà�âèñèò îò åãî ïîëîæåíèÿ. Ïðè ó÷åòå ãðàíèö âîçíèêàåòâçàèìîäåéñòâèå âèõðÿ ñ ãðàíèöåé, êîòîðîå ÿâëÿåò�ñÿ äîñòàòî÷íî ñëàáûì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ðàç�ìåðå ñèñòåìû. Ýòî îáóñëàâëèâàåò ìåäëåííóþ äèíà�ìèêó ñïèíîâ, êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê äâè�æåíèå âèõðÿ êàê öåëîãî, áåç èçìåíåíèÿ åãî ñòðóê�òóðû. Ïîýòîìó ïðè îïèñàíèè íèçêî÷àñòîòíîé äèíà�ìèêè âèõðÿ åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ìåòîä êîëëåê�òèâíûõ ïåðåìåííûõ, âûáðàâ â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõêîîðäèíàòû âèõðÿ X , Y èëè R è ñ÷èòàÿ èõ çàâèñÿ�ùèìè îò âðåìåíè. Òàêîé ïîäõîä ìîæåò áûòü îáîñ�íîâàí ñòàíäàðòíîé òåîðèåé âîçìóùåíèé äëÿ ñîëèòî�íîâ, îí íàäåæíî âåðè�èöèðîâàí ïóòåì ïðÿìîãî ÷èñ�ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè âèõðÿ â áîëüøèõðåøåòî÷íûõ ñèñòåìàõ [4; 22; 23℄. Ïîäîáíûé ïîäõîäõîðîøî îïèñûâàåò òàêæå ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþ�äàåìóþ íèçêî÷àñòîòíóþ äèíàìèêó âèõðåé â ñóáìè�êðîííûõ ìàãíèòíûõ ÷àñòèöàõ (ìàãíèòíûõ òî÷êàõ),890



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà âèõðåé : : :â êîòîðûõ èç-çà ìàãíèòíîãî äèïîëüíîãî âçàèìîäåé�ñòâèÿ âèõðü ïðèñóòñòâóåò â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè [26℄.Îáñóäèì, êàê èçìåíÿþòñÿ ïðåäñòàâëåííûå âûøåñâîéñòâà âèõðÿ ïðè ïåðåõîäå îò êîíòèíóàëüíîãî îïè�ñàíèÿ ê ðåøåòî÷íîé ìîäåëè (1). Ïðåæäå âñåãî îòìå�òèì, ÷òî îïèñàííûé âûøå âèõðü ñ âíåïëîñêîñòíûìêîðîì ñóùåñòâóåò òîëüêî ïðè íå î÷åíü áîëüøîé àíè�çîòðîïèè, Ke < K, K � íåêîå êðèòè÷åñêîå çíà÷å�íèå, K = (0:6�0:8)J â çàâèñèìîñòè îò òèïà ðåøåòêèè õàðàêòåðà àíèçîòðîïèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âäà�ëè îò êîðà âèõðÿ � � �=2, r' � q=r, è ãðàäèåíòíàìàãíè÷åííîñòè ìàë äàæå ïðè íåìàëîé àíèçîòðî�ïèè Ke � J , êîãäà r0 � a. Ïîýòîìó â ýòîé îáëà�ñòè �åíîìåíîëîãè÷åñêîå îïèñàíèå, â ÷àñòíîñòè îñíî�âàííûé íà íåì òîïîëîãè÷åñêèé àíàëèç âèõðÿ, ïîëíî�ñòüþ ïðèìåíèìû. Ôàêòè÷åñêè îêàçàëîñü, ÷òî �åíî�ìåíîëîãè÷åñêèé ïîäõîä íåïëîõî îïèñûâàåò ñòðóêòó�ðó êîðà âèõðÿ ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîé àíèçîòðîïèè,íàïðèìåð, ïðè Ke = 0:2J , êîãäà r0 � 1:5a [27℄. Åñëèæå àíèçîòðîïèÿ ïðåäåëüíî ñèëüíàÿ,Ke � K, òî êîðîòñóòñòâóåò, � = �=2 âî âñåì ïðîñòðàíñòâå, è ðåàëè�çóåòñÿ ïëàíàðíûé âèõðü ñ õàðàêòåðíûì ¾êðåñòîì¿ñïèíîâ â öåíòðå (ïðè �åíîìåíîëîãè÷åñêîì îïèñàíèèòàêîé âèõðü ÿâëÿåòñÿ ñèíãóëÿðíûì).Ìåòîä êîëëåêòèâíûõ ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòüðàçâèò è äëÿ ðåøåòî÷íîé ìîäåëè ìàãíåòèêà (îïðåäå�ëåíèå êîîðäèíàòû âèõðÿ â ðåøåòêå è ìåòîä ðàñ÷åòàýòîé âåëè÷èíû ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè äèíà�ìèêè âèõðÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [4℄). Åñòåñòâåííî,÷òî â ýòîì ñëó÷àå ýíåðãèÿ âèõðÿ çàâèñèò îò åãî ïîëî�æåíèÿ îòíîñèòåëüíî êðèñòàëëè÷åñêîé ðåøåòêè, ÷òîìîæåò áûòü îïèñàíî ïóòåì ââåäåíèÿ ïîòåíöèàëà ðå�øåòî÷íîãî ïèííèíãà U(X;Y ), êîòîðûé ïåðèîäè÷åíñ ïåðèîäîì ðåøåòêè [22℄. Â ïðîñòåéøèì ñëó÷àå êâà�äðàòíîé ðåøåòêè ïîòåíöèàë ïèííèíãà ìîæåò áûòüâûáðàí â âèäå [22℄U(X;Y ) = U0�sin2 �Xa + sin2 �Ya � : (6)Çäåñü àìïëèòóäà ïîòåíöèàëà U0 = �JS2, J � îáìåí�íûé èíòåãðàë, S � ñïèí àòîìà, � � áåçðàçìåðíûéïàðàìåòð. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà � ñèëüíî çàâèñèò îòðàäèóñà êîðà âèõðÿ, ò. å. îò ý��åêòèâíîé êîíñòàíòûàíèçîòðîïèè Ke. Äëÿ ïðåäåëüíî ñèëüíîé àíèçîòðî�ïèè Ke � K, ïðè êîòîðîé åùå ñóùåñòâóþò âíåïëîñ�êîñòíûå âèõðè, çíà÷åíèå êîíñòàíòû � íå ìàëî, íà�ïðèìåð, � � 0:4 ïðè Ke � K, íî êîíñòàíòà � áûñòðîóáûâàåò ïðè óìåíüøåíèè Ke=J , ò. å. � � 1:2 � 10�2ïðè Ke=J = 0:3 è � < 10�3 ïðè Ke=J < 0:2 (ñì.áîëåå äåòàëüíûå äàííûå â ðàáîòå [22℄).Îñíîâíîé îñîáåííîñòüþ äèíàìèêè âèõðåé â óïî�ðÿäî÷åííûõ ñðåäàõ ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå ãèðîñêî�

ïè÷åñêîé ñèëû FG = [G � dR=dt℄, G = Gez ,äåéñòâóþùåé íà âèõðü, äâèæóùèéñÿ ñî ñêîðîñòüþV = dR=dt. Íàëè÷èå ãèðîñèëû íàäåæíî óñòàíîâëå�íî äëÿ �åððîìàãíåòèêîâ, ñâåðõïðîâîäíèêîâ è ñâåðõ�òåêó÷èõ ñèñòåì, à òàêæå âèõðåé â íåëèíåéíîé îïòè�êå. Äëÿ �åððîìàãíåòèêîâ ãèðîñêîïè÷åñêàÿ êîíñòàí�òà G îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìG = MSg�B Z sin � d� d' = 2�~Sv0 (pq); (7)â êîòîðîì èíòåãðèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåé îá-ëàñòè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ �, ' â âèõðå. Ôàêòè÷å�ñêè âõîäÿùèé â �îðìóëó (7) èíòåãðàë åñòü �2-òîïî-ëîãè÷åñêèé èíâàðèàíò äëÿ âèõðÿ, ñì. ïîäðîáíåå [2,25℄, è â çíà÷åíèè ãèðîñèëû ïîÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèÿââåäåííûõ âûøå öåëî÷èñëåííûõ èíäåêñîâ q è p, ïðî�èçâåäåíèå pq ÷èñëåííî ðàâíî �2-òîïîëîãè÷åñêîìó çà�ðÿäó âèõðÿ. Âî âíåïëîñêîñòíûõ âèõðÿõ pq 6= 0 íàèáî�ëåå ýíåðãåòè÷åñêè âûãîäíûì âèõðÿì îòâå÷àåò ìèíè�ìàëüíîå çíà÷åíèå òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà pq = �1.Äëÿ ïëàíàðíîãî âèõðÿ ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî pq = 0,äëÿ íåãî íåòðèâèàëåí òîëüêî �1-òîïîëîãè÷åñêèé çà�ðÿä q, è ãèðîñèëà îòñóòñòâóåò. Äàëåå ìû áóäåì îá�ñóæäàòü òîëüêî âíåïëîñêîñòíûå âèõðè ñ êîðîì.Â îñíîâíîì ïðèáëèæåíèè ïî âðåìåíí�ûì ïðîèç�âîäíûì äèíàìèêà âíåïëîñêîñòíîãî âèõðÿ ÿâëÿåòñÿ÷èñòî ãèðîñêîïè÷åñêîé è ìîæåò áûòü îïèñàíà óðàâ�íåíèåì [G� dR=dt℄ = Fe; (8)ãäå Fe � âíåøíÿÿ ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà âèõðü.Ïðè ïîòåíöèàëüíîì äâèæåíèè Fe = �rU , U == U(X;Y ) � ïîòåíöèàë âèõðÿ, êîòîðûé ìîæåò áûòüîáóñëîâëåí âçàèìîäåéñòâèåì âèõðÿ ñ ãðàíèöàìè ñè�ñòåìû; äëÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ ìàãíåòèêîâ ïîòåíöèàëU = U(X;Y ) âêëþ÷àåò â ñåáÿ è ïîòåíöèàë ðåøåòî÷�íîãî ïèííèíãà.Ïðèìåíèìîñòü ïðîñòîãî óðàâíåíèÿ (8) îòâå÷à�åò âîçìîæíîñòè ïðåíåáðå÷ü èíåðöèîííûìè ý��åê�òàìè â äèíàìèêå âèõðÿ. Òàêîå ïðèáëèæåíèå äàåòõîðîøèå ðåçóëüòàòû ïðè îïèñàíèè âûíóæäåííîãîäâèæåíèÿ âèõðåé â ñâåðõïðîâîäíèêàõ è ñâåðõòåêó�÷èõ ñèñòåìàõ, à òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ àíàëèçàäâèæåíèÿ ïëàçìû â äîñòàòî÷íî ñèëüíîì ìàãíèòíîìïîëå (òàê íàçûâàåìîå ïðèáëèæåíèå âåäóùèõ öåí�òðîâ, ñì. [28℄). Êàê óæå óïîìèíàëîñü, äëÿ âèõðåé â�åððîìàãíåòèêàõ îíî ñîãëàñóåòñÿ ñî âñåé ñîâîêóï�íîñòüþ äàííûõ, ÷èñëåííûõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ,êàñàþùèõñÿ íèçêî÷àñòîòíîé äèíàìèêè âèõðåé. Áî�ëåå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ áî�ëåå áûñòðîé äèíàìèêè ìàãíèòíûõ âèõðåé ïóòåì âû�õîäà çà ðàìêè ïðîñòîãî ãèðîñêîïè÷åñêîãî óðàâíå�891



À. Þ. �àëêèí, Á. À. Èâàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007íèÿ (8) â ñëó÷àå �åððîìàãíåòèêà âåñüìà ïðîáëåìà�òè÷íà. �åçóëüòàòû ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðî�âàíèÿ äâèæåíèÿ âèõðåé â áîëüøèõ ðåøåòêàõ ïîä�òâåðæäàþò óðàâíåíèå (8) êàê îñíîâíîå ïðèáëèæå�íèå, íî íå ñîãëàñóþòñÿ ñ åãî òðèâèàëüíûì îáîá�ùåíèåì, ïðîâåäåííûì ïóòåì äîáàâëåíèÿ â ëåâóþ÷àñòü óðàâíåíèÿ (8) íüþòîíîâñêîãî èíåðöèîííîãî÷ëåíà òèïàMd2R=dt2. Àäåêâàòíîå îïèñàíèå ÷èñëåí�íûõ ýêñïåðèìåíòîâ â ñëåäóþùåì ïðèáëèæåíèè ïî�ëó÷àåòñÿ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà íàðÿäó ñ ýòèìñëàãàåìûì ó÷èòûâàåòñÿ ¾âûñøàÿ ãèðîñèëà¿ âèäà[Gs � d3R=dt3℄. Â ÷àñòíîñòè, â ýòîì ñëó÷àå âìåñòîñòàíäàðòíîãî äâèæåíèÿ ïî öèêëîèäå, õàðàêòåðèçó�þùåãîñÿ äâóìÿ ÷àñòîòàìè, íèçêîé è âûñîêîé, ïîÿâ�ëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîå äâèæåíèå ñî ñëàáî ðàñùåïëåí�íûì äóáëåòîì âûñîêîé ÷àñòîòû [22℄. Òàêîå ïîâåäå�íèå íàáëþäàëîñü è â ýêñïåðèìåíòàõ äëÿ ìàãíèòíûõòî÷åê â âèõðåâîì ñîñòîÿíèè [29℄. Îáñóæäàÿ ïðîáëå�ìó ý��åêòèâíîé ìàññû ìàãíèòíîãî âèõðÿ, óìåñòíîòàêæå äîáàâèòü, ÷òî íàì íåèçâåñòíû êàêèå-ëèáî ðàñ�÷åòû ý��åêòèâíîé ìàññû âèõðÿ â �åððîìàãíåòèêàõ,à çíà÷åíèÿ ý��åêòèâíîé ìàññû â äðóãèõ óïîðÿäî�÷åííûõ ñðåäàõ îïðåäåëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè �èçè÷å�ñêèìè ÿâëåíèÿìè, çàâåäîìî îòñóòñòâóþùèìè â ìî�äåëè (1): íàïðèìåð, íàëè÷èåì ëîêàëèçîâàííûõ ñî�ñòîÿíèé êâàçè÷àñòèö â êîðå âèõðÿ â ñâåðõïðîâîä�íèêå [10, 11℄ èëè ñæèìàåìîñòüþ ñâåðõòåêó÷åãî ãå�ëèÿ [9℄. Ïîýòîìó äàëåå â ðàáîòå ìû áóäåì èñõîäèòüèç ïðîñòåéøåãî ãèðîñêîïè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (8).Èíòåðåñíûå ñòàòè÷åñêèå è îñîáåííî äèíàìè÷åñ-êèå ý��åêòû âîçíèêàþò ïðè íàëè÷èè âíåøíåãîìàãíèòíîãî ïîëÿ H, ÷òî îòâå÷àåò äîáàâëåíèþê ãàìèëüòîíèàíó (1) çååìàíîâñêîãî ñëàãàåìîãî�g�BHPl Sl. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âèõðåâûõ ðåøå�íèé íóæíî, ÷òîáû ïîëå íå íàðóøàëî áåñêîíå÷íîãîâûðîæäåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìàãíåòèêà. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ïîëå H äîëæíî áûòü íàïðàâëåíîïàðàëëåëüíî èçáðàííîé îñè ñèñòåìû, à âåëè÷èíàïîëÿ äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî ìàëà, H < Ha, ãäåHa = 2KeS=g�B � ïîëå àíèçîòðîïèè. Ïðè íàëè�÷èè ïîëÿ H < Ha îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ ñèñòåìûîòâå÷àåò os � = os �0 = H=Ha, è ñóùåñòâóþò äâàòèïà âèõðåé: áîëåå âûãîäíûå (¾ëåãêèå âèõðè¿) ños �(0) = +1 è ìåíåå âûãîäíûå (¾òÿæåëûå âèõðè¿),â êîòîðûõ ïðè r = 0 âåëè÷èíà os � = �1 [23,30℄. Â ìàêðîñêîïè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè òÿæåëûåâèõðè óñòîé÷èâû (ìåòàñòàáèëüíû) ïðè ëþáûõäîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïîëÿ H , 0 < H < Ha [30℄.Ýòîò âûâîä äîëæåí ñîõðàíÿòüñÿ è äëÿ ðåøåòî÷íûõìîäåëåé â ïðåäåëå Ke=J ! 0. Îäíàêî óæå ïðè ïðèäîñòàòî÷íî ìàëûõ, íî êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõ àíèçî�òðîïèè Ke � (0:1�0:01)J â ðåøåòî÷íûõ ìîäåëÿõ

ñòàáèëüíîñòü òÿæåëûõ âèõðåé ìîæåò íàðóøàòüñÿ âìàëûõ ïîëÿõ H < H � Ha [23℄. Ïîýòîìó äàëåå ìûîãðàíè÷èìñÿ îáñóæäåíèåì áîëåå âûãîäíûõ âèõðåé,íå óïîìèíàÿ òåðìèíà ¾ëåãêèé âèõðü¿.Ïðè óâåëè÷åíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ ðàçìåð êîðàâèõðÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, à ýíåðãèÿ âèõðÿ, â ÷àñòíîñòè,õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà ïèííèíãà, óìåíü�øàåòñÿ. Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî â ïðèñóòñòâèè óæå äî�ñòàòî÷íî ñëàáîãî âíåøíåãî ïîëÿ ðåøåíèå òèïà ïëà�íàðíîãî âèõðÿ íåâîçìîæíî äàæå â ïðåäåëüíî àíèçî�òðîïíîì ìàãíåòèêå, îïèñûâàåìîìXY -ìîäåëüþ, äëÿêîòîðîé J 0 = 0 è �îðìàëüíî Ke = zJ=2 > J [23℄. Ïî�ýòîìó âèõðè â ìàãíèòíîì ïîëå íåïðåìåííî îáëàäàþòãèðîñêîïè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ íàøåãî àíàëèçàïðèíöèïèàëüíî âàæåí òîò �àêò, ÷òî êîíñòàíòà ãèðî�ñèëû G = G(H) íåïðåðûâíî çàâèñèò îò ìàãíèòíîãîïîëÿ [30℄: G(H) = G(1�H=Ha): (9)Ïðîèñõîæäåíèå ýòîé çàâèñèìîñòè ïîíÿòíî; îíàíåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç îáùåãî âûðàæåíèÿ (7) ñó÷åòîì òîãî �àêòà, ÷òî â êîíóñíîì âèõðå íàìàãíè�÷åííîñòü ïîêðûâàåò ëèøü ÷àñòü ïîëóñ�åðûm2 = 1,(m � H) > 0. Äëÿ êëàññè÷åñêîé äèíàìèêè âèõðåéïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè H=Ha çàâèñèìîñòüG(H) íå ïðèíöèïèàëüíà, îäíàêî, êàê ìû ïîêàæåìíèæå, îíà ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííîìó èçìåíåíèþ õà�ðàêòåðà ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé çàäà�÷è.3. ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÈÅ ÄÂÈÆÅÍÈß ÂÈÕ�ÅÉ ÂÏ�ÎÑÒÅÉØÅÉ ÌÎÄÅËÈÔÅ��ÎÌÀ�ÍÅÒÈÊÀÂ ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì ãèðîñêîïè÷åñêî�ãî ïðèáëèæåíèÿ (8), äèíàìèêà âèõðÿ ïðè íàëè÷èèâíåøíåãî ïîòåíöèàëà U(X;Y ) îïèñûâàåòñÿ óðàâíå�íèÿìèGdXdt = ��U(X;Y )�Y ; GdYdt = �U(X;Y )�Y ; (10)ãäå X , Y � êîîðäèíàòû öåíòðà âèõðÿ. Êñòàòè, èçýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè U(X;Y ) = 0 íåïîñðåäñòâåííîñëåäóåò ¾âìîðîæåííîñòü¿ âèõðÿ â êîíäåíñàò, ò. å. îò�ñóòñòâèå ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ âèõðÿ [16℄. Îáùèìñâîéñòâîì âèõðåé â ðàçëè÷íûõ ìîäåëÿõ óïîðÿäî÷åí�íûõ ñðåä ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî äâèæåíèå âèõðÿ âîçíèêà�åò òîëüêî èç-çà íàëè÷èÿ âíåøíåé ñèëû.Äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêîãî àíàëèçà ýòîé äèíà-ìè÷åñêîé çàäà÷è ïîëåçíî ïåðåéòè ê ãàìèëüòî�íîâó �îðìàëèçìó. Óðàâíåíèÿ (10) ìîãóò áûòüïðåäñòàâëåíû êàê óðàâíåíèÿ Ýéëåðà �Ëàãðàíæà892



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà âèõðåé : : :ñ �óíêöèåé Ëàãðàíæà L = Ĝ � U , ãäå Ĝ == (G=2)[(dX=dt)Y � (dY=dt)X ℄. �èðîñêîïè÷åñêîåñëàãàåìîå Ĝ �îðìàëüíî ñîâïàäàåò ñ òåì, ÷òî èìååòìåñòî äëÿ ÷àñòèöû ñ çàðÿäîì e, íàõîäÿùåéñÿ ïîäâëèÿíèåì ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ B = Bez,eB = G â ñòàíäàðòíîé êàëèáðîâêå äëÿ âåêòîð-ïî-òåíöèàëà ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Äëÿ íàøèõ öåëåéóäîáíåå, îäíàêî, èñõîäèòü èç êàëèáðîâêè Ëàíäàó,èñïîëüçîâàííîé âïåðâûå äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿýëåêòðîíà â ìàãíèòíîì ïîëå (ñì. [31℄), è çàïèñàòüëàãðàíæèàí â âèäåL = GY dXdt � U(X;Y ): (11)Äëÿ òàêîãî ëàãðàíæèàíà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî êàíî�íè÷åñêèé èìïóëüñ P , ñîïðÿæåííûé êîîðäèíàòå X ,åñòü P = GY . Ñîîòâåòñòâåííî, �óíêöèÿ �àìèëüòî�íà ñèñòåìû H = H(P;X) ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöèàëîìU(X;Y ), â êîòîðîì ñäåëàíà çàìåíà Y ! P=G. Ñîîò�âåòñòâóþùåå óðàâíåíèå �àìèëüòîíàdPdt = ��H�X ; dXdt = �H�P (12)èìååò î÷åâèäíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿH(P;X) = U �X; PG� = onst: (13)Óðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà (12) îòâå÷àþò äèíàìè÷å�ñêîé ñèñòåìå ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû, è äëÿ ëþáî�ãî ïîòåíöèàëà U(X;Y ) èõ ðåøåíèå ìîæåò áûòü çàïè�ñàíî â êâàäðàòóðàõ. Äëÿ íàñ âàæíåå, ÷òî äîñòàòî÷�íî ïîëíîå ïîíèìàíèå äèíàìèêè âèõðÿ äëÿ ëþáîãîïîòåíöèàëà ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïðè èñïîëüçîâà�íèè ìåòîäà �àçîâîé ïëîñêîñòè [32℄. Íå êîíêðåòèçè�ðóÿ âèä ïîòåíöèàëà, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ðàç�ëè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ U(X;Y ) äèíàìèêà ýòîé ñèñòå�ìû äåìîíñòðèðóåò îñîáåííîñòè, êîòîðûå íå ïðîÿâëÿ�þòñÿ â ñòàíäàðòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ ìåõàíè�êè ñ ïàðàáîëè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ ãàìèëüòîíèàíàîò èìïóëüñà, Hmeh = P 2=2m+ U(X). Ýòî ñâîéñòâîÿðêî âûðàæåíî â ðàññìîòðåííîì íèæå êîíêðåòíîìïðèìåðå âèõðÿ â ïîòåíöèàëå ðåøåòî÷íîãî ïèííèíãàU(X;Y ). Åãî ïðîùå âñåãî îïèñàòü äëÿ �åððîìàãíå�òèêà ñ êâàäðàòíîé ðåøåòêîé, ïîýòîìó â äàííîì ðàç�äåëå ìû îãðàíè÷èìñÿ ýòèì ñëó÷àåì. Áóäåì òàêæåñ÷èòàòü, ÷òî âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå îòñóòñòâóåò,îñòàâèâ ðàññìîòðåíèå áîëåå ñëîæíûõ ïðèìåðîâ äîñëåäóþùåãî ðàçäåëà.Äëÿ îïèñàíèÿ âèõðÿ â ðåøåòî÷íîé ìîäåëè �åððî�ìàãíåòèêà �óíêöèÿ U(X;Y ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïî�òåíöèàë ïèííèíãà è ìîæåò áûòü âûáðàíà â âèäå (4).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè âèõðÿ â ïî�òåíöèàëå ïèííèíãà ñ ó÷åòîì ïîäñòàíîâêè Y ! P=Gïîëó÷èì êëàññè÷åñêóþ äèíàìè÷åñêóþ ãàìèëüòîíîâóñèñòåìó ñ �óíêöèåé �àìèëüòîíà âèäàH = U0�sin2 �PP0 + sin2 �Xa � ; (14)ãäå ïåðèîäè÷íîñòü ïîòåíöèàëà ïèííèíãà ïî äâóìêîîðäèíàòàì òðàíñ�îðìèðîâàëàñü â ïåðèîäè÷åñêóþçàâèñèìîñòü �óíêöèè �àìèëüòîíà îò êîîðäèíàòû èèìïóëüñà. Ïåðèîä â çàâèñèìîñòèH îò P îïðåäåëÿåò�ñÿ âåëè÷èíîé P0, çíà÷åíèå êîòîðîé ïðèíöèïèàëüíîâàæíî äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà. Ñ ó÷åòîì îáùåãîâûðàæåíèÿ (7) ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåò�êè G = 2�~S=a2. Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà P0 äëÿêâàäðàòíîé ðåøåòêè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïîñòîÿí�íîé ðåøåòêè è âåëè÷èíîé àòîìíîãî ñïèíà,P0 = 2�~Sa : (15)Òàêèì îáðàçîì, ìû åñòåñòâåííûì ïóòåì ïðèõî�äèì ê äèíàìè÷åñêîé çàäà÷å ñ ãàìèëüòîíèàíîì (ïîñóùåñòâó, êëàññè÷åñêîé ýíåðãèåé), êîòîðûé ÿâëÿåò�ñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé ïåðåìåííûõ X è P , èêîòîðàÿ, åñòåñòâåííî, èìååò âåðõíþþ è íèæíþþ ãðà�íèöû. Ïåðèîäè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè îò èì�ïóëüñà îáû÷íî àññîöèèðóåòñÿ ñ äèíàìèêîé êâàíòî�âîé ÷àñòèöû â ïåðèîäè÷åñêîì ïîòåíöèàëå, â ýòîìñëó÷àå îíà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì êâàíòîâîé òåîðåìûÁëîõà. Çäåñü âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî â íàøåì ñëó�÷àå ýòè ñâîéñòâà (ïåðèîäè÷íîñòü ïî èìïóëüñó è îãðà�íè÷åííîñòü ñâåðõó) ïðèñóòñòâóþò óæå â êëàññè÷å�ñêîé òåîðèè äâèæåíèÿ è íå èìåþò íè÷åãî îáùåãî ñêàêèìè-ëèáî êâàíòîâûìè ý��åêòàìè. Çàìåòèì, ÷òîòàêàÿ æå çàäà÷à, íî ñ á�îëüøèì â äâà ðàçà çíà÷åíèåìP0, âîçíèêàåò ïðè êâàçèêëàññè÷åñêîì îïèñàíèè äè�íàìèêè äîìåííîé ñòåíêè â îäíîìåðíîé ìîäåëè Èçèí�ãà â ïðèñóòñòâèè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïåðïåí�äèêóëÿðíîãî ëåãêîé îñè [33℄.Óêàçàííûå âûøå ñâîéñòâà ãàìèëüòîíèàíà âèõðÿ(íàëè÷èå âåðõíåãî ïðåäåëà, ïåðèîäè÷íîñòü ïî îáå�èì ïåðåìåííûì) ïðèâîäÿò ê ðåçóëüòàòàì, êîòîðûåêà÷åñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò òåõ, ÷òî ïîëó÷àþòñÿ âñòàíäàðòíîì êâàäðàòè÷íîì ïðèáëèæåíèè êàê äëÿ÷èñòîãî êëàññè÷åñêîãî äâèæåíèÿ âèõðåé, òàê è äëÿêâàíòîâàíèÿ ýòîãî äâèæåíèÿ. Íà÷íåì ñ ÷èñòî êëàñ�ñè÷åñêîãî àíàëèçà äâèæåíèÿ âèõðÿ. �àññìîòðèì �à�çîâûé ïîðòðåò äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (14). Ëåãêîâèäåòü, ÷òî íà �àçîâîé ïëîñêîñòè åñòü äâå ñèñòåìûîñîáûõ òî÷åê òèïà ¾öåíòð¿, ñì. ðèñ. 1. Îäíîé èç íèõ(öåíòðû òèïà C1) ñîîòâåòñòâóåò ìèíèìóìû ãàìèëü�893
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X/a�èñ. 1. Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïåðå-ìåííûõ âèõðÿ P , X. Ñåïàðàòðèñíûå òðàåêòîðèè ïî-êàçàíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè; òðàåêòîðèè, îòâå÷àþ-ùèå �èíèòíîìó äâèæåíèþ îáîèõ òèïîâ, � øòðèõî-âûìè ëèíèÿìè; òåìíûå è ñâåòëûå êðóæêè îáîçíà-÷àþò ïîëîæåíèÿ îñîáûõ òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî òèïàöåíòð C1 è C2, ïåðåêðåùèâàþùèåñÿ ëèíèè ñîîòâåò-ñòâóþò ñåäëîâûì òî÷êàìòîíèàíà (14) ïî îòíîøåíèþ ê îáåèì ïåðåìåííûì Xè P , C1 : X = an; P = P0m; HC1 = 0:Çäåñü è íèæå n, m � öåëûå ÷èñëà. Ýòè îñîáûå òî÷�êè èìåþò òàêèå æå ñâîéñòâà, êàê îñîáûå òî÷êè òè�ïà ¾öåíòð¿ äëÿ ñòàíäàðòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìñ ïàðàáîëè÷åñêîé çàâèñèìîñòüþ îò èìïóëüñà. Öåí�òðû äðóãîãî âèäà (öåíòðû òèïà C2) ðàñïîëîæåíû âìàêñèìóìàõ ãàìèëüòîíèàíà ïî îòíîøåíèþ ê îáåèìïåðåìåííûì X è P ,C2 : X = a2(2n+1); P = P02 (2m+1); HC2 = 2U0:Öåíòðû òèïà C2 îòëè÷àþòñÿ îò ñòàíäàðòíûõ íà�ïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè íà �à�çîâîé ïëîñêîñòè, ñì. ðèñ. 1. Ñóùåñòâîâàíèå ýòèõ öåí�òðîâ, îïèñûâàþùèõ óñòîé÷èâûå ìàëûå îñöèëëÿöèèâèõðÿ âáëèçè ìàêñèìóìà ïîòåíöèàëà, ÿâëÿåòñÿ óíè�êàëüíûì ñâîéñòâîì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ îãðàíè�÷åííîé ñâåðõó �óíêöèåé �àìèëüòîíà H(P;X).Íà �àçîâîé ïëîñêîñòè ñóùåñòâóþò òàêæå äâà òè�ïà ñåäëîâûõ òî÷åê, S1 è S2, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò

ìàêñèìóìó ãàìèëüòîíèàíà ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõX èëè P è ìèíèìóìó ïî äðóãîé,S1 : X = a2(2n+ 1); P = P0mè S2 : X = an; P = P02 (2m+ 1):Ñåäëîâûå òî÷êè ðàçëè÷íûõ òèïîâ îòëè÷àþòñÿäðóã îò äðóãà íàïðàâëåíèåì äâèæåíèÿ èçîáðàæà�þùåé òî÷êè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì äëÿòî÷êè òèïà S1, à äëÿ òî÷êè òèïà S2 ïîëîæåíèåâõîäÿùèõ è âûõîäÿùèõ òðàåêòîðèé èçìåíÿåòñÿ íàïðîòèâîïîëîæíîå. Äëÿ ñåäëîâûõ òî÷åê îáîèõ òè�ïîâ çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà ñîâïàäàþò è ðàâíû U0.Ïðè ðàçðåøåííûõ çíà÷åíèÿõ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ,0 � H � 2U0, �àçîâàÿ ïëîñêîñòü (X;P ) ðàçäåëÿ�åòñÿ íà îáëàñòè ñ ðàçëè÷íûìè òèïàìè �èíèòíîãîäâèæåíèÿ. Ýòè îáà òèïà �èíèòíîãî äâèæåíèÿ ïðè�ñóòñòâóþò âíóòðè îäíîé ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè êðè�ñòàëëà. Îäèí òèï �èíèòíîãî äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâó�åò êîëåáàíèÿì âèõðÿ âáëèçè ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà,÷òî ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ñèòóàöèåé â àíàëèòè÷å�ñêîé äèíàìèêå ÷àñòèö. Âòîðîé òèï �èíèòíîãî äâè�æåíèÿ, à èìåííî, îñöèëëÿöèè âèõðÿ âáëèçè âåðõíåãîçíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà, ïðèñóòñòâóåò òîëüêî â ñëó�÷àå, êîãäà ãàìèëüòîíèàí êàê �óíêöèÿ äâóõ ïåðåìåí�íûõ, êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, èìååò âåðõíþþ ãðà�íèöó. Ýòè îáëàñòè �èíèòíîãî äâèæåíèÿ ðàçëè÷íîãîòèïà îòäåëÿþòñÿ îäíà îò äðóãîé ñåïàðàòðèñàìè, êî�òîðûå ÿâëÿþòñÿ îòðåçêàìè ïðÿìîé ëèíèè. Ñåïàðà�òðèñû ñâÿçûâàþò ñåäëîâûå òî÷êè ðàçëè÷íûõ òèïîâè �îðìèðóþò äâóìåðíóþ ñåòü. Â ðåçóëüòàòå èí�è�íèòíîå äâèæåíèå â äàííîé çàäà÷å îòñóòñòâóåò.Ïåðåéäåì ê êâàçèêëàññè÷åñêîìó êâàíòîâàíèþäèíàìèêè âèõðÿ. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïëîùàäü �à�çîâîé ïëîñêîñòè (ìåõàíè÷åñêîå äåéñòâèå), ïðèõî�äÿùàÿñÿ íà îäíó ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó êðèñòàëëàA0 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íà îäèí ýëåìåíò óêà�çàííîé âûøå ñåòè íà �àçîâîé ïëîñêîñòè), ðàâíàA0 = aP0 = 2�~S. Òàêèì îáðàçîì, èç ïðàâèëà êâàí�òîâàíèÿ Áîðà �Çîììåð�åëüäà ñ ó÷åòîì òîãî �àê�òà, ÷òî âèõðü ìîæåò íàõîäèòüñÿ â äâóõ ñîñòîÿíè�ÿõ ñ ïîëÿðèçàöèåé p = �1, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äîëæíîñóùåñòâîâàòü 2(A0=2�~) = 2S êâàíòîâûõ ñîáñòâåí�íûõ ñîñòîÿíèé âèõðÿ, ñâÿçàííûõ ñ åãî êîëåáàíèÿ�ìè â ïðåäåëàõ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêè. Ýòî çíà÷åíèåâåëèêî, ò. å. äèíàìèêà ìîæåò áûòü êâàçèêëàññè÷å�ñêîé òîëüêî äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ñïèíà S � 1.Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê ïåðâîìó íåòðèâèàëü�íîìó çàêëþ÷åíèþ î êâàíòîâîé äèíàìèêå ìàãíèòíî�ãî âèõðÿ â ðåøåòêå: ìåðà ¾êâàíòîâîñòè¿ ýòîãî äâè�æåíèÿ íå çàâèñèò íè îò âåëè÷èíû ïîòåíöèàëà ïèí�894



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà âèõðåé : : :íèíãà U0, íè îò ÷èñëà ñïèíîâûõ îòêëîíåíèé â êî�ðå âèõðÿ �S � S(r0=a)2, êîòîðîå ìîæåò áûòü âå�ëèêî ïðè r0 � a, ò. å. Ke � J . Äâèæåíèå ìîæ�íî òðàêòîâàòü êàê ¾óëüòðàêâàíòîâîå¿, òîëüêî ñ îä�íèì óðîâíåì â ÿìå äëÿ ñïèíîâ S = 1=2 è S = 1.Êâàíòîâûå ý��åêòû íå ìàëû äëÿ óìåðåííûõ çíà÷å�íèé ñïèíà òèïà S � 5=2. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ äðóãî�ãî êâàíòîâîãî ý��åêòà, èçâåñòíîãî äëÿ ìàãíèòíûõâèõðåé, à èìåííî, òóííåëüíîãî èçìåíåíèÿ çíàêà ïî�ëÿðèçàöèè âèõðÿ, ñèòóàöèÿ èíàÿ: âåðîÿòíîñòü òóí�íåëèðîâàíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëà ïî ïàðàìåòðó�S � S(r0=a)2 � 1 [34℄.�àìèëüòîíèàí (14) íå ñîäåðæèò ìàëûõ ïàðà�ìåòðîâ (êðîìå ïàðàìåòðà êâàçèêëàññè÷íîñòè 1=S,ðîëü êîòîðîãî ìû îáñóäèì íèæå), íî äëÿ êà÷å�ñòâåííîãî îïèñàíèÿ åãî ñïåêòðà ïîëåçíî ïðèìåíèòüïðèáëèæåíèå ñëàáîé ñâÿçè, ÷àñòî èñïîëüçóåìîåâ òåîðèè ýëåêòðîííûõ ñîñòîÿíèé â êðèñòàëëàõ.Çàìåíèì â ãàìèëüòîíèàíå (14) êîý��èöèåíò U0ïåðåä ¾ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé¿ sin2(�X=a) íà�U0 è áóäåì �îðìàëüíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷è�íà � ìàëà. Òîãäà â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïî� èìïóëüñ P ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ èñïåêòð çàäà÷è ïîâòîðÿåò çàâèñèìîñòü ãàìèëüòîíè�àíà (14) îò P , E(0)(P ) = U0 sin2(�P=P0). Äàëåå,ðàññìîòðèì ñëàãàåìîå ~U(X) = �U0 sin2(�X=a)êàê âîçìóùåíèå. Ïîíÿòíî, ÷òî åãî ðîëü áóäåòâ îñíîâíîì òàêîé æå, êàê è îáû÷íîãî ðåøåòî÷�íîãî ïîòåíöèàëà â ñòàíäàðòíîì ïðèáëèæåíèèñëàáîé ñâÿçè, êîãäà íåâîçìóùåííûé ñïåêòð ÿâëÿ�åòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì, E(0)(P ) = P 2=2m�, m� �ý��åêòèâíàÿ ìàññà. Â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ñîá�ñòâåííûå �óíêöèè èìåþò âèä  (0) = exp(iPX) ñýíåðãèåé E(0)(P ) = U0 sin2(�P=P0), èìïóëüñ P �èíòåãðàë äâèæåíèÿ. Âëèÿíèå ïîòåíöèàëà ~U(X)ñ ïåðèîäîì a ïðèâîäèò ê �îðìèðîâàíèþ áëî�õîâñêèõ ñîñòîÿíèé, ÿâëÿþùèõñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè (n) = exp(iPX + inPB), èìïóëüñ ïðåâðàùàåòñÿâ êâàçèèìïóëüñ, à çàêîí äèñïåðñèè ñòàíîâèòñÿïåðèîäè÷åñêèì ñ ïåðèîäîì, ðàâíûì ðàçìåðó ñîîò�âåòñòâóþùåé ïåðâîé çîíû Áðèëëþýíà, PB = 2�~=a.Ñïåêòð â ïðèáëèæåíèè ñëàáîé ñâÿçè ïîëó÷àåòñÿïóòåì íàëîæåíèÿ �óíêöèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç íåâîç�ìóùåííîãî çàêîíà äèñïåðñèè E(0)(P ) ñî ñäâèæêîéàðãóìåíòà íà âåëè÷èíû nPB , n � öåëûå ÷èñëà.Â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ �óíêöèé E(0)(P + nPB) ñðàçëè÷íûìè n âëèÿíèå âîçìóùåíèÿ ìàêñèìàëüíî,è �îðìèðóþòñÿ çàïðåùåííûå çîíû ýíåðãèè.Êàê õîðîøî èçâåñòíî, â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿýòîé ïðîöåäóðû äëÿ ñòàíäàðòíîé îäíîìåðíîé çàäà�÷è ñ ïàðàáîëè÷åñêîé �óíêöèåé E(0)(P ) = P 2=2m�âîçíèêàåò áëîõîâñêèé çàêîí äèñïåðñèè ñ �óíêöè�

åé E(P ), ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì PB , ñ íå ïåðå�êðûâàþùèìèñÿ ðàçðåøåííûìè çîíàìè ýíåðãèè, ðàç�äåëåííûìè çàïðåùåííûìè çîíàìè øèðèíîé ïîðÿä�êà ~U . Â ïðèíöèïå, ýòà êàðòèíà íå ñâÿçàíà ñ ìàëî�ñòüþ ~U(X), ñ ðîñòîì maxf ~U(X)g øèðèíà çàïðåùåí�íûõ çîí óâåëè÷èâàåòñÿ, à øèðèíà ðàçðåøåííûõ çîíóáûâàåò. Â íàøåì ñëó÷àå óæå íåâîçìóùåííûé çà�êîí äèñïåðñèè îïèñûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöè�åé E(0)(P ) = U0 sin2(�P=P0), ïîýòîìó ðåçóëüòàòîììîæåò áûòü ïîÿâëåíèå äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ïåðèî�äè÷åñêîé çàâèñèìîñòè, ïîëíûé ïåðèîä êîòîðîé äîë�æåí áûòü ñîãëàñîâàí ñ âåëè÷èíàìè P0 = 2�S~=a èPB = 2�~=a. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðèáëèæåíèå ñëàáîéñâÿçè ïðèìåíèìî ëèøü êà÷åñòâåííî, ïîëåçíî îáñó�äèòü ýòó ñèòóàöèþ, îñîáåííî âîïðîñ î íàëè÷èè èëè÷èñëå ïåðåñå÷åíèé íåâîçìóùåííîãî ñïåêòðà, è ñâÿ�çàííûé ñ ýòèì âîïðîñ î ÷èñëå çîí.Ñèòóàöèÿ íàèáîëåå ïðîñòà äëÿ ìàëûõ ñïèíîâ,ïðè S = 1 ïåðèîäû P0 è PB ïðîñòî ñîâïàäàþò, àïðè S = 1=2 çíà÷åíèå PB = 2P0; â îáîèõ ñëó÷à�ÿõ ïåðåñå÷åíèé íåò, è ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñïåêòðñîñòîèò èç îäíîé ðàçðåøåííîé çîíû. Äëÿ öåëûõ Sâîïðîñ òîæå ÿñåí; âåëè÷èíà P0 = SPB ÿâëÿåòñÿ îá�ùèì ïåðèîäîì, â ïðåäåëàõ ¾ìàãíèòíîé¿ çîíû Áðèë�ëþýíà �P0=2 < P < P0=2 íàõîäèòñÿ S îáû÷íûõçîí ñ ðàçìåðîì PB . Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäåëàõ ¾ìàã�íèòíîé¿ çîíû åñòü S ïåðåñå÷åíèé è ñïåêòð ñîñòîèòèç S ýíåðãåòè÷åñêèõ çîí, ñì. ðèñ. 2à. Äëÿ ïîëóöå�ëûõ ñïèíîâ S > 1=2 ñèòóàöèÿ áîëåå ñëîæíàÿ. Ëåãêîâèäåòü, ÷òî ñäâèã ñïåêòðà âïðàâî íà âåëè÷èíó PBýêâèâàëåíòåí ñäâèãó âëåâî íà âåëè÷èíó PB=2, ñì.ðèñ. 2á. Â ðåçóëüòàòå îáùàÿ âåëè÷èíà ïåðèîäà, óäî�âëåòâîðÿþùàÿ îáîèì óñëîâèÿì, äîëæíà áûòü ðàâíàPB=2 = P0=2S, â ñèëó ýòîãî ÷èñëî çîí òàêæå âîç�ðàñòàåò è ðàâíî 2S, ñì. ðèñ. 2â. Èòàê, â ðàìêàõ òå�îðèè âîçìóùåíèé îáùèé ïåðèîä â E(P ) äëÿ ñïèíàS � 1 ðàâåí PB äëÿ öåëîãî ñïèíà è PB=2 � äëÿïîëóöåëîãî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì âåëè÷èíà ñïè�íà îïðåäåëÿåò ÷èñëî ðàçðåøåííûõ ýíåðãåòè÷åñêèõçîí N â ñïåêòðå çàäà÷è E(P ); äëÿ öåëûõ ñïèíîâN = S, à äëÿ ïîëóöåëûõ ñïèíîâ N = 2S. Åñòå�ñòâåííî, òåîðåìà Áëîõà, êîòîðàÿ ëèøü ãëàñèò, ÷òîýíåðãèÿ E(P ) íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ñäâèãå èìïóëüñàíà âåëè÷èíó PB = 2�~=a, ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãîçíà÷åíèÿ ñïèíà. Ïîäòâåðæäåíèå ýòîé çàêîíîìåðíî�ñòè áóäåò äàíî íèæå íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëü�òàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðàìêàõ óæå óïîìèíàâøåéñÿìîäåëè Õàðïåðà, ñì. [20, 21℄, äëÿ êîòîðîé èçâåñòåíòî÷íûé êâàíòîâûé ñïåêòð.Âåðíåìñÿ ê êâàçèêëàññè÷åñêîìó àíàëèçó çàäà�÷è, êîòîðûé áîëåå àäåêâàòåí ïðîáëåìå ïðè áîëü�øèõ ñïèíàõ è �îðìàëüíî ïðèìåíèì ïðè áîëüøèõ895
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P=P0 P=P0 P=P0�èñ. 2. Çàêîí äèñïåðñèè âèõðåé äëÿ ñïèíà S = 2 (à) è S = 3=2 (â) è ñõåìà �îðìèðîâàíèÿ ñïåêòðà äëÿ ïîëóöåëîãîñïèíà (á )ñïèíàõ S � 1. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, êâàíòîâàíèåÁîðà �Çîììåð�åëüäà óêàçûâàåò íà ñóùåñòâîâàíèå2S (ñ ó÷åòîì âîçìîæíîñòè äâóõ çíà÷åíèé ïîëÿðè�çàöèé âèõðÿ p = �1) ëîêàëèçîâàííûõ ýíåðãåòè÷å�ñêèõ óðîâíåé â ïðåäåëàõ îäíîé ÿ÷åéêè êðèñòàëëà.Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè ó÷èòûâàþòñÿ òóííåëüíûå ïåðåõî�äû ìåæäó òàêèìè ñîñòîÿíèÿìè, îòâå÷àþùèìè ðàç�ëè÷íûì ÿ÷åéêàì ðåøåòêè, òî ýòè ëîêàëèçîâàííûåñîñòîÿíèÿ áóäóò ïðåâðàùàòüñÿ â ýíåðãåòè÷åñêèå çî�íû. Ñòàíäàðòíîé ñèòóàöèåé äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõñèñòåì (òàêèõ, êàê âèõðü â �åððîìàãíåòèêå ñ áîëü�øèì ñïèíîì) ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü âåðîÿòíîñòè òóííå�ëèðîâàíèÿ, ÷òî �îðìàëüíî îïèñûâàåòñÿ ïðèáëèæå�íèåì ñèëüíîé ñâÿçè, èçâåñòíûì â òåîðèè ýëåêòðîí�íûõ ñîñòîÿíèé.Äëÿ áîëåå àêêóðàòíîé îöåíêè ÷èñëà ñîñòîÿíèéðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ ýíåðãèè óðîâíåé En â îáëàñòèìàëûõ ýíåðãèé, En � U0. Â ýòîé îáëàñòè ìîæíî èñ�ïîëüçîâàòü ïàðàáîëè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ çàâè�ñèìîñòè H(X;P ) ïî îáåèì ïåðåìåííûì P è X , ÷òîïðèâîäèò âûðàæåíèå (14) ê ãàìèëüòîíèàíó ãàðìîíè�÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà è äàåò En = ~!0(n+1=2). Çäåñüçíà÷åíèå ÷àñòîòû !0 = �U0=~S, ò. å. !0 = ��JS=~,ñì. âûøå �îðìóëó (6). Â ñèëó ñèììåòðèè ãàìèëü�òîíèàíà èñõîäíîé çàäà÷è (14) îòíîñèòåëüíî çàìåíûX ! X + a=2, P ! P + P0=2, H ! �H + 2U0, äëÿñîñòîÿíèé, áëèçêèõ ê ìàêñèìóìó ãàìèëüòîíèàíà, ïî�ëó÷àåòñÿ ðåçóëüòàò Em = 2U0�~!0(m+1=2), ãäåm�öåëîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêèõñïèíîâ S � 1 çíà÷åíèå En äëÿ n � S ìîæåò áûòüìåíüøå, ÷åì U0.Øèðèíà n-é ýíåðãåòè÷åñêîé çîíû �En ìîæåòáûòü íàéäåíà èç àíàëèçà òóííåëèðîâàíèÿ ìåæäó

êâàíòîâàííûìè ýíåðãåòè÷åñêèìè óðîâíÿìè En. Äëÿêâàçèêëàññè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ äîñòàòî÷íî ðàñ�ñìîòðåòü òîëüêî òóííåëèðîâàíèå ìåæäó ñîñåäíèìèñîñòîÿíèÿìè è åãî âåðîÿòíîñòü îáû÷íî ýêñïîíåíöè�àëüíî ìàëà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó êâàçèêëàññè÷íî�ñòè 1=S. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðèS � 1 øèðèíà çîíû �En ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åìçíà÷åíèå U0 è äàæå En.Ëó÷øèé ïóòü èññëåäîâàíèÿ òóííåëüíîãî ðàñùåï�ëåíèÿ óðîâíåé ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè èíñòàíòîí�íîãî ïîäõîäà, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ê ïðî�èçâîëüíîé òåîðèè ïîëÿ, ñì. [25, 35, 36℄. Â ýòîì ïîäõî�äå àìïëèòóäà âåðîÿòíîñòè P12 êâàíòîâîãî ïåðåõîäàîò îäíîãî çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ ê äðóãîìó îïðåäåëÿ�åòñÿ èíòåãðàëîì ïî òðàåêòîðèÿìZ DX exp iA[X ℄~ ;ãäå A[X ℄ = Z dtL[X(t)℄� �óíêöèîíàë ìåõàíè÷åñêîãî äåéñòâèÿ,L(X; dX=dt) � ëàãðàíæèàí, îïèñûâàþùèé äè�íàìèêó êîîðäèíàòû X , è DX åñòü èíòåãðèðîâàíèåïî âñåì âîçìîæíûì ïóòÿì, óäîâëåòâîðÿþùèìçàäàííûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Äëÿ êîíêðåòíûõâû÷èñëåíèé óäîáíî ïåðåéòè ê ìíèìîìó âðåìåíèt ! i� (ñäåëàòü âèêîâñêèé ïîâîðîò), ïðè ýòîìâîçíèêàåò åâêëèäîâ ïðîïàãàòîðZ DX exp��AE~ � ;ãäå åâêëèäîâî äåéñòâèå çàïèñûâàåòñÿ â âèäåAE = Z LE(X;P ) d�:896



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà âèõðåé : : :Èíñòàíòîííîå ðåøåíèå îïðåäåëÿåò òàêóþ òðàåêòî�ðèþ, äëÿ êîòîðîé âåðîÿòíîñòü òóííåëèðîâàíèÿ ìàê�ñèìàëüíà, è åãî ïîñòðîåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàêìèíèìèçàöèþ AE ïî X(�) è P (�). Ìèíèìóì åâêëè�äîâà äåéñòâèÿ ðåàëèçóåòñÿ íà ðåøåíèè ñîîòâåòñòâó�þùåãî óðàâíåíèÿ Ýéëåðà �Ëàãðàíæà äëÿ �óíêöèî�íàëà äåéñòâèÿ èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, íà ðåøåíèèóðàâíåíèÿ �àìèëüòîíà (12) ñ çàìåíîé t! i� . Ëåãêîâèäåòü, ÷òî ïðîñòàÿ çàìåíà P ! i� îäíîâðåìåííîñ âèêîâñêèì ïîâîðîòîì äåëàåò çàäà÷ó î ïîèñêå èí�ñòàíòîííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) ñíîâà ãàìèëü�òîíîâîé ñ âåùåñòâåííûìè êàíîíè÷åñêè ñîïðÿæåííû�ìè ïåðåìåííûìè X è �, äèíàìèêà êîòîðûõ îïèñû�âàåòñÿ âåùåñòâåííûì ãàìèëüòîíèàíîì HE :HE = U0�sin2 �Xa � sh2 ��P0 � : (16)Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé çàäà÷å âîçìîæíû òàêæåè áîëåå îáùèå êîìïëåêñíûå ðåøåíèÿ âèäà X = X 0++ iX 00, P = P 0 + iP 00 ñ åäèíñòâåííûì òðåáîâàíèåì,÷òî ïðè � ! �1 ðåøåíèå äîñòèãàåò âåùåñòâåííî�ãî çíà÷åíèÿ X = an, P = P0m, n, m � öåëûå ÷èñ�ëà. Àíàëèç ñèñòåìû äëÿ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõX 0; X 00; P 0; P 00 ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðóåìîé ãàìèëüòî�íîâîé ñèñòåìå ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è èìå�åò íåïðåðûâíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþ�ùèõ íóæíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Îäíàêî ýòî ñå�ìåéñòâî ïîëó÷àåòñÿ èç âåùåñòâåííîãî ðåøåíèÿ ïðî�ñòûì ïðåîáðàçîâàíèåì àðãóìåíòà � ! ~� = � + i ,ñì. äåòàëè â ðàáîòå [37℄. Îòìåòèì, ÷òî â íàøåé çà�äà÷å ïðèñóòñòâóåò ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî çàìåíûX íà Y è Y íà X , êîòîðàÿ òðàíñ�îðìèðóåòñÿ â èí�òåðåñíóþ ñèììåòðèþ èíñòàíòîííûõ ðåøåíèé. ¾Îâå�ùåñòâëåíèå¿ ïåðåìåííûõ äëÿ èíñòàíòîííîé çàäà÷èìîæåò áûòü ïðîâåäåíî è äðóãèì ñïîñîáîì, à èìåííî,çàìåíîé X ! i� ïðè ñîõðàíåíèè èìïóëüñà P âåùå�ñòâåííûì, ÷òî îòâå÷àåò ãàìèëüòîíèàíó ~HE :~HE = U0�sin2 �PP0 � sh2 ��a � : (17)Ñîîòâåòñòâóþùåå èíñòàíòîííîå ðåøåíèå â ðàì�êàõ ãàìèëüòîíîâà �îðìàëèçìà îïèñûâàåò òóííåëè�ðîâàíèå èìïóëüñà, ñì. �àçîâûé ïîðòðåò íà ðèñ. 3á.Ïîíÿòíî, ÷òî âåëè÷èíû åâêëèäîâà äåéñòâèÿ è âå�ðîÿòíîñòè òóííåëèðîâàíèÿ äëÿ îáîèõ ýòèõ ïðî�öåññîâ ñîâïàäàþò. Ó÷åò âñåõ òàêèõ èíñòàíòîíîâ ñ0 �  � 2� ìîæåò áûòü âàæåí äëÿ îïèñàíèÿ òóííå�ëèðîâàíèÿ â ìàëûõ �åððîìàãíèòíûõ ÷àñòèöàõ [37℄,îñîáåííî ý��åêòîâ äåñòðóêòèâíîé èíòåð�åðåíöèè,íî â íàøåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî àíàëèçèðîâàòü ïðî�ñòîå ¾âåùåñòâåííîå¿ ðåøåíèå îäíîé èç óêàçàííûõâûøå çàäà÷, (16) èëè (17).
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�èñ. 3. Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü äëÿ èçìåíåíèÿ âåùå-ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþùèõ òóííåëèðîâà-íèå âèõðÿ, ïðè äâóõ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ ¾îâåùå-ñòâëåíèÿ¿: à) ïåðåìåííûå �, X; á ) ïåðåìåííûå P ,�, ñì. òåêñò. Ñåïàðàòðèñíûå òðàåêòîðèè, îòâå÷àþ-ùèå èíñòàíòîííûì ðåøåíèÿì, ïîêàçàíû ñïëîøíû-ìè ëèíèÿìè, îñòàëüíûå òðàåêòîðèè � øòðèõîâûìèëèíèÿìè. Îñîáûå òî÷êè òèïà ¾öåíòð¿ îáîçíà÷åíûòåìíûìè êðóæêàìè, ïåðåêðåùèâàþùèåñÿ ëèíèè ñî-îòâåòñòâóþò ñåäëîâûì òî÷êàì�àññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè óðàâíåíèÿ äëÿïåðåìåííûõ X è �. Ñîõðàíåíèå ¾åâêëèäîâîé ýíåð�ãèè¿ HE ïîçâîëÿåò íàéòè ÿâíóþ ñâÿçü X è � íà ëþ�áîé òðàåêòîðèè, ò. å. ïîñòðîèòü ¾�àçîâûé ïîðòðåò¿èíñòàíòîííîé çàäà÷è, ñì. ðèñ. 3à. Çäåñü îïÿòü óìåñò�íî îòìåòèòü îòëè÷èå íàøåé ïðîáëåìû îò ñòàíäàðò�íîé ¾íüþòîíîâñêîé¿. Ïðè ïàðàáîëè÷åñêîé çàâèñèìî�9 ÆÝÒÔ, âûï. 5 897



À. Þ. �àëêèí, Á. À. Èâàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007ñòè ýíåðãèè îò èìïóëüñà ÷èñëà îñîáûõ òî÷åê äëÿêëàññè÷åñêîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è è çàäà÷è, ïîëó�÷åííîé âèêîâñêèì ïîâîðîòîì è ¾îâåùåñòâëåíèåì¿ïåðåìåííûõ P ! i�, ñîâïàäàþò. Äëÿ îáåèõ çàäà÷ ïî�ëîæåíèå îñîáûõ òî÷åê íà ïëîñêîñòÿõ (X;P ) è (X;�)îäèíàêîâîå (� = �iP ), è ïåðåõîä îò îäíîé èç çàäà÷ê äðóãîé ïðîâîäèòñÿ ïî ïðîñòîìó ïðàâèëó: îñîáîéòî÷êå òèïà ¾öåíòð¿ (X; P) íà ïëîñêîñòè (X;P ) îò�âå÷àåò ñåäëî ñ X = X, � = P íà ïëîñêîñòè (X;�),à ñåäëó (Xs; Ps) � îñîáàÿ òî÷êà òèïà ¾öåíòð¿ ñ ¾àíî�ìàëüíûì¿ íàïðàâëåíèåì îáõîäà (òàêîãî òèïà, êàêòî÷êè C2 íà ðèñ. 1). Ïðè íåïàðàáîëè÷åñêîé çàâèñè�ìîñòèH îò P òàêîé ïðîñòîé çàêîíîìåðíîñòè óêàçàòüíåëüçÿ. Íàø ñëó÷àé ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé äåìîíñòðàöè�åé ýòîãî �àêòà, äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü ¾�àçîâûå ïîð�òðåòû¿ íà ðèñ. 1 è ðèñ. 3.Ïåðåéäåì ê àíàëèçó èíñòàíòîííûõ ðåøåíèé, îïè�ñûâàþùèõ òóííåëèðîâàíèå. Ìîæíî çàïèñàòü òî÷íîåðåøåíèå äëÿ ýòèõ èíñòàíòîíîâ. Íàïðèìåð, èíñòàí�òîíó â ïåðåìåííûõ P , � îòâå÷àåò ÿâíîå âûðàæåíèåâèäàos � = p2 sh �p2 sh2 � + 1 ; os' = p2 h �p2 sh2 � + 1 ;ãäå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè îáîçíà÷åíî � = �P=P0,' = ��=a, � = !0� , !0 = 2U0�2=aP0, ðåøåíèåâòîðîãî òèïà èìååò ïîëó÷àåòñÿ ïîíÿòíîé çàìåíîé� = �X=a, ' = ��=P0.Ìû îãðàíè÷èìñÿ îïèñàíèåì òóííåëèðîâàíèÿìåæäó íèçøèìè ïî ýíåðãèè ñîñòîÿíèÿìè âèõðÿ, ÷òîíà êëàññè÷åñêîì ÿçûêå îòâå÷àåò ïåðåõîäó, ñêàæåì,èç ñîñòîÿíèÿ X = 0, P = 0 â ñîñòîÿíèå ñ X = a,P = 0. Òàêîé ïåðåõîä îïèñûâàåòñÿ èíñòàíòîííûìðåøåíèåì ñî ñëåäóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè:X = 0, � = 0 ïðè � ! �1 è X = a, � = 0 ïðè� ! +1. Åìó îòâå÷àåò çíà÷åíèå HE = 0 â �îðìóëå(16), ïîýòîìó ëåãêî ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿåâêëèäîâà äåéñòâèÿ êàêAE = 1Z�1 �(X)�dXd� � d� = aZ0 �(X) dX: (18)Ñ ó÷åòîì ÿâíîé çàâèñèìîñòè �(X), ñëåäóþùåéèç �îðìóëû (16) ïðè HE = 0, X=a! ', âûðàæåíèåäëÿ åâêëèäîâà äåéñòâèÿ íà èíñòàíòîííîì ðåøåíèèñâîäèòñÿ ê ïðîñòîìó èíòåãðàëó è ëåãêî âû÷èñëÿåò�ñÿ: AE = 2P0a�2 �=2Z0 Arsh(sin') d' = 4~S� ~G; (19)

ãäå ~G � êîíñòàíòà Êàòàëàíà, ~G � 0:915966. Òà�êèì îáðàçîì, äëÿ ÷èñòî äâóìåðíîé ñèñòåìû âåëè�÷èíà AE=~ ìîæåò áûòü âåëèêà òîëüêî çà ñ÷åò áîëü�øîé âåëè÷èíû ñïèíà S. Øèðèíà ñîîòâåòñòâóþùåéýíåðãåòè÷åñêîé çîíû îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ðàñùåïëå�íèå íèæíåãî óðîâíÿ �0, �E0 = 2�0, ãäå â ñîîòâåò�ñòâèè ñî ñòàíäàðòíûìè ïðàâèëàìè [35℄�0 � ~!0 �AE~ �1=2 exp��AE~ � : (20)Ïîíÿòíî, ÷òî â ñèëó óêàçàííîé âûøå ñèììåòðèèãàìèëüòîíèàíà èñõîäíîé çàäà÷è (14) îòíîñèòåëüíîçàìåíû X ! X+a=2, P ! P +P0=2, H ! �H+2U0òàêîé æå îòâåò áóäåò èìåòü ìåñòî è äëÿ ýíåðãåòè÷å�ñêîé çîíû, îáðàçîâàâøåéñÿ èç ñàìîãî âåðõíåãî óðîâ�íÿ �EN , N � ïîëíîå ÷èñëî çîí. Ýòè äâå çîíû, âåðõ�íÿÿ è íèæíÿÿ, èìåþò ìèíèìàëüíóþ øèðèíó, äëÿçîí ñ ïðîìåæóòî÷íûìè çíà÷åíèÿìè n èëè N � n,1 < n < N=2, ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé óíè�âåðñàëüíîé �îðìóëîé:�En � ~!0 �AE~ �n+1=2 exp��AE~ � ; (21)ãäåAE äàåòñÿ �îðìóëîé (20). Ýòî óðàâíåíèå ïîêàçû�âàåò, ÷òî ýíåðãèÿ ðàñùåïëåíèÿ äëÿ n > 1 ïðîäîëæà�åò áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëîé ïî âåëè÷èíå ñïèíàS � 1, íî ñ á�îëüøèì çíà÷åíèåì ïðåäýêñïîíåíöèàëü�íîãî ìíîæèòåëÿ. Äëÿ öåíòðàëüíûõ æå çîí øèðèíàíå ìàëà, åå ïîðÿäîê âåëè÷èíû åñòü ~!0 [33℄.Äîïîëíèòåëüíûé àðãóìåíò â ïîëüçó ñïðàâåäëèâî�ñòè ïðèâåäåííûõ âûøå óòâåðæäåíèé, à òàêæå óòî÷�íåíèå ÷èñëà ýíåðãåòè÷åñêèõ çîí (îñîáåííî âàæíîåäëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ ïîëóöåëîãî ñïèíà), ìîæåòáûòü ïîëó÷åí èç èçâåñòíîãî òî÷íîãî ðåçóëüòàòà äëÿçàäà÷è Õàðïåðà [20, 21℄, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ïðî�áëåìå êâàíòîâîãî äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ â ïåðèîäè�÷åñêîì ïîòåíöèàëå â ïðèñóòñòâèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ.Çàäà÷à Õàðïåðà åñòü êâàíòîâàÿ îäíî÷àñòè÷íàÿ çà�äà÷à ñ ãàìèëüòîíèàíîìĤH = sin2(p=2) + sin2(��q)(çäåñü ïîëîæåíî ~ = 1), êîòîðûé ñâîäèòñÿ ê âèäó(14) èçìåíåíèåì ïåðåìåííûõ. Âèä ñïåêòðà ãàìèëü�òîíèàíà Õàðïåðà âåñüìà íåòðèâèàëüíî çàâèñèò îòçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà �, à èìåííî, îò òîãî, ÿâëÿåòñÿëè � ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì èëè íåò. Åñëè � = m=n,ò. å. â ñëó÷àå òàê íàçûâàåìîãî ðàöèîíàëüíîãî óðàâ�íåíèÿ Õàðïåðà, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè äëÿãàìèëüòîíèàíà ĤH äåìîíñòðèðóþò n íåïåðåêðûâà�þùèõñÿ çîí. Ïðîñòîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå898



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà âèõðåé : : :p ! �P=P0, q ! XP0=� ïðèâîäèò íàø ãàìèëüòîíè�àí (14) ê ãàìèëüòîíèàíó Õàðïåðà ĤH ñ � = 1=S.Ýòî íåìåäëåííî äàåò âûøåïðèâåäåííûé ðåçóëüòàò,N = S äëÿ öåëîãî S, è N = 2S äëÿ ïîëóöåëîãîS. Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å î êâàíòîâîì äâèæåíèèâèõðÿ â �åððîìàãíåòèêå íàáëþäàåòñÿ ðàçëè÷èå â ïî�âåäåíèè äëÿ öåëûõ è ïîëóöåëûõ çíà÷åíèé àòîìíîãîñïèíà S. �àíåå òàêæå çàêîíîìåðíîñòè îòìå÷àëèñüäëÿ ñïèíîâûõ öåïî÷åê ñ àíòè�åððîìàãíèòíûì âçà�èìîäåéñòâèåì [38℄ è ý��åêòà òóííåëèðîâàíèÿ ïîë�íîãî ñïèíà ìàëûõ ìàãíèòíûõ ÷àñòèö [25, 36℄ à òàê�æå äëÿ ý��åêòîâ òóííåëüíîãî èçìåíåíèÿ òîïîëîãè�÷åñêèõ çàðÿäîâ äîìåííûõ ñòåíîê è äèñêëèíàöèé âàíòè�åððîìàãíåòèêàõ [25℄.�åçþìèðóÿ ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà, îòìåòèì,÷òî ðåçóëüòàò êâàíòîâàíèÿ äâèæåíèÿ âèõðÿ îêàçàë�ñÿ äîñòàòî÷íî íåîæèäàííûì: äèíàìèêà ìàãíèòíîãîâèõðÿ â äâóìåðíîé ìîäåëè �åððîìàãíåòèêà ñ êâà�äðàòíîé ðåøåòêîé ïðè óìåðåííûõ çíà÷åíèÿõ ñïèíàS ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî êâàíòîâîé, ñïåêòð äàííîéçàäà÷è èìååò çîííóþ ñòðóêòóðó è ñîäåðæèò S ðàç�ðåøåííûõ çîí ýíåðãèè äëÿ öåëîãî ñïèíà àòîìà è 2Sçîí äëÿ ïîëóöåëîãî.4. ÂÎÇÌÎÆÍÛÅ ÎÁÎÁÙÅÍÈß ÇÀÄÀ×ÈÎáñóäèì òåïåðü âîçìîæíûå îáîáùåíèÿ ðàññìîò�ðåííîé âûøå ïðîñòîé çàäà÷è. Ïåðâûé âîïðîñ, êîòî�ðûé âîçíèêàåò, ñâÿçàí ñ òåì, íàñêîëüêî ÷óâñòâèòå�ëåí ðåçóëüòàò ê ñòðóêòóðå ðåøåòêè �åððîìàãíåòè�êà. Íåîáõîäèìàÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âèõðåé îäíî�îñíàÿ ñèììåòðèÿ ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ òîëüêî äëÿäîñòàòî÷íî ñèììåòðè÷íûõ ðåøåòîê, ê êîòîðûì îò�íîñÿòñÿ êâàäðàòíàÿ è òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêè Áðà�âå, à òàêæå íåêîòîðûå ñëîæíûå ðåøåòêè, íàïðè�ìåð, ãåêñàãîíàëüíàÿ ðåøåòêà â âèäå ï÷åëèíûõ ñîò(honeyomb lattie). Íàëè÷èå âèõðåé äëÿ âñåõ òà�êèõ ðåøåòîê õîðîøî óñòàíîâëåíî ïóòåì ÷èñëåííî�ãî ìîäåëèðîâàíèÿ [39℄. Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü,êàêèå-ëèáî êà÷åñòâåííûå ý��åêòû äëÿ ñòàòè÷åñêèõñâîéñòâ âèõðåé ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî òèïà ðåøåòêèê äðóãîìó íå âîçíèêàþò. Íåçíà÷èòåëüíî ìåíÿþòñÿëèøü êîëè÷åñòâåííûå õàðàêòåðèñòèêè âèõðåé, òàêèåêàê àìïëèòóäà ïîòåíöèàëà ïèííèíãà è êðèòè÷åñêîåçíà÷åíèå àíèçîòðîïèè. Ñóùåñòâåííî, ÷òî äëÿ âñåõðåøåòîê ìîæíî óñòàíîâèòü ïðîñòóþ ñâÿçü çíà÷åíèÿãèðîêîíñòàíòû G ñ ïëîùàäüþ �åððîìàãíåòèêà v0,ïðèõîäÿùåéñÿ íà îäèí ñïèí, G = 2�~S=v0. Ôàêòè�÷åñêè ýòîò ðåçóëüòàò òîæå íå ÿâëÿåòñÿ íåîæèäàí�íûì: ãèðîñèëà âîçíèêàåò (è âïåðâûå áûëà ðàññ÷èòà�íà [15�17℄) â ðàìêàõ ìàêðîñêîïè÷åñêîãî ïîäõîäà è

â ýòîì ïîäõîäå âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç íàìàãíè�÷åííîñòü íàñûùåíèÿ ñðåäû Ms / S=v0. Âîçíèêàåòâîïðîñ î òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ îïèñàííûìè âûøåêâàíòîâûìè ñâîéñòâàìè âèõðåé, àíàëèç êîòîðûõ ñó�ùåñòâåííî (äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü èñïîëüçîâàíèå ãà�ìèëüòîíèàíà Õàðïåðà) áàçèðîâàëñÿ íà èñïîëüçîâà�íèè ïðîñòîé êâàäðàòíîé ðåøåòêè. Îáñóäèì ïîâåäå�íèå âèõðåé â òðåóãîëüíîé è ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåò�êàõ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìû èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå aäëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó áëèæàéøèìè ñïèíàìè.Òðåóãîëüíàÿ ðåøåòêà. �àññìîòðèì äèíàìèêó âè�õðÿ â �åððîìàãíåòèêå ñ òðåóãîëüíîé ðåøåòêîé,êîòîðàÿ èìååò ýëåìåíòàðíûå âåêòîðû òðàíñëÿöèèa1 = aex è a2 = a(ex + eyp3 )=2. Âåêòîðû îáðàò�íîé ðåøåòêè b1 è b2 îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëàìèb2 = 2ey=(ap3 ) è b1 = (exp3 � ey)=(ap3 ). Ïåðèî�äè÷åñêèé ïîòåíöèàë ïèííèíãà, îòâå÷àþùèé ñèììåò�ðèè ðåøåòêè, äîëæåí âêëþ÷àòü ñóììó âûðàæåíèéòèïà Ug exp(g � r), ãäå âåêòîðû g = 2�(n1b1 + n2b2),n1, n2 � öåëûå ÷èñëà ñ ðàâíûìè êîý��èöèåíòà�ìè Ug ïðè ýêâèâàëåíòíûõ g. Ïðîñòåéøèé ñëó÷àéâêëþ÷àåò íàáîð øåñòè âåêòîðîâ �2�b1, �2�b2 è�2�(b1 + b2), è ïîòåíöèàë ïèííèíãà äëÿ òðåóãîëü�íîé ðåøåòêè U (triang)(X;Y ) ìîæåò áûòü çàïèñàí ââèäåU (triang)(X;Y ) = U0 os� 4�Yap3 �++ 2U0 os�2�Xa � os� 2�Yap3 � : (22)Çäåñü çíàê âûáðàí òàê, ÷òîáû ìàêñèìóì ïîòåíöè�àëà, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ ïîçèöèåé êàêîãî-òî àòî�ìà, áûë ðàñïîëîæåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. ÇàìåíîéGY ! P ìû ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíèàí ñîîòâåòñòâóþ�ùåé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è. Îí íå ñâîäèòñÿ áóêâàëü�íî ê óðàâíåíèþ Õàðïåðà, íî äëÿ åãî àíàëèçà ìîæíîèñïîëüçîâàòü êà÷åñòâåííûå ñîîáðàæåíèÿ, àïðîáèðî�âàííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Âî-ïåðâûõ, ëåãêî ïî�ñòðîèòü �àçîâóþ ïëîñêîñòü äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è,ñì. ðèñ. 4. Çäåñü, êàê è äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè,èìåþòñÿ äâå ñèñòåìû îñîáûõ òî÷åê òèïà ¾öåíòð¿,îäíîé ñèñòåìå ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìóìû ãàìèëüòî�íèàíà (22) ïî îòíîøåíèþ ê îáåèì ïåðåìåííûì X èP (ìàêñèìóìû ñîâïàäàþò ñ ïîëîæåíèÿìè àòîìîâ èðàñïîëîæåíû â íà÷àëå êîîðäèíàò è ýêâèâàëåíòíûõòî÷êàõ íà �àçîâîé ïëîñêîñòè), à äðóãîé � ìèíè�ìóìû (â öåíòðàõ òðåóãîëüíèêîâ, îáðàçîâàííûõ áëè�æàéøèìè ìàêñèìóìàìè). Åñòü òàêæå ñåäëîâûå òî÷�êè, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìóìó ãàìèëüòîíè�àíà ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ, X èëè P , è ìèíèìóìóïî äðóãîé. Ýòè ñåäëîâûå òî÷êè ðàñïîëîæåíû ìåæ�äó ïàðàìè áëèæàéøèõ ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ.899 9*
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�èñ. 4. Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïåðå-ìåííûõ âèõðÿ P , X â �åððîìàãíåòèêå ñ òðåóãîëü-íîé ðåøåòêîé. ÎñèX è P íàïðàâëåíû ñîîòâåòñòâåí-íî ãîðèçîíòàëüíî è âåðòèêàëüíî, îíè íå íàíåñå-íû äëÿ óïðîùåíèÿ ðèñóíêà. Øåñòèóãîëüíèê â öåí-òðå, îãðàíè÷åííûé ñïëîøíîé æèðíîé ëèíèåé, ïðåä-ñòàâëÿåò íåïðèâîäèìóþ îáëàñòü íà �àçîâîé ïëîñ-êîñòè çàäà÷è (ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó). Òåìíûå êðóæ-êè îáîçíà÷àþò ïîëîæåíèÿ îñîáûõ òî÷åê (öåíòðîâ)òèïà C2, îòâå÷àþùèõ ìàêñèìóìàì ãàìèëüòîíèà-íà (äëÿ ðåøåòêè â ýòèõ òî÷êàõ ðàñïîëîæåíû àòî-ìû). Äëÿ íàãëÿäíîñòè ýòè òî÷êè ñîåäèíåíû òîí-êèìè ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, êîòîðûå äëÿ èñõîäíîãîêðèñòàëëà ïðåäñòàâëÿþò ìåæàòîìíûå ñâÿçè. Ñâåò-ëûå êðóæêè îáîçíà÷àþò ïîëîæåíèÿ öåíòðîâ òèïàC1, îòâå÷àþùèõ ìèíèìóìàì èñõîäíîãî ïîòåíöèà-ëà (22). Øòðèõîâûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû íåêîòî-ðûå õàðàêòåðíûå òðàåêòîðèè; ñðåäè íèõ ñåïàðàòðè-ñû èìåþò âèä îòðåçêîâ ïðÿìûõ ëèíèé, à çàìêíóòûåëèíèè îïðåäåëÿþò òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùèå �èíèò-íîìó äâèæåíèþ âîêðóã ìàêñèìóìîâÊàê è äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè, ïðèñóòñòâóåò òîëü�êî �èíèòíîå äâèæåíèå; äâà ðàçëè÷íûõ òèïà �àçî�âûõ òðàåêòîðèé îòâå÷àþò äâèæåíèþ èçîáðàæàþùåéòî÷êè èëè âîêðóã ìèíèìóìà, èëè âîêðóã ìàêñèìóìàãàìèëüòîíèàíà. Ýòè îáëàñòè îòäåëåíû äðóã îò äðóãàñåïàðàòðèñíûìè òðàåêòîðèÿìè, êîòîðûå ïðåäñòàâ�ëÿþò ñîáîé îòðåçêè ïðÿìûõ ëèíèé è çàêàí÷èâàþò�ñÿ â ñåäëîâûõ òî÷êàõ. Îñíîâíàÿ îñîáåííîñòü çàäà÷èñîñòîèò â òîì, ÷òî ïëîùàäü îäíîé íåïðèâîäèìîé îá�ëàñòè, ïîâòîðåíèåì êîòîðîé ìîæíî ïðåäñòàâèòü âñþïëîñêîñòü, åñòüGv0, ãäå v0 = p3 a2=2� ïëîùàäü ýëå�ìåíòàðíîé ÿ÷åéêè êðèñòàëëà. Ýòà âåëè÷èíà ðàâíàçíà÷åíèþ ìåõàíè÷åñêîãî äåéñòâèÿ A0, êîòîðîå âõî�äèò â óñëîâèå êâàçèêëàññè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿ Áî�

ðà � Çîììåð�åëüäà. Èñïîëüçóÿ îáùóþ �îðìóëó (7)äëÿ ãèðîêîíñòàíòû G, ïðèõîäèì ê òîìó æå ðåçóëü�òàòó, ÷òî è äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè, A0 = 2�~S.Ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåò ïîñòîÿííóþ � â óðàâíå�íèè Õàðïåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òîõàðàêòåð ñïåêòðà âèõðåé äëÿ òðåóãîëüíîé ðåøåòêèîñòàåòñÿ òåì æå, ÷òî è äëÿ êâàäðàòíîé ðåøåòêè. Äî�ïîëíèòåëüíûé àðãóìåíò ìîæíî ïîëó÷èòü è ñ èñïîëü�çîâàíèåì òîãî æå ïðèáëèæåíèÿ ñëàáîé ñâÿçè, ÷òî èðàíåå. Ñ÷èòàÿ �îðìàëüíî, ÷òî êîý��èöèåíò ïåðåäïîñëåäíèì ñëàãàåìûì â ïîòåíöèàëå (22) ñîäåðæèòìàëûé ïàðàìåòð, ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîé æå ñïåêòð,êàê è íà ðèñ. 2.�åêñàãîíàëüíàÿ ðåøåòêà. �àññìîòðèì òåïåðü ïî�ëåçíûé ïðèìåð ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè â �îðìåï÷åëèíûõ ñîò (honeyomb lattie), äëÿ êîòîðîé ïî�ëó÷àåòñÿ íåòðèâèàëüíûé ðåçóëüòàò. �åêñàãîíàëüíàÿðåøåòêà ÿâëÿåòñÿ ðåøåòêîé ñ áàçèñîì, êîòîðàÿ ïî�ëó÷àåòñÿ ñîâìåùåíèåì â îäíîé ïëîñêîñòè äâóõ òðå�óãîëüíûõ ðåøåòîê îïèñàííîãî âûøå òèïà ñ ðàññòî�ÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè ðåøåòêè ap3, êîòîðûå ñìå�ùåíû äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà íà âåêòîð aey. Ïî�òåíöèàë ïèííèíãà ëåãêî ïîëó÷èòü èç �îðìóëû äëÿïîòåíöèàëà òðåóãîëüíîé ðåøåòêè, â êîòîðîé ïðåäâà�ðèòåëüíî äåëàåòñÿ çàìåíà a! ap3 , ïî ñëåäóþùåìóïðàâèëó:U (hex) = U (triang)(r) + U (triang)(r+ aey):Äàëåå àíàëèç ïðîâîäèòñÿ òàê æå, êàê è ðàíåå, �àçî�âàÿ ïëîñêîñòü ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 5. Äëÿ ïåðåõîäàê ãàìèëüòîíîâó �îðìàëèçìó è îñîáåííî äëÿ êâàíòî�âàíèÿ âàæíî, ÷òî äëÿ ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè èìå�þòñÿ äâà ñïèíà íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó, è âåëè÷èíàãèðîêîíñòàíòû G â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì äëÿ ðåøå�òîê Áðàâå ñ òîé æå ïëîùàäüþ ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêèv0, G = 4�~S=v0. �åçóëüòàò àíàëèçà ÿñåí: ìû ïðèõî�äèì ê çíà÷åíèþ ìåõàíè÷åñêîãî äåéñòâèÿ A0 = 4�~S,â äâà ðàçà áîëüøåìó, ÷åì äëÿ ðåøåòîê Áðàâå. Ñîîò�âåòñòâåííî, â äâà ðàçà óâåëè÷èâàåòñÿ è çíà÷åíèå ïà�ðàìåòðà � â ãàìèëüòîíèàíå Õàðïåðà. Ñóùåñòâåííî,÷òî äëÿ ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè � ÿâëÿåòñÿ öåëûì÷èñëîì ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ñïèíà, öåëûõ è ïîëóöå�ëûõ. Ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âûâîäó: äëÿ ãåêñà�ãîíàëüíîé ðåøåòêè ÷èñëî çîí ðàâíÿåòñÿ 2S. Ïîýòî�ìó ñëó÷àè öåëûõ è ïîëóöåëûõ ñïèíîâ ïîõîæè, äëÿïîëóöåëîãî ñïèíà S = (2k + 1)=2 â ãåêñàãîíàëüíîéðåøåòêå õàðàêòåð ñïåêòðà âèõðåé òàêîé æå, êàê äëÿ�åððîìàãíåòèêîâ ñ ðåøåòêîé Áðàâå è öåëûì ñïèíîìS = 2k + 1, ñì. ðèñ. 2à.Â ñâåòå îáñóæäàâøèõñÿ âûøå çàêîíîìåðíîñòåéýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî îáîáùèòü äëÿ âñåõ ðåøåòîê ñ900



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà âèõðåé : : :

�èñ. 5. Ôàçîâàÿ ïëîñêîñòü äëÿ äèíàìè÷åñêèõ ïå-ðåìåííûõ âèõðÿ P , X â �åððîìàãíåòèêå ñ ãåêñàãî-íàëüíîé ðåøåòêîé. Îáîçíà÷åíèÿ òàêèå æå, êàê íàðèñ. 4, ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî çäåñü ïðèâåäåíûáîëåå íàãëÿäíûå â äàííîì ñëó÷àå òðàåêòîðèè �è-íèòíîãî äâèæåíèÿ âîêðóã ìèíèìóìîâ ïîòåíöèàëàäâóìÿ ñïèíàìè â ýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå: äëÿ íèõ ÷èñ�ëî çîí ðàâíÿåòñÿ 2S ïðè ëþáîì ñïèíå. Î÷åâèäíî,÷òî òà æå ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ è äëÿ ìàãíèòíîéñòðóêòóðû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ �åððîìàãíèòíî ñâÿ�çàííûõ ìàãíèòíûõ ñëîåâ, ðàñïîëîæåííûõ äðóã íàääðóãîì, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðå�øåòêó Áðàâå. Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé ðåøåòîê ñ áîëåå÷åì äâóìÿ ñïèíàìè íà ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åéêó, èëèñòðóêòóðû, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ ñëîåâ, íå ïðåä�ñòàâëÿåò òðóäà. Â ÷àñòíîñòè, î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïî�ëóöåëîãî çíà÷åíèÿ àòîìíîãî ñïèíà çäåñü âîçíèêàþòðàçëè÷èÿ â ïîâåäåíèè äëÿ ñëó÷àÿ ÷åòíîãî èëè íå÷åò�íîãî ÷èñëà àòîìîâ (ñëîåâ). Ôàêòè÷åñêè, ìîæíî ñäå�ëàòü îáùåå óòâåðæäåíèå: êëàññè�èêàöèÿ êâàíòîâûõñîñòîÿíèé âèõðåé â îäíîîñíûõ �åððîìàãíåòèêàõ íåçàâèñèò îò ñèììåòðèè ðåøåòêè (åñëè îíà äîñòàòî÷�íî âûñîêàÿ) è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ÷èñëîì àòîìîâ âýëåìåíòàðíîé ÿ÷åéêå.Âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå: ðàçðóøåíèå çîííîéñòðóêòóðû. Âåñüìà âàæíûé âàðèàíò âûõîäà çà ðàì�êè ìîäåëè (1) ñâÿçàí ñ ó÷åòîì âíåøíåãî ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ. �îëü ìàãíèòíîãî ïîëÿ îêàçûâàåòñÿ âåñü�ìà ñóùåñòâåííîé è ìîæåò ïðèâîäèòü ê êà÷åñòâåí�íî íîâûì ý��åêòàì. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, âè�õðè ñóùåñòâóþò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äîñòà�òî÷íî ñëàáîå, H < Ha, ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâ�ëåíî âäîëü îñè àíèçîòðîïèè ìàãíåòèêà, è íàëè�÷èå ïîëÿ óìåíüøàåò êîíñòàíòó ãèðîñêîïè÷åñêîé ñè�

ëû G ! G(H) = G(1 � H=Ha), ñì. (9). Ïîíÿò�íî, ÷òî ìåíÿþòñÿ è âñå îñòàëüíûå ïàðàìåòðû çà�äà÷è, íàïðèìåð, êîíñòàíòà U0 â óðàâíåíèè (14).Îäíàêî ðîëü G íàèáîëåå âàæíà, òàê êàê êîíñòàí�òà G íåïîñðåäñòâåííî âõîäèò â âåëè÷èíó aP0, êî�òîðàÿ îïðåäåëÿåò êàê ðåçóëüòàò êâàíòîâàíèÿ çàäà�÷è ïî Áîðó �Çîììåð�åëüäó (÷åðåç âåëè÷èíó äåé�ñòâèÿ A = a0P0), òàê è êîíñòàíòó � â ãàìèëü�òîíèàíå Õàðïåðà. Êîíêðåòíî, ïðè íàëè÷èè ïîëÿ� = S(1�H=Ha), ò. å. â îáùåì ñëó÷àå âåëè÷èíà � íåÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Äëÿ èððàöèîíàëü�íîãî óðàâíåíèÿ Õàðïåðà ñ � 6= m=n õàðàêòåð ñïåê�òðà ñèñòåìû ìåíÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî ïî ñðàâíåíèþñ òåì, ÷òî îáû÷íî èìååò ìåñòî äëÿ êðèñòàëëè÷åñêèõòâåðäûõ òåë. Äëÿ êðèñòàëëîâ â ñèëó òåîðåìû Áëîõàñïåêòð ñîñòîèò èç ÷åðåäóþùèõñÿ ðàçðåøåííûõ è çà�ïðåùåííûõ çîí ýíåðãèè. Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ýòèçîíû, êàê ïðàâèëî, íå ïåðåêðûâàþòñÿ, ÷òî è èìå�åò ìåñòî äëÿ ðàöèîíàëüíîãî ãàìèëüòîíèàíà Õàðïå�ðà. Äëÿ ñëó÷àÿ æå èððàöèîíàëüíîãî ãàìèëüòîíèàíàÕàðïåðà óñòàíîâëåíî, ÷òî çîííàÿ êàðòèíà íåïðèìå�íèìà, è êàê ðàçðåøåííûå, òàê è çàïðåùåííûå çíà÷å�íèÿ ýíåðãèè îáðàçóþò ìíîæåñòâà, òàêèå ÷òî â ñêîëüóãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè ðàçðåøåííîãî çíà÷åíèÿýíåðãèè ìîæíî íàéòè çàïðåùåííîå çíà÷åíèå è íàî�áîðîò. Ýòà çàêîíîìåðíîñòü áûëà âïåðâûå óñòàíîâëå�íà ïðè àíàëèçå äâèæåíèÿ ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëàõïðè íàëè÷èè ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ [40℄. Îäíà�êî â êðèñòàëëàõ çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì êâàí�òîâ ìàãíèòíîãî ïîòîêà íà îäíó ýëåìåíòàðíóþ ÿ÷åé�êó è äëÿ ÿðêîé ðåàëèçàöèè ý��åêòà, ÷òî îòâå÷àåò� � 1, íåîáõîäèìû îãðîìíûå ìàãíèòíûå ïîëÿ. Â ñëó�÷àå æå áîëüøèõ � � 1 èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî âîïðîñî òîì, ÿâëÿåòñÿ ýòî ÷èñëî ðàöèîíàëüíûì èëè èððà�öèîíàëüíûì, íå äîëæåí èãðàòü ðîëè. Äëÿ ýëåêòðî�íîâ â ðåøåòêå � � 1 îòâå÷àþò ñëàáûå ìàãíèòíûå ïî�ëÿ, ïðè êîòîðûõ óêàçàííûå ý��åêòû íå âàæíû, è âñîîòâåòñòâèè ñ ïðèáëèæåíèåì Ëè�øèöà �Îíçàãåðà(ñì. [41℄) ìîæíî èñïîëüçîâàòü îáû÷íûé çîííûé ïîä�õîä. Èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì çàäà÷è î äèíàìèêå âè�õðÿ â äâóìåðíîì �åððîìàãíåòèêå, êàê ìû ïîêàçàëèâûøå, ÿâëÿåòñÿ òîò �àêò, ÷òî óñëîâèå � � 1, îò�âå÷àþùåå óëüòðàêâàíòîâîìó ïðåäåëó äëÿ ìåòàëëîâ,ðåàëèçóåòñÿ çà ñ÷åò ñîáñòâåííûõ ãèðîñêîïè÷åñêèõñâîéñòâ âèõðÿ.5. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÂÈÕ�ß ÏÎÄ ÄÅÉÑÒÂÈÅÌÂÍÅØÍÅÉ ÑÈËÛÎáùåé çàêîíîìåðíîñòüþ, óñòàíîâëåííîé â ïðå�äûäóùèõ ðàçäåëàõ, ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå â äèíàìè�êå âèõðÿ ãàìèëüòîíèàíîâ ñ ïåðèîäè÷åñêîé çàâèñèìî�ñòüþ îò èìïóëüñà. Êàê è äëÿ áëîõîâñêîãî ýëåêòðî�901



À. Þ. �àëêèí, Á. À. Èâàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007íà, ýòî äîëæíî ïðèâîäèòü ê îñîáåííîñòÿì äâèæåíèÿ÷àñòèöû ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëû.Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ïîëåçíî óêàçàòü åùå îäèííåòðèâèàëüíûé ý��åêò, êîòîðûé îáû÷íî àññîöèèðó�åòñÿ ñ êâàíòîâîé ìåõàíèêîé, íî äîëæåí ïðîÿâëÿòüñÿè â ÷èñòî êëàññè÷åñêîì äâèæåíèè âèõðÿ. Ýòî òàê íà�çûâàåìûå áëîõîâñêèå îñöèëëÿöèè, êîòîðûå âïåðâûåáûëè îïèñàíû äëÿ áëîõîâñêîãî ýëåêòðîíà, íàõîäÿ�ùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ý��åêòñîñòîèò â òîì, ÷òî îòêëèêîì íà ïîñòîÿííóþ ñèëó(ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå) ÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùåå äâè�æåíèå ÷àñòèöû.Çàìåòèì, ÷òî ýòî ÿâëåíèå íå ñâÿçàíî ñ ÷èñòîêâàíòîâûìè ý��åêòàìè, íåîáõîäèìîå óñëîâèå åãîñóùåñòâîâàíèÿ � ýòî íàëè÷èå ïåðèîäè÷åñêîé çàâè�ñèìîñòè �óíêöèè �àìèëüòîíà îò èìïóëüñà. Äåòàëü�íûé àíàëèç ýòîé ïðîáëåìû íå òîëüêî â ðàìêàõ êâàí�òîâîé ìåõàíèêè, íî è åå êëàññè÷åñêîãî àíàëîãà, äàí âíåäàâíåì îáçîðå À. Ì. Êîñåâè÷à [42℄. Ïðèìåðîì ýòî�ãî ý��åêòà â ÷èñòî êëàññè÷åñêîé �èçèêå ìàãíåòèç�ìà ìîæåò ñëóæèòü òàê íàçûâàåìîå ¾çàêðèòè÷åñêîå¿äâèæåíèå 180-ãðàäóñíîé äîìåííîé ñòåíêè â �åððî�ìàãíåòèêàõ ïîä äåéñòâèåì âåäóùåãî ìàãíèòíîãî ïî�ëÿ Hd. Òàêîå îñöèëëèðóþùåå äâèæåíèå íåîäíîêðàò�íî íàáëþäàëîñü â ìàãíèòíûõ ïëåíêàõ ñ ïåðïåíäèêó�ëÿðíîé àíèçîòðîïèåé [1℄.Â èäåàëüíîì êðèñòàëëå ýëåêòðîí èñïûòûâàåòáëîõîâñêèå îñöèëëÿöèè ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîãîýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E. Îáñóäèì, â êàêîé ìåðå ýòàçàêîíîìåðíîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ â äèíàìèêå âèõðÿ ïîääåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû F.Àíàëèç çàäà÷è íàèáîëåå ïðîñò â ñëó÷àå, êîãäà ïî�òåíöèàë ïèííèíãà çàâèñèò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåí�íîé, ñêàæåì, êîîðäèíàòû y. Äëÿ äâóìåðíûõ �åððî�ìàãíåòèêîâ ïðåäïîëîæåíèå îá îäíîìåðíîì ïîòåíöè�àëå ïèííèíãà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî èñêóññòâåííûì,íî çàäà÷à îá îäíîìåðíîì ïîòåíöèàëå ìîæåò áûòüâàæíîé äëÿ èñêóññòâåííûõ ñâåðõñòðóêòóð, â òîì÷èñëå ìàãíèòíûõ, ñì. ðàçä. 6. Çàïèøåì ïîòåíöèàëïèííèíãà: U = U(Y ) = U0 sin2��Ya � :Ïóñòü âíåøíÿÿ ñèëà íàïðàâëåíà âäîëü îñè x. Âûáîðíàïðàâëåíèÿ ãðàäèåíòà ïåðèîäè÷åñêîé íåîäíîðîäíî�ñòè è ñèëû (îñåé X è Y ) ïðîâåäåí òàê, ÷òîáû àíàëèçáûë íàèáîëåå ïðîñòûì â òîé êàëèáðîâêå, ÷òî ïðèíÿ�òà âûøå.Òîãäà äèíàìèêà âèõðÿ îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíè�àíîì Ĥ = U0 sin2 �PP0 � F0X; (23)

ãäå P0 îïðåäåëÿåòñÿ òîé æå �îðìóëîé (15). �åøå�íèå ñîîòâåòñòâóþùåé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è íàõîäèò�ñÿ ýëåìåíòàðíî: óðàâíåíèådPdt = ��H�Xäàåò, ÷òî P = P (0) + F0t, à âòîðîå óðàâíåíèådXdt = ��U0P0 � sin�2�PP0 �îïèñûâàåò îñöèëëèðóþùåå èçìåíåíèå êîîðäèíàòûâèõðÿ X , X = X(0) +A(1� os!0t);A = U02F0 ; !0 = 2�F0P0 : (24)Âîçâðàùàÿñü ê ðåàëüíûì êîîðäèíàòàì âèõðÿ Xè Y = P=G, ïîëó÷àåì, ÷òî âèõðü äâèæåòñÿ ïî ñè�íóñîèäå âäîëü îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþïîëÿ. Â ñèëó òîãî, ÷òî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íå èçìå�íÿåòñÿ ïðè ñäâèãå êîîðäèíàòû X íà âåëè÷èíó ÆX èîäíîâðåìåííîì èçìåíåíèè åå ýíåðãèè E íà âåëè÷è�íó ÆE = F0ÆX , âñå òðàåêòîðèè ïîäîáíû è ïîëó÷à�þòñÿ äðóã èç äðóãà ñäâèãîì âäîëü X . Îñöèëëÿöèèïîäîáíîãî âèäà îáñóæäàëèñü äëÿ ýëåêòðîíîâ â îä�íîìåðíûõ ñâåðõñòðóêòóðàõ ïðè íàëè÷èè âíåøíåãîìàãíèòíîãî ïîëÿ [43℄.Ïåðåõîä ê êâàíòîâîìó ñëó÷àþ ìîæåò áûòü ïðî�âåäåí òàê æå, êàê è â îðèãèíàëüíîé ðàáîòå [44℄, ñì.òàêæå [42℄. Ïîíÿòíî, ÷òî êâàíòîâîìó àíàëîãó êîëå�áàòåëüíîãî äâèæåíèÿ (24) ñîîòâåòñòâóåò âîëíîâàÿ�óíêöèÿ, ëîêàëèçîâàííàÿ îêîëî ïðàâîé òî÷êè ïîâî�ðîòà X = X0 êëàññè÷åñêîé çàäà÷è (23), êîòîðàÿ çà�âèñèò îò ïîëíîé ýíåðãèè ñèñòåìû, H(0; X0) = E. Îä�íàêî ìû îòìå÷àëè, ÷òî çàäà÷à (23) îáëàäàåò íåïðå�ðûâíîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëüíî ñäâèãà êîîðäèíà�òû X è ýíåðãèè E, X ! X + ÆX , E ! E � F0ÆX ,âûáîð ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ýíåðãèè ïðîèçâî�ëåí. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì, ÷òî êâàíòîâûé ñïåêòð çàäà�÷è (23) ÿâëÿåòñÿ ýêâèäèñòàíòíûì,En = E0 + ~!0n; (25)ãäå n = 0;�1;�2� öåëûå ÷èñëà, E0 � ïðîèçâîëüíàÿïîñòîÿííàÿ. Òàêîé ñïåêòð ýíåðãèè âîçíèêàåò â êâàí�òîâîé çàäà÷å î áëîõîâñêèõ îñöèëëÿöèÿõ äëÿ ýëåê�òðîíîâ è íîñèò íàçâàíèå ëåñòíèöû Âàíüå �Øòàðêà(Wannier � Stark ladder), ñì. ïîäðîáíåå [42, 44℄.Ê ýòîìó ðåçóëüòàòó ìîæíî ïðèéòè è äðóãèì ïó�òåì, çàìåòèâ, ÷òî êâàíòîâàíèþ Áîðà �Çîììåð�åëü-äà â äàííîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèå, ÷òî ïëî�ùàäü �àçîâîé ïëîñêîñòè, çàêëþ÷åííàÿ ìåæäó ñîñåä�íèìè êâàíòîâàííûìè òðàåêòîðèÿìè, ðàâíà 2�~ (â902



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà âèõðåé : : :
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P=P0 F = 1:2FC
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�0:50 0:2 0:4 0:6X=a
P=P0à á0:5

�èñ. 6. Òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ âèõðÿ íà �àçîâîé ïëîñêîñòè (X;P ) â ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿõ; ðèñ. à äåìîíñòðèðóåò èç-ìåíåíèå �îðìû òðàåêòîðèé äëÿ îäíîãî è òîãî æå çíà÷åíèÿ ñèëû F = 1:2FC ïðè èçìåíåíèè ýíåðãèè â ïðåäåëàõ îòíåêîòîðîé âåëè÷èíû E0 äî E0 +�E, E = E0 + ��E, âûáðàííûå çíà÷åíèÿ � (� = 0, 0:2, 0:5, 0:85, 1) óêàçàíû ïîäêðèâûìè; ðèñ. á ïðè ïîñòîÿííîì çíà÷åíèè ýíåðãèè è ðàçëè÷íûõ îòêëîíåíèÿõ ñèëû F îò êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ FC ,âûáðàííûå çíà÷åíèÿ F=FC = 1:01, 1:2, 2 óêàçàíû îêîëî êðèâûõðàñ÷åòå íà îäèí ïåðèîä ïî P ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñîñåä�íèå òðàåêòîðèè óäàëåíû äðóã îò äðóãà íà ðàâíûåðàññòîÿíèÿ, à èõ ýíåðãèè ðàçëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿí�íóþ âåëè÷èíó.Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàäà÷è ñ ÷èñòî îäíîìåðíûìïîòåíöèàëîì ïèííèíãà îïèñàíèå îñöèëëÿöèé âèõðÿáóêâàëüíî ñâîäèòñÿ ê õîðîøî èçâåñòíîé çàäà÷å îáëîõîâñêèõ îñöèëëÿöèÿõ ýëåêòðîíà â êðèñòàëëå. Îò�ëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè äëÿ ýëåêòðîíà óêà�çàííûé ý��åêò ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ â ÷èñòî îäíî�ìåðíîé ñèñòåìå (àòîìíîé öåïî÷êå), òî äëÿ âèõðåéíåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü, êàê ìèíèìóì, äâóìåð�íóþ ñðåäó.Äëÿ çàäà÷è î äâèæåíèè âèõðÿ â äâóìåðíûõ�åððîìàãíåòèêàõ áîëåå èíòåðåñåí ñëó÷àé äâóìåðíî�ãî ïîòåíöèàëà ïèííèíãà. �àññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþ�ùóþ çàäà÷ó äëÿ âèõðÿ â êâàäðàòíîé ðåøåòêå ñ ïî�òåíöèàëîì âèäà (6), ñ÷èòàÿ, ÷òî âíåøíÿÿ ñèëà íà�ïðàâëåíà âäîëü îäíîé èç îñåé ñèììåòðèè (ñêàæåì,îñè X). Òîãäà ãàìèëüòîíèàí çàäà÷è ïðèíèìàåò âèäH = U0 sin2 �PP0 + U0 sin2 �Xa � FX: (26)Çäåñü ðåøåíèå êëàññè÷åñêîé çàäà÷è íå ìîæåò áûòüâûïèñàíî ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè, íî êà÷å�ñòâåííûé àíàëèç íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Â ñèëóóðàâíåíèÿ �àìèëüòîíàdPdt = F ���U0a � sin�2�Xa � ;è ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà�÷åíèè ñèëû, F � F0 = �U0=a, çíà÷åíèå èìïóëü�

ñà íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò, ÷òî ÿâëÿåòñÿ íåîáõî�äèìûì óñëîâèåì îñöèëëÿöèè. Âèä òðàåêòîðèé íà�àçîâîé ïëîñêîñòè (P;X) îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåìH(P;X) = E = onst. Â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àåF > F òðàåêòîðèè, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷å�íèÿì E, îïèñûâàþò èí�èíèòíîå äâèæåíèå â íàïðàâ�ëåíèè îñè P (ñì. ðèñ. 6) è �èíèòíîå èçìåíåíèå êî�îðäèíàòû, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò áëîõîâñêèì îñöèëëÿöè�ÿì. Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå äâóìåðíîãî ïîòåíöèàëàïèííèíãà ñ äîñòàòî÷íî âûñîêîé ñèììåòðèåé áëîõîâ�ñêèå îñöèëëÿöèè ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî ïðè F > F0.Êâàíòîâûé àíàëèç çàäà÷è (26) äîñòàòî÷íî ñëî�æåí, è ìû ìîæåì ïðèâåñòè òîëüêî íåêîòîðûå ïðî�ñòûå ñîîáðàæåíèÿ î ñïåêòðå ýòîé çàäà÷è. Çäåñü, â îò�ëè÷èå îò ïðîñòîãî ñëó÷àÿ îäíîìåðíîé íåîäíîðîäíî�ñòè (23), íåò ïðîèçâîëüíîñòè â âûáîðå ñîîòâåòñòâó�þùèõ çíà÷åíèé ýíåðãèè èëè íà÷àëüíûõ çíà÷åíèéêîîðäèíàòû è èìïóëüñà, êîòîðàÿ óïðîùàåò èññëåäî�âàíèå ìîäåëè (23). Ìîæíî óêàçàòü òîëüêî äèñêðåò�íóþ ñèììåòðèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñìåùåíèþ âèõðÿâ íàïðàâëåíèè X íà âåëè÷èíó na ïðè îäíîâðåìåí�íîì èçìåíåíèè åãî ýíåðãèè íà êîíå÷íóþ âåëè÷èíón�E = nFa. Ïîýòîìó ïðè íåïðåðûâíîì èçìåíåíèèýíåðãèè â èíòåðâàëå E, E+�E âèä òðàåêòîðèé èçìå�íÿåòñÿ, ñì. ðèñ. 6. Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å ïðèñóò�ñòâóþò äâà ýíåðãåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðà, �E è ~!, ãäå! � ÷àñòîòà êëàññè÷åñêèõ îñöèëëÿöèé âèõðÿ âäîëüíàïðàâëåíèÿ X , êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåñîèçìå�ðèìû.Íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ î âèäå ñïåêòðà ìîæ�íî ïîëó÷èòü íà îñíîâå êâàíòîâàíèÿ Áîðà �Çîììåð-903



À. Þ. �àëêèí, Á. À. Èâàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007�åëüäà. Îòìåòèì, ÷òî ïëîùàäü �àçîâîé ïëîñêîñòè(â ðàñ÷åòå íà îäèí ïåðèîä ïî P ), çàêëþ÷åííàÿ ìåæ�äó äâóìÿ êëàññè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè ñ ýíåðãèÿìèE1 è E2, ëåæàùèìè â èíòåðâàëå E, E +�E çàâèñèòíå òîëüêî îò ðàçíîñòè E1 � E2, êàê äëÿ îäíîìåð�íîãî ïîòåíöèàëà, íî è îò ñàìèõ çíà÷åíèé ýíåðãèé.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñïåêòðå äîëæíà îòðàæàòüñÿóêàçàííàÿ âûøå ñèììåòðèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ïðåîáðàçî�âàíèåì E ! E + �E. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ¾êëàññè÷åñêèõ¿ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, âõîäÿùèõ â ãà�ìèëüòîíèàí (26), òàêîâû, ÷òî ïëîùàäü ìåæäó äâó�ìÿ êëàññè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè ñ ýíåðãèÿìè E èE+�E (â ðàñ÷åòå íà îäèí ïåðèîä ïî P ) â òî÷íîñòèðàâíà 2�~. Òîãäà ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ ýêâèäè�ñòàíòíîãî ñïåêòðà ñ ðàññòîÿíèåì ìåæäó óðîâíÿìèðàâíûì �E. Äàëåå, ïóñòü ýòà ïëîùàäü ðàâíà 2�~n,ò. å. êðàòíà 2�~. Òîãäà ðàñïîëîæåíèå óðîâíåé, íå áó�äó÷è ýêâèäèñòàíòíûì, äîëæíî äåìîíñòðèðîâàòü ïå�ðèîäè÷íîñòü ñ ïåðèîäîì �E. Îáîáùåíèå äëÿ ðàöè�îíàëüíûõ çíà÷åíèé ïëîùàäè òèïà 2�~(n=m) ïîíÿò�íî, çäåñü îïÿòü âîçíèêàåò ïåðèîäè÷íîñòü, íî áîëååñëîæíàÿ, ÷åì â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. Îäíàêî ÿñíî,÷òî óêàçàííûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü âûïîëíåíû òîëü�êî ïðè íåêîòîðûõ èçáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ,è â îáùåì ñëó÷àå ïëîùàäü ìåæäó äâóìÿ êëàññè�÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè ñ ýíåðãèÿìè E è E + �Eíå ðàâíà 2�~(n=m). Â ýòîì ñëó÷àå, êîòîðûé óìåñò�íî íàçâàòü èððàöèîíàëüíûì, âìåñòî ëåñòíèöû Âà�íüå �Øòàðêà èç ýêâèäèñòàíòíûõ óðîâíåé âèäà (25)çäåñü ìîæíî îæèäàòü ðåàëèçàöèè êâàçèñëó÷àéíîãîñïåêòðà. (Ïðèìåð òàêîãî ìíîæåñòâà ìîæåò äàòü ðàñ�ïðåäåëåíèå êîðíåé óðàâíåíèÿ f(x) = 0, ãäå f(x) �óñëîâíî-ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ.) Áîëåå äåòàëüíîåîáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà âûõîäèò çà ðàìêè äàííîéðàáîòû.6. ÇÀÊËÞ×ÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß ÈÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂÂ îñíîâíîé ÷àñòè ðàáîòû ìû îáñóæäàëè êîíêðåò�íóþ çàäà÷ó î êâàíòîâîé äèíàìèêå âèõðÿ â äâóìåð�íîì �åððîìàãíåòèêå. Ïðèìåðû èñòèííî äâóìåðíûõìàãíåòèêîâ õîðîøî èçâåñòíû: ýòî ïëåíêè Ëåíãìþ�ðà �Áëîäæå òèïà ñòåàðàòà ìàðãàíöà, ñì. [45℄, è ñèëü�íî èíòåðêàëèðîâàííûå ñëîèñòûå ìàãíåòèêè, äëÿ êî�òîðûõ óñòàíîâëåíî, ÷òî â äîñòàòî÷íî øèðîêîì òåì�ïåðàòóðíîì èíòåðâàëå ðåàëèçóåòñÿ ÷èñòî äâóìåðíàÿäèíàìèêà âèõðåé íåçàâèñèìî â êàæäîì ìàãíèòíîìñëîå [7℄. Èíòåðåñíî îáñóäèòü, â êàêîé ìåðå ïîëó�÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê êâà�çèäâóìåðíûì èñêóññòâåííûì ñèñòåìàì íàíîìåòðî�

âîãî ìàñøòàáà. Â �èçèêå ìàãíåòèçìà ê íèì îòíîñÿò�ñÿ òîíêèå ìàãíèòíûå ïëåíêè, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íà�äåæíî ïîëó÷àþòñÿ îáðàçöû ñ òîëùèíîé äî äåñÿòêààòîìíûõ ñëîåâ [8℄. Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ è ïðèìå�ðû äðóãèõ óïîðÿäî÷åííûõ ñðåä, ñîäåðæàùèõ âèõðèñ ãèðîñêîïè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, òàêèõ êàê òîíêèåïëåíêè ñâåðõòåêó÷åãî ãåëèÿ èëè ñâåðõïðîâîäíèêîâ.Ïðè îáñóæäåíèè ìåçîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì (ïëå�íîê) ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîëùèíà ïëåíêè ìà�ëà è íåîäíîðîäíîñòüþ âäîëü íåå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.Îäèí ý��åêò ïåðåõîäà îò äâóìåðíîãî ìàãíèòíîãîêðèñòàëëà ê ìåçîñêîïè÷åñêîé òîíêîé ïëåíêå ïîíÿ�òåí èç ïðåäûäóùåãî ðàññìîòðåíèÿ: äëÿ ïëåíêè èçN àòîìíûõ ñëîåâ çíà÷åíèå ãèðîêîíñòàíòû G, à ñëå�äîâàòåëüíî, õàðàêòåðíîãî èìïóëüñà P0, âîçðàñòàåòâ N ðàç, ñì. �îðìóëó (7) è ðàññóæäåíèÿ, êàñàþùè�åñÿ ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêè, â ïðåäûäóùåì ðàçäå�ëå. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâåííî âîçðàñòàåò è ÷èñëî çîíâ ñïåêòðå âèõðÿ E(P ). Ôîðìàëüíî ýòî íå ïðîòèâî�ðå÷èò ðåàëèçàöèè êâàíòîâîé äèíàìèêè è âîçìîæíî�ñòè åå íàáëþäåíèÿ, íî ïîíÿòíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íîáîëüøîì N çîííûé õàðàêòåð ñïåêòðà, îáóñëîâëåí�íûé ïîòåíöèàëîì àòîìíîãî ïèííèíãà, äîëæåí ¾çà�ìûâàòüñÿ¿. Èíûìè ñëîâàìè, â ýòîì ñëó÷àå âåëè÷è�íà äåéñòâèÿ äëÿ âèõðÿ âåëèêà, A0 � ~, è êâàíòîâûåý��åêòû íå ñóùåñòâåííû. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåò�ñÿ, ÷òî çíà÷åíèå ãèðîêîíñòàíòû ¾ñëèøêîì âåëèêî¿äëÿ ðåàëèçàöèè òèïè÷íîãî êâàíòîâîãî çîííîãî ñïåê�òðà ñ íåñêîëüêèìè õîðîøî ðàçëè÷èìûìè çîíàìè âìåçîñêîïè÷åñêèõ �åððîìàãíåòèêàõ. Ïîýòîìó â ñëó�÷àå N � 1 àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ñèñòåì ñG� GFM = 2�~S=v0.Çäåñü ïðåæäå âñåãî ìîæíî âñïîìíèòü îá óìåíü�øåíèè G ñ ðîñòîì ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñì. �îðìó�ëó (9). Èíòåðåñåí òàêæå ñëó÷àé àíòè�åððîìàã�íåòèêîâ (AFM), äëÿ êîòîðûõ âèõðè ïðèîáðåòà�þò ãèðîñêîïè÷åñêèå ñâîéñòâà òîëüêî ïðè íàëè÷èèâíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïðè÷åì ãèðîêîíñòàíòàGAFM = 4HGFM=He, ãäå He � îáìåííîå ïîëåAFM [46℄. Ïðè ðàçóìíûõ çíà÷åíèÿõ ïîëÿ H � Heçíà÷åíèå GAFM � GFM .Äëÿ îáîèõ ýòèõ ñëó÷àåâ äîëæíî â ïîëíîé ìåðåïðîÿâèòüñÿ îïèñàííîå âûøå ÿâëåíèå � ïåðåñòðîéêàñïåêòðà ïðè ñìåíå ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõçíà÷åíèé ïàðàìåòðà � ïðè èçìåíåíèè âíåøíåãî ïî�ëÿ. Â ýòîé ñâÿçè ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî AFM ÿâëÿþòñÿáîëåå óäîáíîé ñèñòåìîé, òàê êàê â íèõ èçìåíåíèå ãè�ðîêîíñòàíòû îò íóëÿ äî íåêîòîðîé ìàëîé âåëè÷èíûGAFM � GFM ïðîèñõîäèò ïðè èçìåíåíèè ïîëÿ îòíóëÿ äî äîñòàòî÷íî ìàëîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì ñòà�òè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà âèõðÿ ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ.Ïðîáëåìîé â ñëó÷àå �åððîìàãíåòèêîâ ÿâëÿåòñÿ òî,904



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ äèíàìèêà âèõðåé : : :÷òî äëÿ íèõ óìåíüøåíèå G äî âåëè÷èíû G � GFMïðîèñõîäèò ïðè Ha � H � Ha, ò. å. â îáëàñòè, ãäåñòðóêòóðà êîðà âèõðÿ ðåçêî èçìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíå�íèè ïîëÿ.Äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêîâ è ñâåðõòåêó÷èõ æèäêî�ñòåé çíà÷åíèå ãèðîêîíñòàíòû íà åäèíèöó äëèíû âè�õðÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì 2�~ns, ãäå ns � ñâåðõ�òåêó÷àÿ ïëîòíîñòü [9℄. Äëÿ ñâåðõòåêó÷èõ ñèñòåì ïðèíèçêèõ òåìïåðàòóðàõ ns áëèçêî ê 1=a3 (a � ìåæ�àòîìíîå ðàññòîÿíèå). Ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âåëè�÷èíà G âåëèêà è ñèòóàöèÿ ïîäîáíà òîé, ÷òî èìååòìåñòî â �åððîìàãíåòèêàõ: ÷èñëî çîí ïîðÿäêà åäè�íèöû íàáëþäàåòñÿ òîëüêî äëÿ ìîíîàòîìíîãî ñëîÿ.Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìîíîàòîìíîé ïëåíêè ñâåðõòå�êó÷åé æèäêîñòè, ñêàæåì, íà ìîíîêðèñòàëëè÷åñêîéïîäëîæêå, êîòîðàÿ ìîæåò ñîçäàâàòü ïîòåíöèàë ïèí�íèíãà, ñèòóàöèÿ äîëæíà áûòü ïîõîæà íà òó, ÷òî îïè�ñàíà âûøå äëÿ �åððîìàãíåòèêîâ. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òîóñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ íå çàâèñÿò îò èíòåíñèâíîñòèïîòåíöèàëà ïèííèíãà è ÷òî ðàçìåð êîðà âèõðÿ (äëè�íà êîãåðåíòíîñòè) â ãåëèè äîñòàòî÷íî ìàë, îñîáåííî�ñòè ñïåêòðà âèõðåé ìîãóò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííûìèäëÿ ïëåíîê ãåëèÿ íà ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà. Õîòÿíàì íåèçâåñòíû ïðèìåðû ýêñïåðèìåíòàëüíîé ðåàëè�çàöèè òàêîé ñèñòåìû, ìû òàêæå íå âèäèì ïðè÷èíû,çàïðåùàþùåé åå ñóùåñòâîâàíèå.Äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ïëåíîê òîëùèíîé L � aáîëåå ïåðñïåêòèâíî âûãëÿäèò ñëó÷àé ñâåðõïðîâîä�íèêà, â êîòîðîì ¾ïëîòíîñòü ñâåðõïðîâîäÿùèõ ýëåê�òðîíîâ¿ ns � 1=a3. Åå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷å�íî èç �îðìóëû ns = m2=(4��2e2), ãäåm è e� ìàññàè çàðÿä ýëåêòðîíà,  � ñêîðîñòü ñâåòà, � � ãëóáè�íà ïðîíèêíîâåíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ [10℄. Èñïîëüçóÿýòî âûðàæåíèå è çíà÷åíèÿ êîíñòàíò m,  è e, à òàê�æå ââîäÿ äëÿ óäîáñòâà âåëè÷èíó a � 3 � 10�8 ñì,ìîæíî ïðåäñòàâèòü îöåíêó õàðàêòåðíîãî èìïóëüñàP (SC)0 äëÿ ñâåðõïðîâîäíèêà â óäîáíîì âèäåP (SC)0 � 104��~a ��LD�2 � ;ãäå L è D � ñîîòâåòñòâåííî òîëùèíà ïëåí�êè è ïåðèîä íåîäíîðîäíîñòè. Äàëåå, ïàðàìåòð�(SC) = 2�~=P0D â óðàâíåíèè Õàðïåðà ìîæíîîöåíèòü êàê �(SC) � 10�3(�2a=LD2). Âåëè÷èíà� ÿâëÿåòñÿ ìàêðîñêîïè÷åñêîé, è äëÿ ñâåðõïðî�âîäíèêîâ âòîðîãî ðîäà � � �, ãäå � � äëèíàêîãåðåíòíîñòè, êîòîðàÿ äëÿ âûñîêîòåìïåðàòóðíûõñâåðõïðîâîäíèêîâ ëèøü â íåñêîëüêî ðàç ïðåâûøàåòìåæàòîìíîå ðàññòîÿíèå a [11℄. Â ñèëó ýòîãî äëÿñâåðõñòðóêòóð ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì L � D � �ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ èíòåðåñóþùèé íàñ ñëó÷àé� � 1.

Ñðåäè äðóãèõ ïðèìåðîâ âèõðåâûõ ñèñòåì áåç�óñëîâíî èíòåðåñíû íåëèíåéíûå îïòè÷åñêèå ñðåäû,ñîäåðæàùèå âèõðè [14℄, êîð êîòîðûõ èìååò ìàêðî�ñêîïè÷åñêèé ðàçìåð. Çàìåòíûé ïîòåíöèàë ïèííèí�ãà äëÿ îïòè÷åñêèõ âèõðåé ìîæíî ïîëó÷èòü â òàêíàçûâàåìûõ �îòîííûõ êðèñòàëëàõ, ò. å. îïòè÷åñêèõñðåäàõ ñ èñêóññòâåííî ñîçäàííûìè íåîäíîðîäíîñòÿ�ìè. Òåõíîëîãèÿ èçãîòîâëåíèÿ �îòîííûõ êðèñòàëëîâî÷åíü áûñòðî ðàçâèâàåòñÿ, è óæå ñåé÷àñ ìîæíî ïîëó�÷àòü êàê îäíîìåðíûå, òàê è äâóìåðíûå êðèñòàëëû,ïàðàìåòðû êîòîðûõ ìîæíî èçìåíÿòü â äîñòàòî÷íîøèðîêèõ ïðåäåëàõ. Îòëè÷èòåëüíûì ñâîéñòâîì �î�òîííûõ êðèñòàëëîâ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå çîííîãî ñïåê�òðà ëèíåéíûõ âîëí, ÷òî îáû÷íî àññîöèèðóåòñÿ ñêâàíòîâîé çàäà÷åé î äâèæåíèè ýëåêòðîíà â êðèñòàë�ëå. Îäíàêî çäåñü óæå ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî çà�äà÷à ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâûå çàêîíîìåð�íîñòè ïîÿâëÿþòñÿ ëèøü êàê àíàëîãè ñîîòâåòñòâóþ�ùèõ ý��åêòîâ âîëíîâîé îïòèêè.Â ýòîì ìåñòå óìåñòíî êðàòêî îáñóäèòü, êàêèåèç ðàññìîòðåííûõ âûøå ý��åêòîâ ¾âûæèâàþò¿ äëÿêëàññè÷åñêèõ âèõðåé. Â îñíîâíîé ÷àñòè ðàáîòû ìûðàññìàòðèâàëè äèíàìèêó âèõðåé êàê êâàíòîâûõ ýëå�ìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé äâóìåðíîãî ìàãíåòèêà. Çà�ìåòèì, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå î êâàíòîâûõ ñîëèòîíàõ íåÿâëÿåòñÿ ýêçîòèêîé, îíî îáùåïðèíÿòî â �èçèêå íèç�êîðàçìåðíûõ ìàãíåòèêîâ, ñì. [33, 47℄. Â ýòîì ñëó�÷àå ïîëó÷åííûå íàìè ñòàöèîíàðíûå áëîõîâñêèå ñî�ñòîÿíèÿ âèõðÿ èìåþò òîò æå �èçè÷åñêèé ñìûñë,÷òî è äëÿ ýëåêòðîíîâ â êðèñòàëëå: â ýòîì ñîñòîÿ�íèè êâàíòîâûé âèõðü áóêâàëüíî ¾ðàçìàçàí¿ âäîëüâñåé ñèñòåìû. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Øðåäèí�ãåðà äëÿ âîëíîâîé �óíêöèè âèõðÿ ñ èñïîëüçîâàíè�åì êîîðäèíàòíîãî èëè èìïóëüñíîãî ïðåäñòàâëåíèÿè ðàçëîæåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé â îïå�ðàòîðå �àìèëüòîíà H = H(P;X) â ðÿä ïî ñòåïåíÿìãðàäèåíòîâ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå äè��åðåí�öèàëüíîãî (îáîáùåííîãî âîëíîâîãî) óðàâíåíèÿ äëÿâîëíîâîé �óíêöèè âèõðÿ. Îäíàêî ýòî óðàâíåíèå íåèìååò íè÷åãî îáùåãî ñ èñõîäíûì óðàâíåíèåì Ëàí�äàó �Ëè�øèöà. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêàÿ êàðòèíà íå îòâå�÷àåò ñèòóàöèè äëÿ îïòè÷åñêîãî âèõðÿ, êîòîðûé ÿâ�ëÿåòñÿ ÿðêî âûðàæåííîé íåîäíîðîäíîñòüþ íà �îíåêëàññè÷åñêîé âîëíû (â �îòîííîì êðèñòàëëå � âîë�íû ñ ïåðèîäè÷åñêèì çàêîíîì äèñïåðñèè â íåîäíîðîä�íîé ñðåäå). Ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ýòèõ çàäà÷ ñî�ñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ êëàññè÷åñêîãî âèõðÿ íàáëþäà�åìû è êîîðäèíàòà âèõðÿ êàê �óíêöèÿ âðåìåíè, è�àçà âîëíû â êàæäîé òî÷êå ñèñòåìû.Èíîãäà â ëèòåðàòóðå íà ÿçûêå êâàíòîâîé ìåõàíè�êè îáñóæäàþòñÿ è äðóãèå ÿâëåíèÿ, íàïðèìåð, òóííå�ëèðîâàíèå ìàãíèòîñòàòè÷åñêèõ âîëí ÷åðåç îáëàñòü905



À. Þ. �àëêèí, Á. À. Èâàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007íåîäíîðîäíîñòè êðèñòàëëà [48℄ èëè çåíåðîâñêîå òóí�íåëèðîâàíèå îïòè÷åñêîãî ïó÷êà â �îòîííûõ êðè�ñòàëëàõ [49℄ ñî ññûëêîé íà ñîîòâåòñòâóþùèé ý��åêòâ êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Çäåñü óìåñòíî âñïîìíèòü, ÷òîíà çàðå êâàíòîâîé ìåõàíèêè òóííåëèðîâàíèå ÷àñòèöáûëî ðàññìîòðåíî èìåííî ïî àíàëîãèè ñ ñîîòâåòñòâó�þùèì ý��åêòîì �èçè÷åñêîé îïòèêè. Êàê â êëàñ�ñè÷åñêîé îïòèêå, òàê è â êâàíòîâîé ìåõàíèêå àíà�ëèçèðóþòñÿ ðåøåíèÿ âîëíîâûõ óðàâíåíèé è ïðèí�öèïèàëüíîå ðàçëè÷èå âîçíèêàåò ëèøü â èõ èíòåð�ïðåòàöèè, êîíêðåòíî, â ïðîáëåìå èçìåðåíèÿ. Ïîêàðå÷ü èäåò î ðàñïðîñòðàíåíèè ïåðèîäè÷åñêèõ ëèíåé�íûõ èëè ñëàáîíåëèíåéíûõ âîëí, èñïîëüçîâàíèå êâàí�òîâîìåõàíè÷åñêîãî ÿçûêà åñòü íå áîëåå ÷åì ïðàê�òè÷åñêè áåçîïàñíàÿ òåðìèíîëîãè÷åñêàÿ íåòî÷íîñòü.Îäíàêî, êîãäà ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîáëåìû ðàñïðî�ñòðàíåíèÿ ñîëèòîíîâ, â ÷àñòíîñòè âèõðåé, ïåðåõîäîò êâàíòîâîãî ðàññìîòðåíèÿ ê êëàññè÷åñêîìó ñòàíî�âèòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ñåðüåçíîé ïðîáëåìîé. Äëÿýòîé ñèòóàöèè ïîëó÷åííûå âûøå ñîñòîÿíèÿ, ñòàöè�îíàðíûå ñ òî÷êè çðåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè, íåïî�ñðåäñòâåííî íå ïðèìåíèìû. Äëÿ âçàèìîäåéñòâèÿ îò�äåëüíîãî âèõðÿ (èëè ñîëèòîíà äðóãîãî òèïà) ñ ïî�òåíöèàëüíûì áàðüåðîì âîçìîæåí è ¾òóííåëüíûé¿(ñ ïðèâåäåííûìè âûøå îãîâîðêàìè) ïåðåõîä è îò�ðàæåíèå âèõðÿ, íî ñîîòâåòñòâóþùèé ïðîöåññ èìååòíå âåðîÿòíîñòíûé, à äåòåðìèíèðîâàííûé õàðàêòåð.Êðîìå òîãî, äëÿ ñîëèòîíîïîäîáíûõ èìïóëüñîâ âåñü�ìà âåðîÿòíî è ÷àñòè÷íîå ïðîõîæäåíèå, ïðè êîòîðîì÷àñòü èìïóëüñà ïðîõîäèò ÷åðåç áàðüåð, à ÷àñòü îòðà�æàåòñÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî ïîñëåäíèé ñöåíàðèé íå èìååòíè÷åãî îáùåãî ñ êâàíòîâûì ïîäáàðüåðíûì ïåðåõî�äîì. Ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå ¾êâàçèêâàíòîâûõ¿ ý���åêòîâ òàêîãî òèïà äëÿ âèõðåé êëàññè÷åñêîãî ïîëÿâûõîäèò çà ðàìêè íàøåé ðàáîòû.Äëÿ âèõðåé â ñâåðõñòðóêòóðàõ ìîãóò ïðåäñòàâ�ëÿòü èíòåðåñ òå íåòðèâèàëüíûå ý��åêòû, êîòîðûåîáû÷íî àññîöèèðóþòñÿ ñ êâàíòîâîé ìåõàíèêîé,íî, ïî ñóòè, äîëæíû ïðîÿâëÿòüñÿ è ïðè ÷èñòîêëàññè÷åñêîì äâèæåíèè âèõðÿ. Çäåñü ïðåæäå âñåãîìîæíî îòìåòèòü îïèñàííûå â ðàçä. 5 áëîõîâñêèå îñ�öèëëÿöèè âèõðÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé ñèëû F.Êàê ïîêàçàíî âûøå, îòêëèêîì íà ïîñòîÿííóþ ñèëóÿâëÿåòñÿ îñöèëëèðóþùåå äâèæåíèå âèõðÿ. Çäåñüâàæíî, ÷òî ýòî ÿâëåíèå íå èñ÷åçàåò â êëàññè÷åñêîìñëó÷àå è íå ñâÿçàíî ñ òóííåëèðîâàíèåì âèõðÿ; äëÿåãî ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî òîëüêî íàëè÷èå ïåðè�îäè÷åñêîé çàâèñèìîñòè �óíêöèè �àìèëüòîíà îòèìïóëüñà, ñì. ïîäðîáíîå îáñóæäåíèå â îáçîðå [42℄.Äëÿ îäíîìåðíîé íåîäíîðîäíîñòè, êîòîðóþ ëåãêîñîçäàòü â �îòîííîì êðèñòàëëå, îñöèëëÿöèè èìåþòáóêâàëüíî òîò æå âèä, ÷òî è â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å,

íî ïðè ïðèëîæåíèè âíåøíåé ñèëû â íàïðàâëåíèè,ïåðïåíäèêóëÿðíîì ãðàäèåíòó ïîòåíöèàëà. Êàê ìûîòìå÷àëè âûøå, ñëó÷àé äâóìåðíîãî ñèììåòðè÷íîãîïîòåíöèàëà ïèííèíãà âèäà (14) ñ îäèíàêîâûìèìíîæèòåëÿìè ïåðåä sin2(�x=a) è sin2(�y=a) íåÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîãî ý���åêòà, êîòîðûé ïîÿâëÿåòñÿ òîëüêî ïðè çíà÷åíèèñèëû, ïðåâûøàþùåì êðèòè÷åñêîå. Îäíàêî è çäåñüâ êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå èìååò ìåñòî íåòðèâèàëüíàÿäèíàìèêà.Ìû áëàãîäàðíû Â. �. Áàðüÿõòàðó çà ïîëåçíîåîáñóæäåíèå âîïðîñîâ, çàòðîíóòûõ â íàøåé ñòàòüå.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé �èíàíñîâîé ïîä�äåðæêå ãðàíòà INTAS-05-1000008-8112.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. À. Ìàëîçåìîâ, Äæ. Ñëîíçóñêè, Äîìåííûå ñòåíêèâ ìàòåðèàëàõ ñ öèëèíäðè÷åñêèìè ìàãíèòíûìè äî�ìåíàìè, Ìèð, Ìîñêâà (1982).2. V. G. Baryakhtar, M. V. Chetkin, B. A. Ivanov, andS. N. Gadetskii, Dynamis of Topologial MagnetiSolitons. Experiment and Theory, Springer Trat inModern Physis 139, Springer-Verlag, Berlin (1994).3. À. Ì. Êîñåâè÷, Á. À. Èâàíîâ, À. Ñ. Êîâàëåâ, Íå-ëèíåéíûå âîëíû íàìàãíè÷åííîñòè. Äèíàìè÷åñêèåè òîïîëîãè÷åñêèå ñîëèòîíû, Íàóêîâà äóìêà, Êèåâ(1983); A. M. Kosevih, B. A. Ivanov, and A. S. Ko-valev, Phys. Rep. 194, 117 (1990).4. F. G. Mertens and A. R. Bishop, in Nonlinear Sieneat the Dawn of the 21th Century, ed. by P. L. Chris-tiansen and M. P. Soerensen, Springer-Verlag, Berlin(2000).5. Â. Ë. Áåðåçèíñêèé, ÆÝÒÔ 59, 907 (1970); 61, 1144(1971).6. J. M. Kosterlitz and D. J. Thouless, J. Phys. C6, 1181(1973).7. D. D. Wiesler, H. Zabel, and S. M. Shapiro, Z. Phys.B93, 277 (1994).8. R. Skomski, J. Phys.: Condens. Matter 15, R841(2003).9. R. J. Donnely, Quantized Vorties in Helium II,Cambridge Studies In Low Temperature Physis,ed. by A. M. Goldman, P. V. E. MClintok,and M. Springford, Cambridge University Press,Cambridge (1991).906
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