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ÈÇÌÅ�ÅÍÈÅ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÊÂÀÍÒÎÂÀÍÍÎÉ ÌÎÄÛ Â �ÀÇËÈ×ÍÛÕ �ÅÆÈÌÀÕÔÎÒÎÄÅÒÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈß�. Ï. Ìèðîøíè÷åíêî *Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èí�îðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ìåõàíèêè è îïòèêè197101, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 1 äåêàáðÿ 2006 ã.�àçâèòà òåîðèÿ äèñêðåòíîé ìîäåëè �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ, ãäå â êà÷åñòâå óêàçàòåëåé (ïîéíòåðîâ) èñïîëüçó-þòñÿ îòäåëüíûå íåâîçáóæäåííûå àòîìû èç àòîìíîãî ïîòîêà, ïðîëåòàþùåãî ÷åðåç ðåçîíàòîð. Äåòåêòîðû(èîíèçàöèîííûå êàìåðû), ñåëåêòèâíûå ê ýíåðãåòè÷åñêèì ñîñòîÿíèÿì àòîìîâ, ðåãèñòðèðóþò ñòàòèñòèêóâûëåòîâ àòîìîâ â îñíîâíîì èëè âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè. Â îñíîâå ðàçâèâàåìîé òåîðèè ëåæèò ìåòîä ïî-ñëåäîâàòåëüíûõ êîñâåííûõ êâàíòîâûõ èçìåðåíèé Ìàíäåëüøòàìà. Â îòëè÷èå îò èìåþùèõñÿ ðàáîò, â ïðåä-ëàãàåìîì ïîäõîäå ó÷èòûâàåòñÿ ñòàòèñòèêà àòîìíîãî ïîòîêà, íåèäåàëüíîñòü (êâàíòîâûå ý��åêòèâíîñòè)ðàáîòû èîíèçàöèîííûõ êàìåð, âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ äåòåêòîðà, îáðàòíîå äåéñòâèå çîíäà íà êâàíòîâàí-íóþ ìîäó, ðåëàêñàöèîííûé ïðîöåññ â èíòåðâàëå âðåìåíè, êîãäà ðåçîíàòîð ïóñò (áåç àòîìîâ). Ïîëó÷åíû�îðìóëû, ñâÿçûâàþùèå àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ñðàáàòûâàíèé �îòîäåòåêòîðîâ ñ ýëåìåíòàìè ãëàâ-íîé äèàãîíàëè íà÷àëüíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîäû ðåçîíàòîðà. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîäòâåðæäàåòâîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ íà÷àëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñåë �îòîíîââ ðåçîíàòîðå ïî ñòàòèñòèêå ñðàáàòûâàíèé äåòåêòîðîâ, ñíÿòîé â òå÷åíèå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.PACS: 42.50.-p, 42.50.Dv1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÍàèáîëåå ïîëíàÿ èí�îðìàöèÿ î ñòàòèñòè÷åñêèõõàðàêòåðèñòèêàõ èçëó÷åíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíàñ ïîìîùüþ �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ. Ôîòîäåòåêòèðîâà�íèå � ýòî ðàçâåðòûâàþùèéñÿ âî âðåìåíè ïðîöåññïîñëåäîâàòåëüíûõ êâàíòîâûõ èçìåðåíèé, êîòîðîìóïîäâåðãàþòñÿ ìîäû ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Òåîðå�òè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è êâàíòîâûõ èçìåðåíèéîáû÷íî ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ [1�3℄. Â èçó�÷àåìîé êâàíòîâîé ñèñòåìå âûáèðàåòñÿ �èçè÷åñêàÿâåëè÷èíà (íàáëþäàåìàÿ), îïðåäåëÿåòñÿ åå ñîáñòâåí�íûé áàçèñ è ñïåêòð. Çàòåì äëÿ ïðîâåäåíèÿ èçìåðå�íèÿ ýòîé íàáëþäàåìîé íåîáõîäèìî ïðàâèëüíî âû�áðàòü ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû ñ óêà�çàòåëåì (ïîéíòåðîì) èçìåðèòåëÿ è âçàèìîäåéñòâèåóêàçàòåëÿ ñ âíåøíåé ñðåäîé, ò. å. ïðàâèëüíî âûáðàòüèçìåðèòåëü. Â ñëó÷àå �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ âçàèìî�äåéñòâèå ïîëÿ ñ èçìåðèòåëåì îïðåäåëÿåòñÿ âûáðàí�íûì äåòåêòîðîì è åãî êîíñòðóêöèåé. Äåòåêòîð �èê�*E-mail: gpmirosh�yahoo.om

ñèðóåò �àêò ïîãëîùåíèÿ �îòîíà, ðåçóëüòàòîì èç�ìåðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîðîòêèõ èì�ïóëüñîâ òîêà. Êàæäûé èìïóëüñ âîçíèêàåò èç-çà ïî�ÿâëåíèÿ �îòîýëåêòðîíà, è èõ îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñïàäàþùèì �îòîíîì ïîëÿ. Ìîæíî ñëåäèòü çà âñåìèèìïóëüñàìè (�îòîýëåêòðîíàìè) íà çàäàííîì îòðåç�êå âðåìåíè.Â àëüòåðíàòèâíîì âàðèàíòå èñïîëüçóåòñÿ ñ÷åò�÷èê çàäåðæàííûõ ñîâïàäåíèé, êîãäà èçó÷àþòñÿ èì�ïóëüñû â �èêñèðîâàííûå, çàäàííûå ïðèáîðîì ìî�ìåíòû âðåìåíè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ â ðåçóëüòàòå èç�ìåðåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî êëàñ�ñè÷åñêîãî ïðîöåññà: ýòî ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëü�íîñòü âðåìåí ìåæäó ñîñåäíèìè èìïóëüñàìè (ïåðâûéñëó÷àé) èëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàäàíèé èëè îò�ñóòñòâèÿ èìïóëüñîâ â çàäàííûõ âðåìåíí�ûõ âîðîòàõ(âòîðîé ñëó÷àé). Â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîé îáðà�áîòêè ñåðèè òîæäåñòâåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî �îòî�äåòåêòèðîâàíèþ ìîæíî ïîëó÷èòü òðåáóåìûå ñòàòè�ñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíîãî êëàññè÷åñêî�ãî ïðîöåññà ãåíåðàöèè �îòîýëåêòðîíîâ. Ýòî èåðàð�829



�. Ï. Ìèðîøíè÷åíêî ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007õèÿ ñîâìåñòíûõ ýêñêëþçèâíûõ è íåýêñêëþçèâíûõn-òî÷å÷íûõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ îò�ñ÷åòîâ âáëèçè n òî÷åê íà çàäàííîì âðåìåííîì èíòåð�âàëå. Ýòè ïëîòíîñòè ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è ïîëíî�ñòüþ õàðàêòåðèçóþò ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà òî÷å÷�íûõ êëàññè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [4�6℄. Ñ ïîìîùüþ ýòèõïëîòíîñòåé ìîæíî ðàññ÷èòàòü äðóãèå õàðàêòåðèñòè�êè ïðîöåññà. Ýòî âåðîÿòíîñòè äåòåêòèðîâàíèÿ n èì�ïóëüñîâ íà çàäàííîì îòðåçêå âðåìåíè (èíòåãðàëüíàÿñòàòèñòèêà �îòîýëåêòðè÷åñêîãî ñ÷åòà Ìàíäåëÿ [7℄),äâóõâðåìåííûå êîððåëÿöèîííûå �óíêöèè �îòîòî�êîâ, ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé âðåìåíè îæèäàíèÿ îò�ñ÷åòîâ è äð. [4�14℄. Ýòà êëàññè÷åñêàÿ àïîñòåðèîðíàÿèí�îðìàöèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàñ÷åòàñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê êâàíòîâîãî àíñàìáëÿèçó÷àåìîé êâàíòîâîé ñèñòåìû (ïîëåâûå ìîäû è, âîáùåì ñëó÷àå, âçàèìîäåéñòâóþùèå ñ ïîëåì àòîìû).Äëÿ ñâÿçè ñòàòèñòèêè �îòîîòñ÷åòîâ ñî ñòàòèñòè�êîé ïîëÿ ðàçâèòà êâàíòîâàÿ òåîðèÿ �îòîäåòåêòèðî�âàíèÿ; ññûëêè íà îñíîâîïîëàãàþùèå ðàáîòû ìîæíîíàéòè â êíèãàõ [4�6; 12; 14�16℄. �àçëè÷àþò òåîðèþâíåøíåãî [12℄ è âíóòðåííåãî [4; 16℄ �îòîäåòåêòèðîâà�íèÿ � ïî ðàñïîëîæåíèþ äåòåêòîðà (âíå èëè âíóòðèðåçîíàòîðà). Â ðàáîòàõ [4; 5; 12; 15�18℄ �îòîäåòåêòè�ðîâàíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîöåññ íåïðåðûâíûõêâàíòîâûõ èçìåðåíèé âòîðîãî ðîäà (äåñòðóêòèâíûõèç-çà ïîãëîùåíèÿ �îòîíà íà äåòåêòîðå) è îáñóæäà�åòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðîåêòèâíîãî ïîñòó�ëàòà �îí Íåéìàíà â ñëó÷àå íåïðåðûâíûõ èçìåðå�íèé.Â ðàáîòàõ [9; 17�20℄ ïîñòðîåíà òåîðèÿ âíóòðåí�íåãî íåïðåðûâíîãî �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ. Â ýòèõ ðà�áîòàõ íàéäåíû íåóíèòàðíûå îïåðàòîðû ðàçâèòèÿäëÿ êâàíòîâîãî ñêà÷êà, ñâÿçàííîãî ñ îáíàðóæåíèåì�îòîíà, è äëÿ èíòåðâàëîâ âðåìåíè, êîãäà ñêà÷êèîòñóòñòâóþò. Çäåñü íàéäåíî óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ,îïèñûâàþùåå ðàçâèòèå ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïîëíî�ãî àíñàìáëÿ ìîäû â ïðèñóòñòâèè íåïðåðûâíî âêëþ�÷åííîãî �îòîäåòåêòîðà. Ìàòðèöà ïîëíîãî àíñàìá�ëÿ ïðåäñòàâëåíà â ¾ðàñïóòàííîì¿ ïî îòäåëüíûìêâàíòîâûì òðàåêòîðèÿì (ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ñî�áûòèé) âèäå. Êàæäàÿ èíäèâèäóàëüíàÿ òðàåêòîðèÿïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüêâàíòîâûõ ñêà÷êîâ, ¾ìãíîâåííî¿ èçìåíÿþùèõ ñîñòî�ÿíèå ïîëÿ (è ñâÿçàííûõ ñ ïîÿâëåíèåì �îòîýëåêòðî�íà) è èíòåðâàëîâ ¾ñâîáîäíîãî¿ ðàçâèòèÿ óñëîâíîéìàòðèöû ïëîòíîñòè, êîãäà �îòîýëåêòðîí íå îáíàðó�æåí. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöûõîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòîâ,â êîòîðûõ íà èíäèâèäóàëüíîì äåòåêòîðå â òå÷åíèåâðåìåíè èçìåðåíèÿ ñíèìàåòñÿ îäíà (ñëó÷àéíàÿ) ðå�àëèçàöèÿ êâàíòîâîé òðàåêòîðèè.

Òåîðèÿ âíóòðåííåãî �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ ïîçâî�ëÿåò ãåíåðèðîâàòü òðàåêòîðèè ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî. Àïïàðàò òåîðèè, â ïðèíöèïå,ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü íå òîëüêî âåðîÿòíîñòíûå õàðàê�òåðèñòèêè ïîëíîãî êâàíòîâîãî àíñàìáëÿ ïîëåâûõìîä, íî è ¾äâèãàòüñÿ¿ âäîëü êâàíòîâîé òðàåêòîðèèâ ïðîöåññå ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, êàæäûé ðàç ïå�ðåñ÷èòûâàÿ óñëîâíóþ ìàòðèöó ïëîòíîñòè ñ ó÷åòîìâñåõ ñîáûòèé, êîòîðûå �èêñèðóåò äåòåêòîð.Â ðàáîòàõ [18; 21; 22℄ ïðåäëîæåíà òàê íàçûâàå�ìàÿ äèñêðåòíàÿ ìîäåëü âíóòðåííåãî �îòîäåòåêòèðî�âàíèÿ. Â ýòîì ìåòîäå ñîñòîÿíèå ìîäû ðåçîíàòîðà òå�ñòèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîëåòàþùåãî ÷åðåç ðåçîíàòîðïîòîêà íåâîçáóæäåííûõ (íà âõîäå) àòîìîâ. Êàæäûéàòîì ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâûì çîíäîì, ¾ñîáèðàþùèì¿èí�îðìàöèþ î êâàíòîâàííîé ìîäå. Íà âûõîäå èç ðå�çîíàòîðà ñ ïîìîùüþ ñåëåêòèâíûõ ê ýíåðãåòè÷åñêî�ìó ñîñòîÿíèþ àòîìà äåòåêòîðîâ (èîíèçàöèîííûõ êà�ìåð) ñíèìàåòñÿ ñòàòèñòèêà âûëåòîâ àòîìà â âîçáó�æäåííîì èëè îñíîâíîì ñîñòîÿíèè. Â íàñòîÿùåé ðà�áîòå òåîðèÿ äèñêðåòíîãî �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ ðàçâè�âàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ òåîðèåé îäíîàòîìíîãî ìàçåðà(ìèêðîìàçåðà), ïðåäñòàâëåííîé â ðàáîòàõ [23; 24℄. Âîòëè÷èå îò ðàáîò [18; 21; 22℄, â ïðåäëàãàåìîì ïîäõî�äå ó÷èòûâàåòñÿ ñòàòèñòèêà àòîìíîãî ïîòîêà, íåèäå�àëüíîñòü (êâàíòîâûå ý��åêòèâíîñòè) ðàáîòû èîíè�çàöèîííûõ êàìåð, âðåìÿ âîññòàíîâëåíèÿ äåòåêòîðà,îáðàòíîå äåéñòâèå çîíäà íà êâàíòîâàííóþ ìîäó, ðå�ëàêñàöèîííûé ïðîöåññ â èíòåðâàëå âðåìåíè, êîãäàðåçîíàòîð ïóñò (áåç àòîìîâ). Äëÿ îïèñàíèÿ òàêî�ãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî ðàçâèòèå òåîðèè ïîñëåäîâà�òåëüíûõ äèñêðåòíûõ êâàíòîâûõ êîñâåííûõ èçìåðå�íèé. Îñíîâû òåîðèè êîñâåííûõ èçìåðåíèé çàëîæå�íû â ðàáîòàõ àêàäåìèêà Ìàíäåëüøòàìà [25℄ è ïî�äðîáíî îáñóæäàþòñÿ â êíèãàõ [15; 26; 27℄. Â êà÷åñòâåîêîí÷àòåëüíîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷åíû �îðìóëû, ðå�øàþùèå îáðàòíóþ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ íà÷àëü�íîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñåë �îòîíîâ ïî ñòàòè�ñòèêå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �îòîîòñ÷åòîâ, ñíÿòîé íàèíòåðâàëå âðåìåíè ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà óñòàíîâëå�íèÿ ãåíåðàöèè â ðåçîíàòîðå â ïðèñóòñòâèè ïîòîêààòîìîâ-çîíäîâ.2. ÌÎÄÅËÜ ÔÎÒÎÄÅÒÅÊÒÎ�ÀÓñëîâèìñÿ íàçûâàòü ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ äàííûõî ñîñòîÿíèè êâàíòîâàííîé ìîäû ðåçîíàòîðà �îòîäå�òåêòèðîâàíèåì. Ñîãëàñíî òåîðèè êîñâåííûõ êâàíòî�âûõ èçìåðåíèé, äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èí��îðìàöèè äîñòàòî÷íî ïðèâåñòè èçó÷àåìóþ êâàíòî�âóþ ñèñòåìó âî âçàèìîäåéñòâèå ñ ïðîáíîé êâàíòî�830



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Èçìåðåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê : : :âîé ñèñòåìîé (êâàíòîâûì çîíäîì). Ïîñëå èõ âçàèìî�äåéñòâèÿ è ïåðåïóòûâàíèÿ íàä çîíäîì ïðîèçâîäèò�ñÿ ïðÿìîå (ïðîåêòèâíîå ïî �îí Íåéìàíó) êâàíòîâîåèçìåðåíèå êàêîé-ëèáî �èçè÷åñêîé íàáëþäàåìîé. Áó�äåì ìîäåëèðîâàòü êâàíòîâûé çîíä äâóõóðîâíåâûìàòîìîì. Íåâîçáóæäåííûé àòîì â îñíîâíîì (ðàáî�÷åì) ñîñòîÿíèè â îïðåäåëåííûé ìîìåíò âðåìåíè tâëåòàåò â ðåçîíàòîð è â òå÷åíèå âðåìåíè � âçàèìî�äåéñòâóåò ñ ðåçîíàòîðíîé ìîäîé. �àìèëüòîíèàí âçà�èìîäåéñòâèÿ Ĥ ìîäû è çîíäà â ïðåäñòàâëåíèè âçàè�ìîäåéñòâèÿ è â ðåçîíàíñíîì ïðèáëèæåíèè â òå÷åíèåâðåìåíè � èìååò âèäĤ = "2 (j1ih1j � j0ih0j) + � �âj1ih0j+ âyj0ih1j� : (1)Çäåñü " � îòñòðîéêà óðîâíåé àòîìà çîíäà îò ðåçî�íàíñà ñ ÷àñòîòîé ìîäû, � � êîíñòàíòà âçàèìîäåé�ñòâèÿ ìîäû è àòîìà (ïîëàãàåì äàëåå ~ = 1), j0i; j1i �îñíîâíîå è âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèÿ çîíäà, ây, â �áîçå-îïåðàòîðû ìîäû (äëÿ ïðîñòîòû èçó÷àåòñÿ îä�íîìîäîâûé ðåæèì ãåíåðàöèè). Â êîíöå èíòåðâàëà �àòîì âûëåòàåò èç ðåçîíàòîðà è ïåðåñòàåò âçàèìîäåé�ñòâîâàòü ñ ìîäîé. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ âëèÿíèÿ êîîïåðà�òèâíûõ ý��åêòîâ ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïî�ÿâëåíèÿ â ðåçîíàòîðå äâóõ àòîìîâ î÷åíü ìàëà. Äëÿýòîãî èíòåðâàë âðåìåíè T ìåæäó ïîÿâëåíèåì ñîñåä�íèõ àòîìîâ äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ T � � .Â òå÷åíèå âðåìåíè T â ðåçîíàòîðå íåò àòîìîâ è ìî�äà ðàçâèâàåòñÿ ñâîáîäíî (ðåëàêñèðóåò). ËèóâèëëèàíL̂ ðåëàêñàöèîííîãî ïðîöåññà ñëåäóþùèì îáðàçîìäåéñòâóåò íà ìàòðèöó � (â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåé�ñòâèÿ):L̂� = 2 �(nb + 1) �2â�ây � âyâ�� �âyâ�++ nb �2ây�â� âây�� �âây�� : (2)Çäåñü  � ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè ìîäû, nb � ñðåä�íåå ÷èñëî ïëàíêîâñêèõ (òåðìè÷åñêèõ) �îòîíîâ,� = �(t) � ðåäóöèðîâàííàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòèìîäû. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àòîìà íà êàæäîì öèêëåèçìåðåíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ îñíîâíûì, íà÷àëüíàÿàòîìíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè�a = j0ih0j: (3)Ïðåíåáðåæåì ðåëàêñàöèåé (ìîäû è àòîìà) íà êî�ðîòêîì èíòåðâàëå � . Òîãäà ñóïåðîïåðàòîð ðàçâèòèÿðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîäû ïîëíîãîàíñàìáëÿ íà îäíîì öèêëå äåéñòâèÿ �îòîäåòåêòîðàìîæíî ïðèáëèæåííî ðàçáèòü íà äâà ñîìíîæèòåëÿ:�(� + T + t) = Ŵ D̂�(t): (4)

Çäåñü�(t+ �) = D̂�(t) == Spa �exp��iĤ�� �(t)
 j0ih0j exp�iĤ��� ; (5)Ŵ = exp�L̂T� : (6)Çäåñü è äàëåå Spa, Sps, Spa;s � îïåðàöèè âçÿòèÿ ñëå�äà ñîîòâåòñòâåííî ïî ñîñòîÿíèÿì àòîìà, êâàíòîâîéñèñòåìû è èõ ñîâìåñòíûé ñëåä. Èçìåðèòåëüíûé ïðî�öåññ ïîâòîðÿåòñÿ, ïðè÷åì ïîëó÷åííàÿ ðåäóöèðîâàí�íàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñòàíîâèòñÿ íà÷àëüíîé ìàò�ðèöåé íà íîâîì öèêëå. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ìîäû äëÿïîëíîãî àíñàìáëÿ èçìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè (ðåëàêñè�ðóåò) êàê èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ îêðóæåíèåì (÷åðåççåðêàëà, ñêîðîñòü ), òàê è èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ñàòîìîì çîíäà (ñêîðîñòü �). Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè â ðå�çîíàòîðå óñòàíîâèòñÿ ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ìîäû.Äîïîëíèòåëüíàÿ èí�îðìàöèÿ î ñîñòîÿíèè âû�ëåòåâøåãî èç ðåçîíàòîðà î÷åðåäíîãî çîíäèðóþùå�ãî àòîìà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðàñùåïëå�íèÿ ïîëíîãî àíñàìáëÿ íà òðè ïîäàíñàìáëÿ. Äëÿ ýòî�ãî ââîäèòñÿ ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ �, ïðèíèìàþùàÿòðè çíà÷åíèÿ: � = 0; 1; 2. Çíà÷åíèå � = 0 ñîîòâåò�ñòâóåò òîìó, ÷òî àòîì îáíàðóæåí â íèæíåì ñîñòîÿ�íèè, � = 1 � àòîì îáíàðóæåí âåðõíåì ñîñòîÿíèè,� = 2 � àòîì ïðîïóùåí èç-çà íåñîâåðøåíñòâà äåòåê�òèðîâàíèÿ. �àññìàòðèâàåìûé èçìåðèòåëüíûé ïðî�öåññ îïðåäåëÿåòñÿ íåîðòîãîíàëüíîé ïîëîæèòåëüíîîïðåäåëåííîé âåðîÿòíîñòíîé îïåðàòîðíîé ìåðîé [1℄,ñîñòîÿùåé èç òðåõ îïåðàòîðîâ, �̂a� , � = 0; 1; 2, äåé�ñòâóþùèõ â ïîäïðîñòðàíñòâå ýíåðãåòè÷åñêèõ ñîñòî�ÿíèé çîíäà̂�a0 + �̂a1 + �̂a2 = Î ;�̂a0 = "0j0ih0j; �̂a1 = "1j1ih1j;�̂a2 = (1� "0)j0ih0j+ (1� "1)j1ih1j: (7)Çäåñü è äàëåå Î � òîæäåñòâåííàÿ îïåðàöèÿ â ñîîò�âåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå, 0 � "0, "1 � 1 � ý���åêòèâíîñòè äåòåêòîðîâ (èîíèçàöèîííûõ êàìåð) ñî�îòâåòñòâåííî íèæíåãî è âåðõíåãî ñîñòîÿíèé àòîìà.Àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü êàæäîãî ñîáûòèÿ â ìîìåíò� + t âûëåòà àòîìà (ïåðåä èçìåðåíèåì) ðàññ÷èòûâà�åòñÿ ïî �îðìóëåP (�) = Sps;a ��̂a� exp��iĤ�� �(t)

 j0ih0j exp�iĤ��� : (8)Çäåñü t � ìîìåíò âëåòà àòîìà â ðåçîíàòîð. Ââåäåìòðè îïåðàòîðà, M̂a� , � = 0; 1; 2, � òðàíñ�îðìåðûàòîìíûõ ñîñòîÿíèé (îïåðàòîðû Êðàóçà) [1; 28℄:831



�. Ï. Ìèðîøíè÷åíêî ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007�̂a� = M̂ay� M̂a� ; M̂a� =q�̂a� ; � = 0; 1; 2;M̂a0 = p"0j0ih0j; M̂a1 = p"1j1ih1j;M̂a2 = p1� "0 j0ih0j+p1� "1j1ih1j: (9) Óñëîâíàÿ (îáóñëîâëåííàÿ ðåçóëüòàòîì îäíîêðàòíîãîèçìåðåíèÿ) ðåäóöèðîâàííàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñè�ñòåìû �(t+ � j�) ìãíîâåííî òðàíñ�îðìèðóåòñÿ (ïðî�åêöèîííûé ïîñòóëàò �îí Íåéìàíà) ñîãëàñíî ñîîòíî�øåíèþ (ñð. ñ (5))�(t+ � j�) = Spa �M̂a� exp��iĤ�� �(t)
 j0ih0j exp�iĤ�� M̂ay� �P (�) : (10)Ñîãëàñíî [1; 15℄, îïðåäåëÿåì îáîáùåííóþ ïîëîæè�òåëüíî îïðåäåëåííóþ âåðîÿòíîñòíóþ îïåðàòîðíóþìåðó (îáîáùåííûå ïðîåêòîðû), �̂s�, � = 0; 1; 2, äåé�ñòâóþùóþ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû(êâàíòîâîé ìîäû)�̂s� = h0j exp(iĤ�)�̂a� exp(�iĤ�)j0i;�̂s0 + �̂s1 + �̂s2 = Î : (11)Òîãäà âåðîÿòíîñòü P (�) (8) çàïèøåòñÿ â âèäåP (�) = Sps ��̂s��(t)� : (12)Âìåñòî îïåðàòîðîâ M̂a� (9) ââîäèì ñåðèþ îïåðàòîðîâÊðàóçà, M̂s�;�; � = 0; 1; 2; � = 0; 1;� òðàíñ�îðìåðîâ ñîñòîÿíèÿ â ãèëüáåðòîâîì ïðî�ñòðàíñòâå ñèñòåìû [28℄:�̂s� = X�=0;1 M̂sy�;�M̂s�;�; (13)M̂s�;� = h�jM̂a� exp(�iĤ�)j0i; � = 0; 1:Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîãî âèäà òðàíñ�îðìåðîâ M̂s�;�íàéäåì îïåðàòîð ðàçâèòèÿ exp(�iĤ�), çàïèñàííûé÷åðåç îïåðàòîðû�̂1 =r14 � "��2 + âyâ; �̂2 =r14 � "��2 + âây :exp��iĤ�� == 0�os����̂1�+ i "2� sin����̂1��̂1 1A j0ih0j++0�os����̂2�� i "2� sin����̂2��̂2 1A j1ih1j �� iây sin����̂2��̂2 j0ih1j � iâsin����̂1��̂1 j1ih0j:

Ñ ó÷åòîì (9) ïîëó÷àåìM̂s0;0 = p"0 h0j exp(�iĤ�)j0i;M̂s1;1 = p"1 h1j exp(�iĤ�)j0i;M̂s1;0 = M̂s0;1 = 0;M̂s0;2 = p1� "0 h0j exp(�iĤ�)j0i;M̂s1;2 = p1� "1 h1j exp(�iĤ�)j0i: (14)Óñëîâíàÿ ðåäóöèðîâàííàÿ ìàòðèöà (10) çàïèñûâàåò�ñÿ ñ ïîìîùüþ M̂s�;� êàê�(t+ � j�) = X�=0;1 M̂s�;��(t)M̂sy�;�P (�) : (15)Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êâàíòîâûõ èçìåðåíèé ñ îðòîãî�íàëüíîé ìåðîé (îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû) ÷èñòîåñîñòîÿíèå ñ ïîìîùüþ òðàíñ�îðìåðîâ ïðåîáðàçóåò�ñÿ â ÷èñòîå ñîñòîÿíèå [1℄. Ôîðìóëà (15) íå óäîâëå�òâîðÿåò ýòîìó ñâîéñòâó èç-çà íåîðòîãîíàëüíîñòè (èïåðåïîëíåííîñòè) ìåðû (9). Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ(11), (13), (15), ìîæíî ïðîâåðèòü �îðìóëó Áàéåñà �ðàçáèåíèå ïîëíîãî àíñàìáëÿ ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè�(t+ �) (5) íà òðè ïîäàíñàìáëÿ ñ óñëîâíûìè ìàòðè�öàìè �(t+ � j�) ïðè îäíîêðàòíîì èçìåðåíèè:�(t+ �) = X�=0;1;2P (�)�(t+ � j�):Äàëåå áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ñòàòèñòè÷åñêèìè õà�ðàêòåðèñòèêàìè êâàíòîâàííîé ìîäû, êîòîðûå ìîæ�íî âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷è�ñåë �îòîíîâ (ãëàâíîé äèàãîíàëè ðåäóöèðîâàííîéìàòðèöû ïëîòíîñòè â �îêîâñêîì áàçèñå). Â ðàáî�òå [29℄ ïîêàçàíî, ÷òî êàæäàÿ äèàãîíàëü ìàòðèöû ðàç�âèâàåòñÿ âî âðåìåíè íåçàâèñèìî îò äðóãèõ äèàãîíà�ëåé. Ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ãàìèëüòîíèàíìîäû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ àòîìîì, èìååò âèä (1),îïåðàòîð ðåëàêñàöèè èìååò âèä (2), à íà÷àëüíàÿ ìàò�ðèöà ïëîòíîñòè àòîìà èìååò (â ÷àñòíîñòè) âèä (3).Ýòî ñâîéñòâî ñóùåñòâåííî îáëåã÷àåò àíàëèç è ñîêðà�ùàåò ÷èñëåííûé ñ÷åò. Óäîáíî ïåðåïèñàòü âûðàæå�íèÿ (12)�(15) ñ ïîìîùüþ óïðîùàþùèõ îáîçíà÷åíèé.Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî �îêîâñêèõ ïðîåêòîðîâ832



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Èçìåðåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê : : :jnihnj; n = 0; 1; 2; : : : ;ñèìâîëîì jnii; n = 0; 1; 2; : : : ;è ââåäåì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ Ây,Â, äåéñòâóþùèå íà jnii ïî îáû÷íîìó ïðàâèëó:Âjnii = pn jn�1ii; Âyjnii = pn+1 jn+1ii: (16)Äëÿ òîãî ÷òîáû ãëàâíàÿ äèàãîíàëü ïðè äåéñòâèèòðàíñ�îðìåðîâ â (15) íå ïåðåìåøèâàëàñü ñ áîêîâû�ìè äèàãîíàëÿìè, íåîáõîäèìî, ÷òîáû íà êàæäûé ïðî�åêòîð jnihnj äåéñòâîâàëè îïåðàòîðû ñëåäóþùåãî âè�äà:(â)pF̂ �âyâ� jnihnjQ̂(âyâ)(ây)p == pYk=1(n� k + 1)F̂ (n)Q̂(n)jn� pihn� pj: (17)Çäåñü F (n), Q(n) � àíàëèòè÷åñêèå �óíêöèè. Çàïèñü(17) â íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ (16) èìååò âèä(â)pF̂ (âyâ)jnihnjQ̂(âyâ)(ây)p == �pÂÂy Â�p F̂ �ÂyÂ� Q̂�ÂyÂ� jnii: (18)Àíàëîãè÷íî èìååì(ây)pF̂ (âyâ)jnihnjQ̂(âyâ)(â)p == �pÂyÂ Ây�p F̂ �ÂyÂ� Q̂�ÂyÂ� jnii: (19)�åäóöèðîâàííàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè ìîäû, â êîòî�ðîé îñòàâëåíà òîëüêî ãëàâíàÿ äèàãîíàëü, â íîâûõîáîçíà÷åíèÿõ èìååò âèä� =Xn=0 �njnihnj =Xn=0 �njnii;Sps Xn=0 �njnii! =Xn=0 �n = 1:Äëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî ââåñòè îáðàçóþùèå àëãå�áðû su(1; 1) (èíäåêñ Áàðãìàíà 1=2). Â òåðìèíàõ îïå�ðàòîðîâ Ây, Â èõ îáðàçóþùèå èìåþò âèäK̂0 = ÂyÂ+1=2; K̂� = ÂpÂyÂ;K̂+ =pÂyÂÂy (20)ñ êîììóòàöèîííûìè ñîîòíîøåíèÿìèhK̂0; K̂+i = K̂+; hK̂0; K̂�i = �K̂�;hK̂�; K̂+i = 2K̂0:

Òîãäà ëèóâèëëèàí (2) (ðàçäåëåííûé íà ) ïåðåïè�øåòñÿ â âèäåL̂ = (nb+1)K̂�+nbK̂+�(2nb+1)K̂0+1=2: (21)Ôîðìóëà (15) ïðåîáðàçîâàíèÿ ìàòðèöû ïðè èçìåðå�íèè ïðèìåò âèä�(t+ � j�) = D̂��(t)P (�) ; P (�) = Sps �D̂��(t)� :Çäåñü ââåäåíû íîâûå îáîçíà÷åíèÿ D̂� äëÿ òðàíñ�îð�ìåðîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè óñëîâíîé ðåäóöèðîâàííîéìàòðèöû:D̂0 = "00�os2 ���
̂�+14 � "��2 sin2 ���
̂�
̂2 1A ; (22)D̂1 = "1K̂� sin2 ���
̂�
̂2 ;D̂2 = 1� "0"0 D̂0 + 1� "1"1 D̂1; (23)çàïèñàííûå ÷åðåç îïåðàòîð
̂ =r14 � "��2 + K̂0 � 12 :Îïåðàòîð ðàçâèòèÿ D̂ (5) äëÿ ïîëíîãî àíñàìáëÿ èìå�åò âèäD̂ = D̂0 + D̂1 + D̂2 == os2 ���
̂�+�14 � "��2+K̂�� sin2 ���
̂�
̂2 : (24)Ïðîöåññ êâàíòîâûõ èçìåðåíèé ïîâòîðÿåòñÿ öèêëè÷å�ñêè â âûáðàííûå èññëåäîâàòåëåì ìîìåíòû âðåìåíè.Äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè îáîçíà÷èì ðåäóöèðîâàííóþìàòðèöó ïëîòíîñòè ïîëíîãî àíñàìáëÿ â êîíöå `-ãî(âíà÷àëå ` + 1) öèêëà ÷åðåç �(`). Òîãäà ðåêóððåíò�íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ïðîöåññà �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ,êîãäà äåòåêòîð âêëþ÷åí, íî èí�îðìàöèÿ íå ó÷èòû�âàåòñÿ (ïîëíûé àíñàìáëü), èìååò âèä�(`+ 1) = Ŵ D̂�(`); ` = 0; 1; 2; : : : (25)Îïåðàòîðû Ŵ , D̂ è D̂� äàþòñÿ �îðìóëàìè (6),(22)�(24). Óñëîâíóþ ðåäóöèðîâàííóþ ìàòðèöó ïëîò�íîñòè â êîíöå `-ãî (âíà÷àëå `+1) öèêëà äëÿ êðàòêî�ñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç �(`). �åêóððåíòíîå ñîîòíîøå�íèå äëÿ �(`) èìååò âèä�(`+ 1) = Ŵ D̂��(`)P (�) ; ` = 0; 1; 2; : : : ;P (�) = Sps �D̂��(`)� : (26)5 ÆÝÒÔ, âûï. 5 833



�. Ï. Ìèðîøíè÷åíêî ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007Çäåñü P (�) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ îä�íîãî èç âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé� â êîíöå `-ãî öèêëà. Îïåðàòîðû Ŵ è D̂ ñîõðàíÿþòñëåä ìàòðèöû; ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ�Ŵ D̂�yXn=0 jnii =Xn=0 jnii: (27)3. ÄÈÍÀÌÈÊÀ ÏÎËÍÎ�Î ÀÍÑÀÌÁËßÂ ïðîöåññå �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ èññëåäîâàòåëüïîëó÷àåò äîïîëíèòåëüíóþ èí�îðìàöèþ î ðàçâèòèèêâàíòîâàííîé ìîäû. Åñëè ýòà èí�îðìàöèÿ íå èñ�ïîëüçóåòñÿ, òî âçàèìîäåéñòâèå ìîäû ñ çîíäîì èç�ìåðèòåëÿ ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê äîïîëíèòåëü�íûé êàíàë ðåëàêñàöèè ìîäû. �àññìîòðèì ðàçâèòèåïîëíîãî àíñàìáëÿ ìîäû ñ ó÷åòîì âçàèìîäåéñòâèÿ ñçîíäîì ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (25).Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòîê çîíäèðóþùèõ àòîìîâ êà�ëèáðîâàí è èìååò ñòðîãî îïðåäåëåííîå âðåìÿ îæè�äàíèÿ T è âðåìÿ âçàèìîäåéñòâèÿ àòîìîâ ñ ðåçîíàòî�ðîì � . Îáîçíà÷èì Nex = (T )�1� ñðåäíåå ÷èñëî àòîìîâ, ïðîëåòåâøèõ ÷åðåç ðåçîíà�òîð çà âðåìÿ ðåëàêñàöèè. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òîçîíä âçàèìîäåéñòâóåò ñ ñèñòåìîé ñëàáî, ò. å. âûïîë�íåíî óñëîâèå ��pn � 1: (28)Çäåñü n � ñðåäíåå ÷èñëî �îòîíîâ â ìîäå. Èìåííîýòî ïðèáëèæåíèå èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè âíóòðåííåãî�îòîäåòåêòèðîâàíèÿ [17�19℄. Ñîîòíîøåíèå (25) îïè�ñûâàåò ïðîöåññ ðåëàêñàöèè ìîäû ê ñòàöèîíàðíîìóñîñòîÿíèþ. Ñòàöèîíàðíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè, â ñè�ëó ñîîòíîøåíèÿ (27), óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ�ST = Ŵ D̂�ST : (29)Òðàíñ�îðìåðû (22), (23) è îïåðàòîð D̂ (24) â ïðè�áëèæåíèè (28) ñòàíîâÿòñÿ ëèíåéíûìè �óíêöèÿìèîò îáðàçóþùèõ su(1; 1), ÷òî ñóùåñòâåííî óïðîùàåòàíàëèç: D̂0 � "0 �Î � (��)2 �K̂0 � 1=2�� ; (30)D̂1 � "1(��)2K̂�; (31)D̂ � Î + (��)2 �K̂� � K̂0 + 1=2� :Ñîâåðøèì ïðåîáðàçîâàíèå îïåðàòîðîâ Ŵ è D̂ ñ ïî�ìîùüþ îïåðàòîðà V̂ (ïåðåõîä â V -ïðåäñòàâëåíèå):V̂ = exp� nb1+nb K̂+� exp��(1+nb)K̂�� : (32)

Â íîâîì V -ïðåäñòàâëåíèè èìååìV̂ �1Ŵ V̂ = exp 1=2� K̂0Nex ! ; (33)V̂ �1D̂V̂ � Î � (��)2 � nb(nb + 1)2 K̂+ + K̂0 � 1=2� ;�ST = V̂ ~�ST = V̂ Xn=0 (~�ST )n jnii:Â �îêîâñêîì áàçèñå èç (29) ïîëó÷àåì äâóõ÷ëåí�íîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ðåäóöèðîâàí�íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ïîëíîãî àíñàìáëÿ ~�ST âV -ïðåäñòàâëåíèè:(~�ST )n = (��)2 nb(nb + 1)2 �� n1� exp(n=Nex)� (��)2n (~�ST )n�1 : (34)Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (28) ïðèáëèæåííîå ðåøå�íèå (34) èìååò âèä~�ST � 1nb+1 j0ii+(��)2 nb(nb + 1)3 11� exp(1=Nex) j1ii;ò. å. óñòàíîâèâøååñÿ ðåøåíèå åñòü ðàñïðåäåëåíèå,áëèçêîå ê ïëàíêîâñêîìó �ST � �P ,�P = 1nb + 1 V̂ j0ii =Xk=0 (nb)k(nb + 1)k+1 jkii: (35)Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (28) âçàèìîäåéñòâèå ñ çîí�äèðóþùèì àòîìîì ñëàáî âëèÿåò íà õîä ïðîöåññà ðå�ëàêñàöèè è íà êîíå÷íîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ïîë�íîãî àíñàìáëÿ ñèñòåìû.�àññìîòðèì äðóãîé ðåæèì �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ,ïîëîæèâ, ÷òî âðåìÿ îæèäàíèÿ î÷åðåäíîãî àòîìà çîí�äà T åñòü ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî ñðåä�íèì çíà÷åíèåì T = 1=R, ãäå R � ñðåäíèé ïîòîê àòî�ìîâ ÷åðåç ðåçîíàòîð. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âðåìÿ âçàè�ìîäåéñòâèÿ � åñòü ãàóññîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì �0 è ñðåäíåêâàäðàòè÷�íûì îòêëîíåíèåì �� . Çàìåíèì îïåðàòîðû Ŵ è D̂((6), (24)) â âûðàæåíèè (29) èõ ñðåäíèìè çíà÷åíèÿ�ìè ïî ýòèì ðàñïðåäåëåíèÿì. Óñðåäíåííûå îïåðàòî�ðû èìåþò âèä Ŵ = 1Î � L̂=Nex ; (36)os2 ���
̂� == 12 �Î + os�2�0�
̂� expn�2(���)2
̂2o� : (37)834



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Èçìåðåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê : : :Çäåñü Nex = R=. Âûáåðåì ïàðàìåòðû èçìåðèòåëÿèç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:�0 � 1=R; �� � 1=R; ���� 1; " = 0: (38)Ñ ïîìîùüþ (37) ïîëó÷àåì óñðåäíåííûå âûðàæåíèÿäëÿ òðàíñ�îðìåðîâ (22)�(24), çàïèñàííûå ÷åðåç îïå�ðàòîðû (20): D̂0 = "02 �Î + j0iihh0j� ; (39)D̂1 = "12 1K̂0 + 1=2 K̂�; (40)D̂2 = 1� "0"0 D̂0 + 1� "1"1 D̂1: (41)D̂ = 12  Î + j0iihh0j+ 1K̂0 + 1=2 K̂�! : (42)Îïåðàòîð, àíàëîãè÷íûé (1=(K̂0 + 1=2))K̂�, ðàññìàò�ðèâàëñÿ â ëèòåðàòóðå [21; 22; 30; 31℄ ïðèìåíèòåëüíîê ïðîöåññó �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ. Íàéäåì óñòàíîâèâ�øååñÿ ðåøåíèå äëÿ ïîëíîãî àíñàìáëÿ, ðåøèâ óðàâ�íåíèå (29) ñ îïåðàòîðàìè Ŵ (36) è D̂ (42). Óðàâ�íåíèå (29) â �îêîâñêîì áàçèñå èìååò âèä òðåõ÷ëåí�íîãî ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ. Ïðè èñïîëüçîâà�íèè äîïîëíèòåëüíîãî ñâîéñòâà (27), ýêâèâàëåíòíîãîóñëîâèþ ñîõðàíåíèÿ ïîòîêà âåðîÿòíîñòè, ýòî òðåõ�÷ëåííîå ñîîòíîøåíèå óïðîùàåòñÿ äî äâóõ÷ëåííîãî:(�ST )n = nbnNex=2 + (nb + 1)n (�ST )n�1;n = 1; 2; : : : (43)Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Nex áëèæíåå êðûëî ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ÷èñåë �îòîíîâ ìîæåò áûòü ñèëüíî äå��îðìèðîâàíî èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ äåòåêòîðîì,äàëüíåå êðûëî îñòàåòñÿ ïëàíêîâñêèì. Èç âûðàæå�íèÿ (43) ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèènb � Nex(áîëüøàÿ ñêîðîñòü ðåëàêñàöèè íà çåðêàëàõ, äîñòà�òî÷íî áîëüøàÿ òåìïåðàòóðà ðåçîíàòîðà) ðåøåíèåáëèçêî ê ïëàíêîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ (35), ò. å. âëè�ÿíèå çîíäà íà ïðîöåññ ðåëàêñàöèè ïðè ýòîì óñëîâèèîñëàáëåíî.4. ÑÂÎÉÑÒÂÀ Ò�ÀÍÑÔÎ�ÌÅ�ÎÂÊàæäàÿ ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà �îòî�äåòåêòèðîâàíèÿ ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíóþ èí�îð�ìàöèþ î ðàçâèòèè ðåçîíàòîðíîé ìîäû. Ñòîõàñòè÷å�ñêàÿ òðàåêòîðèÿ (ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé) ãå�íåðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî äåéñòâèÿ

îïåðàòîðîâ Ŵ D̂� (26) íà íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ìîäû.Òðàåêòîðèè ìîãóò áûòü âåñüìà ðàçíîîáðàçíû. Èçó�÷èì ïðîñòåéøèå èç íèõ. Ïðåäïîëîæèì, äåòåêòîð îá�íàðóæèâàåò ìàëîâåðîÿòíîå ñîáûòèå � ñåðèþ àòîìîââ âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè. Åñëè ýòà ñåðèÿ äîñòàòî÷�íî äëèòåëüíà, òî ïîëåâàÿ ìîäà ïåðåéäåò â êâàçèñòà�öèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñè�ìàëüíûì ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà Ŵ D̂1 [32℄.�åøèì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ Ŵ D̂1 äëÿ äâóõðåæèìîâ �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ. Èç âûðàæåíèé (6),(21), (31) äëÿ ïåðâîãî ðåæèìà (28) èçó÷àåìîå óðàâ�íåíèå èìååò âèä"1(��)2 exp�L̂=Nex� K̂��� = ���:Ñîâåðøèì ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ óðàâ�íåíèÿ (ïðåîáðàçîâàíèå V̂ äàíî â (32)):�� = V̂ exp�ln� nb(1 + nb)2� K̂0��� exp 1=2� K̂02Nex ! ~��: (44)Óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä"1(��)2nb exp 1=2�K̂02Nex !�K̂�+K̂++2K̂0��� exp 1=2� K̂02Nex ! ~�� = �~��: (45)Â �îêîâñêîì áàçèñå ñîîòâåòñòâóþùåå ýðìèòîâîåòðåõ÷ëåííîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå àíàëèçèðó�åòñÿ ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíîãî êâàçèêëàññè÷åñêîãî ìå�òîäà èç ðàáîòû [33℄. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ïîëó÷àþò�ñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî÷èñëà �max (óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü) è ïðèáëèæåííî�ãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ~��max óðàâíåíèÿ (45):�max � "1(��)2nb �4Nex�p2� exp� 12Nex�1� ;(~��max)n � Norm exp�� (n�Nex)2p2Nex � : (46)Çäåñü Norm � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà. Âîñïîëüçó�åìñÿ òî÷íûì ñîîòíîøåíèåìP (1) = Sps �D̂1�� = "1(��)2n; (47)ãäå n � ñðåäíåå ÷èñëî �îòîíîâ, à P (1) (ñì. (26)) �âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü âîçáóæäåííûé àòîì ïîñëåâçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëåì â ñîñòîÿíèè �. Ïîëó÷èì835 5*



�. Ï. Ìèðîøíè÷åíêî ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007ñðåäíåå ÷èñëî �îòîíîâ â ñîñòîÿíèè ��max (45), (46)(â ýòîì ñîñòîÿíèè P (1) = �max)n � nb �4Nex �p2� exp� 12Nex � 1� : (48)Òåîðèÿ �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ äëÿ ïåðâîãî ðåæèìàïðåäñêàçûâàåò ïàðàäîêñàëüíûå ñâîéñòâà òðàåêòî�ðèè, â òå÷åíèå êîòîðîé ïîäðÿä îáíàðóæèâàþòñÿ âû�ëåòàþùèå àòîìû â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè. Ïàðà�äîêñàëüíîñòü äàííîãî ðåçóëüòàòà ñîñòîèò â òîì, ÷òîåñëè â íà÷àëüíîì ñîñòîÿíèè ñðåäíåå ÷èñëî �îòîíîâáûëî ìåíüøå, ÷åì 4nbNex, òî ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñ�ëà îáíàðóæåííûõ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè àòîìîâïðåäñêàçûâàåòñÿ ðîñò ñðåäíåãî ÷èñëà �îòîíîâ â ðå�çîíàòîðå äî âåëè÷èíû (48). Ïîõîæàÿ îñîáåííîñòü îá�ñóæäàëàñü â ëèòåðàòóðå [17; 34℄ (íî áåç ó÷åòà ðåëàê�ñàöèîííîãî ïðîöåññà). Ïðèâåäåì äâà êîììåíòàðèÿê ýòîìó ïàðàäîêñó. Âî-ïåðâûõ, òàêèå ñîáûòèÿ ðåä�êè, òàê êàê èç ïðèáëèæåíèÿ (28) è èç âûðàæåíèÿ(47) ñëåäóåò, ÷òî P (1) � 1. Âî-âòîðûõ, âåðîÿòíîñòüîáíàðóæèòü î÷åðåäíîé àòîì â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿ�íèè ïðîïîðöèîíàëüíà ñðåäíåìó ÷èñëó �îòîíîâ â ìî�äå (47) . Çíàÿ ýòî, ýêñïåðèìåíòàòîð, îáíàðóæèâøèéâûëåòàþùèå îäèí çà äðóãèì âîçáóæäåííûå àòîìû,ñêëîíåí áóäåò ïåðåîöåíèâàòü ñðåäíåå ÷èñëî �îòîíîââ ðåçîíàòîðå â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ.Äëÿ âòîðîãî ðåæèìà �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ (38) ñïîìîùüþ âûðàæåíèé (36), (40) ïîëó÷àåì óðàâíåíèåíà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Ŵ D̂1:"12 1Î � L̂=Nex 1K̂0 + 1=2 K̂��� = ���: (49)Â V -ïðåäñòàâëåíèè (32) â áàçèñå Ôîêà îïåðàòîð D̂1èìååò âåðõíåòðåóãîëüíóþ ìàòðèöó, à óñðåäíåííûéîïåðàòîð Ŵ äèàãîíàëåí. Ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è(49) èìåþò âèä�m = "12 nb1 + nb NexNex +m; m = 0; 1; : : :Äëÿ ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà �max(m = 0) ñîáñòâåííûé âåêòîð ñîâïàäàåò ñ ïëàíêîâ�ñêèì ðàñïðåäåëåíèåì (35)��max = �P ;è, ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå ÷èñëî �îòîíîâ n = nb.Äëÿ âòîðîãî ðåæèìà �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ âåðîÿò�íîñòü P (1) (â îòëè÷èå îò (47)) ðàâíàP (1) = Sps �D̂1�� = "12 (1� (�)0) ;

ãäå (�)0 � çàñåëåííîñòü âàêóóìà â ïðîèçâîëüíîìñîñòîÿíèè �, è îïðåäåëÿåòñÿ çàñåëåííîñòüþ âîçáó�æäåííûõ ñîñòîÿíèé ïîëÿ.�àññìîòðèì äðóãîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé: äåòåê�òîð îáíàðóæèâàåò ñåðèþ àòîìîâ â îñíîâíîì ñîñòî�ÿíèè. Åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîñòàòî÷íî äëè�òåëüíà, òî ïîëåâàÿ ìîäà ïåðåéäåò â êâàçèñòàöèîíàð�íîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûìñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà Ŵ D̂0 [32℄. �åøèìñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó äëÿ äâóõ ðåæèìîâ �îòîäåòåê�òèðîâàíèÿ. Èç âûðàæåíèé (6), (21), (30) äëÿ ïåðâîãîðåæèìà (28) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå"0 exp�L̂=Nex��Î � (��)2 �K̂0 � 1=2�� �� == ���: (50)Â V -ïðåäñòàâëåíèè (32) ïðè âûïîëíåíèè óñëî�âèÿ (28) ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (50) äëÿîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä�max = "0 �1� (��)2nb� ;~��max = j0ii � (��)2 nb1 + nb �exp� 1Nex�� 1��1 j1ii:�åøåíèå ~��max â èñõîäíîì ïðåäñòàâëåíèè áëèçêî êïëàíêîâñêîìó (35).Äëÿ âòîðîãî ðåæèìà �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ (38) ñïîìîùüþ (36), (39) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà ñîáñòâåí�íûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðà Ŵ D̂0:"02 1Î � L̂=Nex �Î + j0iihh0j� �� = ���:Ñîáñòâåííûå ÷èñëà � ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè òðàíñ�öåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ1 = �1+nb 1Xk=0� nb1 + nb�k Nex(1� �)Nex+k ;� = "02� : (51)Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ëåæèòâ èíòåðâàëå "0=2 < �max < "0, ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî� èç (51) â V -ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä~�� = NormXk=0� nb(1 + nb)2�4 (�1)k(1� �)Nex + k jkii:Â V -ïðåäñòàâëåíèè ñîñòîÿíèå ~��max ëîêàëèçîâàíîîêîëî j0ii, à â èñõîäíîì ïðåäñòàâëåíèè � áëèçêî êïëàíêîâñêîìó (35).836



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007 Èçìåðåíèå ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê : : :5. ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈß, ÏÎËÓ×ÀÅÌÀßÏ�È ÔÎÒÎÄÅÒÅÊÒÈ�ÎÂÀÍÈÈÏðèãîòîâèì ïîëå â ðåçîíàòîðå â íà÷àëüíîì ñî�ñòîÿíèè ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè� =Xk=0(�)kjkiiè èçó÷èì ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ðåëàêñàöèè ìîäûê ðàâíîâåñèþ ïðè âêëþ÷åííîì äåòåêòîðå �îòî�íîâ (íåâîçáóæäåííûé ïó÷îê àòîìîâ ïðîïóñêàåòñÿ÷åðåç ðåçîíàòîð). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñðàáàòûâà�íèé äåòåêòîðîâ �îðìèðóåò òðèõîòîìè÷åñêóþ ñëó�÷àéíóþ ïåðåìåííóþ � = 0; 1; 2 (ñðàáàòûâàþò äå�òåêòîðû íèæíåãî ñîñòîÿíèÿ, âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ,àòîì ïðîïóùåí). Ñ ïîìîùüþ ñòàòèñòè÷åñêîé îá�ðàáîòêè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ñëó÷àéíîé òðà�åêòîðèè) ìîæíî ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñòè ðàçëè÷íûõêîí�èãóðàöèé � îòðåçêîâ òðàåêòîðèè. Åñëè ïó÷îêàòîìîâ êàëèáðîâàí (ïåðâûé ðåæèì �îòîäåòåêòè�ðîâàíèÿ (28)), òî ìîæíî, â ïðèíöèïå, ìíîãîêðàò�íî ïîâòîðÿÿ ýêñïåðèìåíò, ïîëó÷èòü ñîâìåñòíóþ âå�ðîÿòíîñòü êîíêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðàáàòû�âàíèé äåòåêòîðîâ PK(�1; �2; �3; : : : ; �n; : : : ; �K) äëè�òåëüíîñòè K ïðîëåòîâ àòîìîâ, ãäå �n � çíà÷åíèåñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé, âûïàâøåå íà n-îì öèêëå.Ñâÿæåì ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì ýòè âåðîÿòíîñòèPK(�1; �2; �3; : : : ; �n; : : : ; �K) ñ âåêòîðîì ãëàâíîé äèà�ãîíàëè ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîäû (âåðîÿòíîñòÿìè ÷è�ñåë �îòîíîâ). Òàêàÿ ñâÿçü ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íà�÷àëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñåë �îòîíîâ èç ýêñ�ïåðèìåíòà ïî ñ÷åòó �îòîíîâ. Ïåðåïèøåì ìàòðèöóïëîòíîñòè � â V -ïðåäñòàâëåíèè (32):� = V̂ ~�:Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ îïå�ðàòîðà V̂ â áàçèñå ÔîêàXk=0 V̂k;m = (1 + nb)Æm;0: (52)Çäåñü Æm;k � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ïîëó÷àåì �îðìóëóñâÿçè âåðîÿòíîñòè P1(1) îáíàðóæåíèÿ âîçáóæäåííî�ãî àòîìà ïîñëå îäíîêðàòíîãî ïðîëåòà íåâîçáóæäåí�íîãî àòîìà-çîíäà ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè íà÷àëü�íîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè (~�)m â V -ïðåäñòàâëåíèè:P1(1) = Sp�Ŵ D̂1�� == "1(��)2 �nb + (1 + nb)3(~�)1� : (53)Âåðîÿòíîñòü îäíîêðàòíîãî îáíàðóæåíèÿ íåâîçáó�æäåííîãî àòîìà

P1(0) = Sp�Ŵ D̂0�� == "0 �1� (��)2nb � (��)2(1 + nb)3(~�)1� : (54)Âåðîÿòíîñòü îäíîêðàòíîãî ïðîïóñêà àòîìà ëåãêî ïî�ëó÷àåòñÿ èç âûðàæåíèé (53), (54) ñ ïîìîùüþ (23).Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü âîçáóæäåííûé àòîì äâà�æäû ïîäðÿäP2(1; 1) = Sp�Ŵ D̂1ŴD̂1�� == "1(��)2 �n2b (1 + exp(�1=Nex)) ++ nb(1 + nb)3 (1 + 3 exp(�1=Nex))�� (~�)1 + 2 exp(�1=Nex)(1 + nb)5(~�)2� : (55)Âåðîÿòíîñòü ëþáîãî îòðåçêà òðàåêòîðèè, ïîëó�÷åííîãî â ïåðâîì ðåæèìå �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ,ëèíåéíî ñâÿçàíà ñ äèàãîíàëüíûìè ìàòðè÷íûìèýëåìåíòàìè èñõîäíîé ìàòðèöû (~�)m. Ñóùåñòâåííî,÷òî âåðîÿòíîñòü îòðåçêà òðàåêòîðèè äëèòåëüíîñòüþK ïðîëåòîâ çàâèñèò îò ïåðâûõ K ìàòðè÷íûõ ýëå�ìåíòîâ (~�)m. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñòü ìàòðèöà B̂,èìåþùàÿ íèæíåòðåóãîëüíóþ �îðìó, ñâÿçûâàþùàÿâåêòîð, çàïîëíåííûé èçìåðåííûìè âåðîÿòíîñòÿìèP1(�1), P2(�1; �2); : : : ; PK(�1; �2; �3; : : : ; �n; : : : ; �K)îáíàðóæåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî (íà åäèíèöó) óäëè�íÿþùèõñÿ îòðåçêîâ òðàåêòîðèé ñ (~�)m. Òîãäàìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (~�)m (â V -ïðåäñòàâëåíèè)îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìûóðàâíåíèéPK(�1; �2; �3; : : : ; �n; : : : ; �K) = KXn=1 B̂K;n(~�)n+bK ;K = 1; 2; : : :Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû B̂K;n è êîìïîíåíòû âåêòîðàbK ñ ìëàäøèìè íîìåðàìè îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ(53)�(55). Îñòàëüíûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íåòðóäíîíàéòè ïî àíàëîãèè.�àññìîòðèì ïðîöåññ �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ ñ ïîìî�ùüþ ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà àòîìîâ ñ ãàóññîâñêèìðàçáðîñîì ïî ñêîðîñòÿì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ(38) (âòîðîé ðåæèì). Åñëè ïó÷îê àòîìîâ õàîòè÷åí,òî îïðåäåëèòü ìîìåíòû ïðîïóñêà àòîìîâ äåòåêòî�ðîì ïðîáëåìàòè÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî ïîëó�÷åíèå èç ýêñïåðèìåíòà ñóììàðíûõ âåðîÿòíîñòåé ðàñ�ïðåäåëåíèÿ �îòîîòñ÷åòîâ P (K;m; n), ò. å. âåðîÿòíî�ñòåé îáíàðóæåíèÿ íà çàäàííîì âðåìåííîì èíòåðâà�ëå äëèòåëüíîñòüþ K ïðîëåòîâ m ñðàáàòûâàíèé äå�òåêòîðà íèæíåãî ñîñòîÿíèÿ è n ñðàáàòûâàíèé äåòåê�òîðà âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîëíîå ÷èñëî ïðîëåòåâøèõàòîìîâ K ìîæíî îöåíèòü ïî àòîìíîìó ïîòîêó R èäëèòåëüíîñòè îòðåçêà âðåìåíè èçìåðåíèÿ tmeas:K = Rtmeas:837



�. Ï. Ìèðîøíè÷åíêî ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 5, 2007Ýòó âåðîÿòíîñòü ìîæíî ñâÿçàòü ëèíåéíûì ñîîòíî�øåíèåì ñ ýëåìåíòàìè ãëàâíîé äèàãîíàëè íà÷àëüíîéìàòðèöû ìîäû â áàçèñå Ôîêà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç�ìåðåíèå ïðîâîäèòñÿ â âûñîêîäîáðîòíîì ðåçîíàòîðåè çàíèìàåò îòðåçîê âðåìåíè tmeas, êîãäà K � Nex.Òîãäà ðåëàêñàöèîííûì ïðîöåññîì íà èíòåðâàëå èç�ìåðåíèÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ïðèáëèæåíèèïîëó÷èì �îðìóëû, ñâÿçûâàþùèå âåðîÿòíîñòè ðàñ�ïðåäåëåíèÿ �îòîîòñ÷åòîâ P (K;m; n) ñ íà÷àëüíûìèâåðîÿòíîñòÿìè ÷èñåë �îòîíîâ â ðåçîíàòîðå â áàçè�ñå Ôîêà. Òî÷å÷íûå âåðîÿòíîñòè PK(�1; �2; : : : ; �K) èâåðîÿòíîñòè �îòîîòñ÷åòîâ P (K;m; n) ñâÿçàíû ñîîò�íîøåíèåìP (K;m; n) = Xf�1;�2;::: ;�Kgnm PK(�1; �2; : : : ; �K):Çäåñü ââåäåíî îáîçíà÷åíèå ïðàâèëà ñóììèðîâàíèÿf�1; �2; : : : ; �Kgnm, ñîîòâåòñòâóþùåå ñóììèðîâàíèþïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì K ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ� = 0; 1; 2, ñðåäè êîòîðûõ m ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåòçíà÷åíèå � = 0 è n ïåðåìåííûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå� = 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäñòàâëåíèåì îïåðàòîðà(1=(K̂0 + 1=2))K̂� (40) â áàçèñå Ôîêà1K̂0 + 1=2 K̂� = Xm=0 jmiihhm+ 1j;ïîëó÷àåì �îðìóëû äëÿ ìëàäøèõ âåðîÿòíîñòåé:P (1; 0; 1) = "12 (1��0); P (1; 1; 0) = "02 (1+�0);P (1; 0; 0) = 1�"1"1 P (1; 0; 1)+1�"0"0 P (1; 1; 0);P (1; 0; 1) + P (1; 1; 0) + P (1; 0; 0) = 1:Îñòàëüíûå �îðìóëû ïîëó÷àþòñÿ ïî àíàëîãèè. Îñî�áîé ïðîñòîòîé îáëàäàþò �îðìóëû äëÿ âåðîÿòíîñòåé�îòîäåòåêòèðîâàíèÿ äëÿ òðàåêòîðèé èç K + 1 ïðî�ëåòîâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàêàí÷èâàåòñÿ îáíàðóæå�íèåì àòîìà-çîíäà â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè. Óïðî�ùåíèå ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ ïåðåñòàíîâêè îïåðà�òîðîâ D̂0, D̂1 è D̂2 â ïðîèçâåäåíèè èç K + 1 ñîìíî�æèòåëÿ, êîòîðîå çàêàí÷èâàåòñÿ (ñëåâà) îïåðàòîðîìD̂1 (39)�(41). Îáîçíà÷èì P 0(K +1;m; n+1) ñóììàð�íóþ âåðîÿòíîñòü ïó÷êà òðàåêòîðèé äëèòåëüíîñòüþK+1 ïðîëåòîâ êàæäàÿ, êîòîðûå çàêàí÷èâàþòñÿ ñðà�áàòûâàíèåì äåòåêòîðà âåðõíåãî ñîñòîÿíèÿ è äëÿ êî�òîðûõ çà�èêñèðîâàíî m âûëåòîâ â îñíîâíîì ñîñòî�ÿíèè, n + 1 âûëåòîâ â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè, àäåòåêòîðû íå ñðàáîòàëè K �m� n ðàç. Òîãäà

P 0(K + 1;m; n+ 1) == �"12 �n+1 �"02 �m K!m!n!(K �m� n)! �� �1� "0 + "12 �K�m�n�� K�m�nXq=0 (K �m� n)!q!(K �m� n� q)! �1� "12 �q �� �1� "02 �K�m�n�q q+nXr=0(�)r! : (56)Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòå�ìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùèõ ïî èçìåðåí�íûì â ïðîöåññå �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòÿìP 0(K + 1;m; n+ 1) âîññòàíîâèòü ìàòðè÷íûå ýëåìåí�òû ãëàâíîé äèàãîíàëè (�)r íà÷àëüíîé ìàòðèöû ïëîò�íîñòè ìîäû. Ôîðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ ñóùåñòâåííîóïðîùàþòñÿ äëÿ èäåàëüíûõ äåòåêòîðîâ: "0 = "1 = 1.Â ýòîì ñëó÷àå âñå àòîìû äåòåêòèðóþòñÿ è ðåøåíèåèìååò âèä�R = 2K+1R!(K �R+ 1)!K! ���P 0(K + 1;K �R+ 1; R)R �� P 0(K + 1;K �R;R+ 1)K �R+ 1 � ;1 � R � K;�0 = 1� 2K+1P 0(K + 1; 0;K + 1):6. ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ È ×ÈÑËÅÍÍÎÅÌÎÄÅËÈ�ÎÂÀÍÈÅ×èñëåííóþ ïðîâåðêó �îðìóëû (56) ìîæíî âû�ïîëíèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Âûáåðåì íà÷àëüíîåðàñïðåäåëåíèå ÷èñåë �îòîíîâ �, ñãåíåðèðóåì ñ ïî�ìîùüþ ñòîõàñòè÷åñêèõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé(26) ìíîæåñòâî èç S òðàåêòîðèé äëèòåëüíîñòüþ âK + 1 ïðîëåòîâ (âûáîðêà îáúåìîì S). Îòáåðåì èçíèõ òàêèå òðàåêòîðèè, â êîòîðûõ ïîñëåäíèé àòîì îá�íàðóæåí â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè. Ñðåäè îòîáðàí�íûõ íàéäåì òðàåêòîðèè, â êîòîðûõ íå îáíàðóæåíûàòîìû â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè m = 0. Êîëè÷åñòâî òà�êèõ òðàåêòîðèé îáîçíà÷èì S(K). Îöåíèì ñóììàð�íóþ âåðîÿòíîñòü PP (K) ýòèõ òðàåêòîðèé (îòáèðà�åìûõ óñëîâèåì m = 0) ïî îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòåXP (K) � S(K)S : (57)838
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�èñ. 1. Çàâèñèìîñòè ãëàâíîé äèàãîíàëè �n íà÷àëü-íîé òåïëîâîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîäû îò �îêîâ-ñêîãî ÷èñëà n: 1 � íà÷àëüíîå (àïðèîðíîå) òåïëîâîåðàñïðåäåëåíèå (61); 2 � âîññòàíîâëåííîå ðàñïðåäå-ëåíèå ïðè "0 = 0:9, "1 = 0:94, S = 105; 3 � âîññòà-íîâëåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè "0 = 0:9, "1 = 0:94,S = 5 �105; 4 � âîññòàíîâëåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè"0 = 0:7, "1 = 0:5, S = 5 � 105Ôîðìóëû âîññòàíîâëåíèÿ ïðèíèìàþò âèä(�)K+1 = 2K+1 YK+1 � KXR=0AK+1;R(�)R! ;(�)0 = Y0: (58)Çäåñü ââåäåíû âåêòîð YK è ìàòðèöà AK;R:YK = �1� "02 �K � 2"1 XP (K); (59)AK;R = �1� "02 �K ��12�K �� R�1Xn=0 R�n�1Xq=0 ("1)n K!n!q!(K � n� q)! �� (1� "0)K�n�q(1� "1)q ; (60)AK;K = �12�K ; AK;0 = �1� "02 �K :Íà ðèñ. 1�3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäå�ëèðîâàíèÿ. Èñïîëüçîâàëèñü òðè íà÷àëüíûõ ðàñïðå�äåëåíèÿ: ïëàíêîâñêîå (òåðìè÷åñêîå) (ðèñ. 1)(�T )n = 11 + nT � nT1 + nT �n ; nT = 3; (61)êîãåðåíòíîå (ðèñ. 2)(�C)n = nnCn! exp(�nC); nC = 4; (62)
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè ãëàâíîé äèàãîíàëè �n íà÷àëü-íîé êîãåðåíòíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîäû îò �î-êîâñêîãî ÷èñëà n: 1 � íà÷àëüíîå (àïðèîðíîå) êî-ãåðåíòíîå ðàñïðåäåëåíèå (62); 2 � âîññòàíîâëåííîåðàñïðåäåëåíèå ïðè "0 = 0:9, "1 = 0:94, S = 105;3 � âîññòàíîâëåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè "0 = 0:9,"1 = 0:94, S = 5 � 105; 4 � âîññòàíîâëåííîå ðàñïðå-äåëåíèå ïðè "0 = 0:7, "1 = 0:5, S = 5 � 105
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�èñ. 3. Çàâèñèìîñòè ãëàâíîé äèàãîíàëè �n íà÷àëü-íîé ãàóññîâîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîäû îò �îêîâ-ñêîãî ÷èñëà n: 1 � íà÷àëüíîå (àïðèîðíîå) ãàóññîâ-ñêîå ðàñïðåäåëåíèå (63); 2 � âîññòàíîâëåííîå ðàñ-ïðåäåëåíèå ïðè "0 = 0:9, "1 = 0:94, S = 105;3 � âîññòàíîâëåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïðè "0 = 0:9,"1 = 0:94, S = 5 � 105; 4 � âîññòàíîâëåííîå ðàñïðå-äåëåíèå ïðè "0 = 0:7, "1 = 0:5, S = 5 � 105è ãàóññîâî (ðèñ. 3)(�C)n = 1p�Æ exp�� (n� nG)2Æ � ;nG = 4; Æ = 3: (63)Äëÿ âòîðîãî ðåæèìà �îòîäåòåêòèðîâàíèÿ ïðåäïî�ëàãàëèñü âûïîëíåííûìè óñëîâèÿ (38). Íà èíòåðâà�839
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K�èñ. 4. Çàâèñèìîñòü ñóììàðíîé àïðèîðíîé âåðîÿò-íîñòè PP îò êîëè÷åñòâà ïðîëåòåâøèõ ÷åðåç ðåçî-íàòîð àòîìîâ-çîíäîâ, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ íà-÷àëüíîãî ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ (63)ëå èçìåðåíèÿ ðåëàêñàöèåé ïðåíåáðåãàëîñü. �åíåðè�ðîâàëèñü òðàåêòîðèè ñ êîëè÷åñòâîì ïðîëåòàþùèõàòîìîâ K + 1 = 11. Íà ðèñ. 1�3 öè�ðîé 1 îòìå�÷åí ãðà�èê íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñåë �îòî�íîâ, à öè�ðàìè 2, 3, 4 îòìå÷åíû ãðà�èêè ðàñïðå�äåëåíèé, âîññòàíîâëåííûõ â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãîýêñïåðèìåíòà ïî �îðìóëàì (58)�(60). Êàê âèäíî èçðèñóíêîâ, ìåòîä ÷óâñòâèòåëåí ê ý��åêòèâíîñòÿìäåòåêòîðîâ. Ñ óìåíüøåíèåì ý��åêòèâíîñòåé "0 è"1 ïðè �èêñèðîâàííîì îáúåìå âûáîðêè (ãðà�èêè 3è 4 ) ðåçêî âîçðàñòàåò ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿèç-çà óìåíüøåíèÿ êîëè÷åñòâà ïîëó÷àåìîé ïîëåçíîéèí�îðìàöèè. Ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ý��åêòèâ�íîñòåé (ãðà�èêè 2 è 3 ) ñ óìåíüøåíèåì îáúåìà âû�áîðêè ïîãðåøíîñòü òàêæå ðàñòåò. Ýòî ñâÿçàíî ñ ÷óâ�ñòâèòåëüíîñòüþ ìåòîäà ê êîëè÷åñòâó âîññòàíàâëèâà�åìûõ èç ýêñïåðèìåíòà çíà÷àùèõ öè�ð â âåëè÷èíàõèçìåðÿåìûõ âåðîÿòíîñòåé PP (K) (57). Íà ðèñ. 4ïðèâîäèòñÿ òèïè÷íûé ãðà�èê èçìåíåíèÿ âåðîÿòíî�ñòè îò êîëè÷åñòâà ïðîëåòåâøèõ ÷åðåç ðåçîíàòîð àòî�ìîâ-çîíäîâ (èñïîëüçîâàíî ãàóññîâî ðàñïðåäåëåíèå).Äëÿ ïðàâèëüíîãî âîññòàíîâëåíèÿ çàêîíà ðàñïðåäå�ëåíèÿ ÷èñåë �îòîíîâ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû òðåòüÿ èëè÷åòâåðòàÿ öè�ðà ïîñëå çàïÿòîé áûëà áû çíà÷àùåé,äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ áîëüøîé îáúåì âûáîðêè. Êàêâèäíî èç ðèñ. 1�3 ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ âîç�ðàñòàåò ñ ðîñòîì �îêîâñêîãî ÷èñëà n.Êàê ïîêàçûâàåò ÷èñëåííûé àíàëèç (ðåçóëüòàòûêîòîðîãî â äàííîé ðàáîòå íå ïðèâîäÿòñÿ), âîçìîæåíàëüòåðíàòèâíûé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ, îñíîâàííûéíà íàáëþäåíèè òðàåêòîðèé äëèòåëüíîñòüþ â K + 1

ïðîëåòîâ. �àññìîòðèì âûáîðêó îáúåìîì S. Îòáå�ðåì òàêèå òðàåêòîðèè, â êîòîðûõ ïîñëåäíèé àòîìîáíàðóæåí â âîçáóæäåííîì ñîñòîÿíèè. Ñðåäè îòî�áðàííûõ íàéäåì òðàåêòîðèè ñ �èêñèðîâàííûì ÷èñ�ëîì àòîìîâ, îáíàðóæåííûõ â îñíîâíîì ñîñòîÿíèèm = K � M , 0 � M � K. Îáîçíà÷èì íàéäåí�íîå ÷èñëî SM . Ñóììàðíóþ âåðîÿòíîñòü òàêîãî ïó÷�êà òðàåêòîðèé îáîçíà÷èìPPM (K). Òîãäà, çàìåíÿÿèñêîìóþ âåðîÿòíîñòü PPM (K) îòíîñèòåëüíîé ÷àñ�òîòîé, ïîëó÷èì îöåíêóXPM (K) � SMS :�àñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîãðåøíîñòüâîññòàíîâëåíèÿ ýëåìåíòîâ ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàò�ðèöû ïëîòíîñòè ìîäû óìåíüøàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì�îêîâñêîãî ÷èñëà n. Êîìáèíèðóÿ äâà ìåòîäà, ìîæ�íî äîáèòüñÿ õîðîøåãî ðåçóëüòàòà ïî âîññòàíîâëåíèþíà÷àëüíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè èç ýêñïåðèìåíòà ïî�îòîäåòåêòèðîâàíèþ.�åçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèñêðåò�íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðàáàòûâàíèé �îòîäåòåêòî�ðîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî ýòèì ìåòîäîì ìîæåò áûòü èñ�ñëåäîâàí ïåðåõîäíûé ïðîöåññ â ðåçîíàòîðå. Ñòàòè�ñòè÷åñêàÿ èí�îðìàöèÿ, ïîëó÷åííàÿ ïðè �îòîäåòåê�òèðîâàíèè, ïîçâîëÿåò âîññòàíàâëèâàòü íà÷àëüíóþìàòðèöó ïëîòíîñòè (ãëàâíóþ äèàãîíàëü) ðåçîíàòîð�íîé ìîäû. Äèñêðåòíàÿ ìîäåëü �îòîäåòåêòèðîâàíèÿìîæåò áûòü ïðèìåíåíà è äëÿ èññëåäîâàíèÿ êâàçèñòà�öèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòî�ãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ïåðèîäè÷åñêèõêâàíòîâûõ òðàåêòîðèé, ðàçâèòûì â ðàáîòå [32℄. Òà�êèì ñïîñîáîì ìîæíî èññëåäîâàòü äèíàìèêó êâàíòî�âûõ ñêà÷êîâ â òðåõóðîâíåâûõ V - èëè �-ñõåìàõ, âîç�áóæäàåìûõ äâóìÿ ïîëÿìè. Òåîðèÿ, îïèñûâàþùàÿäèíàìèêó ýòèõ ñõåì áåç ïðîâåäåíèÿ ïîñëåäîâàòåëü�íîñòè êâàíòîâûõ èçìåðåíèé, äàíà â ðàáîòå [35℄.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. J. Preskill, Quantum Computing Letures,http://www.theory.alteh.edu/people/preskill/ph229/(1997).2. W. H. Zurek, Revs Mod. Phys. 75, 715 (2003).3. A. Peres, Quantum Theory: Conepts and Methods,Kluwer Aad. Publ. (2002).4. H. Carmihael, An Open System Approah to Quan-tum Optis, Springer-Verlag (1993).5. C. W. Gardiner, Quantum Noise, Springer-Verlag,Berlin (1991).840
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