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��ÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÀß ÊÎÍÓÑÍÀß ÍÅÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜÂ. Ë. Ïîëÿ÷åíêî a, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî a*, È. �. Øóõìàí baÈíñòèòóò àñòðîíîìèè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119017, Ìîñêâà, �îññèÿbÈíñòèòóò 
îëíå÷íî-çåìíîé �èçèêè Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê664033, Èðêóòñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25 àâãóñòà 2006 ã.Èçó÷àþòñÿ íåêîòîðûå �èçè÷åñêèå ñëåäñòâèÿ èç èìåþùåéñÿ àíàëîãèè ìåæäó ïðîñòåéøèìè ïëàçìåííûìèëîâóøêàìè (ïðîáêîòðîíàìè) è ñêîïëåíèÿìè çâåçä, îêðóæàþùèìè ìàññèâíûå ÷åðíûå äûðû èëè ïëîò-íûå ÿäðà ãàëàêòèê. Â òàêèõ ñèñòåìàõ èìååòñÿ ¾êîíóñ ïîòåðü¿, ÷åðåç êîòîðûé óõîäÿò ÷àñòèöû ïëàçìû ñìàëûìè ïîïåðå÷íûìè îòíîñèòåëüíî îñè ëîâóøêè ñêîðîñòÿìè èëè, àíàëîãè÷íî, çâåçäû ñ ìàëûìè óãëîâû-ìè ìîìåíòàìè (êîòîðûå ðàçðóøàþòñÿ èëè ïîãëîùàþòñÿ öåíòðàëüíûì òåëîì). Ïîñëåäñòâèÿ ¾ïó÷êîâîé¿äå�îðìàöèè �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëàçìû â ëîâóøêå õîðîøî èçâåñòíû: â ðåçóëüòàòå ðàçâèâàåòñÿ ñïå-öè�è÷åñêàÿ ¾êîíóñíàÿ¿ íåóñòîé÷èâîñòü, ñîçäàþùàÿ ïîòîê ïëàçìû â ¾êîíóñ ïîòåðü¿. Ïîêàçàíî, ÷òî âèíòåðåñóþùåì íàñ ãàëàêòè÷åñêîì ñëó÷àå òîæå ìîæåò ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ âîçíèêíóòü àíàëîãè÷-íàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü. Îíà ñâÿçàíà ñ ìåäëåííûìè ïðåöåññèîííûìè äâèæåíèÿìèñèëüíî âûòÿíóòûõ (ïî÷òè ðàäèàëüíûõ) îðáèò çâåçä, à ãëàâíûì óñëîâèåì åå ðàñêà÷êè ÿâëÿåòñÿ ðåòðîãðàä-íîñòü ïðåöåññèè òàêèõ îðáèò (êîãäà ïðåöåññèÿ ïðîèñõîäèò â ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ îðáèòàëüíîìóâðàùåíèþ çâåçä). Òîëüêî ïðè ýòîì óñëîâèè âìåñòî íåóñòîé÷èâîñòè ðàäèàëüíûõ îðáèò (ðàçíîâèäíîñòèäæèíñîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè â ñèñòåìàõ ñ ñèëüíî âûòÿíóòûìè îðáèòàìè), èìåþùåé ìåñòî ïðè ïðÿìîéïðåöåññèè, âîçíèêàþò êîëåáàíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ñòàòü íåóñòîé÷èâûìè ïðè íàëè÷èè ¾êîíóñà ïîòåðü¿.Íåóñòîé÷èâîñòü âûçûâàåò ïîòîê çâåçä íà ãàëàêòè÷åñêèé öåíòð, ò. å. ñëóæèò ìåõàíèçìîì ïîñòàâêè ¾ãî-ðþ÷åãî¿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ÿäåðíîé àêòèâíîñòè ãàëàêòèê. Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîëó÷åíû ñðàâíè-òåëüíî ïðîñòûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ìàëûå âîçìóùåíèÿ â ñ�åðå, ñîñòîÿùåé èçñèëüíî âûòÿíóòûõ ïî ðàäèóñó çâåçäíûõ îðáèò. Ýòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ ïóòåì ðÿäàïîñëåäîâàòåëüíûõ óïðîùåíèé èç îáùåé ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, âêëþ÷àþùåé áåññòîëê-íîâèòåëüíîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà è óðàâíåíèå Ïóàññîíà (â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå � óãîë). Öåíòðàëüíûìïóíêòîì èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíîå íàõîæäåíèåíåéòðàëüíûõ ìîä (ëèáî äîêàçàòåëüñòâî èõ îòñóòñòâèÿ â ñëó÷àå óñòîé÷èâîñòè).PACS: 98.10.+z, 98.35.Jk1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ çâåçäíîì îêðóæåíèè ìàññèâíîé ÷åðíîé äûðûâ öåíòðå ãàëàêòèêè èëè ñêîïëåíèÿ âîçíèêàåò áëà�ãîäàðÿ ðàçðóøåíèþ è ïîãëîùåíèþ çâåçä ñ ìàëûìèóãëîâûìè ìîìåíòàìè ñèòóàöèÿ, àíàëîãè÷íàÿ òîé, êî�òîðàÿ èìååò ìåñòî â ïðîñòåéøèõ ïëàçìåííûõ ëîâóø�êàõ (ïðîáêîòðîíàõ). Íàïîìíèì, ÷òî â òàêèõ ëîâóø�êàõ èç-çà óõîäà ÷àñòèö ïëàçìû ñ ìàëûìè ïîïåðå÷íû�ìè îòíîñèòåëüíî îñè ñèñòåìû ñêîðîñòÿìè v? â ¾êî�íóñ ïîòåðü¿ �îðìèðóåòñÿ ñïåöè�è÷åñêîå ¾ïó÷êî�*E-mail: epolya
h�inasan.ru

âîå¿ ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ïî ýòèì ïîïåðå÷íûì ñêî�ðîñòÿì, òàêîå ÷òî �f0=�v? > 0 (f0 � �óíêöèÿ ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ïëàçìû) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ v?. Òà�êîå ðàñïðåäåëåíèå îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâûì [1, 2℄.Ââèäó ïðèíöèïèàëüíîé âàæíîñòè íàëè÷èÿ êîíóñàïîòåðü ñîîòâåòñòâóþùóþ íåóñòîé÷èâîñòü â ïëàçìåíàçûâàþò êîíóñíîé. Â ðåçóëüòàòå ðàçâèòèÿ êîíóñ�íîé íåóñòîé÷èâîñòè âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé ïî�òîê ÷àñòèö ïëàçìû â êîíóñ ïîòåðü, êîòîðûé â êî�íå÷íîì èòîãå îïóñòîøàåò ïëàçìåííóþ ëîâóøêó.Àíàëîãè÷íàÿ äå�îðìàöèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëå�íèÿ â îáëàñòè ìàëûõ óãëîâûõ ìîìåíòîâ L ïðîèñõî�äèò è â ãàëàêòè÷åñêîì çâåçäíîì ñêîïëåíèè, îêðóæà�443



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007þùåì ìàññèâíóþ ÷åðíóþ äûðó1). Â ýòîé îáëàñòè îá�ðàçóåòñÿ àíîìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, ðàñòóùåå ïðèóâåëè÷åíèè L, �f0=�L > 0. Ìû ïîêàæåì, ÷òî òàêîå¾ïó÷êîâîå¿ ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðè íåêîòîðîìäîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè (î íåì áóäåò ñêàçàíî íèæå)íåóñòîé÷èâûì. ×òîáû ïîä÷åðêíóòü î÷åâèäíóþ ãåíå�òè÷åñêóþ ñâÿçü ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè ñ äàâíî óæå èç�âåñòíîé è õîðîøî èçó÷åííîé íåóñòîé÷èâîñòüþ, êîòî�ðîé ïîäâåðæåíà ïëàçìà â ïðîñòåéøèõ ëîâóøêàõ, áó�äåì íàçûâàòü åå ãðàâèòàöèîííîé êîíóñíîé íåóñòîé�÷èâîñòüþ.Çàìåòèì, ÷òî ðàíåå âîçìîæíîñòü ýòîé íåóñòîé�÷èâîñòè â ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåìàõ áûëà óñòàíîâëå�íà [3℄ â ïðîñòåéøåé äëÿ àíàëèçà, íî íåñêîëüêî èñêóñ�ñòâåííîé äèñêîâîé ìîäåëè (ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîä�òâåðæäåí â íåäàâíåé ðàáîòå Òðèìåéíà [4℄). Â ýòîéìîäåëè àêòèâíîå ñêîïëåíèå çâåçä, óñòîé÷èâîñòü êî�òîðîãî èññëåäóåòñÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå áåñêîíå÷�íî òîíêîãî äèñêà. Îäíàêî ðåàëüíî çâåçäíîå ñêîïëå�íèå, îêðóæàþùåå ãàëàêòè÷åñêîå ÿäðî èëè öåíòðàëü�íóþ ÷åðíóþ äûðó, èìååò, êîíå÷íî, ñ�åðè÷åñêóþ�îðìó. Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ñ�åðè÷åñêèõ ñêîïëå�íèé ñóùåñòâåííî ñëîæíåå, ÷åì äèñêîâûõ, è òàèò âñåáå îïàñíîñòü îøèáêè, åñëè îãðàíè÷èòü ñåáÿ èññëå�äîâàíèåì íåïîëíîãî íàáîðà äîïóñòèìûõ âîçìóùå�íèé. Èìåííî òàêàÿ îøèáêà è áûëà äîïóùåíà Òðè�ìåéíîì â öèòèðîâàííîé ðàáîòå [4℄. Îí ïðåäïðèíÿëïîïûòêó èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ìàëîìàññèâíîãîñ�åðè÷åñêîãî ñêîïëåíèÿ, òàêîãî ÷òî åãî ìàññà MGìíîãî ìåíüøå öåíòðàëüíîé ìàññû M
, MG � M
;îðáèòû çâåçä â òàêîé ¾ïî÷òè-êåïëåðîâñêîé¿ ñèòóà�öèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìåäëåííî ïðåöåññèðóþùèåêåïëåðîâñêèå ýëëèïñû. �àññìîòðåâ ñàìûå êðóïíî�ìàñøòàáíûå ìîäû (èìåþùèå ñ�åðè÷åñêèå èíäåêñûl = 1; 2) è óáåäèâøèñü â èõ óñòîé÷èâîñòè, Òðèìåéíñäåëàë âûâîä îá óñòîé÷èâîñòè ïî÷òè-êåïëåðîâñêèõñ�åðè÷åñêèõ ñêîïëåíèé îòíîñèòåëüíî ëþáûõ âîçìó�ùåíèé ñ l > 1.Íèæå, îäíàêî, ïîêàçûâàåòñÿ (ðàçä. 4), ÷òî ñ�å�ðè÷åñêèå ñêîïëåíèÿ âîêðóã ÷åðíîé äûðû èëè ïëîò�íîãî ÿäðà âñå-òàêè íåóñòîé÷èâû, ïðè÷åì íåóñòîé÷è�âîñòü íà÷èíàåòñÿ êàê ðàç ñ ìîäû l = 3. Íåóñòîé÷è�âû, ðàçóìååòñÿ, è âñå áîëåå ìåëêîìàñøòàáíûå ìîäûl > 3 (ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû ïîäòâåðæäàåì ðåçóëü�òàò Òðèìåéíà îá óñòîé÷èâîñòè íàèáîëåå êðóïíîìàñ�øòàáíûõ ìîä 
 l = 1; 2). Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íààíàëèçå õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþ�ùåãî ìàëûå âîçìóùåíèÿ â ñ�åðè÷åñêîì ñêîïëåíèèñ ñèëüíî âûòÿíóòûìè ïî ðàäèóñó îðáèòàìè çâåçä.1) Òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïëîòíîãî ãàëàêòè÷åñêîãî ÿäðà,ïîãëîùàþùåãî ïîïàäàþùèå â íåãî çâåçäû.

Íåóñòîé÷èâîñòü òîãäà îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé ñ îò�íîñèòåëüíî î÷åíü ìåäëåííûìè ïðåöåññèîííûìè äâè�æåíèÿìè òàêèõ îðáèò. Ïîýòîìó õàðàêòåðíûå ÷àñòî�òû è ñêîðîñòè íàðàñòàíèÿ ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè àíî�ìàëüíî ìàëû, åñëè èõ èçìåðÿòü, íàïðèìåð, â åäèíè�öàõ îðáèòàëüíûõ ÷àñòîò çâåçä (÷òî, îäíàêî, íå îçíà�÷àåò ìåäëåííîñòè â àáñîëþòíûõ åäèíèöàõ, ó÷èòû�âàÿ áûñòðûé ðîñò âñåõ õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò êîëåáà�íèé çâåçä ïðè ïåðåìåùåíèè ñ ïåðè�åðèè ê öåíòðóãàëàêòèêè).Àäåêâàòíûì è î÷åíü óäîáíûì äëÿ èñïîëüçîâà�íèÿ â òàêîãî ðîäà çàäà÷àõ ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåíèåâðàùàþùèõñÿ ñïèö [3; 5℄. Â íåì êàæäàÿ ñïèöà ïðåä�ñòàâëÿåò çâåçäû, äâèæóùèåñÿ âáëèçè íåêîòîðîãîðàäèàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñ îïðåäåëåííûìè çíà÷å�íèÿìè ýíåðãèè E è óãëîâîãî ìîìåíòà L; ïîñëåä�íèé ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì. Ýòî ïðèáëèæåíèå, èí�òóèòèâíî âïîëíå ïîíÿòíîå, îáîñíîâûâàåòñÿ âûâîäîì(â ðàçä. 3) õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â ïåðå�ìåííûõ äåéñòâèå � óãîë èç èñõîäíîé îáùåé ñèñòåìûóðàâíåíèé Âëàñîâà (âêëþ÷àþùåé, êàê èçâåñòíî, áåñ�ñòîëêíîâèòåëüíîå óðàâíåíèå Áîëüöìàíà è óðàâíå�íèå Ïóàññîíà) ïóòåì ðÿäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ óïðî�ùåíèé. Îòíîñèòåëüíî ïðîñòîå è ïîääàþùååñÿ àíà�ëèçó (îò÷àñòè àíàëèòè÷åñêîìó) õàðàêòåðèñòè÷åñêîåóðàâíåíèå âûâîäèòñÿ çàòåì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òîýíåðãèÿ çâåçä �èêñèðîâàíà, E = E0.Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü íà óïîìÿíóòîì âûøå äîïîë�íèòåëüíîì óñëîâèè, íåîáõîäèìîì (ïîìèìî äå�èöèòàçâåçä ñ ìàëûìè óãëîâûìè ìîìåíòàìè) äëÿ íåóñòîé�÷èâîñòè. Îíî ñâÿçàíî ñ �óíäàìåíòàëüíûì îòëè÷èåìðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåì îòïëàçìåííûõ. Ýòîò âîïðîñ ðàíåå ïîäðîáíî ðàññìàòðè�âàëñÿ â ðàáîòàõ [6, 7℄ (ñì. òàêæå [8, 9℄). Ñîâñåì êðàò�êî ñóòü äåëà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Â ãðàâèòè�ðóþùèõ ñèñòåìàõ èìåþòñÿ òîëüêî îäíîèìåííûå ¾çà�ðÿäû¿ (ò. å. ìàññû), êîòîðûå â ïðîòèâîïîëîæíîñòüýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäàì îäíîãî çíàêà ïðèòÿãèâàþò�ñÿ äðóã ê äðóãó. Ôîðìàëüíî ýòî ðàçëè÷èå ïðîÿâëÿ�åòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ çíàêàõ ïðàâîé ÷àñòè óðàâ�íåíèÿ Ïóàññîíà äëÿ ýëåêòðè÷åñêèõ çàðÿäîâ è äëÿãðàâèòèðóþùåé ñðåäû. Ñ ýòèì, â êîíå÷íîì ñ÷åòå,ñâÿçàíî íàëè÷èå â ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåìàõ äæèí�ñîâñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, çàíèìàþùåé ìåñòî ëåíãìþ�ðîâñêèõ êîëåáàíèé ïëàçìû (ïîäðîáíåå ñì. [8℄).Ñâîåîáðàçèå èíòåðåñóþùèõ íàñ â ýòîé ðàáîòå ñè�ñòåì ñ ñèëüíî âûòÿíóòûìè ïî ðàäèóñó îðáèòàìèçâåçä çàêëþ÷àåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, â òîì, ÷òî äæèí�ñîâñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü â íèõ ðàçâèâàåòñÿ â �îð�ìå íåóñòîé÷èâîñòè ðàäèàëüíûõ îðáèò (ñì., íàïðè�ìåð, [9℄). Îíà âîçíèêàåò ëèøü ïðè ïðÿìîé, ò. å. ñîâïà�äàþùåé ïî íàïðàâëåíèþ ñ îðáèòàëüíûì âðàùåíèåì444



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007 �ðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòüçâåçä, ïðåöåññèè îðáèò (è â òîì ñëó÷àå, åñëè äèñïåð�ñèÿ ñêîðîñòåé ïðåöåññèè íå ïðåâûøàåò îïðåäåëåí�íîãî êðèòè÷åñêîãî óðîâíÿ). Íàïîìíèì, ÷òî ïåðâîåêà÷åñòâåííîå îïèñàíèå íåóñòîé÷èâîñòè ðàäèàëüíûõîðáèò áûëî ñäåëàíî àâòîðàìè â ðàáîòå [10℄ (ñì. òàê�æå [11℄), à ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè ýòîé íåóñòîé�÷èâîñòè è åå ïðèëîæåíèé ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [12℄.Îñîáîå âíèìàíèå ìû õîòåëè áû îáðàòèòü íà ïðèâå�äåííóþ â ïîñëåäíåé ðàáîòå ¾êàìåðòîííóþ äèàãðàì�ìó¿, íàãëÿäíî èëëþñòðèðóþùóþ, ïî÷åìó â ñëó÷àåïðÿìîé ïðåöåññèè ðàçâèâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîñòü ðàäè�àëüíûõ îðáèò, à ïðè ðåòðîãðàäíîé ïðåöåññèè âîçíè�êàþò íåéòðàëüíûå êîëåáàíèÿ (âïîëíå àíàëîãè÷íûåëåíãìþðîâñêèì êîëåáàíèÿì ïëàçìû). Ïðè äå�èöè�òå èëè îòñóòñòâèè çâåçä ñ ìàëûìè óãëîâûìè ìîìåí�òàìè ýòè êîëåáàíèÿ ìîãóò ñòàòü íåóñòîé÷èâûìè. �å�òðîãðàäíîñòü ïðåöåññèè � ýòî è åñòü óïîìèíàâøåå�ñÿ íàìè äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå ãðàâèòàöèîííîé êî�íóñíîé íåóñòîé÷èâîñòè.Óñòàíîâëåííûé â äàííîé ðàáîòå �àêò íåóñòîé�÷èâîñòè ñ�åðè÷åñêèõ ñêîïëåíèé çâåçä ìîæåò èìåòüâàæíîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Íàïîìíèì, êñòàòè,÷òî êëàññè÷åñêàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïëàçìû,ÿâëÿÿñü, ñ îäíîé ñòîðîíû, âàæíåéøèì ïðåïÿòñòâè�åì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîñòåéøèõ òåðìîÿäåðíûõ ëîâó�øåê, ñ äðóãîé ñòîðîíû, äåéñòâèòåëüíî ðàçâèâàåòñÿâ ðàçëè÷íûõ íàáëþäàåìûõ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåê�òàõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îòìåòèì îðèãèíàëüíîå èñ�ïîëüçîâàíèå ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè â êà÷åñòâå ìåõà�íèçìà ãåíåðàöèè ñîëíå÷íûõ ðàäèîâñïëåñêîâ [13�15℄.Â ñëó÷àå ìàññèâíîé ÷åðíîé äûðû â öåíòðå ãà�ëàêòèêè â ðîëè ìåõàíèçìà, îáåñïå÷èâàþùåãî àêòèâ�íîñòü, ÷àùå âñåãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîëêíîâèòåëü�íàÿ äè��óçèÿ îêðóæàþùèõ çâåçä, êîòîðàÿ ïðèâî�äèò ê çàõâàòó íåêîòîðûõ èç íèõ äûðîé [16�19℄. Äî�êàçàííîå íàìè ñóùåñòâîâàíèå áåññòîëêíîâèòåëüíî�ãî (êîëëåêòèâíîãî) ìåõàíèçìà ïîòðåáóåò, âîçìîæíî,ïåðåñìîòðà äîìèíèðóþùåé ñåé÷àñ òî÷êè çðåíèÿ íàïðèðîäó àêòèâíîñòè òàêèõ îáúåêòîâ2). Â íàñòîÿùåéðàáîòå, îäíàêî, ìû ñòàâèì ïåðåä ñîáîé ëèøü îãðà�íè÷åííóþ çàäà÷ó äîêàçàòåëüñòâà ïðèíöèïèàëüíîéâîçìîæíîñòè óêàçàííîé íåóñòîé÷èâîñòè íà ïðèìå�ðå ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé (ñì., âïðî÷åì, Çàêëþ÷åíèå,2) Çäåñü íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïåðâîå óêàçàíèå íà âàæ�íîñòü êîëëåêòèâíûõ ìåõàíèçìîâ â çâåçäíîì îêðóæåíèè ÷åð�íîé äûðû áûëî ñäåëàíî À. Ì. Ôðèäìàíîì. Êðàòêîå óïîìèíà�íèå îá ýòîì èìååòñÿ â öèòèðîâàííîé âûøå ðàáîòå Äîêó÷àåâàè Îçåðíîãî [19℄. Ïðè ýòîì À. Ì. Ôðèäìàí èìåë ââèäó ñè�ñòåìû ñ îðáèòàìè, áëèçêèìè ê êðóãîâûì. Òàêèå îðáèòû, âïðèíöèïå, ìîãóò áûòü ïðåîáëàäàþùèìè â íåïîñðåäñòâåííîéáëèçîñòè îò ÷åðíîé äûðû. Íà ýòî îáðàùàëîñü âíèìàíèå è âìîíîãðà�èè [9℄.

ãäå ïðèâîäÿòñÿ ïðèíàäëåæàùèå Òðèìåéíó [4℄ ïðåä�âàðèòåëüíûå îöåíêè ý��åêòèâíîñòè ïðåäëàãàåìîãîìåõàíèçìà).Ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëà â äàííîé ñòà�òüå ñëåäóþùèé. Â ðàçä. 2 ìû íàïîìèíàåì íåêî�òîðûå ïîëåçíûå äëÿ äàëüíåéøåãî ñâåäåíèÿ î ïðå�öåññèè îðáèò â öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íîì ãðàâèòà�öèîííîì ïîëå. Çäåñü æå âûâîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå�îðìóëû äëÿ ñêîðîñòè ïðåöåññèè ñèëüíî âûòÿíó�òûõ ïî ðàäèóñó îðáèò â ðàçëè÷íûõ àñòðîíîìè÷å�ñêèõ ñèòóàöèÿõ. Â ðàçä. 3 äàåòñÿ âûâîä õàðàê�òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèéñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ñêîïëåíèÿ òàêèõ îðáèò.�àçäåë 4 ïîñâÿùåí àíàëèçó ýòîãî õàðàêòåðèñòè÷å�ñêîãî óðàâíåíèÿ è âûâîäó óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿãðàâèòàöèîííîé êîíóñíîé íåóñòîé÷èâîñòè. Äëÿ àíà�ëèçà ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä, âêëþ÷àþùèé ñëåäóþùåå.Âî-ïåðâûõ, îòûñêàíèå íåéòðàëüíîé ìîäû, èìåþùåéìåñòî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñè�ñòåìû, â ÷àñòíîñòè, äèñïåðñèè ñêîðîñòåé ïðåöåññèèîðáèò, �T (èëè äèñïåðñèè óãëîâûõ ìîìåíòîâ, LT ); íàýòîì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ êðèòè÷åñêàÿ âåëè÷èíà äèñ�ïåðñèè �T (èëè LT ) è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåóñòîé÷è�âûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî äîñòàòî÷íî ¾õîëîäíûå¿ ñè�ñòåìû. Âî-âòîðûõ, òåîðèþ âîçìóùåíèé ïðè ìàëîìîòêëîíåíèè îò êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âîáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè, ïîçâîëÿþùóþ íàéòè ÷àñòî�òû è ìàëûå èíêðåìåíòû ñëàáî íåóñòîé÷èâûõ âîçìó�ùåíèé. Â-òðåòüèõ, ÷èñëåííîå îïðåäåëåíèå êîìïëåêñ�íûõ ÷àñòîò ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåò�ðîâ.Êðàòêîå îáñóæäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, àòàêæå íåêîòîðûå îöåíêè èõ ïðèêëàäíîãî çíà÷åíèÿñîäåðæàòñÿ â ðàçä. 5.2. ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÛÅ ÑÂÅÄÅÍÈß ÎÏ�ÅÖÅÑÑÈÈ Î�ÁÈÒÂ èíòåðåñóþùèõ íàñ íèçêî÷àñòîòíûõ âîçìóùå�íèÿõ çâåçäíûõ ñêîïëåíèé, òèïè÷íûå ÷àñòîòû ! êî�òîðûõ èìåþò ïîðÿäîê ñðåäíåé ñêîðîñòè ïðåöåññèèïî÷òè ðàäèàëüíûõ îðáèò, ýòè ïîñëåäíèå ó÷àñòâóþòêàê öåëîå (â îòëè÷èå îò âûñîêî÷àñòîòíûõ âîçìóùå�íèé, äëÿ êîòîðûõ ! ïîðÿäêà îðáèòàëüíîé ÷àñòîòû èçà êîòîðûå îòâåòñòâåííû èíäèâèäóàëüíûå çâåçäû).Ïîäðîáíîå îáîñíîâàíèå ýòèõ óòâåðæäåíèé (äîâîëü�íî, âïðî÷åì, î÷åâèäíûõ) ìîæíî íàéòè â íàøèõ ñòà�òüÿõ [12; 20; 21℄, à òàêæå â ðàáîòå Ëèíäåí-Áåëëà [22℄.Ïðè ýòèõ îáñòîÿòåëüñòâàõ ìåñòî îòäåëüíûõ çâåçä çà�íèìàþò ïðåöåññèðóþùèå îðáèòû, ïîýòîìó ïðèâåäåì445



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007à á
�èñ. 1. Òèïè÷íàÿ îðáèòà çâåçäû â ñ�åðè÷åñêîìñêîïëåíèè: à � ¾ðîçåòî÷íàÿ òðàåêòîðèÿ¿ â èíåð-öèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, á � çàìêíóòàÿ ïðåöåñ-ñèðóþùàÿ îðáèòà âî âðàùàþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ
 = 
pr ñèñòåìå îòñ÷åòàïðåäâàðèòåëüíûé îáçîð íåêîòîðûõ ïîëåçíûõ äëÿäàëüíåéøåãî ñâåäåíèé î ïðåöåññèè.Êàê èçâåñòíî [23℄, ïðîèçâîëüíàÿ îðáèòà çâåçäûâ ñ�åðè÷åñêîì ñêîïëåíèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðîçåò�êó (ðèñ. 1à). Ïðè ýòîì âñåãäà ìîæíî íàéòè ñèñòåìóîòñ÷åòà, âðàùàþùóþñÿ ñ íåêîòîðîé óãëîâîé ñêîðî�ñòüþ 
 (ñâîåé äëÿ êàæäîé îðáèòû), â êîòîðîé îð�áèòà ñòàíîâèòñÿ çàìêíóòûì îâàëîì. Äâèæåíèå çâåç�äû ïî ðîçåòî÷íîé òðàåêòîðèè â èñõîäíîé èíåðöèàëü�íîé ñèñòåìå ìîæíî òîãäà ïðåäñòàâèòü êàê áûñòðîåâðàùåíèå ïî ýòîìó çàìêíóòîìó îâàëó, êîòîðûé, âñâîþ î÷åðåäü, ìåäëåííî ïîâîðà÷èâàåòñÿ (ïðåöåññè�ðóåò) ñî ñêîðîñòüþ 
 (ðèñ. 1á ). Òàêèì îáðàçîì èîïðåäåëÿåòñÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè îðáèòû � êàê ñêî�ðîñòü ñèñòåìû îòñ÷åòà, â êîòîðîé îðáèòà ñòàíîâèòñÿçàìêíóòîé: 
pr = 
.Åùå îäíèì õîðîøî èçâåñòíûì �àêòîì, êîòîðûéíàì õîòåëîñü áû íàïîìíèòü, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîñòüëþáîé çâåçäíîé îðáèòû äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïîòåí-öèàëà, �0(r) = �0(0) + 12 
20r2;ãäå 
20 = 
onst, è ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîé ìàññû M
,�0(r) = �GM
=r:Ïðè÷åì, êàê ìîæíî ïîêàçàòü (äîêàçàòåëüñòâî ñì.,íàïðèìåð, â êíèãå Àðíîëüäà [24℄), ýòèìè äâóìÿ ïðè�ìåðàìè èñ÷åðïûâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå ïîòåíöèàëû,â êîòîðûõ äâèæåíèå çâåçä ïðîèñõîäèò ïî çàìêíó�òûì îðáèòàì. Ñàìè æå ýòè îðáèòû ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ýëëèïñû, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî öåíòðàâ ñëó÷àå êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöèàëà, è àñèììåòðè÷�íûå ïî îòíîøåíèþ ê öåíòðó êåïëåðîâñêèå ýëëèïñûäëÿ ïîòåíöèàëà òî÷å÷íîé ìàññû. Â ïåðâîì ñëó÷àåîòíîøåíèå ÷àñòîòû ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé çâåçäû,


1, ê ÷àñòîòå àçèìóòàëüíûõ êîëåáàíèé, 
2, ðàâíî,î÷åâèäíî, äâóì (ïîñêîëüêó çà âðåìÿ îäíîãî êîëåáà�íèÿ ïî àçèìóòó çâåçäà óñïåâàåò ñîâåðøèòü äâà ïîë�íûõ êîëåáàíèÿ ïî ðàäèóñó). Àíàëîãè÷íî, âî âòîðîìñëó÷àå ýòî îòíîøåíèå ðàâíî åäèíèöå. Äðóãèìè ñëî�âàìè, îïèñàííûå çàìêíóòûå îðáèòû ÿâëÿþòñÿ ðåçî�íàíñíûìè (òàê êàê îòíîøåíèå ÷àñòîò âûðàæàåòñÿîòíîøåíèåì öåëûõ ÷èñåë); â ïåðâîì ñëó÷àå ìû èìå�åì ðåçîíàíñ òèïà 2:1, à âî âòîðîì � òèïà 1:1.Ââèäó çàìêíóòîñòè îðáèò ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî âäâóõ ðàññìîòðåííûõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ñêîðîñòüïðåöåññèè ëþáîé îðáèòû òî÷íî ðàâíà íóëþ. Ñîîò�âåòñòâåííî, ïðè ìàëîì îòñòóïëåíèè îò ýòèõ äâóõ âû�äåëåííûõ ïîòåíöèàëîâ îðáèòû áóäóò óæå ìåäëåííîïðåöåññèðîâàòü ñî ñêîðîñòÿìè 
pr, ìíîãî ìåíüøèìèòèïè÷íûõ ÷àñòîò îðáèòàëüíîãî äâèæåíèÿ 
1 è 
2. Âòàêîé ñèòóàöèè ìû îêàçûâàåìñÿ, íàïðèìåð, âáëèçèöåíòðà ãàëàêòèêè. Ïðè ýòîì, åñëè â öåíòðå (r = 0)îòñóòñòâóåò òî÷å÷íàÿ ìàññà, ò. å. ïîòåíöèàë ÿâëÿåò�ñÿ íåñèíãóëÿðíûì, îòíîøåíèå ÷àñòîò ðàäèàëüíûõ èàçèìóòàëüíûõ êîëåáàíèé çâåçäû áëèçêî ê 2:1. Åñëèæå â öåíòðå ñîñðåäîòî÷åíà òî÷å÷íàÿ ìàññà, òî íåâäà�ëåêå îò öåíòðà ýòî îòíîøåíèå áóäåò áëèçêî ê 1:1. Îò�ñòóïëåíèå îò òî÷íîãî ðåçîíàíñà (è ñâÿçàííàÿ ñ ýòèììåäëåííàÿ ïðåöåññèÿ îðáèò) îáÿçàíî â ýòîì ñëó÷àåãðàâèòàöèè çâåçä, îêðóæàþùèõ öåíòðàëüíóþ òî÷å÷�íóþ ìàññó.Êàê óæå îòìå÷àëîñü, íàñ â ýòîé ðàáîòå áóäóò âîñíîâíîì èíòåðåñîâàòü ïî÷òè ðàäèàëüíûå îðáèòûñ ìàëûìè óãëîâûìè ìîìåíòàìè L (ïî ñðàâíåíèþ,íàïðèìåð, ñ óãëîâûìè ìîìåíòàìè çâåçä ñ òåìè æåýíåðãèÿìè E íà êðóãîâûõ îðáèòàõ). Âàæíîé îñîáåí�íîñòüþ ýòèõ îðáèò â íåñèíãóëÿðíîì ïîòåíöèàëå ÿâ�ëÿåòñÿ èõ ïî÷òè-ðåçîíàíñíîñòü (ñ îòíîøåíèåì ÷àñ�òîò, áëèçêèì ê 2:1) âíå çàâèñèìîñòè îò ðàçìàõà ðà�äèàëüíûõ êîëåáàíèé, êîòîðûå ìîãóò óâîäèòü çâåçäóâ îáëàñòè, ãäå ïîòåíöèàë ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îòêâàäðàòè÷íîãî.Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçàòü. Áóäåì èñõî�äèòü èç î÷åâèäíîé îáùåé �îðìóëû (�àêòè÷åñêèîïðåäåëåíèÿ) äëÿ îòíîøåíèÿ àçèìóòàëüíîé 
2 è ðà�äèàëüíîé 
1 ÷àñòîò êîëåáàíèé çâåçäû â ãðàâèòàöè�îííîì ïîëå ñ ïîòåíöèàëîì �(r):
2(E;L)
1(E;L) = �'� ;ãäå446



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007 �ðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü�' = 12 I Lr2 drvr(r;E;L) == rmaxZrmin Lr2 drp2E � 2�(r)� L2=r2 (2.1)� óãîë ïîâîðîòà òðàåêòîðèè çâåçäû ïî àçèìóòó ïðèåå ïðîõîäå îò rmax äî rmin, E � ýíåðãèÿ, L � àá�ñîëþòíîå çíà÷åíèå óãëîâîãî ìîìåíòà. Ñîîòâåòñòâåí�íî, óäâîåííûé óãîë 2�' ïðåäñòàâëÿåò óãîë ïîâîðîòàòðàåêòîðèè ïðè ïðîõîäå çâåçäû îò ìàêñèìóìà ïî räî ìèíèìóìà ïî r è ñíîâà äî ìàêñèìóìà.Âû÷èñëèì àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå èíòåãðà�ëà (2.1) ïðè L! 0. �àññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ êâà�äðàòà ðàäèàëüíîé ñêîðîñòèv2r = 2E � 2�(r)� L2=r2:Åãî íóëè îïðåäåëÿþò òî÷êè ïîâîðîòà. Ïðåäïîëîæèìñíà÷àëà, ÷òî ïîòåíöèàë íåñèíãóëÿðíûé è �(0) êîíå�÷åí. Â ýòîì ñëó÷àå áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíîïîëîæèòü �(0) = 0. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî íóëü ïðè ìà�ëûõ r íàõîäèòñÿ â òî÷êå rmin � L=p2E: Ïîñêîëüêóïðè ìàëûõ L âåëè÷èíà rmin òîæå ìàëà, î÷åâèäíî,÷òî îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë äàåò îáëàñòü âáëèçèíèæíåãî ïðåäåëà èíòåãðèðîâàíèÿ. ÈìååìrmaxZrmin Lr2 drp2E�2�(r)�L2=r2 � 1Zrmin Lr drq2Er2�L2 :Ñîâåðøàÿ ïîäñòàíîâêó (p2E=L) r = x; ïîëó÷èì1Zrmin Lr drq2Er2 � L2 = 1Z1 dxxqx2 � 1 :Ïîäñòàíîâêà s = qx2 � 1 ïåðåâîäèò ýòîò èíòåãðàëâ èíòåãðàë 1R0 ds=(1+ s2), êîòîðûé ðàâåí �=2. Òàêèìîáðàçîì, â ñëó÷àå ëþáîãî íåñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöèà�ëà, àáñîëþòíîå çíà÷åíèå óãëà åñòü�' = �=2:Ñîîòâåòñòâåííî, 2�' = � è îðáèòà çâåçäû ïðåäñòàâ�ëÿåò ñîáîé ïðÿìóþ ëèíèþ, ïðîõîäÿùóþ (ïî÷òè) ÷å�ðåç öåíòð, à àáñîëþòíîå çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ 
2=
1ðàâíî 1:2.Ïîñêîëüêó äëÿ êåïëåðîâñêîãî ïîòåíöèàëà ýòî îò�íîøåíèå ðàâíî 1:1, âîçíèêàåò âîïðîñ, à åñòü ëè äëÿîòíîøåíèÿ ÷àñòîò (
2=
1)��L! 0 ïëàâíûé ïåðåõîä îòîäíîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ (1:2) ê äðóãîìó (1:1)ïðè ïîñòåïåííîì èçìåíåíèè ïîòåíöèàëà îò íåñèíãó�ëÿðíîãî ê êåïëåðîâñêîìó.

Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî åñëè òàêîé ïåðåõîä åñòü,ò. å. åñëè óãîë�' ìîæåò ïðèíèìàòü âñå ïðîìåæóòî÷�íûå çíà÷åíèÿ îò �=2 (ñëó÷àé íåñèíãóëÿðíîãî ïîòåí�öèàëà) äî � (ñëó÷àé Êåïëåðà), òî òðàåêòîðèÿ çâåçäûïðè ïðîõîäå åå îò rmax äî rmin è ñíîâà äî rmax íå ìî�æåò áûòü ïðÿìîé ëèíèåé: îäíî ðàäèàëüíîå íàïðàâ�ëåíèå ïðè äâèæåíèè îò rmax äî rmin (�àêòè÷åñêèäî öåíòðà äèñêà) äîëæíî ñìåíèòüñÿ íà äðóãîå ðà�äèàëüíîå íàïðàâëåíèå ïðè ïðîäîëæåíèè äâèæåíèÿîò öåíòðà ê rmax3). Ýòî íîâîå íàïðàâëåíèå áóäåò ñî�ñòàâëÿòü ñ ïåðâîíà÷àëüíûì íàïðàâëåíèåì óãîë �',òàêîé ÷òî � < 2�' < 2�, à ñàìà òðàåêòîðèÿ çâåç�äû äîëæíà ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïîäîáèå ñïèö âåëî�ñèïåäíîãî êîëåñà ñ òåì òîëüêî îòëè÷èåì, ÷òî åñëèîòíîøåíèå �'=� íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîìm=n (m, n � öåëûå ÷èñëà), ñïèöû êîëåñà çàøòðèõó�þò âåñü êðóã.Èòàê, ïóñòü òåïåðü âáëèçè öåíòðà�(r) = � �rs ; 0 < s < 2: (2.2)Ïîòåíöèàë ñ îñîáåííîñòüþ â öåíòðå òèïà (2.2) ñâÿçû�âàåò íåñèíãóëÿðíûé ïîòåíöèàë, êîòîðûé ìû äîëæ�íû ðàññìàòðèâàòü êàê ñîîòâåòñòâóþùèé ñëó÷àþs = 0, è êåïëåðîâñêèé, äëÿ êîòîðîãî s = 1. (Çà�ìåòèì, ÷òî íåò �èçè÷åñêîãî ñìûñëà ðàññìàòðèâàòüñëó÷àé s > 1, òàê êàê íåâîçìîæíî ïðåäñòàâèòü ñîîò�âåòñòâóþùåå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè, êîòîðîå ìîã�ëî áû ñîçäàòü òàêîé ïîòåíöèàë.)Äëÿ ìîäóëÿ ðàäèàëüíîé ñêîðîñòè âáëèçè öåíòðàèìååìp2E � 2�(r) � L2=r2 �p2�r�s � L2=r2;òàê ÷òî rmin = (L=2�)1=(2�s) :Îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàë ïî-ïðåæíåìó äàåò îá�ëàñòü âáëèçè íèæíåãî ïðåäåëà, òàê ÷òîrmaxZrmin Lr2 drp2E � 2�(r)� L2=r2 �� 1Zrmin Lr drq2� r2�s � L2 :Ïîäñòàíîâêà �2�=L2� r2�s = x2 äàåò�' = �=(2� s);òàê ÷òî îòíîøåíèå ÷àñòîò ðàâíî
2=
1 = 1=(2� s): (2.3)3) Çàìåòèì, ÷òî â êåïëåðîâñêîì ïðåäåëå ðàäèàëüíàÿ îðáèòàâûðîæäàåòñÿ â ¾ïîëóïðÿìóþ¿, òî÷íåå, â äâà ñëèâøèõñÿ ëó÷à,îäèí èç êîòîðûõ âûõîäèò èç öåíòðà, à äðóãîé âõîäèò â öåíòð.447
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2�' = 4�=3 2�'2361 54

�èñ. 2. Òðàåêòîðèÿ ÷àñòèöû ñ ìàëûì óãëîâûì ìî-ìåíòîì L. Ïàðàìåòð s = 0:5Ñîîòíîøåíèå (2.3) îñóùåñòâëÿåò ñøèâêó ïðè ïåðåõî�äå îò íåñèíãóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ê êåïëåðîâñêîìó.Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèÿçâåçäû ïðè ïåðåõîäå îò ìàêñèìóìà ê öåíòðó è ñíîâàê rmax ñîâåðøàåò ¾èçëîì¿.Íà ðèñ. 2 ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíà òðàåêòîðèÿçâåçäû â ïîòåíöèàëå �(r) � �r�1=2 (ò. å. s = 1=2),äëÿ êîòîðîãî ¾èçëîì¿ (ïîâîðîò) îðáèòû âáëèçè öåí�òðà ñîñòàâëÿåò2�' = 2�2� s = 4�3 = 240Æ:Öè�ðû 1, : : : ,6 óêàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòüó÷àñòêîâ äâèæåíèÿ çâåçäû. Äëÿ èëëþñòðàöèè âû�áðàí ìàëåíüêèé ïîëîæèòåëüíûé ìîìåíò L � çâåçäàäâèæåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Òðàåêòîðèÿÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé, òàê êàê îòíîøåíèå 1=(2 � s)ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì (2/3).Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñ�åðè÷åñêèõ ñè�ñòåì ñ ïî÷òè ðàäèàëüíûìè îðáèòàìè çâåçä (âîîáùåãîâîðÿ, ëþáîé ïðîòÿæåííîñòè) â äâóõ ñèòóàöèÿõ:äëÿ ñèíãóëÿðíîãî â öåíòðå ïî÷òè-êåïëåðîâñêîãî ïî�òåíöèàëà è äëÿ íåñèíãóëÿðíîãî â öåíòðå (à â îñòàëü�íîì ïðîèçâîëüíîãî) ïîòåíöèàëà. Äëÿ íàãëÿäíîñòèáóäåì íàçûâàòü îðáèòû çâåçä â ïåðâîì ñëó÷àå îðáè�òàìè 1:1-òèïà, à âî âòîðîì � îðáèòàìè 2:1-òèïà. Íà�ïîìíèì, ÷òî íàèáîëåå íàãëÿäíî ðàçëè÷èå ìåæäó ýòè�ìè äâóìÿ òèïàìè îðáèò ïðîÿâëÿåòñÿ â ïðåäåëüíîìñëó÷àå ÷èñòî ðàäèàëüíîãî äâèæåíèÿ, êîãäà îðáèòà1:1-òèïà âûðîæäàåòñÿ â ïîëóïðÿìóþ, èñõîäÿùóþ èç

öåíòðà, â òî âðåìÿ êàê îðáèòà 2:1-òèïà � â ñèììåò�ðè÷íûé îòíîñèòåëüíî öåíòðà îòðåçîê ïðÿìîé.Êàê ìû îáúÿñíèëè âî Ââåäåíèè, äëÿ ðàññìàòðè�âàåìîãî â äàííîé ñòàòüå êðóãà ïðîáëåì ïðèíöèïè�àëüíîå çíà÷åíèå èìååò íàïðàâëåíèå ïðåöåññèè îðáèòïî îòíîøåíèþ ê íàïðàâëåíèþ âðàùåíèÿ çâåçäû ïîîðáèòå. Îêàçûâàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè (ñì. ðàçä. 4), ÷òîãðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü âîçìîæíàëèøü ïðè ðåòðîãðàäíîé, ò. å. ïðîòèâîïîëîæíîé âðà�ùåíèþ, ïðåöåññèè (â òî æå âðåìÿ â ñëó÷àå ïðÿìîéïðåöåññèè ìîæåò ðàçâèâàòüñÿ íåóñòîé÷èâîñòü ðàäè�àëüíûõ îðáèò).Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü, â êàêèõ ñëó÷àÿõ ñëåäóåòîæèäàòü ïðÿìóþ, à â êàêèõ � ðåòðîãðàäíóþ ïðå�öåññèþ, âûâåäåì �îðìóëû, îïðåäåëÿþùèå ñêîðîñòüïðåöåññèè 
pr, îòäåëüíî äëÿ îðáèò äâóõ èíòåðåñóþ�ùèõ íàñ òèïîâ.2.1. Íà÷íåì ñ îðáèò 1:1-òèïà â ìàëîìàññèâíîìñ�åðè÷åñêîì ñêîïëåíèè, îêðóæàþùåì öåíòðàëüíóþìàññó M
. Èìååì1
1 = 1� rmaxZrmin drp2E+2GM
=r�2�G(r)�L2=r2 ;
2
1 = L� rmaxZrmin drr2p2E + 2GM
=r�2�G(r)�L2=r2 �� �'� ;ãäå �', êàê è â (2.1), � óãîë ïîâîðîòà çâåçäû (âïëîñêîñòè îðáèòû) ïðè ïðîõîæäåíèè åþ îò rmin äîrmax. Åñëè ïðåöåññèÿ îòñóòñòâóåò, ò. å. åñëè ïðåíå�áðå÷ü âêëàäîì �G(r) â îáùèé ïîòåíöèàë, ýòîò óãîëòî÷íî ðàâåí �. Åãî ìàëîå îòëè÷èå îò � è ïðèâîäèòê ìåäëåííîìó ïîâîðîòó ýëëèïòè÷åñêîé îðáèòû, ò. å.ê ïðåöåññèè:
pr = 
2 �
1 = 
1��'� � 1� : (2.4)Âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè ïðåöåññèè èìååò íàãëÿä�íûé ñìûñë. Çàïèøåì åãî â âèäå
pr = �'� �T=2 ; T = 2�
1 :Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè çà ïîë-îáîðîòà, ò. å. ïðè êî�ëåáàíèè çâåçäû îò rmin äî rmax (çà âðåìÿ T=2), îíàïðîéäåò óãëîâîé ïóòü, áîëüøèé ÷åì �, ýòî è áóäåòîçíà÷àòü, ÷òî àïîãåé äðåé�óåò ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþïðåöåññèè (2.4).448



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007 �ðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòüÍàøåé öåëüþ ñåé÷àñ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå âûðà�æåíèÿ äëÿ ñêîðîñòè ïðåöåññèè êàê âåëè÷èíû ïîðÿä�êà O(�G). Ïîñêîëüêó �'=� � 1 = O(�G), ïðè âû�÷èñëåíèè ñêîðîñòè ïðåöåññèè èç �îðìóëû (2.4) ìûìîæåì äëÿ ñîìíîæèòåëÿ 
1 îãðàíè÷èòüñÿ ãëàâíûìïîðÿäêîì O(1). Èìååì�' = L rmaxZrmin drr2p2E+2GM
=r�2�G(r)�L2=r2 == L ��E hp2jEj �� rmaxZrmin drr3 p(b� r)(r � a)��G(r) r2=jEji �� L ��E 24p2jEj rmaxZrmin drr3p(b� r)(r � a)�� 1p2jEj rmaxZrmin �G(r) drrq(b� r)(r � a) 35 : (2.5)Çäåñü äëÿ óäîáñòâà âìåñòî ïåðåìåííûõ E è L ââåäå�íû íîâûå ïåðåìåííûåa(E;L) = rmin(E;L); b(E;L) = rmax(E;L);ãäå a; b = GM
(2jEj) �(�GM
2jEj �2 � L22jEj)1=2 :Îòìåòèì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ äëÿ äàëüíåéøåãî ñî�îòíîøåíèé, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ â ÷èñòî êóëîíîâ-ñêîì ïîòåíöèàëå:a+ b = GMjEj ; a b = L22jEj ;L = (2GM
)1=2r aba+ b : (2.6)Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñ-òè (2.5) îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê ÷òî�'� � 1 = � 1� ��E 24 Lp2jEj bZa �G(r) drrq(b� r)(r � a) 35 ;è äëÿ ñêîðîñòè ïðåöåññèè ïîëó÷àåì
pr = �
(E)� ��E 24 Lp2jEj bZa �G(r) drrp(b� r)(r � a)35 ;

ãäå 
(E) = 
1(E) = 
2(E) � (2jEj)3=2GM
 :Ïîëåçíî åùå çàïèñàòü âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè ïðå�öåññèè â ïåðåìåííûõ (a; b). Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ,ñëåäóþùèå èç (2.6):Lp2jEj = pa b; ��E = 1GM
 b+ ab� a �b2 ��b � a2 ��a� ;íàéäåì
pr = �
(a; b)� GM
 b+ ab� a �b2 ��b � a2 ��a��� 24pa b bZa �G(r) drrq(b� r)(r � a) 35 ;ãäå 
(a; b) = (GM
)1=2� 2a+ b�3=2 :Óïðîñòèì âûðàæåíèå äëÿ 
pr, ñ÷èòàÿ a ìàëûì, íîïîä êîðíåì â çíàìåíàòåëå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðà�æåíèÿ íå áóäåì ïîêà ïîëàãàòü a = 0. Ïîëó÷èì
pr � � 
(b)�GM
 b2 ��b 24pa b bZa �G(r) drrq(b� r)(r � a) 35 ;pa = Lp2GM
 :Îáîçíà÷èìJ(a; b) = bZa �G(r) drrp(b� r)(r � a) :Ëåãêî íåïîñðåäñòâåííî óáåäèòüñÿ, ÷òîJ(a; b) = bZa �G(r) d � 1pab ar
sin (b+ a) r � 2abr (b� a) � :Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì è âûïîëíÿÿ â ÿâíîì âèäåäè��åðåíöèðîâàíèå ïî b, ïîëó÷àåì��b hpab J(a; b)i = bZa d�Gdr 1b� arab rr � ab� r dr �� a1=2b3=2 bZ0 d�Gdr r rb� r dr:5 ÆÝÒÔ, âûï. 3 449



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007Â ðåçóëüòàòå èìååì îêîí÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿñêîðîñòè ïðåöåññèè îðáèò, áëèçêèõ ê ðàäèàëüíûì:
pr(a; b) � �
(b) pab�GM
 bZ0 d�Gdr r rb� r dr;
(b) = (GM
)1=2 �2b�3=2 ;èëè
pr(E;L) = $(E)L;$(E) = � 2�GM
 b bZ0 d�Gdr r rb� r dr;b = GM
jEj : (2.7)
Èç âûðàæåíèÿ (2.7) äëÿ 
pr âèäíî, ÷òî â ðàñ�ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðåöåññèÿ ñîâåðøåííî îäíî�çíà÷íî ÿâëÿåòñÿ ðåòðîãðàäíîé è íè ïðè êàêèõ ðàñ�ïðåäåëåíèÿõ ïëîòíîñòè â àêòèâíîé ñîñòàâëÿþùåéãàëàêòèêè íå ìîæåò áûòü ïðÿìîé. Äåéñòâèòåëüíî,�îðìóëà (2.7) ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè çíà÷åíèå ñèëûF (r) = ��0G(r), ñîçäàâàåìîé ïðèòÿæåíèåì ñ�åðè-÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé, âåçäå îòðèöàòåëüíî, òî ïðå�öåññèÿ îáÿçàíà áûòü ðåòðîãðàäíîé: $(E) < 0,
pr < 0. Íî äëÿ ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîãî ðàñïðå�äåëåíèÿ ïîòåíöèàëà ñèëà F (r) âñåãäà îòðèöàòåëüíà,ïîñêîëüêó îíà íà ëþáîì ðàäèóñå r îáóñëîâëåíà èñ�êëþ÷èòåëüíî ïîëíîé ìàññîé, çàêëþ÷åííîé âíóòðèñ�åðû ýòîãî ðàäèóñà, è ýòà ñèëà âñåãäà íàïðàâëåíàê öåíòðó. Ýòî æå óòâåðæäåíèå òðèâèàëüíî ñëåäóåòïðÿìî èç óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî äëÿ ñ�å�ðè÷åñêèõ ïî÷òè-êåïëåðîâñêèõ ñèñòåì åñòåñòâåííîéÿâëÿåòñÿ èìåííî ðåòðîãðàäíàÿ ïðåöåññèÿ îðáèò.Êàê ìû óâèäèì íèæå, äëÿ îðáèò 2:1-òèïà ñèòóàöèÿïðÿìî ïðîòèâîïîëîæíà: âî âñåõ ðåàëüíûõ ñëó÷àÿõïðåöåññèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé, ðåòðîãðàäíàÿ ïðåöåñ�ñèÿ âîçìîæíà ëèøü ïðè ýêçîòè÷åñêèõ ðàñïðåäåëå�íèÿõ ïëîòíîñòè.2.2. Ôîðìóëû äëÿ ñêîðîñòè ïðåöåññèè áëèçêèõê ðàäèàëüíûì îðáèò 2:1-òèïà ìîãóò áûòü çàïèñàíûïî-ðàçíîìó, ðàíåå áûëà îïóáëèêîâàíà [12℄ íå î÷åíüóäîáíàÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé �îðìóëà, ñî�äåðæàùàÿ ïðîöåäóðó ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà. Ìû âû�âåäåì çäåñü áîëåå óäîáíóþ â ýòîì îòíîøåíèè �îð�ìóëó.Èìååì äëÿ ñêîðîñòè ïðåöåññèè:


pr(E;L) = 
2(E;L)� 12
1(E;L) == 
1(E;L) �
2(E;L)
1(E;L) � 12� :Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ïðè ïîñòîÿííîé E îò ñêîðî�ñòè ïðåöåññèè ïðè íóëåâîì ìîìåíòå, ò. å. âåëè÷èíó��
pr(E;L)=�L�L=0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
1(E;L) = 
(E) +O(L2);èìååì 
pr(E;L) � 
(E)��'� � 12� ;ãäå �' = rmax(E;L)Zrmin(E;L) Lr2 drp2E � 2�0(r) � L2=r2� óãîë ïîâîðîòà çâåçäû ïðè äâèæåíèè ïî îðáèòåîò rmin äî rmax, êîòîðûé, êàê ìû ïîêàçàëè ðàíåå,â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ïî L äëÿ ëþáîãî íåñèí�ãóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà ðàâåí �=2. Ó÷åò ñëåäóþùèõ÷ëåíîâ â ðàçëîæåíèè �', ò. å. ÷ëåíîâ, ëèíåéíûõ ïîL, ïîêàæåò, ñ êàêîé ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ è â êà�êóþ ñòîðîíó (ïðÿìî èëè ðåòðîãðàäíî) áóäåò ïðå�öåññèðîâàòü ñèëüíî âûòÿíóòàÿ îðáèòà çâåçäû, åñ�ëè ïðèäàòü åé ìàëåíüêèé ìîìåíò. ßñíî, ÷òî ïðè�' > �=2 (èëè 2�' > �) ïðåöåññèÿ áóäåò ïðÿ�ìîé, ò. å. â òó æå ñòîðîíó, ÷òî è âðàùåíèå çâåçäû,à ïðè �' < �=2 � â äðóãóþ ñòîðîíó. Òàêèì îáðà�çîì, çíàê ïðîèçâîäíîé �=�L (�'� �=2) îïðåäåëÿåò,áóäåò ïðåöåññèÿ ïðÿìîé èëè ðåòðîãðàäíîé. Îáîçíà�÷èì �(E;L) = �'� �=2, òàê ÷òî$(E) � ��
pr(E;L)�L �L=0 == 
(E)� ���(E;L)�L �L=0 : (2.8)Èìååì�' = rmax(E;L)Zrmin(E;L) Lr2 drp2E � 2�0(r) � L2=r2 == ��E rmax(E;L)Zrmin(E;L) Lr2r2E � 2�0(r) � L2r2 dr:Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, çàïèøåì450



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007 �ðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü�' = ��E rmaxZrmin L3r4 drp2E � 2�0(r)� L2=r2 �� L ��E rmaxZrmin �00(r)r drp2E � 2�0(r)� L2=r2 :Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îñíîâíîé âêëàä â ïåðâûéèíòåãðàë äàåò îáëàñòü âáëèçè íèæíåãî ïðåäåëà, ïî�ýòîìó âåðõíèé ïðåäåë â íåì ìîæíî çàìåíèòü íà áåñ�êîíå÷íîñòü. Ïîñêîëüêó âáëèçè öåíòðà äëÿ íåñèíãó�ëÿðíûõ ïîòåíöèàëîâ ìîæíî òàêæå îïóñòèòü ïîä çíà�êîì êîðíÿ �0(r) � �(rmin), âåëè÷èíà êîòîðîé ìàëàïî ñðàâíåíèþ ñ E, äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà ïîëó÷èìrmax(E;L)Zrmin(E;L) L3r4 drp2E � 2�0(r) � L2=r2 == 2E 1Z1 dxx3px2 � 1 = 12 �E:Â ðåçóëüòàòå äëÿ �(E;L) èìååì�(E;L) � �L ��E rmax(E;L)Zrmin(E;L) �00(r)r �� drp2E � 2�0(r) � L2=r2 ;èëè ïîñëå î÷åâèäíûõ óïðîùåíèé:�(E;L) � �L ddE rmax(E; 0)Z0 �00(r)r drp2E � 2�0(r) :Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â (2.8), ïîëó÷èì$(E) = �
(E)� ddE �� rmax(E)Z0 �00(r)r drp2E � 2�0(r) : (2.9)Ìîæíî ïðåäëîæèòü åùå îäíó àëüòåðíàòèâíóþ çà�ïèñü ñ óæå âûïîëíåííûì äè��åðåíöèðîâàíèåì ïîE. Îïóñêàÿ ïîäðîáíîñòè, ïðèâåäåì ðåçóëüòàò:

$(E) = 
(E)� �� 264 rmax(E)Z0 drr2  1p2E � 2�0(r) � 1p2E!�� 1rmax(E)p2E375 : (2.10)Ñ ïîìîùüþ âûâåäåííûõ �îðìóë, â ÷àñòíîñòè, ëåãêîïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëà, èìåþùåãî ïðè ìàëûõr ðàçëîæåíèå�0(r) = �0(0) + 
20�12r2 + � r4 + : : :� ;çíàê ïðåöåññèè îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì êîý��èöèåíòà�, ïîñêîëüêó $ = ��. Ñëåäîâàòåëüíî, çâåçäû, èìå�þùèå äîñòàòî÷íî ìàëóþ àìïëèòóäó êîëåáàíèé ïîðàäèóñó, áóäóò èìåòü ðåòðîãðàäíóþ ïðåöåññèþ ïðèóñëîâèè, ÷òî êîý��èöèåíò � ïîëîæèòåëåí. Íåòðóä�íî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî â ñëó÷àå ñ�åðè÷åñêîãî ñêîï�ëåíèÿ ïîëîæèòåëüíîñòü êîý��èöèåíòà � îçíà÷àåòðîñò ïëîòíîñòè ñ óâåëè÷åíèåì ðàäèóñà âáëèçè öåí�òðà. Ââèäó î÷åâèäíîé íåðåàëèñòè÷íîñòè òàêîãî ïî�âåäåíèÿ ïëîòíîñòè, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î íåâîç�ìîæíîñòè ãðàâèòàöèîííîé êîíóñíîé íåóñòîé÷èâîñòèâ ñ�åðè÷åñêèõ ñêîïëåíèÿõ ñ íåñèíãóëÿðíûìè ïî�òåíöèàëàìè. Çàìåòèì, ÷òî â äèñêîâûõ ñèñòåìàõ ýòàíåóñòîé÷èâîñòü âîçìîæíà [3℄ (áîëåå ïîäðîáíîå îá�ñóæäåíèå ñì. â Çàêëþ÷åíèè).3. ÂÛÂÎÄ ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈ×ÅÑÊÎ�ÎÓ�ÀÂÍÅÍÈß ÄËß ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÉÑÔÅ�È×ÅÑÊÎ�Î ÑÊÎÏËÅÍÈß ÇÂÅÇÄ3.1. Ïîëíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõóðàâíåíèé�àññìîòðèì òî÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, îïè�ñûâàþùåå âîçìóùåíèÿ â ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîéñèñòåìå ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F = F (E;L), ãäåE = 12 v2r + 12 L2=r2 +�0(r)� ýíåðãèÿ çâåçäû,L = rv? � r (v2� + v2')1=2� ìîäóëü åå óãëîâîãî ìîìåíòà, �0(r) � íåâîçìóùåí�íûé ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë. Ñ÷èòàåì, ÷òî îòòðåòüåãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ Lz = rv' sin � �óíê�öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íå çàâèñèò. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê451 5*



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007èçâåñòíî, (ñì. [25℄, à òàêæå, íàïðèìåð, [4, 8℄), ñïåêòðñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ! íå çàâèñèò îò àçèìóòàëüíîãî÷èñëà m. Ïîýòîìó âìåñòî îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ âîç�ìóùåíèÿ ïîòåíöèàëà è ïëîòíîñòè â âèäå ñåêòîðèàëü�íîé ãàðìîíèêè,�(t; r; �; ') = �(r)Y ml (�; �) e�i!t;�(t; r; �; ') = �̂(r)Y ml (�; �) e�i!t;ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ áîëåå ïðîñòûì âàðèàíòîì:�(t; r; �; ') = �(r)Pl(
os �) e�i!t;�(t; r; �; ') = �̂(r)Pl(
os �) e�i!t;ãäå Pl(x)� ïîëèíîì Ëåæàíäðà. Îñíîâíîå èíòåãðàëü�íîå óðàâíåíèå (òî÷íåå, ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâ�íåíèé) ïîëó÷åíî íèæå ñ ïîìîùüþ �îðìàëèçìà äåé�ñòâèå�óãîë. Ýòîò �îðìàëèçì ïðèìåíèòåëüíî ê ñ�å�ðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íûì ãðàâèòèðóþùèì ñèñòåìàìâïåðâûå áûë èçëîæåí â ðàáîòå Ïîëÿ÷åíêî è Øóõ�ìàíà [26℄. Âûâîä ïðèâåäåííîé íèæå ñèñòåìû �àêòè�÷åñêè ñîäåðæèò òå æå øàãè, ÷òî è ïðåäñòàâëåííûéâ öèòèðîâàííîé ðàáîòå. Åäèíñòâåííûì ñóùåñòâåí�íûì îòëè÷èåì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå çäåñü èíòå�ãðàëüíîé, à íå äè��åðåíöèàëüíîé (ò. å. óðàâíåíèÿÏóàññîíà) ñâÿçè ìåæäó âîçìóùåíèÿìè ïîòåíöèàëàè ïëîòíîñòè:�(r; �) = �G Z � (r0; �0) dV 0qr2 + r02 � 2 rr0 
os� ;

ãäå dV 0 � ýëåìåíò îáúåìà, � � óãîë ìåæäó âåêòîðà�ìè r è r0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàäèàëüíûå ÷àñòè âîç�ìóùåíèÿ ïîòåíöèàëà �(r) è ïëîòíîñòè �̂ (r) ñâÿçàíûñîîòíîøåíèåì�(r) = � 4�G2l+ 1 Z r02dr0�̂ (r0)Fl(r; r0);Fl(r; r0) = (r<)l(r>)l+1 ;ãäå r< = min(r; r0); r> = max(r; r0): Ïðèâåäåì òàê�æå àëüòåðíàòèâíóþ �îðìó äëÿ Fl(r; r0) (èíîãäà îíàîêàçûâàåòñÿ óäîáíåå):Fl(r; r0) == (2l+ 1) 1Z0 dk Jl+1=2(kr)pk r Jl+1=2(kr0)pk r0 ; (3.1)ãäå J�(x) � �óíêöèÿ Áåññåëÿ (ñì. [27℄).Èòàê, èñõîäíàÿ òî÷íàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëü�íûõ óðàâíåíèé èìååò âèä (l1; l01 = �1; : : : ;1;l2; l02 = �l; : : : ; l)�l1; l2(E;L) = 4�G2l+ 1 1Xl01=�1 lXl02=�lDl02l Z dE0 LdL0
1(E0; L0)�l01 l02(E0; L0)�l1; l2; l01; l02(E;L;E0; L0)�� hl01 
1(E0; L0) + l02 
2(E0; L0)i �F=�E0 + l02 �F=�L0! � l01
1(E0; L0)� l02
2(E0; L0) (3.2)ñ ÿäðîì�l1; l2; l01; l02(E;L;E0; L0) = 2�Z0 dw1 2�Z0 dw01 Fl [r (E;L;w1); r0(E0; L0;w01)℄�� exp�i ��l01w01+l02 �S1�I 02 ���l1w1+l2 �S1�I2 ��� : (3.3)Ýòî äâóìåðíàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé îò�íîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ �óíêöèé �l1; l2(E;L), êîòî�ðûå ñâÿçàíû ñ ðàäèàëüíîé ÷àñòüþ âîçìóùåíèÿ ïî�òåíöèàëà ñîîòíîøåíèåì �l1; l2(E;L) = 2�Z0 exp���l1w1 + l2 �S1�I2 ���� ��r(E;L;w1)� dw1: (3.4)452



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007 �ðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòüÂ �îðìóëå (3.2) îáîçíà÷åíîDkl == 8>>>>><>>>>>: 12 2 l (l + k)!(l � k)!� l�k2 ! l + k2 !�2 ; jl�kj ÷åòíûå;0; jl � kj íå÷åòíûå: (3.5)Ôèãóðèðóþùàÿ â �îðìóëàõ (3.3) è (3.4) �óíêöèÿðàäèàëüíîãî äåéñòâèÿ S1 åñòüS1 = rZrmin dr0r2E (I)� 2�0(r0)� (I2 + jI3j)2r02 ;I = (I1; I2; I3);ãäå äåéñòâèÿ I2 è I3 ñâÿçàíû ñ èíòåãðàëàìè äâèæå�íèÿ L è Lz ñîîòíîøåíèÿìè L = I2 + jI3j; Lz = I3; àçàâèñèìîñòü r (E;L;w1) óñòàíàâëèâàåòñÿ âûðàæåíè�åì w1 = �S1�I1 = 
1 rZrmin dr0p2E � 2�0(r0)� L2=r02 :Ïîÿñíèì òàêæå, ÷òî èíäåêñû l1 è l2 ñîîòâåòñòâóþòðàçëîæåíèþ ïðîñòðàíñòâåííîé çàâèñèìîñòè âîçìó�ùåííîãî ïîòåíöèàëà ïî ãàðìîíèêàì óãëîâûõ ïåðå�ìåííûõ w1 è w2, ñîïðÿæåííûõ ñîîòâåòñòâåííî ïåðå�ìåííûì äåéñòâèÿI1 = 12� I pr dr = 1� rmaxZrmin r2E � 2�0(r) � L2r2 dr;I2 = 12� I p� d� = 1� ���0Z�0 rL2 � L2zsin2 � = L� jLzj;ò. å.�(I; w1; w2) == (2�)�2X�l1; l2(I) exp fi(l1w1 + l2 w2)g :(Â ñëó÷àåm = 0 çàâèñèìîñòè îò óãëîâîé ïåðåìåííîéw3 íåò.)3.2. Óïðîùåííîå óðàâíåíèå äëÿ îïèñàíèÿìåäëåííûõ ìîäÁóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â öåíòðå ãàëàêòèêè íà�õîäèòñÿ ìàññèâíîå ÿäðî èëè ÷åðíàÿ äûðà ìàññûM
,

êîòîðàÿ â îñíîâíîì è îïðåäåëÿåò íåâîçìóùåííûéïîòåíöèàë �0(r), òàê ÷òî�0(r) = �
(r) + �G(r);ãäå �
(r) = �GM
=r, �G(r) � ïîòåíöèàë, îáóñëîâ�ëåííûé ñîáñòâåííî ñ�åðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé ãà�ëàêòèêè. Ïîëàãàåì, ÷òî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà çâåç�äó â ãàëàêòèêå ñî ñòîðîíû ÿäðà, ñóùåñòâåííî ïðåâû�øàåò ñèëó, äåéñòâóþùóþ ñî ñòîðîíû ñîâîêóïíîñòèçâåçä ñ�åðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé: j�0
(r)j � j�0G(r)j:Â ýòîì ñëó÷àå òðàåêòîðèè çâåçä îïðåäåëÿþòñÿ ãëàâ�íûì îáðàçîì êóëîíîâñêèì ïîòåíöèàëîì ÿäðà. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî çäåñü ìû èìååì äåëî ñ îðáèòàìè 1:1-òè�ïà. Çà ñ÷åò ìàëîãî äîáàâî÷íîãî ïîòåíöèàëà �G(r)ýëëèïñû ïðåöåññèðóþò, ïðè÷åì ñêîðîñòü ïðåöåññèèîïðåäåëÿåòñÿ ìàëîé ðàçíîñòüþ
pr(E;L) = 
2(E;L)�
1(E;L); 
pr � 
1 � 
2:ßâíîå âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè ïðåöåññèè ÷å�ðåç ïîòåíöèàë �G(r) ñîäåðæèòñÿ â ðàçä. 2 (�îðìó�ëà (2.7)). Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ ìåäëåííûìè ìîäà�ìè, ÷àñòîòû êîòîðûõ ïîðÿäêà ñêîðîñòè ïðåöåññèè,! = O(
pr). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç âñåõ ñëàãàåìûõóðàâíåíèÿ (3.2) ñî çíàìåíàòåëÿìè! � l01
1(E0; L0)� l02
2(E0; L0)ìû äîëæíû îñòàâèòü íàèáîëüøèå, ò. å. òå, ó êîòîðûõl01 = �l02. Ïðè ýòîì çíàìåíàòåëè ïðèîáðåòàþò âèä! � l01
1(E0; L0)� l02
2(E0; L0) = ! � l02
pr(E0; L0):Êîíñòðóêöèÿ èç ÷àñòîò, ñòîÿùàÿ â ÷èñëèòåëå ýòèõâêëàäîâ, åñòü[l1 
1(E0; L0) + l02 
2(E0; L0)℄ �F�E0 + �F�L0 == l02 �
pr(E0; L0) �F�E0 + �F�L0� : (3.6)Âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñ-òè (3.6) � ýòî íå ÷òî èíîå, êàê ëèíäåí-áåëëîâñêàÿïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ4),��F�E�L
pr +��F�L�E = ��F�L�LB : (3.7)Îáîçíà÷àÿ �(E;L)l1=�l2; l2 = �l2(E;L);4) Íàïîìíèì, ÷òî îíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîèçâîäíàÿ ïîàáñîëþòíîé âåëè÷èíå óãëîâîãî ìîìåíòà L = I2 + jI3jïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ àäèàáàòè÷åñêîãî èíâàðèàíòàJf = I1 + I2 + jI3j è ïðîåêöèè óãëîâîãî ìîìåíòà Lz.453



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007�l1=�l2;l2; l01=�l02;l02(E;L;E0; L0) = Pl2;l02(E;L;E0; L0)è îñòàâëÿÿ â ñóììå ïî l01 â ïðàâîé ÷àñòè (3.2) òîëüêîñëàãàåìûå ñ l01 = �l02, çàïèøåì ¾ìåäëåííîå óðàâíå�íèå¿ äëÿ âåëè÷èí �n(E;L):�n(E;L) = 4�G2l + 1 lXn0=�lDn0l Z dE0 L0dL0
1(E0; L0) �� Pn;n0(E;L;E0; L0) n0 (�F=�L0)LB! � n0
pr(E0; L0) �� �n0(E0; L0) (3.8)ñ ÿäðîìPn; n0(E;L;E0; L0) = 2�Z0 dw1 �� 2�Z0 dw01Fl [r (E;L;w1); r0(E0; L0;w01)℄�� exp�i �n0��S1�I 02 � w01�� n��S1�I2 � w1��� :ßäðî Pn; n0 ìîæíî ïåðåïèñàòü â ÿâíî âåùåñòâåííîé�îðìå, åñëè çàìåíèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî w1 è w01îò 0 äî 2� èíòåãðèðîâàíèåì ïî ñèììåòðè÷íîé îá�ëàñòè îò �� äî �. Òîãäà ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíî, ÷òîr(w1; E; L) � ñèììåòðè÷íàÿ �óíêöèÿ w1 èPn; n0(E;L;E0; L0) == 4 �Z0 dw1 �Z0 dw01Fl [r (E;L;w1); r0(E0; L0;w01)℄�� 
os�n0��S1�I 02 � w01�� 
os�n��S1�I2 � w1�� :Âåëè÷èíà �n(E;L) òîæå ìîæåò áûòü çàïèñàíà âáîëåå ïðîñòîì âèäå:�n(E;L) = 2 �Z0 
os�n��S1�I2 � w1���� ��r(E;L;w1)� dw1:3.3. Óðàâíåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ïî÷òèðàäèàëüíûõ îðáèòÂ èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå îðáèò ñ ìàëûìè óã�ëîâûìè ìîìåíòàìè L ñèñòåìà óðàâíåíèé (3.8) äëÿìåäëåííûõ ìîä äîïóñêàåò ñóùåñòâåííûå óïðîùå�íèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè ìàëûõ óãëîâûõìîìåíòîâ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿF (E;L) = f (E)(E) f (L)(L);

ïðè÷åì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçìåð îáëàñòè ëîêàëè�çàöèè ÆL �óíêöèè f (L)(L) âáëèçè L = 0 äîñòàòî÷�íî ìàë. Âî âñÿêîì ñëó÷àå îí äîëæåí áûòü ìåíüøå,÷åì õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèÿ �L ïî ìîìåí�òàì �óíêöèé, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå (3.8). Ïîñêîëü�êó õàðàêòåðíûé ðàçìåð èçìåíåíèÿ ýòèõ �óíêöèéîïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî ðàñïðåäåëåíèåì íåâîç�ìóùåííîãî (ïî÷òè êóëîíîâñêîãî) ïîòåíöèàëà è íå ñî�äåðæèò íèêàêèõ õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ, î÷åâèäíî,ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÆL� �L.Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî ÿäðî Pnn0(E;L;E0; L0) âñëó÷àå ïî÷òè ðàäèàëüíûõ îðáèò (
 òî÷íîñòüþ äîêâàäðàòè÷íûõ ïî L è L0 ÷ëåíîâ)5) çàâèñèò òîëüêîîò ýíåðãèé E è E0 è ïðèíèìàåò âèäPnn0(E;L;E0; L0) � Pnn0(E; 0;E0; 0) == (�1)n+n0�(E;E0);ãäå�(E;E0) = 4 �Z0 dw1 �Z0 dw01 Fl[r(E;w1); r0(E0; w01)℄ == 4
1(E) 
1(E0) b(E)Z0 drvr(E; r) �� b(E0)Z0 drvr(E0; r0)Al(r; r0); (3.9)
1(E) = (2jEj)3=2GM
 ; b(E) � rmax(E) = GM
jEj ;vr(E; r) =p2jEjrb� rr :Íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ �n(E;L) òîæå çàâèñèò òîëüêîîò E (ñ òî÷íîñòüþ äî O(L2)):�n(E;L) � (�1)n�(E):Êðîìå òîãî, ñîãëàñíî �îðìóëå (3.7), ëèíäåí-áåëëîâ-ñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî L ñ òî÷íîñòüþ O(L2MG=M
)ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâîäíîé ïî L ïðè ïîñòîÿííîé ýíåð�ãèè E. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå (3.8) ïðåâðàùàåòñÿ âîäíîìåðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå�(E) = 4�G2l + 1 Z dE0 L0dL0
1(E0) �(E;E0) �(E0)�� lXs=� l sDsl �F (E0; L0)=�L0! � s$(E0)L0 : (3.10)5) Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, êàê è äðóãèõ óòâåð�æäåíèé, êàñàþùèõñÿ àíàëèòè÷åñêèõ ñâîéñòâ âõîäÿùèõ ñþäà�óíêöèé â îêðåñòíîñòè L = 0, ìû çäåñü îïóñêàåì.454



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007 �ðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü3.4. Ìîäåëüíûé ñëó÷àé ìîíîýíåðãåòè÷åñêîãîðàñïðåäåëåíèÿ�àññìîòðèì òåïåðü ìîäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèåF (E;L) = f(L) Æ(E�E0). Ïðîèíòåãðèðóåì (3.10) ïîE0 è ïîëîæèì â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîëó÷èâøåãî�ñÿ óðàâíåíèÿ E = E0. Ïîëó÷èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîåóðàâíåíèå6)1 = 4�G2l + 1 �(E0; E0)
1(E0) Z LdL lXs=�l sDsl �f(L)=�L!�s$(E0)L:Íàïîìíèì (ñì. ðàçä. 2), ÷òî â ñëó÷àå ïî÷òè-êåïëå-ðîâñêèõ îðáèò (ò. å. îðáèò 1:1-òèïà) ïðåöåññèÿ ÿâëÿ�åòñÿ ðåòðîãðàäíîé äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîòåí�öèàëà �G(r), ò. å. $ < 0.Óäîáíî ïåðåéòè îò ïåðåìåííîé L ê ïåðåìåííîé� = j
prj = j$(E0)jL = �$L > 0:Îáîçíà÷èâ f(L) = f��=j$j� � f0(�);çàïèøåì1 = � 4�G2l+ 1 �(E0; E0)j$(E0)j
1(E0) �� Z � d� lXs=�l sDsl df0(�)=d�! � s � : (3.11)Óðàâíåíèå (3.11) ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (2) ðàáî�òû [5℄, âûâåäåííûì íåïîñðåäñòâåííî â ñïèöåâîì ïðè�áëèæåíèè7). Ïðîâåäåííûé âûøå äîâîëüíî ãðîìîçä�êèé åãî âûâîä ñëóæèò îáîñíîâàíèåì îïðàâäàííîñòèñïèöåâîãî ïîäõîäà.Â çàâåðøåíèå ýòîãî ïóíêòà çàìåòèì, ÷òî ðàññìàò�ðèâàåìàÿ ìîíîýíåðãåòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäàåò âïîëíåîäíîçíà÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ñ�åðè÷åñêîéñîñòàâëÿþùåé �0(r), à ñëåäîâàòåëüíî, è ïîòåíöèàëà�G(r), è èìååò êîíå÷íûé ðàäèóñ R = GM
=jE0j. Äëÿýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíà $(E0) âû÷èñëÿåòñÿ âÿâíîì âèäå: $(E0) = �MGM
 8�2 1R2 : (3.12)6) Îòìåòèì îïðåäåëåííóþ èñêëþ÷èòåëüíîñòü ñëó÷àÿ l = 1.Äëÿ íåãî óðàâíåíèå (3.10) èìååò ðåøåíèå ñ ! = 0 [4℄, â òîâðåìÿ êàê óðàâíåíèÿ ýòîãî ðàçäåëà òàêîãî ðåøåíèÿ óæå íåñîäåðæàò. Äëÿ åãî ïîëó÷åíèÿ òðåáóåòñÿ ó÷åò ÷ëåíîâ ïîðÿäêàO(L2) â ðàçëîæåíèÿõ ïîäûíòåãðàëüíûõ �óíêöèé.7) Çà èñêëþ÷åíèåì íåñóùåñòâåííîãî íåäîñòàþùåãî ìíîæè�òåëÿ 
1=� â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (2) ðàáîòû [5℄.

Çäåñü MG � ïîëíàÿ ìàññà ñ�åðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþ�ùåé ñêîïëåíèÿ, ïðè÷åì, íàïîìíèì, ïðåäïîëàãàåòñÿ,÷òî MG � M
. ßäðî �(E0; E0) òîæå ìîæåò áûòüâû÷èñëåíî ïðàêòè÷åñêè â ÿâíîì âèäå. Ñ ïîìîùüþñîîòíîøåíèé (3.1) è (3.9) ïîëó÷àåì�(E0; E0) = 8�2(2 l + 1)R Cl;Cl = 1Z0 dzz �J( l+1)=2(z)Jl=2(z)�2 : (3.13)Ïåðâûå âîñåìü êîý��èöèåíòîâ Cl, âû÷èñëåííûõ ïî�îðìóëå (3.13), ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 1.Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè íàéäåííûõ êîý��èöè�åíòîâ â óðàâíåíèå (3.11) ïîëó÷èì1 = �Al Z � d� lXs=� l sDsl d f0(�)=d�! � s � ;Al = 16�3GClj$j � R2GM
�1=2 : (3.14)Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàíî â âèäå1 = �2Al lXs=1 s2Dsl Z d� �2df0(�)=d�!2 � s2�2 : (3.15)Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f0(�) íîðìèðîâàíà óñëîâè�åì, ÷òî ïîëíàÿ ìàññà ñ�åðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåéðàâíà MG, ò. å. R Fd� =MG. Ýòî äàåòZ f0(�) � d� = 12 (2�)�3$2(E0)
1(E0)MG: (3.16)3.5. Âûâîä õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âñïèöåâîì ïðèáëèæåíèèÎïèøåì ñõåìó âûâîäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãîóðàâíåíèÿ (3.15) íåïîñðåäñòâåííî â ìîäåëè âðà�ùàþùèõñÿ ñïèö. Íàïîìíèì, ÷òî êàæäàÿ ñïèöàïðåäñòàâëÿåò çâåçäû, äâèæóùèåñÿ âáëèçè íåêîòî�ðîãî ðàäèàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ, ñ îïðåäåëåííûìèçíà÷åíèÿìè ýíåðãèè E è óãëîâîãî ìîìåíòà L.Ïîñëåäíèé ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì, à ýíåðãèÿ äëÿïðîñòîòû ñ÷èòàåòñÿ �èêñèðîâàííîé. Òîëüêî â ýòîìñëó÷àå ìû ïîëó÷èì óäîáíîå äëÿ àíàëèçà õàðàêòåðè�ñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (3.15) (åñëè íå �èêñèðîâàòü E,ïîëó÷èì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå â �îðìå (3.10)).Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿñïèö f(n;�; t), ãäå n � åäèíè÷íûé âåêòîð âäîëü ñïè�öû, � = dn=dt � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ êîíöà âåêòîðàn (ïî ïîâåðõíîñòè ñ�åðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà), òà�êóþ ÷òî dn = f dn d� � ÷èñëî ñïèö âíóòðè èíòåðâà�ëà (n;n+ dn;�;� + d�). Äëÿ íåñèíãóëÿðíûõ ïîòåí-öèàëîâ âåêòîð n ïðîáåãàåò âåðõíþþ ïîëóñ�åðó, äëÿ455



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007Òàáëèöà 1. Çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ Cll 1 2 3 4 5 6 7 8Cl 0.1351 0.0630 0.0373 0.0250 0.0180 0.0137 0.0108 0.0087ïî÷òè-êåïëåðîâñêèõ ïîòåíöèàëîâ � âñþ ñ�åðó öåëè�êîì. Áåññòîëêíîâèòåëüíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèåäëÿ �óíêöèè f , î÷åâèäíî, èìååò âèädfdt = �f�t + � �f�n +P �f�� = 0; (3.17)ãäå P = d�dt = Mtot � nI �
2prn; 
2pr = �2;Mtot = � rmaxZ0 dr �lin(r)n � ���n : (3.18)Çäåñü Mtot � ïîëíûé ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèé íàäàííóþ ñïèöó, � � ãðàâèòàöèîííûé ïîòåíöèàë,�lin(r) = 1=p2E � 2�0(r)� ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ìàññû ñïèöû, rmax(E) � ìàê�ñèìàëüíûé ðàäèóñ îðáèòû ñ ýíåðãèåé E, 
pr = � �óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè ñïèöû,1I(E) � ��
pr(E;L)�L �L=0 � $(E);I � àíàëîã ìîìåíòà èíåðöèè ñïèöû. Ñ÷èòàÿ, ÷òîðàâíîâåñíàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèäf = f0(�), ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèå (3.17) è ðåøàÿ åãîäëÿ âîçìóùåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîãî ñ�åðè÷åñêîéãàðìîíèêå Y mn (�; �), ìîæíî ïîñëå íåêîòîðûõ âû�÷èñëåíèé ïîëó÷èòü õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå(3.15). Îòìåòèì, ÷òî îñíîâíûì ìîìåíòîì ýòèõ âû�÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ îòäåëåíèå óãëîâ, êîòîðîå ìîæåòáûòü ïðîâåäåíî, íàïðèìåð, ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîéïðîöåäóðå, èçëîæåííîé íàìè â ðàáîòå [26℄.4. ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ �ÅØÅÍÈÉÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈ×ÅÑÊÎ�Î Ó�ÀÂÍÅÍÈßÂ ñòàòüå [3℄ äîêàçàòåëüñòâî íåóñòîé÷èâîñòè äèñ�êîâûõ ñèñòåì, îêðóæàþùèõ ÷åðíóþ äûðó, îñíîâà�íî íà êðèòåðèè Ïåíðîóçà �Íàéêâèñòà [28℄ (ñì. òàê�æå, íàïðèìåð, [2℄). Ôîðìóëèðîâêó êðèòåðèÿ Ïåíðî�óçà �Íàéêâèñòà äëÿ ñ�åðè÷åñêèõ ñèñòåì ìû äàäèìâ ñàìîì êîíöå ýòîãî ðàçäåëà. Â áîëüøåé æå ÷àñòè

äàííîãî ðàçäåëà ìû èñïîëüçóåì íåñêîëüêî äðóãîéÿçûê, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, áîëåå �è�çè÷åñêè íàãëÿäíûì, à, ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçìîæ�íî, è áîëåå êîíñòðóêòèâíûì, è ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íîïðîñòî îïðåäåëèòü ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè ñèñòåìû.Ýòîò ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ðàññóæäåíèÿõ, ñâÿçàí�íûõ ñ òàê íàçûâàåìîé ìàðæèíàëüíîé íåéòðàëüíîéìîäîé8).Åãî ñóòü ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì,÷òî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû óñòîé÷è�âîñòü ìîæåò ñìåíèòüñÿ íåóñòîé÷èâîñòüþ. Ýòî îçíà�÷àåò, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïàðàìåòðîâèìååò ìåñòî íåéòðàëüíàÿ ìîäà. Ïðè íåáîëüøîì îò�ñòóïëåíèè îò êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ âíåóñòîé÷èâóþ îáëàñòü, ìû ïîëó÷èì ñëàáî íåóñòîé�÷èâûå ðåøåíèÿ, ÷àñòîòû è ìàëûå èíêðåìåíòû êîòî�ðûõ ìîãóò áûòü íàéäåíû ïî òåîðèè âîçìóùåíèé.4.1. Óñòîé÷èâîñòü ìîä ñ l = 1 è l = 2Èññëåäóåì ñíà÷àëà óñòîé÷èâîñòü ìîä ñ l = 1 èl = 2. Ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ýòèõ ìîä íåóñòîé÷èâî�ñòè íåò. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ðàññìîòðèì ìîäó l = 2.Èç ïðèâåäåííûõ íèæå ðàññóæäåíèé ñðàçó ñòàíåò ÿñ�íî, ÷òî îíè ñïðàâåäëèâû è äëÿ ìîäû l = 1.Çàïèøåì óðàâíåíèå (3.15) ïðèìåíèòåëüíî ê ñëó�÷àþ ìîäû l = 2. Ïðè ýòîì âàæíî èìåòü â âèäó, ÷òîäëÿ ýòîé ìîäû, êàê è äëÿ ìîäû l = 1, â ñóììå ïî s âïðàâîé ÷àñòè (3.15) îñòàåòñÿ åäèíñòâåííîå ñëàãàåìîåñ s = 2 (à â (3.14) � äâà ñëàãàåìûõ ñ s = �2). Ýòîñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (3.5) âåëè÷èíû Dsl è ñàìîãîâèäà óðàâíåíèÿ (3.15). Äëÿ l = 2 âåëè÷èíàD22 = 3=8,òàê ÷òîQ = �4 1Z0 �2df0(�)=d�!2 � 4 �2 d�; Q = 43A�12 > 0: (4.1)8) Èíòåðåñóþùèå íàñ ìàðæèíàëüíûå íåéòðàëüíûå ìîäû,ðàçäåëÿþùèå óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ, ñëåäóåòîòëè÷àòü îò íåéòðàëüíûõ ìîä, íå ÿâëÿþùèõñÿ ìàðæèíàëüíû�ìè. Îíè, â ïðèíöèïå, òàêæå ìîãóò ïðèñóòñòâîâàòü â ñïåêòðåâîçìóùåíèé, íî íå ïðåäñòàâëÿþò îñîáîãî èíòåðåñà. Âàðèàöèÿïàðàìåòðîâ ÆQ îòíîñèòåëüíî èõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé Q
 âñëó÷àå òàêîé ìîäû íå ïðèâîäèò ê íåóñòîé÷èâîñòè íè ïðè êà�êîì çíàêå ÆQ. Â äàëüíåéøåì ñëîâî ¾ìàðæèíàëüíàÿ¿ áóäåìäëÿ êðàòêîñòè îïóñêàòü.456



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007 �ðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòüÏóñòü �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ¾ïó÷êîâûé¿âèä, ñâÿçàííûé ñ äå�èöèòîì çâåçä ñ î÷åíü ìàëûìèóãëîâûìè ìîìåíòàìè, èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ñ ìà�ëûìè ñêîðîñòÿìè ïðåöåññèè �. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òîïðè 0 � � < 1 îíà èìååò åäèíñòâåííûé ìàêñèìóì,ðàñïîëîæåííûé ïðè � = u. Åñëè ïðè íåêîòîðîì çíà�÷åíèè Q = Q
 ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíàÿ ìîäà, ïîëî�æåíèå åå ðåçîíàíñà îáÿçàíî ñîâïàäàòü ñ ïîëîæåíèåììàêñèìóìà9) f0(�), ò. å. !2 = 4u2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîïðè Q = Q
 Q
 = � 1Z0 �2df0(�)=d�u2 � �2 d�: (4.2)Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî îäíîãîðáîãî ðàñïðåäåëå�íèÿ ïðàâàÿ ÷àñòü (4.2) îòðèöàòåëüíà, òàê êàê ïîäûí�òåãðàëüíîå âûðàæåíèå íå ñîäåðæèò îñîáåííîñòåé èâåçäå ïîëîæèòåëüíî. Ïîñêîëüêó Q > 0, îòñþäà ñëå�äóåò, ÷òî íåéòðàëüíàÿ ìîäà íåâîçìîæíà. Îòñóòñòâèåíåéòðàëüíîé ìîäû îçíà÷àåò, ÷òî íåò è ìàðæèíàëü�íîãî çíà÷åíèÿ Q = Q
, êîòîðîå ðàçäåëÿåò íåóñòîé÷è�âûå è óñòîé÷èâûå ðàñïðåäåëåíèÿ: ðàñïðåäåëåíèå ëè�áî âåçäå (ïðè âñåõ Q) óñòîé÷èâî, ëèáî âåçäå íåóñòîé�÷èâî. Ïîñêîëüêó î÷åâèäíî, ÷òî åñòü çàâåäîìî óñòîé�÷èâûå îäíîãîðáûå ðàñïðåäåëåíèÿ, ìû ïðèõîäèì êâûâîäó, ÷òî äëÿ ìîäû l = 2 âñåãäà èìååò ìåñòî óñòîé�÷èâîñòü.Èç ïðèâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ÿñíî òàêæå, ÷òî êòàêîìó âûâîäó îá óñòîé÷èâîñòè ìîäû l = 2 ìû ïðè�õîäèì òîëüêî â ñëó÷àå ðåòðîãðàäíîé ïðåöåññèè, êî�ãäà â óðàâíåíèè (4.1) âåëè÷èíà Q ïîëîæèòåëüíà. Âñëó÷àå ïðÿìîé ïðåöåññèè Q < 0, òàê ÷òî íåéòðàëü�íàÿ ìîäà, à âìåñòå ñ íåé è íåóñòîé÷èâîñòü, ñóùåñòâó�þò. Ýòî èçâåñòíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ðàäèàëüíûõ îð�áèò, òîëüêî çäåñü îíà ðàçâèâàåòñÿ íå íà �îíå îáû÷�íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà îñíîâíàÿ ìàññà çâåçä êîí�öåíòðèðóåòñÿ âîêðóã ÷èñòî ðàäèàëüíûõ îðáèò, à íà�îíå íåìîíîòîííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïóñòûì êîíó�ñîì ïîòåðü.Îäíàêî âûâîä î òîì, ÷òî â ñëó÷àå ðåòðîãðàäíîéïðåöåññèè íåóñòîé÷èâîñòè íåò âîîáùå, áûë áû ïðåæ�äåâðåìåííûì. Èìåííî òàêîé âûâîä è ñäåëàë àâòîððàáîòû [4℄, îãðàíè÷èâ ðàññìîòðåíèå ïåðâûìè äâóìÿìîäàìè. Íî äåëî â òîì, ÷òî ê îïèñàííîìó ðåçóëüòà�òó îòíîñèòåëüíî ìîäû l = 2 ìû ïðèøëè òîëüêî ïîòîé �îðìàëüíîé ïðè÷èíå, ÷òî ñóììà ïî s ñîäåðæèòåäèíñòâåííîå ñëàãàåìîå. Ïîýòîìó ïðè l = 2, êàê èïðè l = 1, íåóñòîé÷èâîñòè äåéñòâèòåëüíî íåò. Îäíà�êî äëÿ ìîä ñ l � 3, êîãäà â ñóììå ïðèñóòñòâóþò êàê9) Çàìåòèì, ÷òî íåâîçìîæíîñòü íåéòðàëüíîé ìîäû ñ ðåçî�íàíñîì â � = 0 óñòàíàâëèâàåòñÿ òðèâèàëüíî.

ìèíèìóì äâà ñëàãàåìûõ, íåóñòîé÷èâîñòü ïðè ïîäõî�äÿùèõ óñëîâèÿõ ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé. Â ñëåäóþ�ùåì ïóíêòå ìû ïîäðîáíî èçó÷àåì ìîäó l = 3 è ïîêà�çûâàåì, ÷òî çäåñü óæå íåóñòîé÷èâîñòü ìîæåò áûòü.4.2. Ìîäà l = 3Âûøå, ðàññìàòðèâàÿ ñëó÷àé ðåòðîãðàäíîé ïðå�öåññèè è îãðàíè÷èâàÿñü ðàññìîòðåíèåì ìîäû l = 2,ìû ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ îäíîãîðáûõ ðàñïðåäåëåíèé íåìîæåò áûòü íåéòðàëüíîé ìîäû (à âìåñòå ñ íåé èíåóñòîé÷èâîñòè). Îäíàêî ýòî ñïðàâåäëèâî òîëüêî âñëó÷àå, êîãäà ó ìîäû åñòü òîëüêî åäèíñòâåííûé ðå�çîíàíñ, êàê ýòî è èìååò ìåñòî ïðè l = 2 èëè l = 1.Äîêàçàòåëüñòâî, íàïîìíèì, îñíîâàíî íà òîì, ÷òî åñ�ëè ðåçîíàíñ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì, åãî ïîëîæåíèåîáÿçàíî ñîâïàäàòü ñ ïîëîæåíèåì ìàêñèìóìà îäíî�ãîðáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. È â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåðè�ñòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî,ïîñêîëüêó çíàêè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé õàðàêòåðè�ñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4.2) ïðè ÷àñòîòå !, ðàâíîé÷àñòîòå íåéòðàëüíîé ìîäû, îäíîçíà÷íî ïðîòèâîïî�ëîæíûå.Ýòî äîêàçàòåëüñòâî, îäíàêî, íåïðèìåíèìî, åñëèäëÿ íåéòðàëüíîé ìîäû ìîæåò áûòü äâà è áîëåå ðå�çîíàíñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæåíèåýòèõ ðåçîíàíñîâ òàêîâî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåé�òðàëüíîé ìîäû ñóììàðíàÿ ðàñêà÷êà íà îäíèõ ðåçî�íàíñàõ äîëæíà òî÷íî êîìïåíñèðîâàòüñÿ ñóììàðíûìçàòóõàíèåì íà äðóãèõ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ïîëîæåíèåîäíîé ãðóïïû ðåçîíàíñîâ äîëæíî áûòü ñëåâà, à äðó�ãîé � ñïðàâà îò ïîëîæåíèÿ ìàêñèìóìà. Â ïðîñòåé�øåì ñëó÷àå äâóõ ðåçîíàíñîâ çàêëþ÷àåì, ÷òî îíè ëå�æàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò ìàêñèìóìà. È â ýòîì ñëó�÷àå ñòàíîâèòñÿ òðóäíî ñêàçàòü ÷òî-ëèáî îïðåäåëåí�íîå î çíàêå ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, �èãóðè�ðóþùåãî â õàðàêòåðèñòè÷åñêîì óðàâíåíèè è âêëþ�÷àþùåãî èíòåãðàëû â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ñîñîáåííîñòÿìè íà êàæäîì èç ýòèõ ðåçîíàíñîâ. À ðàçòàê, òî ïîÿâëÿåòñÿ íàäåæäà, ÷òî äëÿ ìîä, íà÷èíàÿ ñl = 3, ãäå åñòü õîòÿ áû ïàðà ðåçîíàíñîâ, ìû ñìîæåìîòûñêàòü íåéòðàëüíóþ ìîäó, à çíà÷èò, è íåóñòîé�÷èâîñòü. �àññìîòðèì ïðîñòåéøèé âàðèàíò � ìîäól = 3 è ïîäðîáíî èçó÷èì âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâà�íèÿ íåéòðàëüíîé ìîäû äëÿ íåå.Äëÿ l = 3 èìååì D13 = 3=16, D33 = 5=16. Õàðàêòå�ðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (3.15) äàåòQ = �Z d� �2 df0(�)d� � 1!2��2+ 15!2�9�2� ;Q = 83A�13 : (4.3)457



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007Ñíîâà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì Q = Q
ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíàÿ ìîäà ñ ÷àñòîòîé ! = !0.Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè !0 > 010). Äëÿ ýòîé ÷àñ�òîòû åñòü äâà ðåçîíàíñà:� = �1 = !0; � = �2 = 13!0: (4.4)Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçîíàíñ, ñîîòâåòñòâóþùèé ìåíüøå�ìó � (ò. å. � = !0=3), äîëæåí ëåæàòü ëåâåå ìàêñèìó�ìà �óíêöèè f0(�), ïîëîæåíèå êîòîðîãî îáîçíà÷èì÷åðåç u, à ðåçîíàíñ, ñîîòâåòñòâóþùèé á�îëüøåìó �(ò. å. � = !0), äîëæåí ëåæàòü ïðàâåå ìàêñèìóìà:!0=3 < u < !0: Ñîâåðøàÿ ïðè èíòåãðèðîâàíèè â ïåð�âîì ñîîòíîøåíèè (4.3) îáõîä â êîìïëåêñíîé ïëîñêî�ñòè �2 ñíèçó (ïîñêîëüêó !0 > 0, íàïðàâëåíèå îáõîäàâ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè �2 ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëå�íèåì îáõîäà â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè �, ò. å. ñíèçó)è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ìíèìóþ ÷àñòü âñåãî èíòåãðà�ëà (4.3) (óñëîâèå áàëàíñà ðàñêà÷êè íà îäíîì èç ðå�çîíàíñîâ è çàòóõàíèÿ íà äðóãîì), çàïèøåìf 00(!0) + 59f 00�13!0� = 0: (4.5)Ýòî óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó íåéòðàëüíîé ìî�äû, êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò ïðè óñëîâèè, ÷òî Q = Q
,êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿQ
 = � Znd� �2 d f0(�)d� � 1!20 � �2 + 15!20 � 9�2� : (4.6)Â �îðìóëå (4.6) çàïèñàí èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâ�íîãî çíà÷åíèÿ. Ïàðà óðàâíåíèé (4.5) è (4.6) îïðå�äåëÿåò ÷àñòîòó íåéòðàëüíîé ìîäû è êðèòè÷åñêîåçíà÷åíèå ïàðàìåòðà Q = Q
, ïðè êîòîðîì ñèñòå�ìà èìååò òàêóþ íåéòðàëüíóþ ìîäó. Ôàêòè÷åñêè ýòîóñëîâèå íà íåêèé ïàðàìåòð, îïèñûâàþùèé �óíêöèþðàñïðåäåëåíèÿ, ñêàæåì, íà äèñïåðñèþ ïî ñêîðîñòÿìïðåöåññèè �T (èëè ïî óãëîâûì ìîìåíòàì LT ) ëèáîíà ìàññó MG ñ�åðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé, ò. å. íà âå�ëè÷èíó åå ñàìîãðàâèòàöèè, ïðè êîòîðîé ñèñòåìà íà�õîäèòñÿ íà ïîðîãå óñòîé÷èâîñòè è ïðè îòêëîíåíèè îòêîòîðîé â îïðåäåëåííóþ ñòîðîíó (â êàêóþ èìåííî,åùå ïðåäñòîèò âûÿñíèòü) ñèñòåìà ñòàíåò íåóñòîé÷è�âîé.Çàðàíåå íå î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ïîòåíöèàëüíî âîç�ìîæíûõ íåéòðàëüíûõ ìîä, ÷àñòîòû êîòîðûõ îïðå�äåëÿòñÿ èç óðàâíåíèÿ (4.5) (à ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâ�íåíèÿ äëÿ îäíîãîðáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âñåãäà ñóùå�ñòâóþò), ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.6) îêàæåòñÿ ïî�ëîæèòåëüíîé. Áîëåå òîãî, êàê ìû ïîêàçàëè ðàíåå10) ßñíî, ÷òî åñëè ñóùåñòâóåò íåéòðàëüíàÿ ìîäà ñ ÷àñòîòîé!0, òî ïðè òîì æå çíà÷åíèè Q = Q
 ñóùåñòâóåò íåéòðàëü�íàÿ ìîäà ñ ÷àñòîòîé �!0, è ìû ìîæåì èñêàòü ñðàçó êâàäðàò÷àñòîòû íåéòðàëüíîé ìîäû.

äëÿ ìîäû l = 2 (à �àêòè÷åñêè è äëÿ l = 1 òîæå),äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé l â ñëó÷àå ðåòðîãðàäíîé ïðåöåñ�ñèè íåéòðàëüíûõ ìîä íå ìîæåò áûòü â ïðèíöèïå,òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùåå èì Q îêàçûâàëîñü îòðèöà�òåëüíûì.×òîáû áîëåå ïîäðîáíî âûÿñíèòü âîçìîæíîñòü ñó�ùåñòâîâàíèÿ íåéòðàëüíûõ ìîä äëÿ l � 3, ðàññìîò�ðèì ñåðèþ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé îäíîãîðáûõ �óíê�öèé ðàñïðåäåëåíèÿf (n)0 (�) = Nn�2n exp ���2=�2T � ;ãäå Nn � íîðìèðîâî÷íûé êîý��èöèåíò, n = 1; 2; : : :Åñëè ñ÷èòàòü ïîêà, ÷òî �óíêöèÿ íîðìèðîâàíà íàíåêóþ ïîëíóþ ¾ìàññó¿ �M óñëîâèåì1Z0 � d�f (n)0 = �M; (4.7)òî Nn = 2 �M(�2T )n+1 1n! :Óäîáíî ïåðåéòè ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûìx = �2=�2T , x0 = !20=�2T è âìåñòî �óíêöèè f (n)0 (�)îïåðèðîâàòü ñ �óíêöèåéfn(x) = f (n)0 ��Tpx � = Nn �2nT xn e�x:Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé (4.5) è (4.6)ïðèîáðåòàåò âèäf 0n(x0) + 527f 0n�19x0� = 0; (4.8)Q
 = � 1Z0n dx x dfn(x)dx � 1x0 � x + 15x0 � 9x� ; (4.9)ãäå f 0n(x) = Nn�2nT xn�1(n� x) e�x: (4.10)Èç âûðàæåíèÿ (4.10) âèäíî, ÷òî ìàêñèìóì �óíêöèèfn(x) ðàñïîëîæåí â òî÷êå x = n, òàê ÷òî �îðìó�ëà (4.4) äàåò ñðàçó óñëîâèå äëÿ âåëè÷èíû áåçðàçìåð�íîãî êâàäðàòà ÷àñòîòû: n < x0 < 9n. Íàõîäèì x0 èçóðàâíåíèÿ (4.8), êîòîðîå ïðèîáðåòàåò âèä òðàíñöåí�äåíòíîãî óðàâíåíèÿ:9n� x0 � 1532n+3 exp��89x0� (x0 � n) = 0: (4.11)Î÷åâèäíî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäèí êîðåíü ñóùå�ñòâóåò âñåãäà, ïîñêîëüêó íà êîíöàõ èíòåðåñóþùåãîíàñ èíòåðâàëà ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4.11) èìååò458



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007 �ðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòüÒàáëèöà 2. Çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ êâàäðàòîâ÷àñòîò � êàíäèäàòîâ íà íåéòðàëüíóþ ìîäón x(1)0 x(2)0 x(3)01 1.66 3.44 8.852 2.27 5.3433 17.993 3.09 7.7337 26.994 4.03 10.17 35.995 5.01 12.63 44.996 � 15.09 �7 � 17.55 �ðàçíûå çíàêè. Áîëåå äåòàëüíûé ñ÷åò (èëè ïðîñòîå÷èñëåííîå ðèñîâàíèå ãðà�èêà ëåâîé ÷àñòè) ïîêàçû�âàåò, ÷òî íà ñàìîì äåëå ïðè êàæäîì n ñóùåñòâó�þò òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî�âèþ n < x0 < 9n. Âñå òðè êîðíÿ è åñòü êàíäèäàòûíà âîçìîæíóþ íåéòðàëüíóþ ìîäó. �åçóëüòàòû ÷èñ�ëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.11) äëÿ n = 1; : : : ; 7äàþò äëÿ áåçðàçìåðíûõ êâàäðàòîâ ÷àñòîò âîçìîæ�íûõ íåéòðàëüíûõ ìîä çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâëåííûå âòàáë. 2.Äàëåå ìû äîëæíû âñòàâèòü íàéäåííûå çíà÷åíèÿx0 â ñîîòíîøåíèå (4.9), îïðåäåëÿþùåå Q
. Ïðåäñòà�âèì åãî â âèäå, óäîáíîì äëÿ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà. Ââå�äåì �óíêöèþ gn(x):gn(x) = e�x xZ�1ndtt et(x� t)n(x � t� n); x > 0:Ñ åå ïîìîùüþ óðàâíåíèå (4.9) çàïèøåòñÿ â âèäå�Q(n)
 = gn(x0) + 53gn�19x0� ;ãäå ìû îáîçíà÷èëè�Q(n) � Q�2nT Nn = n! Q2 �M�2T ;ïðè÷åì âåëè÷èíà �M (ñì. (4.7)) îïðåäåëåíà óñëîâèåìíîðìèðîâêè äëÿ ìîíîýíåðãåòè÷åñêîé ìîäåëè (3.16):�M = 12(2�)�3$2(E0)
1(E0)MG:Ïîäñòàíîâêà âñåõ òðåõ êîðíåé x(1)0 ; x(2)0 ; x(3)0 â óðàâ�íåíèå (4.9) äàëà ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.1. Äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñ n = 1 ïðà�âàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (4.9) îêàçàëàñü îòðèöàòåëüíîé

n = 2
3 4�=�T00:1

0:20:3
0:40:5
0:6f2

0:77 2:3121=2�èñ. 3. Ïîëîæåíèå ðåçîíàíñîâ äëÿ ìîäûl = 3 äëÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ fn=2(�) // �4 exp(��2=�2T ). ×àñòîòà íåéòðàëüíîé ìîäû!0 = p5:34 �T = 2:31�T . Ìàêñèìóì �óíêöèèðàñïðåäåëåíèÿ ïðè � = u = p2 �Täëÿ âñåõ òðåõ ïîòåíöèàëüíî âîçìîæíûõ íåéòðàëü�íûõ ìîä. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â òàêîé ìîäåëè ìîäàl = 3 íå èìååò íåéòðàëüíûõ ìîä è óñòîé÷èâà.2. Äëÿ âñåõ ìîäåëåé ñ n � 2 ñóùåñòâóåò îäíà íåé�òðàëüíàÿ ìîäà. Îíà ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíåìó ïî âåëè�÷èíå êîðíþ x0 (â òàáë. 2 ýòî êîðåíü x(2)0 ). Òîëüêî äëÿýòîãî êîðíÿ ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (4.9) îêàçûâà�åòñÿ ïîëîæèòåëüíîé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ýòèõ ìîäå�ëÿõ âîçìîæíà íåóñòîé÷èâîñòü, åñëè ïàðàìåòð Q îò�ëè÷àåòñÿ (ïîêà íåïîíÿòíî â êàêóþ ñòîðîíó) îò íàé�äåííîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Ýòè êðèòè÷åñêèåçíà÷åíèÿ �Q(n)
 ïðèâåäåíû â òàáë. 3.Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíî äëÿ èëëþñòðàöèè ïîëîæåíèåðåçîíàíñîâ äëÿ íåéòðàëüíîé ìîäû â ìîäåëè ñ n = 2.Çäåñü áåçðàçìåðíàÿ ÷àñòîòà !0=�T , êàê ýòî âèäíî èçòàáë. 2, ðàâíà p5:34 � 2:31, ðåçîíàíñû íàõîäÿòñÿïðè �=�T = !0=3�T = 0:77 è �=�T = !0=�T = 2:31.Òàêèì îáðàçîì, ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî íåéòðàëü�íàÿ ìîäà è âìåñòå ñ íåé êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòüñóùåñòâóþò â îäíîãîðáûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ äëÿ âûñ�øèõ ìîä l � 3 ïðè ïîäõîäÿùèõ ïàðàìåòðàõ ýòèõðàñïðåäåëåíèé (n � 2)11).11)Åñëè íå îãðàíè÷èâàòüñÿ òîëüêî öåëûìè çíà÷åíèÿìè n, òîìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷íàÿ ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè ïðèõîäèò�ñÿ íà n � 1:55:459



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007Òàáëèöà 3. Áåçðàçìåðíûé êâàäðàò ÷àñòîòû íåéòðàëüíîé ìîäû x0, çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà �Q(n)
 èçíà÷åíèÿ âåëè÷èí An è Bn, îïðåäåëÿþùèõ ïîïðàâêó ê êîìïëåêñíîìó êâàäðàòó ÷àñòîòû Æx0 � Æ(!2=�2T )n x0 �Q(n)
 �Q(n)
 =n! An Bn2 5.3433 0.5425 0.2713 0.1880 0.73223 7.7337 3.4866 0.5811 0.2189 1.88454 10.17 15.6856 0.6536 0.08 5.465 12.63 74.7372 0.6228 �1:40 18.326 15.09 399.7582 0.5552 �11:86 70.957 17.55 2425.3916 0.4812 �83:65 312.89Ïðèìå÷àíèå. Íåâîçìóùåííàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ fn(x) = (Nn�2nT ) �fn(x), �fn(x) = xn exp(�x). (Äëÿ n = 1íåéòðàëüíûõ ìîä íåò.)4.3. Òåîðèÿ âîçìóùåíèé âáëèçè Q = �Q(n)
 .Êðèòåðèé íåóñòîé÷èâîñòèÏðèäàäèì òåïåðü ïàðàìåòðó �Q ïðèðàùåíèå Æ �Q èâû÷èñëèì ïî òåîðèè âîçìóùåíèé ïîïðàâêó Æx0 ê áåç�ðàçìåðíîìó êâàäðàòó ÷àñòîòû x0. Íàëè÷èå ïîëîæè�òåëüíîé ìíèìîé ÷àñòè ó Æx0 áóäåò îçíà÷àòü íåóñòîé�÷èâîñòü. Äåéñòâèòåëüíî,Æx0 = Æ(!2)=�2T = 2!0Æ!=�2T ;è ïîñêîëüêó ìû ñ÷èòàåì !0 > 0, çíàêè ìíèìûõ ÷àñ-òåé Æx0 è Æ! ñîâïàäàþò.Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âè�äå (4.3) ÷åðåç íîâûå ïåðåìåííûå x = �2=�2T ,x0 = !20=�2T è íîâóþ �óíêöèþ �fn(x) = xne�x:�Q(n) = 1Z0 dx xd �fn(x)dx � 1x�x0+ 5=3x�x0=9� ; (4.12)ãäå �f 0n(x) = xn�1(n� x) e�x:ÈìååìÆ �Q(n) == Æx0 1Z0 dx xd �fn(x)dx " 1(x� x0)2 + 5=27(x� x0=9)2 # ;ãäå, ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå, èíòåãðèðîâàíèå ñî�âåðøàåòñÿ ñ îáõîäîì ñíèçó. Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿñîîòíîøåíèåì, ïîëåçíûì äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ âûðà�

æåíèé ñ îñîáåííîñòÿìè òèïà (x � x0)�2 ñ îáõîäîìîñîáåííîñòè â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè:bZa F (x)(x�x0)2 dx == FP bZa F (x)(x�x0)2 dx+i�F 0(x0); a < x0 < b: (4.13)Çäåñü FP îçíà÷àåò êîíå÷íóþ ÷àñòü (Finite Part) èí�òåãðàëà:FP bZa f(x) dx(x� x0)2 � lim�!08<: x0��Za f(x) dx(x� x0)2++ bZx0+� f(x) dx(x� x0)2 � 2f(x0)� 9=; ;ãäå a < x0 < b, à �óíêöèÿ f(x) ðåãóëÿðíà â òî÷�êå x0. Î÷åâèäíî, ÷òî íà ðåàëüíóþ ÷àñòü ðåçóëüòàòà,ò. å. íà çíà÷åíèå èíòåãðàëà FP, íàïðàâëåíèå îáõîäà(ñíèçó èëè ñâåðõó) íå âëèÿåò. Ñìåíà çíàêà îáõîäàïðèâîäèò òîëüêî ê èçìåíåíèþ çíàêà ïåðåä ìíèìîé÷àñòüþ â (4.13).Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå èíòåãðàëà â ñìûñëå FP õî�ðîøî èçâåñòíî â ãèäðîäèíàìèêå è øèðîêî ïðèìåíÿ�åòñÿ â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ íàëè÷èåì òàê íàçûâàå�ìîãî êðèòè÷åñêîãî ñëîÿ, ò. å. óçêîé îáëàñòè â îêðåñò�íîñòè ðåçîíàíñà âîëíû ñî ñäâèãîâûì òå÷åíèåì æèä�êîñòè (ñì., íàïðèìåð, [29; 30℄). Ïîëó÷àåì460



ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007 �ðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòüÆ �Q(n) == Æx0(i� "�xd �fn(x)dx �0x=x0 + 527 �xd �fn(x)dx �0x=x0=9#++ FP 1Z0 dx xd �fn(x)dx �� � 1(x� x0)2 + 5=27(x � x0=9)2 �): (4.14)Ìíèìóþ ÷àñòü (4.13) ìîæíî óïðîñòèòü, âîñïîëüçî�âàâøèñü ñîîòíîøåíèåì (4.8), âûðàæàþùèì áàëàíñðàñêà÷êè è çàòóõàíèÿ äëÿ íåéòðàëüíîé ìîäû. Ïîëó�÷èìÆ �Q(n) = Æx0(i�x0 � �f 00n (x0) + 5243 �f 00n �19x0��++ FP 1Z0 dx x �f 0n(x)h 1(x� x0)2 ++ 5=27(x� x0=9)2 i): (4.15)Çàïèñûâàÿ âûðàæåíèå (4.15) â �îðìåÆ �Q(n) = (An + iBn) Æx0;ãäå An = FP 1Z0 dx x �f 0n(x)�� " 1(x� x0)2 + 5=27(x� x0=9)2#;Bn = �x0 � �f 00n (x0) + 5243 �f 00n �19x0�� ; (4.16)
ïîëó÷àåì äëÿ ðåàëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé Æx0:Re(Æx0) = AnA2n +B2n Æ �Q(n);Im(Æx0) = � BnA2n +B2n Æ �Q(n): (4.17)Ìû âèäèì, ÷òî êðèòåðèé óñòîé÷èâîñòè îïðåäåëÿåò�ñÿ èñêëþ÷èòåëüíî çíàêîì Bn. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ æåñàìîãî èíêðåìåíòà íóæíû îáà çíà÷åíèÿ An è Bn.Åñëè ââåñòè �óíêöèèun(x) = x �fn00(x) = xn�1h(n�1�x)(n�x)�xi e�x;hn(x) = e�x FP xZ�1 dtt2 et(x� t)n(n�x+t); x > 0;

òî ñ èõ ïîìîùüþ ðåçóëüòàò çàïèñûâàåòñÿ â êîìïàêò�íîé �îðìå:An = hn(x0) + 527hn�19x0� ;Bn = � �un(x0) + 527un�19x0�� :Çíà÷åíèÿ An è Bn ðàññ÷èòûâàëèñü ÷èñëåííî äëÿíàéäåííûõ âûøå çíà÷åíèé x0. Îíè ïðèâåäåíû âòàáë. 3. Èç òàáë. 3 âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà Bn ïîëîæè�òåëüíà äëÿ âñåõ n. Ñëåäîâàòåëüíî, íåóñòîé÷èâîñòüèìååò ìåñòî ïðè Æ �Q(n) < 0, èëè �Q(n) < �Q(n)
 . Êðè�òè÷åñêèå çíà÷åíèÿ �Q(n)
 ïðèâåäåíû â òàáë. 3. Åñëèâñïîìíèòü îïðåäåëåíèå�Q(n) = n!(Q=2 �M) �2T ;òî óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ìîíîýíåðãåòè÷åñêîéìîäåëè ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü â áîëåå íàãëÿä�íîì âèäå êàê óñëîâèå íà äèñïåðñèþ ïî ìîìåíòàìLT = �T =$:� 163�2C3� L2T
2
ir
(R)R4 < �Q(n)
n! ; C3 � 0:0373:Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé íåóñòîé÷èâîñòè ìîäûl = 3 ìîæåò áûòü ñ�îðìóëèðîâàí êàê êðèòåðèéíà âåëè÷èíó îòíîøåíèÿ äèñïåðñèè ïî óãëîâûììîìåíòàì çâåçä ê óãëîâîìó ìîìåíòó çâåçäû

ir
(R)R2 = (GM
R)1=2, ñîâåðøàþùåé êðóãîâîåäâèæåíèå íà ðàäèóñå R:LT

ir
(R)R2 < �4s3C3 �Q(n)
n! : (4.18)Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìîäåëè ñ n = 2, ãäå �Q(2)
 = 0:5426ïîëó÷àåì èç íåðàâåíñòâà (4.18):LT

ir
(R)R2 < 0:136:Çàìåòèì, ÷òî â òàêîé �îðìå êðèòåðèé íå ñîäåðæèòâåëè÷èíû ìàññû ñ�åðè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé MG.Êîãäà íàäêðèòè÷íîñòü ÆQ íå ìàëà, îïèñàííàÿâûøå òåîðèÿ âîçìóùåíèé íå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòüêîìïëåêñíóþ ñîáñòâåííóþ ÷àñòîòó. Â ýòîì ñëó÷àåõàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (4.12) ðåøàëîñü ÷èñ�ëåííî äëÿ çíà÷åíèé n = 2; : : : ; 5. Êà÷åñòâåííîå ïî�âåäåíèå ðåàëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé ÷àñòîòû îäèíà�êîâî äëÿ âñåõ ðàññ÷èòàííûõ ñëó÷àåâ, ïîýòîìó çäåñüìû äëÿ èëëþñòðàöèè îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ìîäåëüþñ n = 3 (ñì. ðèñ. 4). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè ìàëûõîòêëîíåíèÿõ îò ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè ðåçóëüòàòû461
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�Q�èñ. 4. Êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü â ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìå. à � Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñêîðîñòè ïðåöåññèè�fn=3 = x3 exp(�x). Øòðèõîâûå ëèíèè óêàçûâàþò ïîëîæåíèå ðåçîíàíñîâ äëÿ íåéòðàëüíîé ìîäû. Êâàäðàò áåçðàç-ìåðíîé ÷àñòîòû íåéòðàëüíîé ìîäû x0 = 7:7337. á � Ïîâåäåíèå êâàäðàòà áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòû x0 íåóñòîé÷èâîéìîäû: Rex0, Imx0 â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà �Q÷èñëåííîãî ñ÷åòà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòà�ìè íàøèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûìèïî òåîðèè âîçìóùåíèé (4.17).Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà îáñóäèì âîïðîñ îïðè÷èíàõ îòñóòñòâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè â ìîäåëè ñn = 1. Ìû âèäèì, ÷òî äëÿ êîíóñíîé íåóñòîé÷èâîñòèâ ãðàâèòèðóþùèõ ñ�åðè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íåäîñòà�òî÷íî ïðîñòî èìåòü (ïîìèìî ðåòðîãðàäíîñòè ïðåöåñ�ñèè) ïîëîæèòåëüíóþ ïðîèçâîäíóþ â îáëàñòè ìàëûõìîìåíòîâ, �f=�L > 0. Íàïîìíèì, ÷òî â ïëàçìåííîìïðîáêîòðîíå, íàïðîòèâ, ïîëîæèòåëüíîñòü ïðîèçâîä�íîé îäíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ïîïåðå÷íûì ñêî�ðîñòÿì, df=dv? > 0 (f � ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ïîïðîäîëüíûì ê ìàãíèòíîìó ïîëþ ñêîðîñòÿì �óíê�öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëàçìû), îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷�íûì óñëîâèåì äëÿ íåóñòîé÷èâîñòè. Ìîæíî ïðåäïî�ëîæèòü, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ìîäåëè ñ n = 1 ñâÿçàíàñî ñëèøêîì áëèçêèì ê íóëþ ïîëîæåíèåì ìàêñèìó�ìà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè n = 1 ïî ñðàâíåíèþñ ìîäåëÿìè ñ n > 112). Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû îêðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè óäàëåííîñòè ìàêñèìóìà ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ìû èññëåäîâàëè óñòîé÷èâîñòü â ìîäåëè,ïîçâîëÿþùåé ðåãóëèðîâàòü ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà,f(x) = N �f(x); �f(x) = t exp[�(t��)2℄;t � px = �=�T ; (4.19)12) Îòìåòèì òàêæå á�îëüøóþ ¾îïóñòîøåííîñòü¿ êîíóñà ïî�òåðü â ìîäåëÿõ ñ n > 1.

ãäå N � íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà. Çäåñü äëÿ ïîë�íîòû êàðòèíû ìû íå îãðàíè÷èëèñü ìîäîé l = 3, àðàññ÷èòàëè óñòîé÷èâîñòü äëÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâàðàçíûõ l.Çàïèøåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå�Q = Cl 1Z0 dx x d �f(x)dx lXs= smin Dslx� x0=s2 ; (4.20)ãäå smin ðàâíî 1 èëè 2 â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòèl. Ïðè òàêîé çàïèñè óðàâíåíèÿ âåëè÷èíà �Q íå çà�âèñèò îò l. Íà ðèñ. 5 íà ïëîñêîñòè ( �Q;�) ïîêàçàíàîáùàÿ äëÿ âñåõ l ìàðæèíàëüíàÿ êðèâàÿ, ðàçäåëÿþ�ùàÿ îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ìî�äåëè (4.19). Ìû âèäèì, ÷òî, äåéñòâèòåëüíî, ïðè äî�ñòàòî÷íî ñäâèíóòîì (â ñòîðîíó á�îëüøèõ ìîìåíòîâ,èëè ñêîðîñòåé ïðåöåññèè) ìàêñèìóìå, � > 1:142,ñèñòåìà ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé. Èíòåðåñíî îòìå�òèòü, ÷òî ýòà êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ îãèáàþùåé ìàð�æèíàëüíûõ êðèâûõ îòäåëüíûõ ìîä, îáðàçîâàíà �àê�òè÷åñêè ìàðæèíàëüíûìè êðèâûìè òîëüêî ÷åòûðåõìîä, à èìåííî, ìîä l = 3; 5; 7; 9, ïðè÷åì ãðàíè÷íîåçíà÷åíèå ( �Q = 0, � = 1:142) ñîîòâåòñòâóåò ìîäål = 9.Ôîðìàëüíàÿ ïðè÷èíà îáíàðóæåííîãî íàìè ðàç�ëè÷èÿ â óñëîâèÿõ ðàçâèòèÿ êîíóñíîé íåóñòîé÷èâîñ-òè â ñ�åðè÷åñêèõ ãðàâèòèðóþùèõ ñèñòåìàõ è â ïðîá�êîòðîíå (ñì., íàïðèìåð, [2℄) (à òàêæå â ãðàâèòèðó�þùåì äèñêå, ãäå ñèòóàöèÿ ñ óñëîâèåì íåóñòîé÷èâî�462
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∆c = 1.142 Îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè�èñ. 5. Îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè íàïëîñêîñòè �Q;� äëÿ ìîäåëè (4.19)ñòè ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ïëàçìåííîé, ñì. [3℄) ñîñòîèòâ äîâîëüíî ñèëüíîì ðàçëè÷èè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõóðàâíåíèé. Â îòëè÷èå îò ñëó÷àåâ êîíóñíîé íåóñòîé�÷èâîñòè â ïëàçìå è â ãðàâèòèðóþùåì äèñêå, â ñëó�÷àå ãðàâèòèðóþùåé ñ�åðè÷åñêîé ñèñòåìû ìû èìå�åì äåëî ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ðåçîíàíñíûõ ÷ëå�íîâ, êàê ýòî âèäíî, íàïðèìåð, èç �îðìóëû (3.14), àíå ñ åäèíñòâåííûì ðåçîíàíñíûì ÷ëåíîì, êàê â ñëó�÷àå ïðîáêîòðîíà èëè äèñêà). Äîâîëüíî õèòðàÿ èãðàýòèõ ðåçîíàíñîâ è ïðèâîäèò ê ðàçëè÷èÿì â óñëîâèÿõíåóñòîé÷èâîñòè. Ôèçè÷åñêóþ ïðè÷èíó íóæíî, î÷å�âèäíî, èñêàòü â îòëè÷èè òðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ â ñ�å�ðå îò äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ â ïëàçìå è ãðàâèòèðóþùåìäèñêå.Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòìå÷åííîå ðàçëè÷èåâ õàðàêòåðå óñòîé÷èâîñòè äèñêîâûõ (èëè ïëàç�ìåííûõ) ñèñòåì è ñ�åðè÷åñêèõ ñèñòåì ìîæíîïîíÿòü íà ÿçûêå èçâåñòíîãî êðèòåðèÿ Ïåíðî�óçà �Íàéêâèñòà [28℄ (ñì. òàêæå êíèãó Ìèõàé�ëîâñêîãî [2℄). Äåëî â òîì, ÷òî õîòÿ ñ�åðè÷åñêîåõàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (4.20) ïî âèäó ñèëüíîîòëè÷àåòñÿ îò õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïëàçìû, äëÿ êîòîðî�ãî ýòîò êðèòåðèé áûë ïîëó÷åí, îíî, òåì íå ìåíåå,ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê óðàâíåíèþ ïëàçìåííîãî âèäà,íî óæå äëÿ íåêîé íîâîé �óíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî,çàìåíà f(x) íà

F (l)(x) = Cl lXs=sminDsl f � xs2�ïðåâðàùàåò (4.20) â óðàâíåíèåQ = 1Z0 dx x dF (l)(x)=dxx� x0 : (4.21)Äëÿ óðàâíåíèÿ (4.21) ìîæíî ïîëó÷èòü êðèòåðèé,ÿâëÿþùèéñÿ �àêòè÷åñêè ïîëíûì àíàëîãîì êðèòå�ðèÿ Ïåíðîóçà �Íàéêâèñòà [28℄. Íàïîìíèì, ÷òî ñî�ãëàñíî ýòîìó êðèòåðèþ (åñëè åãî ñ�îðìóëèðîâàòü âòåðìèíàõ íåéòðàëüíûõ ìîä), ðàñïðåäåëåíèå óñòîé�÷èâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåò íåéòðàëüíûõìîä, ñâÿçàííûõ ñ ìèíèìóìàìè �óíêöèè ðàñïðåäå�ëåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, îòñóòñòâèå ìèíèìóìîâ àâòî�ìàòè÷åñêè îçíà÷àåò è îòñóòñòâèå ñâÿçàííûõ ñ íèìèíåéòðàëüíûõ ìîä, à ñëåäîâàòåëüíî, è íåóñòîé÷èâî�ñòè. Ïîñêîëüêó íîâàÿ �óíêöèÿ F (l), â îòëè÷èå îòèñõîäíîé îäíîãîðáîé �óíêöèè f , ìîæåò, íà÷èíàÿ ñl = 3, èìåòü òàêæå è ìèíèìóìû, ñòàíîâÿòñÿ ïîíÿò�íû ïðè÷èíà îòñóòñòâèÿ íåóñòîé÷èâîñòè äëÿ ñëó÷àÿìîä l = 1, êîãäà F (l)(x) � f(x), è l = 2, êîãäàF (l)(x) � f(x=4), è âîçìîæíîñòü å¼ ïîÿâëåíèÿ ïðèl � 3 (êîãäà F (l)(x) óæå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îòf(x)). Áîëåå òîãî, óäàåòñÿ ïîíÿòü, ïî÷åìó äàæå ïðèl � 3 íå ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå ïðèâîäèò ê íåóñòîé�÷èâîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî, ñîãëàñíî ýòîìó êðèòåðèþ,ïðè íåäîñòàòî÷íî ãëóáîêîì ìèíèìóìå íîâîé �óíê�öèè F (l) óñëîâèå íåóñòîé÷èâîñòè (ò. å. ïîÿâëåíèå ñâÿ�çàííîé ñ ýòèì ìèíèìóìîì íåéòðàëüíîé ìîäû) íå ìî�æåò áûòü âûïîëíåíî. Èìåííî ñ ýòèì ìû è ñòîëêíó�ëèñü ïðè ðàññìîòðåíèè ìîäåëè ñ n = 1 è ìîäåëåé(4.19) ïðè íåäîñòàòî÷íî áîëüøîì �.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå ïîëó÷åí ðÿä ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå ìûçäåñü ïåðå÷èñëèì.1. Äîêàçàíà âîçìîæíîñòü ãðàâèòàöèîííîé êîíóñ�íîé íåóñòîé÷èâîñòè â ñ�åðè÷åñêèõ ïî÷òè-êåïëåðîâ-ñêèõ ñêîïëåíèÿõ. Òåì ñàìûì îïðîâåðãíóòî óòâåð�æäåíèå Òðèìåéíà [4℄ î åå íåâîçìîæíîñòè â òàêîãîðîäà ñèñòåìàõ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîêàçàíî, ÷òî ýòàíåóñòîé÷èâîñòü íåâîçìîæíà â ñ�åðè÷åñêèõ ñêîïëå�íèÿõ ñ íåñèíãóëÿðíûìè ïîòåíöèàëàìè. Ïðè÷èíà çà�êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ýòèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìîåäëÿ íåóñòîé÷èâîñòè óñëîâèå ðåòðîãðàäíîñòè ïðåöåñ�ñèè îðáèò âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ ÿâíî íåðåàëèñòè�463



Â. Ë. Ïîëÿ÷åíêî, Å. Â. Ïîëÿ÷åíêî, È. �. Øóõìàí ÆÝÒÔ, òîì 131, âûï. 3, 2007÷åñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ïëîòíîñòè (ðàñòóùèõ ñ óâåëè�÷åíèåì ðàäèóñà)13).Êàê îòìå÷àëîñü â ðàáîòå [3℄, â ðåàëüíûõ äèñêî�âûõ ñèñòåìàõ ðåòðîãðàäíîñòü ïðåöåññèè è, ñîîòâåò�ñòâåííî, ãðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòüìîãóò èìåòü ìåñòî. Ñ íåêîòîðûì ¾çàïàñîì¿ ýòî îáåñ�ïå÷èâàåòñÿ â äèñêàõ ñ ðàñòóùåé ñ óâåëè÷åíèåì ðà�äèóñà ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ � òàê íàçûâàåìîéäåïðåññèåé, íàáëþäàþùåéñÿ ó ÷àñòè ñïèðàëüíûõ ãà�ëàêòèê. �ðàíèöà ìåæäó ïðÿìîé è ðåòðîãðàäíîé ïðå�öåññèÿìè ïðîõîäèò, î÷åâèäíî, ïî èçâåñòíîìó çàêî�íó �0(r) / p1� r2=R2 äëÿ ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíî�ñòè äèñêà ñ êâàäðàòè÷íûì ñàìîñîãëàñîâàííûì ïî�òåíöèàëîì. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, äèñê ñ ïîñòîÿííîéïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòüþ, �0(r) / H(R � r), òîæåèìååò ðåòðîãðàäíî ïðåöåññèðóþùèå îðáèòû âáëèçèöåíòðà. Çäåñü H(x) � åäèíè÷íàÿ �óíêöèÿ Õåâèñàé�äà. 2. Ïðèâîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé âûâîä èç îá�ùèõ ëèíåàðèçîâàííûõ óðàâíåíèé Âëàñîâà (çàïèñàí�íûõ â ïåðåìåííûõ äåéñòâèå�óãîë) ïðîñòûõ õàðàêòå�ðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ ìàëûõ âîçìóùåíèé ñ�å�ðè÷åñêèõ çâåçäíûõ ñèñòåì ñ ïî÷òè ðàäèàëüíûìè îð�áèòàìè. Îäíîâðåìåííî äàåòñÿ ñòðîãîå îáîñíîâàíèåíàãëÿäíîìó è î÷åíü óäîáíîìó äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñ�ïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåíèþ âðàùàþùèõñÿ ñïèö.Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñ�åðè÷åñ-êèõ è äèñêîâûõ ñèñòåì (êàê è ïîëó÷àþùèåñÿ èç íèõðåçóëüòàòû) ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðó�ãà. Â ñëó÷àå äèñêà ìû èìååì (ñì. [3℄) åäèíîå îäíî�÷ëåííîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå âîçìóùåíèÿ ñ ëþ�áûì àçèìóòàëüíûì èíäåêñîì m, ïðè÷åì êà÷åñòâåí�íî ñâîéñòâà âîçìóùåíèé ñ ðàçíûìè m ñîâïàäàþò.Íåóñòîé÷èâûìè, âîîáùå ãîâîðÿ, ÿâëÿþòñÿ âîçìóùå�íèÿ ñ ëþáîé àçèìóòàëüíîé çàâèñèìîñòüþ è, êàê âïëàçìå, ïðè ëþáîé ¾ïó÷êîâîñòè¿ (âî âñÿêîì ñëó�÷àå, åñëè ó÷àñòîê ðàñòóùåé ñ L �óíêöèè ðàñïðåäå�ëåíèÿ f0(L) íà÷èíàåòñÿ ñ f0(L) = 0). Â ñ�åðè÷åñêîìñëó÷àå îäíî÷ëåííûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè óðàâíå�íèÿìè îïèñûâàþòñÿ ëèøü âîçìóùåíèÿ ñ èíäåêñà�ìè l = 1; 2 (è îíè îêàçûâàþòñÿ óñòîé÷èâûìè). Ïðèl = 3; 4 õàðàêòåðèñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ äâó÷ëåííûå,ïðè l = 5; 6 � òðåõ÷ëåííûå è ò. ä. Âñå ýòè âîçìóùå�íèÿ ìîãóò áûòü ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íåóñòîé�÷èâûìè.3. Ïîêàçàíî, ÷òî �èçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà èññëåäó�åìîé íåóñòîé÷èâîñòè âïîëíå àíàëîãè÷íà îïóñòîøå�13) Çäåñü íóæíî ïîÿñíèòü, ÷òî ïîäîáíûå ¾èíâåðñíûå¿ ðàñ�ïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè åñòåñòâåííûì îáðàçîì äîëæíû âîçíè�êàòü âáëèçè ÷åðíûõ äûð â ñ�åðè÷åñêèõ ñêîïëåíèÿõ ñ ïî÷òèêðóãîâûìè îðáèòàìè [9℄.

íèþ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïëàçìû âíóòðè ¾êî�íóñà ïîòåðü¿ â ïðîñòåéøèõ ëîâóøêàõ. Íåóñòîé÷è�âîñòü âîçíèêàåò âñëåäñòâèå ïîãëîùåíèÿ èëè ðàçðó�øåíèÿ çâåçä ñ äîñòàòî÷íî ìàëûìè óãëîâûìè ìîìåí�òàìè. Ïîä÷åðêèâàåòñÿ íåîáõîäèìîñòü ðåòðîãðàäíîéïðåöåññèè îðáèò äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ ãðàâèòàöèîííîéêîíóñíîé íåóñòîé÷èâîñòè. Âûâåäåíû �îðìóëû äëÿñêîðîñòè ïðåöåññèè, èç êîòîðûõ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäó�þò óñëîâèÿ åå ðåòðîãðàäíîñòè.Îñòàíîâèìñÿ òåïåðü êðàòêî íà ïðåäâàðèòåëü�íûõ îöåíêàõ ý��åêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåõà�íèçìà. Äëÿ ïðàêòè÷åñêè íàèáîëåå èíòåðåñíîãî ïî�÷òè-êåïëåðîâñêîãî ñëó÷àÿ òàêèå îöåíêè áûëè ñäåëà�íû Òðèìåéíîì [4℄, è íèæå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìèîöåíêàìè.Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî õàðàêòåðíûõ âðåìåííûõìàñøòàáîâ. Ïåðâûé èç íèõ � ýòî äèíàìè÷åñêîå âðå�ìÿ tdyn � 
�1 � (R3=GM
)1=2, ãäå R � òèïè÷íûéîðáèòàëüíûé ðàäèóñ, M
 � öåíòðàëüíàÿ òî÷å÷íàÿìàññà. Ïðåöåññèÿ îðáèò îïðåäåëÿåò, ïîëüçóÿñü òåð�ìèíîëîãèåé Òðèìåéíà [4℄, ñåêóëÿðíûé ìàñøòàá âðå�ìåíè: tse
 � tdyn M
MG � tdyn M
NGm;ãäåMG, NG è m � ñîîòâåòñòâåííî ìàññà ñêîïëåíèÿ,÷èñëî çâåçä â íåì è òèïè÷íàÿ ìàññà îäíîé çâåçäû.�ðàâèòàöèîííàÿ êîíóñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ðàçâèâà�åòñÿ èìåííî íà ýòîì ìàñøòàáå âðåìåíè, ñð. ñ �îð�ìóëîé (3.12) äëÿ ñêîðîñòè ïðåöåññèè â íàøåé ìîíî�ýíåðãåòè÷åñêîé ìîäåëè:
 = Im! � 
pr = $L � MGM
 LR2 � 
(MG=M
):Ñëåäóþùèé âàæíûé âðåìåííîé ìàñøòàá îïðåäåëÿ�åò âðåìÿ ñòîëêíîâèòåëüíîé ðåëàêñàöèè:trelax � R3=2M3=2
G1=2mMG � tdyn M2
mMG � tdyn M2
m2NG :Ýòè òðè âðåìåííûõ ìàñøòàáà îáùåïðèíÿòû è õî�ðîøî èçâåñòíû. Òðèìåéí [4℄ ââîäèò åùå îäèí, ìå�íåå èçâåñòíûé ìàñøòàá âðåìåíè ñî ññûëêîé íà ðà�áîòó [31℄ � âðåìÿ ðåçîíàíñíîé ðåëàêñàöèè óãëîâûõìîìåíòîâ: tres � R3=2M1=2
G1=2m � tdynM
m :Ñóùåñòâåííî, ÷òî äëÿ ïî÷òè-êåïëåðîâñêèõ ñè�ñòåì (êîãäà MG � M
, NG � 1) ýòè ÷åòûðå ìàñ�øòàáà âðåìåíè ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ:tdyn � tse
 � tres � trelax:464
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