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ÄÂÓÕÆÈÄÊÎÑÒÍÀß �ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÀ: ÍÎÂÛÅ ÀÑÏÅÊÒÛÀ. Ô. Àíäðååâ, Ë. À. Ìåëüíèêîâñêèé *Èíñòèòóò �èçè÷åñêèõ ïðîáëåì èì. Ï. Ë. Êàïèöû119334, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14 èþíÿ 2006 ã.�àññìîòðåí ðÿä îáúåêòîâ, äîïóñêàþùèõ äâóõæèäêîñòíîå îïèñàíèå. 1) Ñâåðõòåêó÷èå 4He è ðàñòâîð3He�4He; â ýòèõ ñèñòåìàõ íàéäåí íîâûé àääèòèâíûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ, èçó÷åíû îáùèå óñëîâèÿ òåðìî-äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, îáîáùàþùèå êðèòåðèé ñâåðõòåêó÷åñòè Ëàíäàó íà êîíå÷íûå òåìïåðàòóðû, èïîñòðîåíà òåîðèÿ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé ñâåðõòåêó÷åãî äâèæåíèÿ. 2) Äâóõêîìïîíåíòíàÿ ñèñòåìà, ñîñòîÿ-ùàÿ èç ðåøåòêè è ãàçà êâàçè÷àñòèö; äëÿ íåå ïîñòðîåíà äâóõñêîðîñòíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè, ïîçâîëÿþùàÿîáúÿñíèòü ëèíåéíûé ðîñò ãëàäêèõ ãðàíåé êðèñòàëëè÷åñêîãî ãåëèÿ. 3) Ñâåðõòåêó÷àÿ æèäêîñòü â îäíîðîä-íîì ïîëå òÿæåñòè, óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ïðèíöèï ýêâèâàëåíò-íîñòè; ñ èõ ïîìîùüþ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì èññëåäîâàòü äèññèïàòèâíóþ òåïëîïåðåäà÷ó â ñâåðõòåêó÷åéæèäêîñòè â ïîëå òÿæåñòè Çåìëè.PACS: 67.40.Bz, 67.40.Kh, 67.57.B, 68.35.Ct, 67.40.Hf1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèìè ïðèíöèïàìè ñòàòèñòè�÷åñêîé �èçèêè [1℄ òåðìîäèíàìè÷åñêèå (è ãèäðîäè�íàìè÷åñêèå) ñâîéñòâà ñèñòåìû îïðåäåëÿþòñÿ åå àä�äèòèâíûìè èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Äëÿ ¾îáû÷íûõ¿íîðìàëüíûõ ñèñòåì ñóùåñòâóþò òðè íåçàâèñèìûõëîêàëüíûõ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ: ìàññû, ýíåðãèè è èì�ïóëüñà. Óðàâíåíèÿ ãèäðîäèíàìèêè îáû÷íîé æèäêî�ñòè îäíîçíà÷íî ñëåäóþò èç ýòèõ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ,�àêòè÷åñêè èõ âûâîä ñâîäèòñÿ ê âûÿñíåíèþ âèäàïîòîêîâ ìàññû, ýíåðãèè è èìïóëüñà.Â ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè (áóäåì ãîâîðèòü îñâåðõòåêó÷åñòè â 4He) ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäèí èíòå�ãðàë äâèæåíèÿ � ñâåðõòåêó÷àÿ ñêîðîñòü. Ïîÿâëå�íèå äîïîëíèòåëüíîé ïåðåìåííîé ïðèâîäèò ê óñëîæ�íåíèþ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè è ê òàêîìó íàáëþ�äàåìîìó ÿâëåíèþ, êàê, íàïðèìåð, ïîÿâëåíèå äâóõâèäîâ çâóêîâûõ âîëí â He II. Òåðìîäèíàìèêà ñâåðõ�òåêó÷åé æèäêîñòè òîæå îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîé, ååèçó÷åíèþ ïîñâÿùåí ðàçä. 2. Â ÷àñòíîñòè, òàì âûâî�äÿòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèå íåðàâåíñòâà äëÿ ýòîé ñè�ñòåìû, ÿâëÿþùèåñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì êðè�òåðèÿ ñâåðõòåêó÷åñòè Ëàíäàó äëÿ êîíå÷íûõ òåìïå�ðàòóð.Â íåêîòîðûõ ñèñòåìàõ ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëü�*E-mail: leva�kapitza.ras.ru

íîé ïåðåìåííîé ñâÿçàíî ñ ñóùåñòâîâàíèåì ïðèáëè�æåííîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ â îäíîðîäíîé ñèñòåìå.Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü êðèñòàëë ñ ãàçîì êâàçè�÷àñòèö â ïðåíåáðåæåíèè ïðîöåññàìè ïåðåáðîñà. Óãà�äàòü âèä äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ âýòîé ñèñòåìå èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé íå ïðåäñòàâëÿ�åòñÿ âîçìîæíûì, ïîýòîìó äëÿ âûâîäà îáùèõ óðàâ�íåíèé äâóõñêîðîñòíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïðèõîäèò�ñÿ ïðèâëåêàòü êèíåòè÷åñêóþ òåîðèþ (ðàçä. 3). Íàîñíîâå ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé îêàçûâàåòñÿ âîçìîæ�íûì îáúÿñíèòü ëèíåéíûé ðîñò êðèñòàëëîâ ãåëèÿ ñãëàäêèìè ãðàíÿìè è ïðåäñêàçàòü ðÿä íåîáû÷íûõ ÿâ�ëåíèé.Íè îäèí èç îïèñàííûõ ïîäõîäîâ, âîîáùå ãîâî�ðÿ, íåïðèìåíèì äëÿ ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ âî âíåø�íåì ïîëå: çàêîíû ñîõðàíåíèÿ â òàêîì ñëó÷àå äîëæ�íû âêëþ÷àòü è ïåðåìåííûå, îòíîñÿùèåñÿ ê ñðåäå,è ïåðåìåííûå, îòíîñÿùèåñÿ ê ïîëþ. Åñëè ïîïûòàòü�ñÿ èñïðàâèòü çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è äîáàâèòü â íèõ÷ëåíû, ñâÿçàííûå ñ ïîëåì, âèä äèññèïàòèâíûõ ÷ëå�íîâ âñå ðàâíî îñòàåòñÿ íåîïðåäåëåííûì: âî âíåøíåìïîëå äàæå â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìà, âîîá�ùå ãîâîðÿ, íåîäíîðîäíà. Ñóùåñòâóåò, îäíàêî, ñèòóà�öèÿ, êîãäà ýòó ïðîáëåìó ìîæíî îáîéòè: êàê èçâåñò�íî, âêëþ÷åíèå ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ ýêâèâàëåíòíîïåðåõîäó â ñèñòåìó îòñ÷åòà, äâèæóùóþñÿ ñ óñêîðå�íèåì. Â ðàçä. 4 ïðîâîäèòñÿ îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà.1092



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006 Äâóõæèäêîñòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà: íîâûå àñïåêòûÈç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé âèäíî, ÷òî â ïîëå òÿæå�ñòè ñâåðõòåêó÷èé ãåëèé õàðàêòåðèçóåòñÿ êîíå÷íîéý��åêòèâíîé òåïëîïðîâîäíîñòüþ.2. ÒÅ�ÌÎÄÈÍÀÌÈÊÀ He II Ï�ÈÁÎËÜØÈÕ ÑÊÎ�ÎÑÒßÕÕàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ ñâåðõòåêó÷åé æèä�êîñòè ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííîå ñóùåñòâîâàíèå äâóõíåçàâèñèìûõ òèïîâ äâèæåíèÿ. Åå ðàâíîâåñíîå ñîñ-òîÿíèå, òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ ñêî�ðîñòÿìè ýòèõ äâèæåíèé. Êàê óæå îòìå÷àëîñü âî Ââå�äåíèè, òåðìîäèíàìè÷åñêè ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñè�ñòåìû äîëæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòüñÿ çíà÷åíèÿìèåå àääèòèâíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Èíòåãðàëîìäâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîé èç ýòèõ ñêîðî�ñòåé (ñêîðîñòè ¾íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû¿), òàê æåêàê è â îáû÷íîé ãèäðîäèíàìèêå, ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñ.Òî, ÷òî ñâåðõòåêó÷àÿ ñêîðîñòü îêàçûâàåòñÿ òåð�ìîäèíàìè÷åñêîé ïåðåìåííîé, îçíà÷àåò ïîÿâëåíèåäîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà äâèæåíèÿ. Ýòîò èíòå�ãðàë ìîæåò áûòü íàéäåí â ÿâíîì âèäå, ÷òî ïîçâîëÿ�åò èññëåäîâàòü îáùèå óñëîâèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîéóñòîé÷èâîñòè ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè è ðåøèòü ïðî�áëåìó êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé [2℄.Êàê èçâåñòíî, ãåëèé II òåðÿåò ñâîéñòâî ñâåðõòåêó�÷åñòè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ.Ñàìî ñóùåñòâîâàíèå êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè ñëåäóåòèç �îðìû ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ýëåìåíòàðíûõâîçáóæäåíèé: ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ íàðóøàåòñÿêðèòåðèé ñâåðõòåêó÷åñòè Ëàíäàó. Ýêñïåðèìåíòàëü�íî íàáëþäàåìîå ðàçðóøåíèå ñâåðõòåêó÷åñòè îáû÷íîñâÿçàíî ñ ðîæäåíèåì âèõðåé è ïðîèñõîäèò ïðè íàðó�øåíèè óñëîâèÿ Ôåéíìàíà, ò. å. ïðè ñêîðîñòÿõ, çíà÷è�òåëüíî ìåíüøèõ, ÷åì êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü Ëàíäàó.Ïîýòîìó â óðàâíåíèÿõ ñâåðõòåêó÷åé ãèäðîäèíàìè�êè äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûìè íåèñ÷åçàþùè�ìè ÷ëåíàìè â ðàçëîæåíèè ïî ñòåïåíÿì ìàëûõ ñêîðî�ñòåé.Îäíàêî ñóùåñòâóåò ðÿä ýêñïåðèìåíòîâ [3; 4℄, ãäåýòî ïðèáëèæåíèå íåïðèìåíèìî. Â íåêîòîðûõ èç íèõèçó÷àåòñÿ ñâåðõòåêó÷åå äâèæåíèå ñêâîçü óçêèå îò�âåðñòèÿ. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ÿâ�ëÿåòñÿ óáûâàþùåé �óíêöèåé øèðèíû îòâåðñòèÿ èïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ñå÷åíèè ìîæåò äîñòèãàòü çíà�÷åíèé ïîðÿäêà êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè Ëàíäàó. Äðó�ãîé òèï ýêñïåðèìåíòîâ îòíîñèòñÿ ê òåìïåðàòóðàì,÷ðåçâû÷àéíî áëèçêèì ê �àçîâîìó ïåðåõîäó â íîð�ìàëüíîå ñîñòîÿíèå. Â ýòîé îáëàñòè ëèíåéíîå ïðèáëè�æåíèå íàðóøàåòñÿ ïðè íèçêèõ ñêîðîñòÿõ, çíà÷èòåëü�

íî ìåíüøèõ, ÷åì êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü Ôåéíìàíà(êîòîðàÿ îò òåìïåðàòóðû íå çàâèñèò).Òàêèì îáðàçîì, âñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷è�íû ñòàíîâÿòñÿ íåòðèâèàëüíûìè �óíêöèÿìè íå ìà�ëûõ ñâåðõòåêó÷èõ ñêîðîñòåé (ò. å. îíè çàâèñÿò íåòîëüêî îò îáû÷íûõ òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåí�íûõ, òàêèõ êàê äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà). Â òàêîéîáùåé ïîñòàíîâêå, íå äåëàÿ íèêàêèõ ïðåäïîëîæåíèéî ìàëîñòè ñêîðîñòåé (èñïîëüçóÿ òîëüêî èçîòðîïèþïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè), ìû íàõîäèì (ï. 2.1) ïîëíûéíàáîð òåðìîäèíàìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ, ò. å. óñëîâèé,íàëàãàåìûõ íà òåðìîäèíàìè÷åñêèå �óíêöèè òðåáî�âàíèåì óñòîé÷èâîñòè ñâåðõòåêó÷åãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðèýòîì åñòåñòâåííûì îêàçûâàåòñÿ (ï. 2.2), íàïðèìåð,îáðàùåíèå â íóëü ñâåðõòåêó÷åé ïëîòíîñòè â �-òî÷êå.Â ðàìêàõ �îíîííî-ðîòîííîé ìîäåëè (ï. 2.3) ìûâû÷èñëÿåì ìàêñèìàëüíóþ ñêîðîñòü, ñîâìåñòíóþ ñïîëó÷åííûìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìè íåðàâåíñòâàìè,è ïîêàçûâàåì, ÷òî åå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàêîáîáùåíèå êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè Ëàíäàó íà êîíå÷�íûå òåìïåðàòóðû. Òàêîé òåðìîäèíàìè÷åñêèé ñöåíà�ðèé ðàçðóøåíèÿ ñâåðõòåêó÷åñòè, âîçìîæíî, èìååòìåñòî â ýêñïåðèìåíòàõ ïî îïðåäåëåíèþ êðèòè÷åñêèõñêîðîñòåé â óçêèõ îòâåðñòèÿõ è êðèòè÷åñêèõ òåï�ëîïîòîêîâ âáëèçè T�. Äëÿ îöåíêè ïîâåäåíèÿ êðèòè�÷åñêîé ñêîðîñòè â îêðåñòíîñòè �-òî÷êè ìû èñïîëü�çóåì ñîîáðàæåíèÿ òåîðèè ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíî�ñòè (ï. 2.4). 2.1. Óñòîé÷èâîñòüÏðè âûâîäå îáùèõ óðàâíåíèé ñâåðõòåêó÷åé ãèä�ðîäèíàìèêè îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ [5℄, ÷òî êàæäûéìàëûé ýëåìåíò æèäêîñòè íàõîäèòñÿ â ëîêàëüíîìðàâíîâåñèè è ýòî ðàâíîâåñèå óñòîé÷èâî. Òàêîå óñëî�âèå óñòîé÷èâîñòè îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå òåð�ìîäèíàìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ óñòîé÷èâîñòè ñîñ-òîÿíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíî ðåàëèçîâûâàëî ìàê�ñèìóì (ïî ìåíüøåé ìåðå ëîêàëüíûé) ýíòðîïèè äëÿçàìêíóòîé ñèñòåìû, ò. å. ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõàääèòèâíûõ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ. Âìåñòî èññëåäî�âàíèÿ óñëîâèé ìàêñèìàëüíîñòè ýíòðîïèè îêàçûâà�åòñÿ áîëåå óäîáíûì [1℄ èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíîåóñëîâèå � óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè ïîëíîé ýíåðãèèñèñòåìû ïðè ïîñòîÿííûõ ýíòðîïèè è àääèòèâíûõ èí�òåãðàëàõ äâèæåíèÿ.Â íåñâåðõòåêó÷åé ñèñòåìå ñóùåñòâóåò òðè àääè�òèâíûõ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ: ìàññà, ýíåðãèÿ è èì�ïóëüñ. ßâëåíèå ñâåðõòåêó÷åñòè ñâÿçàíî ñî ñïîíòàí�íûì íàðóøåíèåì êàëèáðîâî÷íîé èíâàðèàíòíîñòè.Ïðè ýòîì ñèñòåìà îáëàäàåò îñîáûì êâàíòîâîìåõàíè�÷åñêèì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà � âîëíîâîé �óíêöèåé1093



À. Ô. Àíäðååâ, Ë. À. Ìåëüíèêîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006áîçå-ýéíøòåéíîâñêîãî êîíäåíñàòà. Ñ åãî ñóùåñòâî�âàíèåì ñâÿçàíî íàëè÷èå äâóõ íåçàâèñèìûõ ñêîðî�ñòåé íîðìàëüíîãî è ñâåðõòåêó÷åãî äâèæåíèÿ. Ñâåðõ�òåêó÷àÿ ñêîðîñòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíî�æèòåëÿ) � ýòî ãðàäèåíò �àçû âîëíîâîé �óíêöèèvs = r�. Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî çàïè�ñàòü äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè _vs = r _�. Ïî�ñëåäíåå óðàâíåíèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíûìçàêîíîì ñîõðàíåíèÿ âñåõ òðåõ êîìïîíåíò âåêòîðàVs = R vs d3r. Äåéñòâèòåëüíî,_vis = � _��xi = ��xj �Æij _�� :Äðóãèìè ñëîâàìè, Vs � ýòî äîáàâî÷íûé àääèòèâ�íûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ, ñïåöè�è÷åñêèé äëÿ ñâåðõ�òåêó÷åé æèäêîñòè.Ïîëíóþ ýíåðãèþ æèäêîñòè Etot ìîæíî ïðåäñòà�âèòü â âèäå èíòåãðàëà îò ïëîòíîñòè ýíåðãèè E ïîâñåìó îáúåìó: Etot = R E d3r. Ýòó ïëîòíîñòü ýíåð�ãèè ìîæíî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ�àëèëåÿ: E = �v2s2 + vs � j0 +E0: (1)Çäåñü vs � ñâåðõòåêó÷àÿ ñêîðîñòü, � � ïëîòíîñòüìàññû, à èíäåêñ ¾0¿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿâåëè÷èí, èçìåðåííûõ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîéñî ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòîé (ò. å. ñèñòåìû, â êîòî�ðîé ñâåðõòåêó÷àÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ). Òàêèì îá�ðàçîì, E0 è j0 � ýòî ïëîòíîñòü ýíåðãèè è ïëîòíîñòüèìïóëüñà îòíîñèòåëüíî ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíòû.Ïåðâàÿ âåëè÷èíà ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé �, j0 è ïëîòíî�ñòè ýíòðîïèè S. Äè��åðåíöèàë E0 ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå dE0 = T dS + � d�+w � dj0; (2)à ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå T , � è wèìåþò ñìûñë òåìïåðàòóðû, õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèà�ëà è òàê íàçûâàåìîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè íîð�ìàëüíîé è ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíò.Èçîòðîïèÿ æèäêîñòè ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëåç�íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ j0 ïî w:� �jk0�wl�T;� = wkwlw2 ��j0�w�T;� ++�Æklw � wkwlw3 � j0: (3)Äåéñòâèòåëüíî, ñêîðîñòü w è ïëîòíîñòü èìïóëüñà j0ïàðàëëåëüíû äðóã äðóãó:j0 � j0(T; �; w)ww :

Äè��åðåíöèðóÿ ýòî òîæäåñòâî, ïîëó÷àåì ðàâåí�ñòâî (3).Äàëåå, ïðåîáðàçîâûâàÿ (1) è èñïîëüçóÿ (2), ìîæ�íî çàïèñàòü dE â âèäådE = TdS +��+ v2s2 � vs � vn� d�++ (j� �vn) � dvs + vn � dj; (4)ãäå j = �vs + j0 � ïîëíàÿ ïëîòíîñòü èìïóëüñà, àvn = vs +w � íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü.Óñòîé÷èâîñòü ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ëþáàÿ ¾ðàçðå�øåííàÿ¿ �ëóêòóàöèÿ óâåëè÷èâàåò ïîëíóþ ýíåðãèþñèñòåìû Etot. Ïðè ýòîì ðàçðåøåííûìè ÿâëÿþòñÿ äî�ñòàòî÷íî áûñòðî óáûâàþùèå íà áåñêîíå÷íîñòè �ëóê�òóàöèè, êîòîðûå îñòàâëÿþò íåèçìåííûìè ñîõðàíÿþ�ùèåñÿ âåëè÷èíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìèíèìàëüíîñòüEtot íóæíî èññëåäîâàòü ïðè ïîñòîÿííûõ ýíòðîïèè èâñåõ àääèòèâíûõ èíòåãðàëàõ äâèæåíèÿ: ìàññû, èì�ïóëüñà è ñâåðõòåêó÷åé ñêîðîñòè.�àññìîòðèì ìàêðîñêîïè÷åñêóþ �ëóêòóàöèþâñåõ ïåðåìåííûõ ÆS, Æ�, Ævs è Æj. Ñîõðàíåíèå ýòèõâåëè÷èí îáåñïå÷èâàåò òîæäåñòâåííîå ðàâåíñòâîíóëþ ïåðâîé âàðèàöèè ïîëíîé ýíåðãèè îäíîðîäíîéñèñòåìû:ÆEtot = Z ���E�S ��;vs;j ÆS +��E�� �S;vs;j Æ�++� �E�vs�S;�;j Ævs +��E�j �S;�;vs Æj�d3r � 0:Äëÿ âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà ýêñòðåìóìà íåîáõîäèìîðàññìîòðåòü âòîðóþ âàðèàöèþ ïîëíîé ýíåðãèè. Ìàò�ðèöà 8�8 êâàäðàòè÷íîé �îðìû âòîðîé âàðèàöèè �ýòî ÿêîáèàíH = �(T;vn; �+ v2s=2� vs � vn; j� �vn)�(S; j; �;vs)  :Îí ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí (â ñîîòâåòñòâèè ñêðèòåðèåì Ñèëüâåñòðà), åñëè âñå ãëàâíûå ìèíîðûM1; M2; : : : ;M8 ïîëîæèòåëüíû. Ìû ïîñëåäîâàòåëü�íî ïðîâåðÿåì óñëîâèÿ íà ýòè ìèíîðû.1. Ïåðâîå óñëîâèå,M1 = �(T; j; �;vs)�(S; j; �;vs) == �(T; j; �;vs)�(T;vn; �;vs) �(T;vn; �;vs)�(S; j; �;vs) = ��j0�w�T;� �� ��S�T ��;w ��j0�w�T;� ���j0�T �2�;w!�1 > 0;1094



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006 Äâóõæèäêîñòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà: íîâûå àñïåêòûÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îáû÷íîãî òðåáîâàíèÿ ïîëîæè�òåëüíîñòè òåïëîåìêîñòè. Íèæå áóäåò ïîêàçàíî (7),÷òî (�j0=�w)T;� > 0, òàêèì îáðàçîì ïîñëåäíåå íåðà�âåíñòâî �àêòè÷åñêè èìååò âèä��S�T ��;w ��j0�w�T;� ���j0�T �2�;w > 0: (5)2. Ïîëîæèòåëüíîñòü ñëåäóþùåé ãðóïïû ìèíîðîâëåãêî ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿH0 = �(T;vn; �;vs)�(S; j; �;vs)  == �(T; j; �;vs)�(S; j; �;vs) �(T;vn; �;vs)�(T; j; �;vs)  : (6)Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïîëîæèòåëüíîñòü ìèíîðîâ M2,M3,M4 áóäåò îáåñïå÷åíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,åñëè ïîëîæèòåëüíû âñå ìèíîðû âòîðîãî ìíîæèòåëÿâ (6):� �j�vn�T;�;vs�1 = ��j0�w�T;��1 == (�j0=w)T;� 0 00 j0=w 00 0 j0=w�1 :Ìû èñïîëüçîâàëè òîæäåñòâî (3) è âûáðàëè íàïðàâ�ëåíèå âåêòîðà w â êà÷åñòâå ïåðâîé êîîðäèíàòû. Òà�êèì îáðàçîì, ê íàøåìó íàáîðó äîáàâèëèñü ñëåäóþ�ùèå íåðàâåíñòâà: j0 �w � 0; (7)

��j0�w�T;� > 0: (8)3. Òàêîå æå ïðåîáðàçîâàíèå, áóäó÷è ïðèìåíåí�íûì ê ñàìîìó áîëüøîìó ìèíîðó, äàåòH = H0 �(T;vn; �+v2s=2�vs � vn; j��vn)�(T;vn; �;vs)  = H0H00:Àíàëîãè÷íî, ïîëîæèòåëüíîñòü ìèíîðîâM5,M6,M7,M8 îáåñïå÷èâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíîñòüþ íåòðèâèàëü�íûõ ãëàâíûõ ìèíîðîâ ìàòðèöû H00. Èñïîëüçóÿ òåð�ìîäèíàìè÷åñêîå òîæäåñòâîd� = dp� � S� dT � j0� � dw;ïîëó÷àåì � ��+ v2s=2� vs � vn��� !T;vn;vs == ������T;w = 1� ��p���T;w :Íèæå ïðèâåäåíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïîäìàòðèöû,ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäïðîñòðàíñòâó �; vxs ; vys ; vzs ìàò�ðèöû H00. Êàê è ðàíåå, ìû îðèåíòèðîâàëè îñü x âíàïðàâëåíèè âåêòîðà w. Èñïîëüçóÿ (3), ïîëó÷àåì
(�p=��)T;w=� (�j0=��)T;w � w 0 0(�j0=��)T;w � w �� (�j0=�w)T;� 0 00 0 �� j0=w 00 0 0 �� j0=w

 :Ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâà � ýòî��p���T;w > 0; (9)êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì (íà ñëó÷àé íåíóëå�âîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè w) òðåáîâàíèåì ïîëî�æèòåëüíîñòè ñæèìàåìîñòè,j0 < w� (10)
è ��p���T;w  ����j0�w�T;�!�� � ��j0�� �T;w � w!2 > 0: (11)Íåðàâåíñòâà (5), (7)�(11) ïðåäñòàâëÿþò ïîëíûé íà�áîð óñëîâèé òåðìîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè.1095



À. Ô. Àíäðååâ, Ë. À. Ìåëüíèêîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 20062.2. Ñèñòåìà íîðìàëüíîé êîìïîíåíòûÂ ñèòóàöèè ñ ¾îñòàíîâëåííîé íîðìàëüíîé êîì�ïîíåíòîé¿ ïîòîê ìàññû f îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíîéêîìïîíåíòû ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå óäîáíîé ïåðå�ìåííîé, ÷åì ïîòîê îòíîñèòåëüíî ñâåðõòåêó÷åé j0.Î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó íèìè f = �w � j0ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ïåðå�îðìóëèðîâêå ïîëó÷åí�íûõ íåðàâåíñòâ:f �w < 0; f < w�; (12)0 < � �f�w��;T < �; (13)��S�T ��;w  ��� �f�w�T;�! > � �f�T �2�;w ; (14)��p���T;w � �f�w��;T > ���f���2w;T : (15)Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî íåðàâåíñòâî (15) ìîæåòáûòü òàêæå çàïèñàíî â âèäå� �f�w�T;p > f ��f�p�T;w : (16)Ëåãêî èíòåðïðåòèðîâàòü âûâåäåííûå ñîîòíîøå�íèÿ ïðè w = 0. Èç íåðàâåíñòâ (12), (13), (14) è (15)ïîëó÷àåì ��S�T ��;w > 0; ��p���T;w > 0; (17)� > ��j0�w�T;� > 0: (18)Â îáû÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâîèìååò ÿñíûé ñìûñë:�s > 0; �n > 0: (19)2.3. Ôîíîííî-ðîòîííàÿ ìîäåëü�àññìîòðèì ïîëó÷åííûå êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòèâ ïðèìåíåíèè ê ðåàëüíîìó ñâåðõòåêó÷åìó 4He. Äëÿâû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ, âõîäÿùèõ â íåðàâåíñòâà,íåîáõîäèìà ìèêðîñêîïè÷åñêàÿ ìîäåëü, ðîëü êîòîðîéñ óñïåõîì ìîæåò èãðàòü �îíîííî-ðîòîííàÿ òåîðèÿËàíäàó, ïðèìåíèìàÿ â øèðîêîì äèàïàçîíå òåìïå�ðàòóð è ñêîðîñòåé. Ìû áóäåì åå èñïîëüçîâàòü äëÿ

âû÷èñëåíèÿ âêëàäà êâàçè÷àñòèö â ¾ìîäè�èöèðîâàí�íóþ¿ ñâîáîäíóþ ýíåðãèþ eF0 â ñèñòåìå ïîêîÿ ñâåðõ�òåêó÷åé êîìïîíåíòû:eF0 = F0 �w � j0; d eF0 = �SdT � j0 � dw:Ýòîò òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ìîæíî ïîëó�÷èòü èç ñïåêòðà ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé ñ ïîìî�ùüþ îáû÷íîãî âûðàæåíèÿeF0 = T Z ln�1� exp�p �w � �(p)T �� d3p(2�~)3 :Çäåñü ýíåðãèÿ âîçáóæäåíèÿ �(p) äëÿ äâóõ âåòâåé çà�äàåòñÿ âûðàæåíèÿìè�ph(p) = p; �r(p) = � + (p� p0)2=(2m):Èíäåêñû ¾ph¿ è ¾r¿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáîçíà÷å�íèÿ âåëè÷èí, îòíîñÿùèõñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê �îíî�íàì è ðîòîíàì,  � ýòî ñêîðîñòü çâóêà, � � øè�ðèíà ðîòîííîé ùåëè, à m è p0 � ñîîòâåòñòâåí�íî ý��åêòèâíûå ìàññà è èìïóëüñ ðîòîíîâ (èñïîëü�çîâàííûå ÷èñëåííûå äàííûå ìîæíî íàéòè â ðàáî�òàõ [6; 7℄: � = 0:145 ã=ñì3, � = 8:7K, m = 0:16mHe,p0 = 3:673 � 108 ã�1=3�1=3~,  = 238ì=ñ, ��=�� == �0:47 � 10�14 ñì5 � ñ�2, �m=�� = �0:45 � 10�23 ñì3,�=�� = 467 � 103 ñì4 � ñ�1 � ã�1). Ìàëûé áåçðàçìåð�íûé ïàðàìåòð m�=p20 � 0:03 � 1 îáåñïå÷èâàåò, íà�ïðèìåð, òîò �àêò, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü Ëàíäàóîïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì vL = �=p0.Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïðèâåäåííûå ñîîòíîøå�íèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó âêëàäó â ñâîáîäíóþýíåðãèþ:eF0 = � T 4�290~33 �1� w22 ��2 �� T 5=2m1=221=2�3=2~3 p0w sh wp0T exp���T � :Äè��åðåíöèðóÿ ýòîò ïîòåíöèàë, ìîæíî ïîëó÷èòüâñå òåðìîäèíàìè÷åñêèå âåëè÷èíû, â ÷àñòíîñòèS = ��� eF0=�T�w;� ; j0 = ��� eF0=�w�T;� :Âêëàäîì êâàçè÷àñòèö â ïðîèçâîäíûå îò äàâëåíèÿïðåíåáðåãàåì.Äëÿ íóëåâîé ñêîðîñòè íåðàâåíñòâà (19) íàðóøà�þòñÿ â �-òî÷êå. Ïðè íåíóëåâîé ñêîðîñòè ïåðâûì íà�ðóøàåòñÿ íåðàâåíñòâî (11). Ïðè íóëåâîé òåìïåðà�òóðå êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü (ò. å. ìàêñèìàëüíàÿ ñêî�ðîñòü, ñîâìåñòíàÿ ñ óñëîâèÿìè óñòîé÷èâîñòè) ñòðå�1096
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àçíîñòü�àç=2� 969 �ö6535043201861197373�èñ. 1. Êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü w â çàâèñèìîñòèîò òåìïåðàòóðû T . Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâó-åò ðàâåíñòâó T = � � p0w, âèäíî, ÷òî óñëîâèåT < � � p0w îñòàåòñÿ âåðíûì âî âñåé îáëà-ñòè óñòîé÷èâîñòè. Ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå êðè-òè÷åñêàÿ ñêîðîñòü íåóñòîé÷èâîñòè w ñîâïàäàåò ñêðèòè÷åñêîé ñêîðîñòüþ Ëàíäàó vL, à ïðè êðèòè-÷åñêîé òåìïåðàòóðå T (â �-òî÷êå) îáðàùàåòñÿ âíóëü (ñì. (19)). Êðèâàÿ ñîâìåùåíà ñ ýêñïåðèìåí-òàëüíûìè òî÷êàìè, èçîáðàæàþùèìè êðèòè÷åñêóþðàçíîñòü �àç íà îòâåðñòèè 2 ìêì� 2 ìêì â òîíêîé�îëüãå ïðè ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ èç ðàáîòû [8℄ìèòñÿ1) ê êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè Ëàíäàó vL. Âñå ìíî�æåñòâî ñîñòîÿíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó íåðàâåí�ñòâó, èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1, 2. Æèäêîñòü òåðÿåòóñòîé÷èâîñòü â îáëàñòè íàä èçîáðàæåííûìè êðèâû�ìè.Íà ðèñ. 1 êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü îòìå÷åíà ñïëîø�íîé ëèíèåé êàê �óíêöèÿ òåìïåðàòóðû. Íà òîì æåãðà�èêå ìîæíî âèäåòü ìàñøòàáèðîâàííûå ýêñïå�ðèìåíòàëüíûå äàííûå [8℄. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ðå�çóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõ, íåïëî�õî ñîãëàñóþòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé, â òî âðå�ìÿ êàê íèçêî÷àñòîòíûå äàííûå îáíàðóæèâàþò çà�ìåòíîå ðàñõîæäåíèå. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ýòîñâÿçàíî ñî çíà÷èòåëüíûì âðåìåíåì, òðåáóþùèìñÿäëÿ îáðàçîâàíèÿ âèõðåé, ò. å. íà âûñîêèõ ÷àñòîòàõâ ñèñòåìå íàáëþäàåòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåëóñòîé÷èâîñòè, â òî âðåìÿ êàê íà áîëåå íèçêèõ ÷àñòî�òàõ êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü îãðàíè÷èâàåòñÿ ðîæäåíè�åì âèõðåé. Ñëåäóåò, îäíàêî, ñäåëàòü îãîâîðêó ïî ïî�âîäó ñðàâíåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïî êðè�òè÷åñêîé ðàçíîñòè �àç è íàøèõ ïðåäñêàçàíèé. Ïðåä�ïîëîæåíèå, ÷òî êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü îïðåäåëÿåò�1) Îòìåòèì, ÷òî â ñèñòåìàõ, ãäå âñå âîçáóæäåíèÿ äîïóñ�êàþò ãèäðîäèíàìè÷åñêîå îïèñàíèå (èíûìè ñëîâàìè, ñèñòåìûáåç ðîòîííîé âåòâè), íåðàâåíñòâî (11) ïðè íóëåâîé òåìïåðà�òóðå ïîäðàçóìåâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (�p=��)T;w�w2 > 0,ò. å. w < .
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�èñ. 2. Êðèòè÷åñêèé ïîòîê ýíåðãèè (ïðè óñëîâèèîòñóòñòâèÿ ïîòîêà ìàññû) Q â çàâèñèìîñòè îò òåì-ïåðàòóðû Tñÿ ïðåäåëîì òåðìîäèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, ïîä�ðàçóìåâàåò ñóùåñòâåííóþ íåëèíåéíîñòü ãèäðîäèíà�ìè÷åñêèõ óðàâíåíèé âíóòðè îòâåðñòèÿ. Â ÷àñòíî�ñòè, íåëüçÿ ðàññìàòðèâàòü ñâåðõòåêó÷óþ êîìïîíåí�òó êàê îòäåëüíóþ íåñæèìàåìóþ ÷àñòü æèäêîñòè.Èíûìè ñëîâàìè, ðàçíîñòü �àç íà êîíöàõ êàíàëà íåïðîïîðöèîíàëüíà ìàêñèìàëüíîé äîñòèãàåìîé ñêîðî�ñòè.Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåí êðèòè÷åñêèé ïîòîê ýíåðãèè.Îáû÷íî â ýêñïåðèìåíòå èçó÷àåòñÿ ïîòîê ýíåðãèè, ïå�ðåíîñèìûé ñâåðõòåêó÷èì ïðîòèâîòîêîì, êîãäà íîð�ìàëüíàÿ è ñâåðõòåêó÷àÿ ñêîðîñòè íàïðàâëåíû íà�âñòðå÷ó äðóã äðóãó, òàê ÷òîáû îáåñïå÷èòü ðàâåíñòâîíóëþ ïîëíîãî ïîòîêà ìàññû. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà, â êî�òîðîé ïîòîê ìàññû ðàâåí íóëþ, j = 0, äëÿ ïîòîêàýíåðãèè Q ïîëó÷àåìQ = TS�w � j0� �+�w � j0� �2 j0: (20)2.4. Îêðåñòíîñòü T�×òîáû âûÿñíèòü ïîâåäåíèå êðèòè÷åñêîé ñêîðî�ñòè âáëèçè �-òî÷êè, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ñîîá�ðàæåíèÿ òåîðèè ïîäîáèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçëî�æåíèå íåðåãóëÿðíîé ÷àñòè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïî�òåíöèàëà ïî ñòåïåíÿì ñêîðîñòåé â îêðåñòíîñòè T�íà÷èíàåòñÿ ñî ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ:At2�� + �s v2s2 � Btxv4s ; (21)
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À. Ô. Àíäðååâ, Ë. À. Ìåëüíèêîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006ãäå A è B � êîíñòàíòû, t = (T� � T )=T� � ïðèâå�äåííàÿ òåìïåðàòóðà2), � � êðèòè÷åñêèé èíäåêñ òåï�ëîåìêîñòè Cp / t��, ïëîòíîñòü ñâåðõòåêó÷åé êîìïî�íåíòû �s ïîä÷èíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèþ Äæîçå�ñîíà [9℄�s / t(2��)=3, à èíäåêñ x áóäåò îïðåäåëåí íèæå. Â ñî�îòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé ìàñøòàáíîé èíâàðèàíòíîñòèâñå ÷ëåíû â âûðàæåíèè (21) îäíîãî ïîðÿäêà âî �ëóê�òóàöèîííîé îáëàñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, tx / �2st��2 èx = (��2)=3. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, óñòîé÷èâîñòü òåðÿ�åòñÿ ïðè ñêîðîñòÿõ, ïðè êîòîðûõ ïåðåñòàåò âûïîë�íÿòüñÿ ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå, ò. å.w /p�s=tx / t(2��)=3: (22)Â íàñòîÿùèé ìîìåíò ñ÷èòàåòñÿ [10℄, ÷òî èíäåêñ òåï�ëîåìêîñòè � = �0:0127� 0:0003, ò. å. èíäåêñ êðèòè�÷åñêîé ñêîðîñòè 0.671.Îáøèðíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå ïî îêðåñò�íîñòè T� èìåþòñÿ â ðàáîòàõ ïî êðèòè÷åñêîìó ïîòîêóýíåðãèè [4℄. Â îêðåñòíîñòè ïåðåõîäà ðàâåíñòâî (20)ñâîäèòñÿ ê Q � TS(w � j0=�), à êðèòè÷åñêèé ïîòîêòåïëà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìQ / �sw / t(4�2�)=3 � t1:342; (23)÷òî íàõîäèòñÿ â ïðèåìëåìîì ñîãëàñèè ñ ýêñïåðèìåí�òàëüíûì çíà÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî èíäåêñà 1:23.2.5. Òåðìîäèíàìè÷åñêèå íåðàâåíñòâà âðàñòâîðàõ 3He�4HeÒåðìîäèíàìè÷åñêèå íåðàâåíñòâà â íîðìàëüíûõ(íå ñâåðõòåêó÷èõ) ðàñòâîðàõ îïðåäåëÿþò îáëàñòü

óñòîé÷èâîñòè ïî îòíîøåíèþ ê ðàññëîåíèþ îäíîðîä�íîãî ñîñòîÿíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè òåìïåðàòóðàõ íè�æå ïðèìåðíî 0.9Ê ìîæíî íàáëþäàòü ðàññëîåíèå ðàñ�òâîðà èçîòîïîâ ãåëèÿ 3He�4He, ïðè÷åì ¾ðàçáàâëåí�íàÿ¿ �àçà (ñ ìåíüøèì ñîäåðæàíèåì 3He) îáëàäàåòñâîéñòâîì ñâåðõòåêó÷åñòè3). Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñâûÿñíèòü, êàê âûãëÿäÿò óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè â òà�êîé ñèòóàöèè4).Âûðàæåíèå äëÿ äè��åðåíöèàëà ïëîòíîñòè ýíåð�ãèè ëåãêî ïîëó÷èòü èç (4):dE = T dS +��4 + v2s2 � vs � vn� d�4 ++��3 + v2s2 � vs � vn� d�3 ++ (j� �vn) � dvs + vn � dj: (24)Çäåñü �3, �4 è �3, �4 � ýòî ïëîòíîñòè è õèìè÷å�ñêèå ïîòåíöèàëû ñîîòâåòñòâåííî 3He è 4He. Óñëîâèÿóñòîé÷èâîñòè áóäóò òåïåðü ñëåäîâàòü èç òðåáîâàíèÿïîëîæèòåëüíîñòè ìàòðèöû 9 � 9 ñîîòâåòñòâóþùåéêâàäðàòè÷íîé �îðìû. ßñíî, ÷òî íåðàâåíñòâà (5),(7), (8) è (10) îñòàíóòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ ðàñ�òâîðîâ (â íèõ ïðè äè��åðåíöèðîâàíèè íóæíî ñ÷è�òàòü ïîñòîÿííûìè îáå ïëîòíîñòè). Îñòàåòñÿ èññëå�äîâàòü ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ñëåäóþùåéìàòðèöû:~H = �(T;vn; �4 + v2s=2� vs � vn; �3 + v2s=2� vs � vn; j � �vn)�(T;vn; �4; �3; vs)  :Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ � = �3 + �4, x = �3=� è îïóñ�êàÿ ïðîñòûå, íî ãðîìîçäêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïîëó�÷àåì ��p���T;w;x > 0; (25)���3�x �T;w;p > 0; (26)
���3�x �T;w;p � �f�w�T;x;p � f ��f�p�T;x;w!++��f�x�T;p;w  f ���3�p �T;x;w ����3�w �T;p;x � w! >> 0: (27)Íàïîìíèì, ÷òî, êàê è â ï. 2.2, f = �w � j0.2) Èñïîëüçîâàíèå îäíîé è òîé æå áóêâû t äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âðåìåíè è ïðèâåäåííîé òåìïåðàòóðû íå äîëæíî ïðèâåñòè êíåäîðàçóìåíèþ, òàê êàê ñìûñë âñåãäà ÿñåí èç êîíòåêñòà. Àëüòåðíàòèâíîå ïðèíÿòîå îáîçíà÷åíèå � êàæåòñÿ áîëåå îïàñíûì èç-çàñîâïàäåíèÿ ðàçìåðíîñòåé ýíåðãèè è òåìïåðàòóðû.3) Âî èçáåæàíèå íåäîðàçóìåíèé îòìåòèì, ÷òî ðå÷ü çäåñü èäåò îá ¾îáû÷íîé¿ ñâåðõòåêó÷åñòè ñ îäíèì êîíäåíñàòîì.4) Ýòîò âîïðîñ áûë ïîäíÿò Ñ. Í. Áóðìèñòðîâûì. 1098



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006 Äâóõæèäêîñòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà: íîâûå àñïåêòû3. ÄÂÓÕÑÊÎ�ÎÑÒÍÀß ÒÅÎ�ÈßÓÏ�Ó�ÎÑÒÈÒî÷íûå (íåëèíåéíûå) óðàâíåíèÿ äâóõñêîðîñòíîéãèäðîäèíàìèêè ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè îêàçûâàåò�ñÿ âîçìîæíûì (ñì. [5℄) ïîëó÷èòü èç �åíîìåíîëîãè�÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ òîëüêî çàêîíîâ ñî�õðàíåíèÿ. Êàê óæå óêàçûâàëîñü â ðàçä. 2, íàðÿäó ñâñåãäà ñîõðàíÿþùèìèñÿ ìàññîé, ýíåðãèåé è èìïóëü�ñîì â ýòîé ñèñòåìå èìååòñÿ åùå îäèí èíòåãðàë äâè�æåíèÿ, ñâÿçàííûé ñ áåçâèõðåâûì õàðàêòåðîì ñâåðõ�òåêó÷åãî äâèæåíèÿ. Ïîäîáíîå óñëîâèå îòñóòñòâóåòâ êðèñòàëëå, è èìåþùèõñÿ èíòåãðàëîâ íåäîñòàòî÷íî(â íåëèíåéíîì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðà�íåíèÿ êâàçèèìïóëüñà, ñì. (42) íèæå) äëÿ ïîëó÷åíèÿóðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó äëÿ âûâîäà äâóõñêî�ðîñòíîé òåîðèè óïðóãîñòè òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòüáîëåå îáùèé ïîäõîä (ñð. [11�13℄). Äèíàìèêà êâàçè�÷àñòèö ïðè ýòîì îïèñûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêèì óðàâíå�íèåì. Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà, èñõîäÿ èç ñïåêòðàêâàçè÷àñòèö, ìû íàéäåì âñå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ïî�òîêè è èõ çàâèñèìîñòü îò ñêîðîñòè îòíîñèòåëüíîãîäâèæåíèÿ5).Ñëåäóÿ ðàáîòå àâòîðîâ [14℄, â ï. 3.1 ìû ââîäèìîñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîå�íèÿ òðåáóåìîé òåîðèè, à â ï. 3.2 âûâîäèì îáùèåóðàâíåíèÿ äâóõñêîðîñòíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ñðå�äè íèõ èìåþòñÿ óðàâíåíèÿ êàê äëÿ îáû÷íûõ ïåðå�ìåííûõ òåîðèè óïðóãîñòè (òàêèõ êàê ñêîðîñòü ðå�øåòêè), òàê è äëÿ êâàçè÷àñòè÷íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû(òàêèõ êàê ñêîðîñòü ãàçà êâàçè÷àñòèö).Òàê æå, êàê è â îáû÷íîé ëèíåéíîé �îíîííîéãèäðîäèíàìèêå (ñì. [15, � 71℄), ïðîöåññû ïåðåáðîñà,ïðèâîäÿùèå ê èçìåíåíèþ ïîëíîãî êâàçèèìïóëüñà âñòîëêíîâåíèÿõ, ìû ñ÷èòàåì ðåäêèìè (êàê óæå ïîä�÷åðêèâàëîñü, ýòî âîâñå íå îçíà÷àåò ñîõðàíåíèÿ êâà�çèèìïóëüñà â íåîäíîðîäíîé ñèñòåìå). Ïðè íèçêèõòåìïåðàòóðàõ ýòî ïðåäïîëîæåíèå çàâåäîìî âûïîëíÿ�åòñÿ. Ïðè âûâîäå óðàâíåíèé ìû òàêæå ïðåíåáðåãàåìäèññèïàöèåé, ò. å. îãðàíè÷èâàåìñÿ ïåðâûì ïîðÿäêîìïî ãðàäèåíòàì.Äàëåå, â ï. 3.3 äëÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ìû âû�âåäåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ðàçíûõ òèïîâ ïîâåðõ�íîñòåé: øåðîõîâàòîé è ãëàäêîé ïîâåðõíîñòåé ðàçäå�ëà ìåæäó òâåðäîé è æèäêîé �àçàìè ãåëèÿ (ï. 3.3.1)5) Ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü òàêîé ïðîöåäóðû äëÿ áî�ëåå ïðîñòîé ñèñòåìû � ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè � óêàçûâà�ëàñü â [15, � 77℄. Ïðè ýòîì ñêîðîñòè ðåøåòêè è ãàçà êâà�çè÷àñòèö â íàøèõ óðàâíåíèÿõ èãðàþò ðîëü ñêîðîñòåé ñîîò�âåòñòâåííî ñâåðõòåêó÷åé è íîðìàëüíîé êîìïîíåíò â òåîðèèñâåðõòåêó÷åñòè.
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Ñâåðõòåêó÷àÿ æèäêîñòü vgÊðèòàëëè÷åêèé ãåëèéÒâåðäàÿ ñòåíêà�èñ. 3. �îñò êðèñòàëëà ¾ñíèçó¿è øåðîõîâàòîé è ãëàäêîé ïîâåðõíîñòåé ìåæäó òâåð�äûì ãåëèåì è ñòåíêîé (ï. 3.3.2).Íà îñíîâå ïðåäëàãàåìîãî �îðìàëèçìà îêàçûâàåò�ñÿ âîçìîæíûì [14℄ îáúÿñíèòü òàê íàçûâàåìûé ¾ëè�íåéíûé ðîñò¿ ãëàäêèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ãðàíåé. Êàêèçâåñòíî, ïîâåðõíîñòü êðèñòàëëà ìîæåò íàõîäèòüñÿâ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ: ãëàäêîì è øåðîõî�âàòîì (ñì. îáçîðíóþ ñòàòüþ [16℄). �ëàäêàÿ ïîâåðõ�íîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ äàëüíèì ïîðÿäêîì è ìàëû�ìè �ëóêòóàöèÿìè. Øåðîõîâàòàÿ ïîâåðõíîñòü, íàî�áîðîò, íå ïðîÿâëÿåò äàëüíåãî ïîðÿäêà, à åå ñìåùå�íèå çíà÷èòåëüíî �ëóêòóèðóåò. �àçëè÷èÿ ïðîÿâëÿþò�ñÿ íå òîëüêî â ðàâíîâåñíûõ ñâîéñòâàõ, íî è â ðàç�ëè÷íîé êèíåòèêå. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî øåðîõîâàòàÿ ãðàíüëåãêî ðàñòåò (è îïèñûâàåòñÿ êîý��èöèåíòîì ðîñòà),â òî âðåìÿ êàê ãëàäêàÿ (ïðè óñëîâèè îòñóòñòâèÿäèñëîêàöèé) õàðàêòåðèçóåòñÿ íóëåâûì êîý��èöèåí�òîì ðîñòà è ðàñòåò òîëüêî çà ñ÷åò îáðàçîâàíèÿ çà�ðîäûøåé íîâûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñëîåâ. Â ñîîòâåò�ñòâèè ñ ýòèì ìåõàíèçìîì ëèíåéíûé ðîñò äîëæåíîòñóòñòâîâàòü ïðè ìàëîé íåðàâíîâåñíîñòè. Íà ñà�ìîì äåëå â ýêñïåðèìåíòàõ [17℄ íàáëþäàåòñÿ ëèíåé�íûé ðîñò ãëàäêèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ãðàíåé, ñâîáîä�íûõ îò âèíòîâûõ äèñëîêàöèé. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòîÿâëåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü íàëè÷èåì â êðèñòàëëå òî�÷å÷íûõ äå�åêòîâ ðåøåòêè (âàêàíñèé) è íåîáû÷íûìãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà ãðàíèöå êðèñòàëë�ñòåíêà.Êðèñòàëë ðàñòåò, åñëè âàêàíñèè ìîãóò ðîæäàòüñÿ íàíèæíåì êðàå îáðàçöà (íà ãðàíèöå ìåæäó êðèñòàë�ëîì è ñòåíêîé) è èñ÷åçàòü íà âåðõíåì (íà ãëàäêîé ïî�âåðõíîñòè ðàçäåëà êðèñòàëë�æèäêîñòü). Ïðåäëàãàå�ìûé ìåõàíèçì áëèçîê ê îáñóæäàâøåìóñÿ â ðàáîòàõ[18; 19℄ ïðè îáúÿñíåíèè ïëàñòè÷íîñòè ïîëèêðèñòàë�ëîâ: ïîòîê ìàññû â îáúåìå êðèñòàëëà (ò. å. ñêâîçüêðèñòàëë) ñâÿçàí ñ äâèæåíèåì âàêàíñèé.Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ãëàäêàÿ êðèñòàëëè÷å�ñêàÿ ãðàíü (âåðõíÿÿ íà ðèñ. 3) íåïîäâèæíà îòíîñè�òåëüíî ðåøåòêè, îíà äâèæåòñÿ ââåðõ âìåñòå ñ ðå�1099



À. Ô. Àíäðååâ, Ë. À. Ìåëüíèêîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006øåòêîé. Ïóñò�îòû, ïîÿâëÿþùèåñÿ â ðåçóëüòàòå íàíèæíåì êðàå êðèñòàëëà, ïðåâðàùàþòñÿ â äå�åêòûðåøåòêè (îáû÷íûå âàêàíñèè, íà ðèñóíêå èçîáðàæå�íû êðóæêàìè) è äâèæóòñÿ ââåðõ ñêâîçü (è áûñòðåå÷åì) òâåðäûé ãåëèé. Íà ãëàäêîé âåðõíåé ãðàíè îá�ðàçöà îíè èñ÷åçàþò. Äðóãèìè ñëîâàìè, êðèñòàëëðàñòåò íà ïîâåðõíîñòè ìåæäó òâåðäûì ãåëèåì èñòåíêîé, à íå íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà êðè�ñòàëë�æèäêîñòü (êîòîðàÿ, òåì íå ìåíåå, ÿâëÿåòñÿ èñ�òî÷íèêîì ìàññû äëÿ ðîñòà).Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðåàëèñòè÷íîñòü òàêîãîñöåíàðèÿ îáóñëîâëåíà âîçìîæíîñòüþ âûëåòà âàêàí�ñèé èç íèæíåé ïîâåðõíîñòè êðèñòàëëà. Òàêàÿ âîç�ìîæíîñòü çàâåäîìî èìååòñÿ íà ñòåíêå ñ íåðîâíîñòÿ�ìè èëè íà ñòåíêå, îáðàçóþùåé ìàëûé óãîë ñ áàçèñ�íîé ïëîñêîñòüþ êðèñòàëëà (è îáðàçóþùåé âèöèíàëü�íóþ ãðàíü). Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ýòà ãðàíèöààòîìíî-øåðîõîâàòà � íà íåé ìîãóò ïîÿâëÿòüñÿ íî�âûå àòîìíûå ñëîè.Àòîìíî-ãëàäêàÿ ñòåíêà, ñòðîãî ïàðàëëåëüíàÿ áà�çèñíîé ïëîñêîñòè, äîëæíà, íàîáîðîò, âåñòè ñåáÿ êàêîáû÷íàÿ ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü, ò. å. áûòü íåïîäâèæ�íîé îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè. Êðèñòàëë â ýòîé ñèòó�àöèè ðàñòåò òîëüêî çà ñ÷åò ïîÿâëåíèÿ çàðîäûøåéíîâûõ ñëîåâ.Â ï. 3.4 íà îñíîâàíèè óðàâíåíèé äâóõñêîðîñòíîéòåîðèè óïðóãîñòè ìû âû÷èñëÿåì êîý��èöèåíò ðîñ-òà êðèñòàëëà ãåëèÿ ñ ãëàäêîé âåðõíåé ãðàíüþ, ñâÿ�çàííûé ñ ïðåäëàãàåìûì ìåõàíèçìîì.3.1. ÎïðåäåëåíèÿÑëåäóÿ ðàáîòàì [11�13℄, áóäåì èñïîëüçîâàòü ýé�ëåðîâî îïèñàíèå ðåøåòêè. Ââåäåì òðè ¾íîìåðàóçëà¿ N� (� = 1; 2; 3), ÿâëÿþùèåñÿ �óíêöèÿ�ìè ïðîñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò r è âðåìåíè t,N� = N�(r; t). Äàëåå â ýòîé ãëàâå ãðå÷åñêèå èí�äåêñû (êàê ¾�¿ â âûðàæåíèè N�) áóäóò èñïîëüçî�âàòüñÿ äëÿ íóìåðàöèè êîìïîíåíò â ïðîñòðàíñòâå ðå�øåòêè, à ëàòèíñêèå (íàïðèìåð, ¾i¿ â xi äëÿ îáî�çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò r) � â ðåàëüíîì ïðîñòðàíñòâå.Åñëè îïðåäåëèòü âåêòîðû îáðàòíîé ðåøåòêè êàêa� = �N�=�r, òî âåêòîðû ýëåìåíòàðíûõ òðàíñëÿ�öèé a� óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ a� � a� = Æ�� .Äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè äàåò ñêîðîñòü ðå�øåòêè w = �a� _N�. Óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ðåøåòêè Elÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé äå�îðìàöèè, ïðè÷åì, ïîñêîëüêóîíà çàâèñèò ëèøü îò îòíîñèòåëüíîãî ðàñïîëîæåíèÿâåêòîðîâ a�i , à íå îò ïðîñòðàíñòâåííîé îðèåíòàöèèìàëîãî ó÷àñòêà òåëà, ìîæíî çàïèñàòü El = El �g�;��.Çäåñü g�� = a� � a� � ñèììåòðè÷íûé ìåòðè÷åñêèéòåíçîð ïðîñòðàíñòâà ðåøåòêè.

Ïðèñòóïèì ê îïèñàíèþ êâàçè÷àñòè÷íûõ ñòåïå�íåé ñâîáîäû ñèñòåìû. Êîíêðåòíûé òèï êâàçè÷àñòèöíåñóùåñòâåí: ýòî ìîãóò áûòü è �îíîíû, è âàêàí�ñèè (êàê â ðàáîòå [13℄), è ýëåêòðîíû (êàê â ðàáî�òå [11℄). Ôàêòè÷åñêè, íèæå â óðàâíåíèÿõ ïîäðàçóìå�âàåòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì âåòâÿì âîçáóæäåíèé,äëÿ êðàòêîñòè çíàê ñóììû ïèñàòü íå áóäåì. Êâàçè�÷àñòèöû áóäóò õàðàêòåðèçîâàòüñÿ ìàññîé m (íóëå�âîé äëÿ �îíîíîâ, ïîëîæèòåëüíîé äëÿ ýëåêòðîíîâ èîòðèöàòåëüíîé äëÿ âàêàíñèé), êîîðäèíàòîé è êâàçè�èìïóëüñîì. Èõ ýíåðãèÿ â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîéñ ðåøåòêîé, � = �((p � mw) � a�; g��), ÿâëÿåòñÿ ïå�ðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé êâàçèèìïóëüñà p (ñ ïåðèîäà�ìè 2�~a�). Â ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ýíåðãèÿêâàçè÷àñòèöû îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (ñì. [11℄)~� = �+mw ���p +mw22 :Íàì òàêæå ïîòðåáóþòñÿ ¾ïðèâåäåííûå¿ ïåðåìåííûåk = p�mw è k� = a�k. Äèíàìèêà êâàçè÷àñòèö äèê�òóåòñÿ �óíêöèåé �àìèëüòîíàH = �+ p �w �mw2=2:Ââåäåì �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(r;p) (òàêæå ÿâ�ëÿþùóþñÿ ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèåé êâàçèèìïóëüñàp). Óðàâíåíèå Áîëüöìàíà çàäàåò åå ýâîëþöèþ�f�t + �f�r �H�p � �f�p �H�r = St f: (28)Èç �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ìàêðî�ñêîïè÷åñêèå âåëè÷èíû, òàêèå êàê, íàïðèìåð, ïëîò�íîñòü ìàññû:� = �l + hmfi =M det �g���1=2 +mn;ãäå óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò èíòåãðèðîâàíèå ïîïðîñòðàíñòâó êâàçèèìïóëüñîâ, h i = R d3p=(2�~)3,�l � ïëîòíîñòü ðåøåòêè, M � ìàññà ýëåìåíòàðíîéÿ÷åéêè, à n = hfi.�àññìîòðèì êâàçèðàâíîâåñíóþ �óíêöèþ ðàñïðå�äåëåíèÿ. Ïîëíûé íàáîð âåëè÷èí, ñîõðàíÿþùèõñÿ âñòîëêíîâåíèÿõ, òàêîâ:ýíåðãèÿ;ìàññà, êîòîðàÿ ïðîïîðöèîíàëüíà êîëè÷åñòâó êâà�çè÷àñòèö äëÿ ¾ðåàëüíûõ¿ ÷àñòèö, òàêèõ êàê ýëåê�òðîíû è âàêàíñèè, è òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ äëÿ�îíîíîâ;êâàçèèìïóëüñ (ïðîöåññàìè ïåðåáðîñà â íèçêîòåì�ïåðàòóðíîé îáëàñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü).1100



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006 Äâóõæèäêîñòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà: íîâûå àñïåêòûÑëåäîâàòåëüíî, ñàìîå îáùåå êâàçèðàâíîâåñíîå ðàñ�ïðåäåëåíèå � ýòî �óíêöèÿ îòz = �� k � v �m�0T = �� (p�mw) � v �m�0T == �� p � v �m�0 +mw � vT = �� p � v �m�T ;ãäå �0�w �v = �. Ëàãðàíæåâû êîý��èöèåíòû T , vè �0 èìåþò ñìûñë ñîîòâåòñòâåííî òåìïåðàòóðû, ñêî�ðîñòè îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè è õèìè÷åñêîãî ïîòåí�öèàëà ãàçà êâàçè÷àñòèö. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåìñ÷èòàòü, ÷òî âîçáóæäåíèÿ ïîä÷èíÿþòñÿ ñòàòèñòèêåÁîçå. Â ýòîì ñëó÷àå �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èìååòâèäf = 1ez � 1 = �exp �� p � v �m�T � 1��1 ; (29)ln((f + 1)=f) = z6).Âû÷èñëèì òåïåðü îñòàëüíûå ìàêðîñêîïè÷åñêèåïàðàìåòðû ýòîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ ïîòî�êà ìàññû èìååìJ = �lw+wmn+ j = �w+ j = �w +mnv; (30)ãäå ïîòîê ìàññû ïî îòíîøåíèþ ê ðåøåòêåj = m�f ���p� = mnv:Èñïîëüçóÿ J, ìîæíî çàïèñàòü çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàñ�ñû _�+ Ji;i = 0:Êîëè÷åñòâî ðåàëüíûõ (ìàññîâûõ) ÷àñòèö òàêæå íåìåíÿåòñÿ â îáúåìå. Ñîîòâåòñòâóþùèé çàêîí ñîõðà�íåíèÿ èìååò âèä _�l + (�lwi);i = 0:Àíàëîãè÷íî, ïëîòíîñòü ýíåðãèè çàäàåòñÿ âûðà�æåíèåìE = �lw22 +El �g���+ h~�fi == �w22 +El �g���+w � j+ h�fi: (31)6) Äëÿ óäîáñòâà ïðèâåäåì íåîáõîäèìûé â äàëüíåéøåì ðå�çóëüòàò èíòåãðèðîâàíèÿ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:Z fdz = ln ez � 1ez = � ln(f + 1):

Ýòî ðàâåíñòâî äàåò âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü, êàêèììàêðîñêîïè÷åñêèì âåëè÷èíàì ñîîòâåòñòâóþò ìèêðî�ñêîïè÷åñêèå âåëè÷èíû, ââåäåííûå âûøå. Ïîëíóþïëîòíîñòü ýíåðãèè êðèñòàëëà ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ �àëèëåÿE = E0 + �w22 + j �w; (32)ãäå E0 = E0(a�; S; �;K) � ýíåðãèÿ â ñèñòåìå ïî�êîÿ ðåøåòêè, à K = hkfi õàðàêòåðèçóåò ïëîòíîñòüêâàçèèìïóëüñà. Åñòåñòâåííîå âûðàæåíèå äëÿ äè���åðåíöèàëà E0dE0 = �ija�jda�i + T dS + � d�+ v � dK (33)ïîëó÷àåì èç ñòàíäàðòíîãî îïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòèýíòðîïèè áîçå-ãàçà:S = h(f + 1) ln(f + 1)� f ln fi = hfz + ln(f + 1)i:Åå äè��åðåíöèàë ðàâåídS = h(ln(f + 1) + 1� ln f � 1) dfi = hz dfi:Âû÷èòàÿ äè��åðåíöèàëû ðàâåíñòâ (31) è (32) äðóãèç äðóãà, ïîëó÷àåì0 = �ija�jda�i + T dS + � d�+ v � dK�� dEl �g���� dh�fi == �ija�jda�i + T hz dfi+ � d�+ v � dK�� dEl �g���� h� dfi � hfd�i == �ija�jda�i + h(Tz � �+ v � k) df i+ � d��� dEl �g���+ v � hf dki � hfd�i: (34)Ïðåîáðàçóåì ÷àñòü ýòîãî âûðàæåíèÿ, ñâÿçàííóþ ñäå�îðìàöèåé ðåøåòêè:1101



À. Ô. Àíäðååâ, Ë. À. Ìåëüíèêîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006�2 �lg��dg�� � dEl �g���+ v � hfdki � hfd�i == �2 �lg��dg�� � �El�g�� dg�� �mv � hfdwi ��*f  ���k� ((p�mw) � da� �ma� � dw) ++� ���g���k� dg��!+ == � �El�g�� +*f � ���g���k�+! dg�� ++���lÆij��f �(Tx+p � v)�pj (pi�mwi)� a�j � da�i == � �El�g�� +*f � ���g���k�+! 2a�i a�j a�jda�i ++(Æij(T hln(f + 1)i+��l)+viPj�mnviwj) a�j da�i == (Æij �TS+�w22 +El�E+P � v+��l+mn�0��� �ij + viPj �mnviwj)a�jda�i :Îêîí÷àòåëüíî èç (34) ïîëó÷àåì0 = (�� �0)mdn++(�ij��ij + Æij �TS+El�E+��+P � v+�w22 �++ viPj �mnviwj)a�j da�i ; (35)ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå Pi = hpifi è�ij = 2a�i a�j  �El�g�� +*f � ���g���k�+! : (36)Ñëàãàåìûå â (35) íåçàâèñèìû è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâ�íû íóëþ ïî îòäåëüíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè,� = �0;�ij = �ij�Æij �TS+El�E+��+P � v+�w22 ��� viPj +mnviwj : (37)3.2. Óðàâíåíèÿ è ïîòîêèÇäåñü ìû ïîëó÷èì ïîòîêè è óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿ�þùèå äèíàìèêó ñèñòåìû. Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ýíòðî�ïèÿ ñîõðàíÿåòñÿ (â ïðåíåáðåæåíèè äèññèïàöèåé), òîçàêîí åå ñîõðàíåíèÿ èìååò âèä_S + Fi;i = 0;

ãäå ïîòîê ýíòðîïèè Fi îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåìF = S(v +w):Äàëåå, çàïèøåì çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà [11℄,_Ji +�ik;k = 0; (38)ãäå�ik = �wiwk �ElÆik + 2a�i a�k ��� �El�g�� +�f � ���g���k���+ wijk + wkji == �wiwk �ElÆik +mn(wivk + wkvi) ++ 2a�i a�k � �El�g�� +�f � ���g���k��� == �wiwk �ElÆik +mn(wivk + wkvi) + �ik: (39)Çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè îïðåäåëåíèå (36) äëÿ �ik.Ïîäñòàâëÿÿ íåîáõîäèìûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòîêàýíåðãèè èç [11℄, ïîëó÷àåì_E +Qi;i = 0; (40)ãäå Qi = wiEl +���H�pi f�� w22 Ji + wk�ik :×òîáû íàéòè âòîðîé ÷ëåí, îïÿòü èñïîëüçóåì �óíê�öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ â âèäå (29),���H�pi f� = ��� ���pi + w� f� == ���T �z�pi + vi + wi� f� == (vi + wi) h�fi+ T �(Tx+ p � v + �) �z�pi f� == (vi + wi) h�fi � T �p � v� ln(1 + f)�pi � == (vi + wi) h�fi+ Tvi hln(1 + f)i == (vi+wi) h�fi+Tvi�ln(1+f)+f ln�f+1f ���� Tvi�f �� p � v �m�T � == (vi + wi) h�fi+ TviS � vi hf�i+ viv �P+mn� == wi h�fi+ vi(TS + v �P+mn�):1102



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006 Äâóõæèäêîñòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà: íîâûå àñïåêòûÎòñþäà îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ïîòîê ýíåðãèèQi = wi h�fi+vi(TS+v�P+mn�)�w22 (�wi+mnvi)++ wk (�wiwk +mn(wivk + wkvi) + �ik) == wi h�fi+vi(TS+v �P+mn�)+ w22 (�wi+mnvi)++ wk(mnwivk +�ik) == wi �h�fi+w � j+ �w22 �++ vi �TS + v �P+mn��+ w22 ��+ wk�ik == vi �TS + v �P+mn��+ w22 ��++ wi(E �El) + wk�ik: (41)Ýòîé �îðìóëîé çàâåðøàåòñÿ íàáîð óðàâíåíèé îáû÷�íîé òåîðèè óïðóãîñòè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîâåäåíèÿêâàçè÷àñòè÷íûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû òðåáóåòñÿ äîïîë�íèòåëüíîå óðàâíåíèå. Íàéäåì âðåìåíí�óþ çàâèñè�ìîñòü Pi. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì óðàâíåíèå Áîëüöìà�íà (28) íà pi è ïðîèíòåãðèðóåì ïî èìïóëüñíîìó ïðî�ñòðàíñòâó. Êâàçèèìïóëüñ p ñîõðàíÿåòñÿ â (íîðìàëü�íûõ) ñòîëêíîâåíèÿõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷ëåí, ñîäåð�æàùèé èíòåãðàë ñòîëêíîâåíèé, òîæäåñòâåííî ðàâåííóëþ. Èç óðàâíåíèÿ Áîëüöìàíà ïîëó÷àåì_Pi = �pi��f�p �H�r � �f�r �H�p �� == �pi ��f�p ����r + (pj �mwj)�wj�r ��� �f�r � ���p +w��� == ��f � ���xi + (p�mw)�w�xi���fpi� �2��r�p + �w�r �� pi �f�r ���p � pi �f�rw� == ��f ���xi + fpi �2��r�p + pi �f�r ���p�+ hfimw �w�xi ���p�w�xi f + pi �w�r f + pi �f�rw� :

Ïåðâûé ÷ëåí ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îá�ðàçîì:�f ���xi + fpi �2��r�p + pi �f�r ���p� == �fpi �2��r�p + f ���xi + pi �f�r �T �z�p + v�� == �fpi �2��r�p + f ���xi + pi �f�r v++ pi �f�z �z�p ����r � pk �vk�r �m���r � z �T�r �� == �pi �f�r v +mf ���xi + fp �v�xi + fz �T�xi++ pif �v�r + pif �z�p �T�r � = nm ���xi ++P �v�xi + ��r (Piv) +�Æikfz + pif �z�pk� �T�xk == nm ���xi +P �v�xi + ��r (Piv) ++�Æikf ln 1 + ff � pi �z�pk ��z ln(f + 1)� �T�xk == nm ���xi +P �v�xi + ��r (Piv) ++�f ln 1 + ff + ln(f + 1)� �T�xi == nm ���xi +P �v�xi + ��r (Piv) + S �T�xi :Ñëåäîâàòåëüíî,_Pi = nmw �w�xi �P�w�xi � ��rPiw � nm ���xi ��P �v�xi � ��r (Piv) � S �T�xi == nm ��xi �w22 � ��� S �T�xi �P ��xi (w + v)�� ��r (Pi(w + v)): (42)Èñêîìûé ïîëíûé íàáîð óðàâíåíèé äâóõñêîðîñòíîéòåîðèè óïðóãîñòè ñîñòîèò èç óðàâíåíèé (42), (40)(ãäå Q îïðåäåëÿåòñÿ èç (41)) è (38) (ãäå �ij âûðà�æàåòñÿ èç (39)).3.3. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèéñëåäóþò èç çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, êîòîðûå äîëæíûâûïîëíÿòüñÿ íà ïîâåðõíîñòè. Óäîáíåå âñåãî èõ ïî�ëó÷àòü â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ ñàìîé ãðàíè�öåé. Âñå ñêîðîñòè äàëåå, òàêèì îáðàçîì, áóäóò îò�1103
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S ai� wS vLn vLsÑâåðõòåêó÷àÿ æèäêîñòüz vS F QÊðèòàëëè÷åêèé ãåëèé�èñ. 4. �ðàíèöà êðèñòàëë�æèäêîñòüñ÷èòûâàòüñÿ îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè. Ìû óïðî�ñòèì çàäà÷ó, ñ÷èòàÿ åå îäíîìåðíîé. Âñå ïîòîêè (èîñü z) áóäóò ïåðïåíäèêóëÿðíû ãðàíèöå ðàçäåëà. Áó�äåì ñ÷èòàòü ïîâåðõíîñòü ïëîñêîé, ïðåíåáðåæåì êà�ïèëëÿðíûìè ý��åêòàìè è îãðàíè÷èìñÿ ëèíåéíûìïðèáëèæåíèåì.Î÷åâèäíî, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàâèñÿò îò òèïàãðàíèöû è îò ñðåäû, íàõîäÿùåéñÿ ïî äðóãóþ ñòî�ðîíó ãðàíèöû. Íà÷íåì ñ äåòàëüíî ðàññìîòðåííîé âëèòåðàòóðå [16℄ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà ìåæäó êðèñòàë�ëîì è æèäêîñòüþ. Îäíàêî, â ñâÿçè ñ ðàññìàòðèâàå�ìîé âîçìîæíîñòüþ ïîòîêà âåùåñòâà ñêâîçü ãðàíèöó,ðåçóëüòàò áóäåò îòëè÷àòüñÿ.3.3.1. �ðàíèöà êðèñòàëë�æèäêîñòüÆèäêîñòü, áóäó÷è ñâåðõòåêó÷åé, õàðàêòåðèçóåò�ñÿ õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, �L, ïëîòíîñòÿìè íîð�ìàëüíîé è ñâåðõòåêó÷åé êîìïîíåíò, �Ln è �Ls , ñêîðî�ñòÿìè íîðìàëüíîãî è ñâåðõòåêó÷åãî äâèæåíèé, vLn èvLs , òåìïåðàòóðîé TL, äàâëåíèåì pL è ïëîòíîñòüþýíòðîïèè SL (ñì. ðèñ. 4):8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

R+ SS(vS + wS) = SLvLn ;wS(ES �ESl +�Szz)++vS(TSSS +mSnS�S) == �L(�Ls vLs + �LnvLn ) + SLTLvLn ;vSmSnS + �SwS = �Ls vLs + �LnvLn ;�Szz �ESl = pL: (43)
Èíäåêñ S áóäåò îáîçíà÷àòü âåëè÷èíû, îòíîñÿùè�åñÿ ê êðèñòàëëó. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ïðåäñòàâëÿåòóñëîâèå ðîñòà ýíòðîïèè, ãäå R � ïîâåðõíîñòíàÿäèññèïàòèâíàÿ �óíêöèÿ. Ïîñëåäíèå òðè óðàâíåíèÿâ (43) îòâå÷àþò çà ñîõðàíåíèå íà ïîâåðõíîñòè ñî�îòâåòñòâåííî ýíåðãèè, ìàññû è èìïóëüñà. Ïîâåðõ�íîñòíàÿ äèññèïàòèâíàÿ �óíêöèÿ äîëæíà áûòü ïîëî�

æèòåëüíî îïðåäåëåííîé êâàäðàòè÷íîé �îðìîé. Èñ�ïîëüçóÿ (43) è (37), åå ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèìîáðàçîì:RTL = vS �SS(TS � TL) +mSnS(�S � �L)�++ wS �ES �ESl +�Szz � �S�L � TLSS� == vS �mSnS(�S � �L) + SS(TS � TL)�++ wS ��Szz + �S(�S � �L) + SS(TS � TL)� :Êàê óæå óêàçûâàëîñü, â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðà�òóðû ãðàíèöà êðèñòàëë�æèäêîñòü ìîæåò áûòü ëèáîàòîìíî-øåðîõîâàòîé, ëèáî àòîìíî-ãëàäêîé. Ïðèðî�äà ïîâåðõíîñòè ìîæåò íàêëàäûâàòü (èëè íå íàêëà�äûâàòü) îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà åå äèíàìèêó.Äëÿ îáîèõ òèïîâ ïîâåðõíîñòè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî�øåíèå �Szz �ESl = pL: (44)Øåðîõîâàòàÿ ãðàíèöà. Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï Îí�ñàãåðà, ïîëó÷àåìvS = � �mSnS(�S � �L) + SS(TS � TL)�++ � ��Szz + �S(�S � �L) + SS(TS � TL)� ;wS = � �mSnS(�S � �L) + SS(TS � TL)��+ � ��Szz + �S(�S � �L) + SS(TS � TL)� ; (45)ïðè÷åì ìàòðèöà êèíåòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ � �� �! ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.�ëàäêàÿ ãðàíèöà. �ëàäêîñòü ïîâåðõíîñòè ïîäðà�çóìåâàåò åå íåïîäâèæíîñòü îòíîñèòåëüíî ðåøåòêè:wS = 0:Äëÿ ñêîðîñòè ãàçà âîçáóæäåíèé ïîëó÷àåì óñå÷åí�íûé âàðèàíò (45):vS = � �mSnS(�S � �L) + SS(TS � TL)� (46)è êèíåòè÷åñêèé êîý��èöèåíò � > 0.3.3.2. �ðàíèöà êðèñòàëë�ñòåíêàÇäåñü ìû ïîëó÷èì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïî�âåðõíîñòè ðàçäåëà ìåæäó êðèñòàëëîì ãåëèÿ è íåêî�òîðûì íîðìàëüíûì òâåðäûì òåëîì (êàê, íàïðèìåð,êâàðö â ýêñïåðèìåíòå [17℄), èíà÷å ãîâîðÿ, ¾ñòåíêîé¿.Ïîä ñòåíêîé áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ìàêðîñêîïè÷åñêèïëîñêóþ áåññòðóêòóðíóþ ñðåäó. Ñòåíêà õàðàêòåðè�çóåòñÿ îòñóòñòâèåì â íåé ïîòîêà ìàññû (ò. å. ïîòîêàìàññû ñêâîçü ãðàíèöó). Ñòåíêà, îäíàêî, ìîæåò îáåñ�ïå÷èâàòü ïðîèçâîëüíûé ïîòîê òåïëà, îáîçíà÷èì åãî1104
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�èñ. 5. �ðàíèöà êðèñòàëë�ñòåíêàQ, à òåìïåðàòóðó ñòåíêè TW (ñì. ðèñ. 5). Äëÿ îïèñà�íèÿ ñòåíêè òðåáóåòñÿ ìåíüøå ïåðåìåííûõ, ÷åì äëÿæèäêîñòè, íåóäèâèòåëüíî ïîýòîìó, ÷òî ïîëó÷àþùè�åñÿ óðàâíåíèÿ íåñêîëüêî ïðîùå.Òàê æå, êàê è äëÿ ãðàíèöû êðèñòàëë�æèäêîñòü,�àêòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàâèñÿò îò ìèê-ðîñêîïè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîâåðõíîñòè. Èìåþòñÿäâå êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè.�ëàäêàÿ ãðàíèöà. Ëåãêî ñåáå ïðåäñòàâèòü ãëàä�êóþ áàçèñíóþ ïëîñêîñòü, ïðèëåãàþùóþ ê àòîì-íî-ãëàäêîé ñîèçìåðèìîé ñòåíêå. Ýòà ïëîñêîñòü áó�äåò íåïîäâèæíà îòíîñèòåëüíî ñòåíêè, òàê êàê äëÿåå äâèæåíèÿ ïîòðåáîâàëîñü áû îáðàçîâàíèå çàðîäû�øåé íîâûõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ñëîåâ. Òàêàÿ ãðàíèöààíàëîãè÷íà ãëàäêîé ãðàíèöå ìåæäó êðèñòàëëîì èæèäêîñòüþ, åñòåñòâåííî íàçâàòü åå òîæå ãëàäêîé.�ðàíè÷íîå óñëîâèå íà íåé òðèâèàëüíî: wS = vS = 0.Øåðîõîâàòàÿ ãðàíèöà. Äðóãàÿ, ãîðàçäî áîëåå èí�òåðåñíàÿ ñèòóàöèÿ, ðåàëèçóåòñÿ, íàïðèìåð, åñëè ïî�âåðõíîñòü ñëåãêà íàêëîíåíà ïî îòíîøåíèþ ê áàçèñ�íîé ïëîñêîñòè. Òàêèå ïëîñêîñòè ìîãóò äâèãàòüñÿ çàñ÷åò îáðàçîâàíèÿ íîâûõ óçëîâ íà êðàå. Ýòî îçíà÷à�åò, ÷òî íà ñêîðîñòü ðåøåòêè ó ïîâåðõíîñòè íå íàëî�æåíî íèêàêèõ ñâÿçåé. Äðóãèìè ñëîâàìè, âàêàíñèèìîãóò ñâîáîäíî ðîæäàòüñÿ è èñ÷åçàòü íà òàêîé ïî�âåðõíîñòè (â ýòîì ñìûñëå òàêóþ ïîâåðõíîñòü ìîæ�íî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèñò äèñëîêàöèé, ðàñïîëîæåí�íûé â ïëîñêîñòè ðàçäåëà, êîòîðûé ñëóæèò èñòî÷íè�êîì èëè ñòîêîì âàêàíñèé; ñð. ñ ðàññóæäåíèÿìè, èñ�ïîëüçóåìûìè â ðàáîòå [19℄ äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíèçìàïëàñòè÷íîñòè ïîëèêðèñòàëëîâ). Íàçîâåì òàêóþ ïî�âåðõíîñòü øåðîõîâàòîé.Òàêèì îáðàçîì, ãðàíèöà êðèñòàëë�ñòåíêà òîæåìîæåò áûòü ãëàäêîé èëè øåðîõîâàòîé. Ïðåäëàãàå�ìûé ìåõàíèçì ðîñòà âîçìîæåí òîëüêî ïðè íàëè÷èèøåðîõîâàòîé ãðàíèöû. Â ýòîì ñëó÷àå, ïðèìåíÿÿ ïîä�

õîä, àíàëîãè÷íûé èñïîëüçîâàííîìó äëÿ æèäêîñòè,çàïèøåì çàêîíû ñîõðàíåíèÿ:8><>: SS(vS + wS) = R+Q=TW ;wS(ES�ESl +�Szz)+vS(TSSS+mSnS�S) = Q;vSmSnS + �SwS = 0:Çäåñü ñíîâà R � ïîâåðõíîñòíàÿ äèññèïàòèâíàÿ�óíêöèÿ,RTW = vS �mSnS�S (ES �ESl +�Szz���S�S � TWSS) + SS(TW � TS)� == vS �mSnS�S �Szz +�1� mSnS�S �SS(TW � TS)� :Îíà äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé, ñêîðîñòü ãàçà êâà�çè÷àñòèö íà ïîâåðõíîñòè òîãäà îïðåäåëèòñÿ âûðàæå�íèåìvS = ��mSnS�S �Szz++ �1� mSnS�S �SS(TW � TS)� ; (47)ïðè÷åì � > 0. 3.4. Ñêîðîñòü ðîñòàÏðèìåíèì ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ê çàäà÷å î ðî�ñòå ãðàíåé êðèñòàëëè÷åñêîãî ãåëèÿ. Â ýòîé ñèñòå�ìå äâà òèïà ýëåìåíòàðíûõ âîçáóæäåíèé � �îíîíûè âàêàíñèè. Âàêàíñèè ïðè ýòîì èãðàþò ðåøàþùóþðîëü íîñèòåëåé ìàññû, ìàññà êàæäîé èç íèõ ðàâíàìàññå àòîìà ãåëèÿ ñ îáðàòíûì çíàêîì: m = �mHe.Ïî-ïðåæíåìó îãðàíè÷èìñÿ ëèíåéíûì ïðèáëèæåíè�åì â îäíîìåðíîì ñëó÷àå.Ïëîòíîñòü êâàçèèìïóëüñà òîãäà (èíäåêñ ¾S¿ ïè�ñàòü íå áóäåì) ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè:K = �Kv,ãäå �K � ~a4 T 4�4D : (48)Çäåñü �D � òåìïåðàòóðà Äåáàÿ,  � ñêîðîñòü çâóêàâ êðèñòàëëå, a � ïåðèîä ðåøåòêè. Ïîñëåäíåå ðàâåí�ñòâî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ïðè íèçêèõ òåìïåðàòóðàõêîëè÷åñòâî âàêàíñèé ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëî è êâà�çèèìïóëüñ îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì �îíîíàìè. Ïî�ýòîìó �K ñ òî÷íîñòüþ äî êîý��èöèåíòà ñîâïàäàåò ñïëîòíîñòüþ íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû â ñâåðõòåêó÷åéæèäêîñòè, �K � �n � T 4=~35 (ñì. [20℄).10 ÆÝÒÔ, âûï. 6 (12) 1105
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�èñ. 6. �îñò êðèñòàëëàÄàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ ïðèíÿòü âî âíèìàíèåòðåíèå ìåæäó ãàçîì âîçáóæäåíèé è ðåøåòêîé, ò. å.ó÷åñòü (ðåäêèå) ïðîöåññû ïåðåáðîñà. Äëÿ èõ îïèñà�íèÿ â � -ïðèáëèæåíèè ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùåå âðå�ìÿ ðåëàêñàöèè �U � ¾âðåìÿ ïðîáåãà ìåæäó ñòîëê�íîâåíèÿìè ñ ïåðåáðîñîì¿. Ñîîòâåòñòâóþùèé ÷ëåííåîáõîäèìî äîáàâèòü â �îðìóëó (42):0 = _K = �mnr�� SrT � K�U == �mnr�� SrT � �K v�U :Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî �U , âîîáùå ãîâîðÿ, îïðå�äåëÿåòñÿ ñòîëêíîâåíèÿìè è �îíîíîâ, è âàêàíñèé, õî�òÿ êîíöåíòðàöèÿ ïîñëåäíèõ çíà÷èòåëüíî íèæå. Íà�ïðèìåð, åñëè øèðèíà âàêàíñèîííîé çîíû äîñòàòî÷�íà ìàëà, òî âåðîÿòíîñòü ïåðåáðîñà â âàêàíñèîííîìñòîëêíîâåíèè çíà÷èòåëüíî âûøå, ÷åì â �îíîííîì.Ýòîò ý��åêò ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëåå ñóùåñòâåííûì,÷åì ðàçëè÷èå â êîíöåíòðàöèÿõ.×òîáû îöåíèòü ñêîðîñòü ðîñòà ãëàäêîé ãðàíè,çàïèøåì ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû â âèäå rT == (T2 � T1)=h, ãäå èíäåêñû ¾1¿ è ¾2¿ áóäóò îáîçíà�÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ãðàíèöû ñî ñòåíêîé è ñ æèäêî�ñòüþ (ñì. ðèñ. 6). Àíàëîãè÷íî äëÿ õèìè÷åñêîãî ïî�òåíöèàëà r� = (�2 � �1)=h. Èñïîëüçóåì ãðàíè÷íûåóñëîâèÿ (46) è (47):

(�+ �)v = �� �mn(�2 � �L) + S(T2 � TL)++mn� �zz1 +�1� mn� �S(TW � T1)� == ���mn(�2 � �1) + S(T2 � T1) + S(TW � TL) ++mn��1 � �L + 1� ��zz1 � S(TW � T1)��� == �����Kh v�U + S(TW � TL) ++mn�1� ��zz1 � S(TW � T1)�+ �1 � �L��:Äðóãèìè ñëîâàìè,v� 1� + 1� + �Kh�U � = S(TW � TL) ++mn�1� ��zz1 � S(TW � T1)�+ �1 � �L� ;ãäå (ñîãëàñíî �îðìóëàì (37) è (44))�zz1 = �zz1 � T1S1 �El1 +E1 � �1�1 == pL � T1S1 +E1 � �1�1:Â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ �zz1 = 0, �1 = �L,TW = TL = T1. Åñëè òåìïåðàòóðà è äàâëåíèå îò�ëè÷àþòñÿ îò ðàâíîâåñíûõ íà �T è �p, òî ñêîðîñòüðîñòà vg îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì� vg �mn � 1� + 1� + �Kh�U � = �S�T ++mn 1�(�p� S�T1 � T�S1 +�E1 �� ���1 � ���1 + S�T1) ++��1 + SL�T ��p�L ! == �S�T +mn��p� + SL�T ��p�L � == ��S � SLmn�L ��T +mn�1� � 1�L��p; (49)ãäå èñïîëüçîâàíû �îðìóëà (33), òåðìîäèíàìè÷åñêîåòîæäåñòâî äëÿ æèäêîñòè d� = (dp � SdT )=� è î÷å�âèäíîå ñîîòíîøåíèå vg = �vmn=�.Ïîëîæèì òåïåðü â ýòîì óðàâíåíèè âòîðîé ÷ëåíâ ïðàâîé ÷àñòè ðàâíûì íóëþ: ýòî ñòàíäàðòíàÿ ïî�ñòàíîâêà ýêñïåðèìåíòà ïî èçìåðåíèþ òåïëîïðîâîä�íîñòè. Ïîòîê òåïëà Q = vTS ìîæíî âûðàçèòü êàêQ = � �TRK1 +RK2 + h=�;1106



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006 Äâóõæèäêîñòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà: íîâûå àñïåêòûãäå RK1 è RK2 � ïîâåðõíîñòíûå òåïëîâûå ñîïðî�òèâëåíèÿ Êàïèöû íà ãðàíèöàõ êðèñòàëë�ñòåíêà èêðèñòàëë�æèäêîñòü, à � � îáúåìíàÿ òåïëîïðîâîä�íîñòü ñàìîãî êðèñòàëëà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî RK2 � RK1,mn� � è �� �L � �, ñðàçó ïîëó÷àåìRK1 = 1�TS2 ; � = �UTS2�K :Ñëåäîâàòåëüíî, ñêîðîñòü ðîñòà îïðåäåëÿåòñÿ âûðà�æåíèåìvg = mn�(TS2RK + TS2h=�) �S�T +mn�� �L�2 �p� :Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîäðàçóìåâàåò,÷òî òåðìîäèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèñòàëëà â îñíîâ�íîì îïðåäåëÿþòñÿ �îíîíàìè, â òî âðåìÿ êàê ó÷àñ-òèå âàêàíñèé â ðàññìàòðèâàåìîì ý��åêòå îãðàíè�÷èâàåòñÿ ïåðåíîñîì ìàññû. Ìû âèäèì, ÷òî ñêîðîñòüðîñòà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îòëè÷èåì äàâëåíèÿ îò ðàâ�íîâåñíîãî, òàê è ðàçíîñòüþ òåìïåðàòóð æèäêîñòè èñòåíêè.Â ñóùåñòâóþùèõ ýêñïåðèìåíòàõ [17℄ òåìïåðàòó�ðà íèæå 100ìÊ. Â ýòîé îáëàñòè äëèíà ïðîáåãà �îíî�íîâ ñóùåñòâåííî áîëüøå ðàçìåðà îáðàçöà è âëèÿíèå�îíîíîâ íà ðîòîíû ïðîïîðöèîíàëüíî âûñîêîé ñòåïå�íè ìàëîãî îòíîøåíèÿ T=�D. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìî�æåì ðàññìàòðèâàòü âàêàíñèîííûé ãàç íåçàâèñèìî èïðåíåáðå÷ü âëèÿíèåì �îíîíîâ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿñðàâíåíèÿ ñ ýêñïåðèìåíòîì íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòüâàêàíñèîííûå âåëè÷èíû â �îðìóëó (49). Íèêàêèõäàííûõ î ãðàäèåíòàõ òåìïåðàòóð â îáñóæäàåìîé ýêñ�ïåðèìåíòàëüíîé ðàáîòå íå ïðèâîäèòñÿ, ïîýòîìó áó�äåì ñ÷èòàòü ñèñòåìó èçîòåðìè÷íîé: �T = 0.Êèíåòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû � è � îïðåäåëÿþò�ñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïîãëîùåíèÿ âàêàíñèé ïðè ðàññåÿ�íèè íà ãðàíèöå. Â ýòîì ñëó÷àå ñêîðîñòü ãàçà âàêàí�ñèé v íà ïîâåðõíîñòè äîëæíà áûòü âûðàæåíà ÷åðåçêîý��èöèåíò àêêîìîäàöèè W (îòíîøåíèå ÷èñëà ïî�ãëîùåííûõ âàêàíñèé ê ïîëíîìó ÷èñëó ïàäàþùèõ):v � �ff VTW; (50)ãäå �f � fm��=T � ðàçíîñòü ìåæäó �óíêöèÿìèðàñïðåäåëåíèÿ ïàäàþùèõ è îòðàæåííûõ ÷àñòèö, àVT �pT=m� � òåïëîâàÿ ñêîðîñòü. Çäåñü m� � ý���åêòèâíàÿ ìàññà âàêàíñèè âáëèçè äíà ðàçðåøåííîéçîíû, ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû îíà ìîæåò áûòü âûðà�æåíà ÷åðåç øèðèíó çîíû �:m� � ~2=(a2�):Êîý��èöèåíò àêêîìîäàöèè W êàê âåðîÿòíîñòüëþáîãî íåóïðóãîãî ïðîöåññà ïðè âçàèìîäåéñòâèè

êâàçè÷àñòèöû ñ ïîâåðõíîñòüþ ïðèìåðíî ðàâåí êâàä-ðàòó îòíîøåíèÿ ïåðèîäà ðåøåòêè ê äëèíå âîëíû äåÁðîéëÿ âîçáóæäåíèÿ [21℄:W � �a��2 � T� :Ñðàâíèâàÿ òåïåðü �îðìóëû (50), (46) è (47), ïîëó�÷àåì çíà÷åíèÿ êîý��èöèåíòîâ� � � � an~r T� :Îöåíèòü âðåìÿ ðåëàêñàöèè ïî îòíîøåíèþ ê íîð�ìàëüíûì (áåç ïåðåáðîñà) âàêàíñèîííûì ñòîëêíîâå�íèÿì ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:�N � 1n�VT ;ãäå � � a2 � ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ âàêàíñèé äðóã íàäðóãå. Âðåìÿ ðåëàêñàöèè ñ ïðîöåññàìè ïåðåáðîñàýêñïîíåíöèàëüíî áîëüøå: �U � �N exp(�U=T ), ãäåõàðàêòåðíàÿ ýíåðãèÿ �U < �.Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå �K = m�n è�îðìóëó (49), ïîëó÷àåì ñêîðîñòü ðîñòàvg � m2n2(�� �L)(1=�+ 1=� +m�n=�U )�3�p �� m2n2(�� �L)�p�=Tn~=a+hm�n2a2VT exp(��U=T )� �3�p �� a4(�� �L)~�  r�T e�0=T + harT�e��U=T!�1�p:Çäåñü äëÿ îöåíêè ìû ïîëîæèëè �a3 � m èna3 � exp(��0=T ), ãäå �0 � ýíåðãèÿ äíà çîíû âà�êàíñèé. Ïîäâèæíîñòü ãðàíè (âåëè÷èíà, ââåäåííàÿâ ðàáîòå [17℄ �îðìóëîé ��f = vg=�p) îêàçûâàåòñÿðàâíîé��f � a4~ �� �L� �� r�T e�0=T + har T�e��U=T!�1 : (51)Íàèëó÷øåå ñîîòâåòñòâèå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìèäàííûìè, ïðèâåäåííûìè â ýòîé ðàáîòå, äîñòèãàåòñÿ,åñëè ñ÷èòàòü �0 � � � 2�U � 100ìÊ.4. �ÈÄ�ÎÄÈÍÀÌÈÊÀ Â��ÀÂÈÒÀÖÈÎÍÍÎÌ ÏÎËÅÎáû÷íàÿ ïðîöåäóðà âûâîäà ãèäðîäèíàìè÷åñêèõóðàâíåíèé, îñíîâàííàÿ íà èñïîëüçîâàíèè çàêîíîâ ñî�õðàíåíèÿ, íåïðèìåíèìà äëÿ ñèñòåìû, íàõîäÿùåéñÿ1107 10*



À. Ô. Àíäðååâ, Ë. À. Ìåëüíèêîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006âî âíåøíåì ïîëå. Îäíàêî äëÿ ãðàâèòàöèîííîãî ïî�ëÿ îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì [22℄ ëåãêî íàéòè òî÷íûåóðàâíåíèÿ. Ýòî íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíî ñ îáùèìïðèíöèïîì îòíîñèòåëüíîñòè, ò. å. ñ âîçìîæíîñòüþèñêëþ÷èòü ãðàâèòàöèîííîå ïîëå ïîäõîäÿùåé çàìå�íîé êîîðäèíàò. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íèæå îäíî�ðîäíîãî ïîëÿ Çåìëè ýòà çàìåíà ýêâèâàëåíòíà ïåðå�õîäó â ñâîáîäíî ïàäàþùóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà.Â ï. 4.1 òàêèì îáðàçîì îáîáùèì ñòàíäàðòíûåãèäðîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñâåðõòåêó÷åé æèäêî�ñòè: îáû÷íûå óðàâíåíèÿ áóäóò çàïèñàíû â ñâîáîäíîïàäàþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò, à çàòåì âñå ÷ëåíû ïðå�îáðàçîâàíû â ëàáîðàòîðíóþ ñèñòåìó.Íóæíî îòìåòèòü, ÷òî ïîïûòêà óãàäàòü ïðàâèëü�íûå óðàâíåíèÿ, èñêóññòâåííî äîáàâèâ ÷ëåíû, ñâÿçàí�íûå ñ ïîëåì òÿæåñòè, ÷ðåâàòà ïðîáëåìàìè. Â ÷àñò�íîñòè, íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì ïîëó÷èòü âèääèññèïàòèâíûõ ÷ëåíîâ: â ïðèñóòñòâèè ïîëÿ ñðåäàíåîäíîðîäíà äàæå â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ.Èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé ñëåäóåò íåîæèäàí�íûé ðåçóëüòàò: îáùåèçâåñòíî [23℄, ÷òî ñâåðõòåêó÷àÿæèäêîñòü îáëàäàåò ñâîéñòâîì ¾ñâåðõòåïëîïðîâîäíî�ñòè¿. Ìû ïîêàæåì, ÷òî ñâåðõòåêó÷àÿ æèäêîñòü, áó�äó÷è ïîìåùåííîé â ãðàâèòàöèîííîå ïîëå, â íåêîòî�ðîì ñìûñëå òåðÿåò ýòó èñêëþ÷èòåëüíîñòü.Ñâåðõòåïëîïðîâîäíîñòü îáúÿñíÿåòñÿ ñâîåîáðàç�íûì êîíâåêòèâíûì ìåõàíèçìîì ïåðåíîñà òåïëà �âñÿêàÿ ðàçíîñòü òåìïåðàòóð â ãåëèè II ïðèâîäèòê âîçíèêíîâåíèþ â íåì ïðîòèâîòîêà íîðìàëüíîãîè ñâåðõòåêó÷åãî äâèæåíèé, êîìïåíñèðóþùèõ äðóãäðóãà ïî êîëè÷åñòâó ïåðåíîñèìîé èìè ìàññû. Òåïëîïðè ýòîì ïåðåíîñèòñÿ íîðìàëüíûì äâèæåíèåì è ïî�òîê òîæå ìîæåò èìåòü êîíå÷íóþ âåëè÷èíó ïðè ñêîëüóãîäíî ìàëîé ðàçíîñòè òåìïåðàòóð. Òàêèì îáðàçîì,â îòëè÷èå îò îïèñûâàþùåéñÿ çàêîíîì Ôóðüå òåïëî�ïðîâîäíîñòè â îáû÷íûõ æèäêîñòÿõ, ïåðåíîñ òåïëàïðîèñõîäèò áåç äèññèïàöèè [24℄. Ýêñïåðèìåíòàëüíîíàáëþäàåìîå èíîãäà îòêëîíåíèå îò ýòîãî ïðàâèëàïðè áîëüøèõ ïîòîêàõ òåïëà îáû÷íî ñâÿçûâàåòñÿ ñðîæäåíèåì âèõðåé. Òàêîé ìåõàíèçì [25℄ ïðèâîäèò êñëîæíîé íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè ãðàäèåíòà òåìïå�ðàòóðû îò ïîòîêà òåïëà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïîëåòÿæåñòè Çåìëè ãåëèé II ïðè ïðîïóñêàíèè ÷åðåç íåãîòåïëà íåèçîòåðìè÷åí äàæå ïðè îòñóòñòâèè âèõðåé.Ñëåäóÿ ðàáîòå îäíîãî èç àâòîðîâ [22℄, ïîêàæåì,÷òî â ïîëå òÿæåñòè òåïëîïåðåäà÷à äàæå â ñâåðõ�òåêó÷åé æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Ôóðüå. Âï. 4.2 ìû îïðåäåëèì ¾ý��åêòèâíóþ òåïëîïðîâîä�íîñòü¿ ãåëèÿ II. Ïîíÿòü ýòî ÿâëåíèå ìîæíî ñëåäó�þùèì îáðàçîì. Ïîëå òÿæåñòè Çåìëè íàðóøàåò îä�íîðîäíîñòü ñèñòåìû, ñîçäàâàÿ, â ÷àñòíîñòè, ãðàäè�åíò äàâëåíèÿ ïî âûñîòå. Ýòà íåîäíîðîäíîñòü è ÿâëÿ�

åòñÿ ïðè÷èíîé äèññèïàöèè íîðìàëüíîãî äâèæåíèÿ.Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðàâèòàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåõàíèçìîìòðåíèÿ ìåæäó íîðìàëüíîé êîìïîíåíòîé è Çåìëåé.Èç-çà ýòîãî òðåíèÿ â æèäêîñòè ïîÿâëÿåòñÿ êîíå÷�íûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû, ïðîïîðöèîíàëüíûé (âëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè) ïîòîêó ýíåðãèè7). Äëÿ ïðî�ñòîòû îãðàíè÷èìñÿ îäíîìåðíîé çàäà÷åé, êîãäà âëè�ÿíèåì ñòåíîê ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, à ïîòîê ýíåðãèèíàïðàâëåí âåðòèêàëüíî. Ïðè ïîìîùè ëèíåàðèçîâàí�íûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé íàéäåì ãðàäè�åíò òåìïåðàòóðû, ñâÿçàííûé ñ ïîòîêîì òåïëà.Íàéäåííîå ý��åêòèâíîå òåïëîâîå ñîïðîòèâëåíèåóâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê òåìïåðàòóðåñâåðõòåêó÷åãî ïåðåõîäà. Â ï. 4.3 ïîêàæåì, ÷òî îíîðàñõîäèòñÿ â �-òî÷êå, è âû÷èñëèì åãî êðèòè÷åñêîåïîâåäåíèå. 4.1. ÓðàâíåíèÿÓðàâíåíèÿ ñâåðõòåêó÷åé ãèäðîäèíàìèêè äëÿ ñè�ñòåìû, ïîìåùåííîé âî âíåøíåå ïîëå, îòëè÷àþòñÿîò óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ èçîëèðîâàííóþ æèä�êîñòü. Äëÿ íàõîæäåíèÿ èçìåíåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïî�ëåì òÿæåñòè, âîñïîëüçóåìñÿ ïðèíöèïîì îáùåé îòíî�ñèòåëüíîñòè. Â îäíîðîäíîì ïîëå òÿæåñòè Çåìëè gîïðåäåëèì íåèíåðöèàëüíóþ ñâîáîäíî ïàäàþùóþ ñè�ñòåìó îòñ÷åòà ~K. Îíà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêî�ðåíèåì g ïî îòíîøåíèþ ê ëàáîðàòîðíîé ñèñòåìåK(t; xi). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðè t = 0 ýòè ñèñòåìûñîâïàäàëè è èõ îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü áûëà ðàâíàíóëþ. Ýòî îáåñïå÷èò ñîâïàäåíèå âñåõ ãèäðîäèíàìè�÷åñêèõ ïåðåìåííûõ8) â ýòîò ìîìåíò. Â ñèñòåìå ~Kãðàâèòàöèÿ îòñóòñòâóåò, ïîýòîìó (â íüþòîíîâñêîìïðåäåëå) æèäêîñòü îïèñûâàåòñÿ îáû÷íûìè óðàâíå�íèÿìè [5℄ 8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
�~��t = � �~ji�xi ;�~jk�t = �� ~�ik�xi ;�~vks�t = � � ~��xk ;� ~E�t = �� ~Qi�xi ; (52)

ãäå âåëè÷èíû ñ òèëüäîé îòíîñÿòñÿ ê ~K, � � ïëîò�íîñòü æèäêîñòè, j � ïîòîê ìàññû, vs � ñêîðîñòü7) Çàìåòèì, ÷òî åñòåñòâåííàÿ êîíâåêöèÿ â îáû÷íîé æèä-êîñòè çàêîíîì Ôóðüå íå îïèñûâàåòñÿ.8) ßâëÿþùèõñÿ �óíêöèÿìè �, j, vs è E, íî íå èõ ïðîèçâîä�íûõ ïî âðåìåíè.1108



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006 Äâóõæèäêîñòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà: íîâûå àñïåêòûñâåðõòåêó÷åãî äâèæåíèÿ, E � ïëîòíîñòü ýíåðãèè.Ïîòîêè â óðàâíåíèÿõ (52) îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíè�ÿìè ~�ik = visjk + vknji � �vknvis + pÆik + ~�ik; (53)~�ik = ����vin�xk + �vkn�xi � 23 �vln�xl Æik��� Æik ��1 �(ji � �vin)�xi + �2 �vln�xl � ; (54)~� = �+ v2s=2 + ~�; (55)~� = ��3 �(ji � �vin)�xi � �1 �vin�xi (56)è ~Qi = ��+ v2s2 � ji + STvin + vinvkn �jk � �vks �++ (ji � �vin)~�+ vkn~�ik � � �T�xi : (57)Çäåñü vn � ñêîðîñòü íîðìàëüíîãî äâèæåíèÿ, p �äàâëåíèå, � � õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, S � ïëîò�íîñòü ýíòðîïèè, T � òåìïåðàòóðà, �, �1, �2, �3, � �êèíåòè÷åñêèå êîý��èöèåíòû. Êàê îáû÷íî, ìû âû�ïèñûâàåì íå âñå âîçìîæíûå êèíåòè÷åñêèå êîý��è�öèåíòû, à ëèøü íàèáîëüøèå. Âîîáùå ãîâîðÿ, äèñ�ñèïàöèÿ â ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ òðè�íàäöàòüþ êèíåòè÷åñêèìè êîý��èöèåíòàìè, à íå ïÿ�òüþ (îòìå÷åíî À. Êëàðêîì â 1963 ã., ñì. îáñóæäåíèåýòîãî âîïðîñà â ðàáîòå [24℄).×òîáû ïåðåïèñàòü ýòè óðàâíåíèÿ â ëàáîðàòîðíîéñèñòåìå, íåîáõîäèìî ïåðåâåñòè âñå ÷ëåíû â ëåâûõ÷àñòÿõ ðàâåíñòâ (52) â K. Ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðåîáðà�çîâàíèåì ~� = �;~j = j� gt�;~vs = vs � gt;~E = E � j � gt+ �g2t2=2:Ïðè t = 0 ïîëó÷àåì8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
���t + �ji�xi = 0;�jk�t + � ~�ik�xi = �gk;�vks�t + � ~��xk = gk;�E�t + � ~Qi�xi = jkgk: (58)

4.2. Ý��åêòèâíàÿ òåïëîïðîâîäíîñòüÏðè ñòàöèîíàðíîì òå÷åíèè âñå âðåìåíí�ûå ïðîèç�âîäíûå â óðàâíåíèÿõ (58) èñ÷åçàþò. �àññìîòðèì îä�íîìåðíóþ ñèñòåìó, â êîòîðîé âñå ñêîðîñòè è ïîòîêèâåðòèêàëüíû. Íàïðàâèì îñü z âíèç ïî g. Â òèïè÷íîìýêñïåðèìåíòå [26℄ òåïëî ïåðåíîñèòñÿ â ñâåðõòåêó÷åìïðîòèâîòîêå, ïðè êîòîðîì íîðìàëüíàÿ è ñâåðõòå�êó÷àÿ ñêîðîñòè íàïðàâëåíû íàâñòðå÷ó äðóã äðóãóè îáåñïå÷èâàþò íóëåâîé ñóììàðíûé ïîòîê ìàññû.Óñëîâèå j = 0, òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿåòñÿ ïî âñåéâûñîòå ÿ÷åéêè. Â ýòîé ñèòóàöèè ïåðâîå óðàâíåíèåâ (58) òðèâèàëèçóåòñÿ, à îñòàâøèåñÿ òðè èìåþò âèä8><>:�0 = �g;�0 = g;Q0 = 0; (59)ãäå øòðèõ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ �=�z.Â ëèíåéíîì (ïî ñêîðîñòÿì è ãðàäèåíòàì òåìïå�ðàòóðû) ïðèáëèæåíèè ïîòîêè â óðàâíåíèÿõ (59) âû�ãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:� = p+ �1(�vn)0 � �2v0n � 43�v0n; (60)� = �+ �3(�vn)0 � �1v0n; (61)Q = TSvn � �T 0: (62)Óäåðæèâàÿ ìëàäøèå ïî ãðàäèåíòàì íåòðèâèàëü�íûå ÷ëåíû (òàêèì îáðàçîì, ñ÷èòàÿ âëèÿíèå g ìà�ëûì) è èñêëþ÷àÿ �0 ïðè ïîìîùè òåðìîäèíàìè÷åñêî�ãî òîæäåñòâà �d� = dp � SdT èç �îðìóë (59), (60)è (61), ïîëó÷àåìA0v0n +Bvn + ST 0 = 0;ãäå ìû îáîçíà÷èëèA = 2��1 � 43� � �2 � �2�3;B = (� 01 � �� 03) �0 + (�1 � ��3) �00:Îêîí÷àòåëüíî, èñïîëüçóÿ �îðìóëû (59) è (62), ïî�ëó÷àåì ðàâåíñòâî, �îðìàëüíî èìåþùåå âèä çàêîíàÔóðüå: T 0 = �%Q; (63)ãäå ðîëü ý��åêòèâíîãî òåïëîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ èã�ðàåò âåëè÷èíà % = 1TS2 �B � S0S A0� : (64)1109



À. Ô. Àíäðååâ, Ë. À. Ìåëüíèêîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006Ìû âèäèì, ÷òî â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ãðàäè�åíò òåìïåðàòóðû ïðîïîðöèîíàëåí ïîòîêó òåïëà. Êî�ý��èöèåíò % èìååò âòîðîé ïîðÿäîê ïî íåîäíîðîäíî�ñòè ñèñòåìû, ò. å. % / g2. Ïðè ó÷åòå ÷ëåíîâ áîëåå âû�ñîêîãî ïîðÿäêà îäèí è òîò æå ïîòîê òåïëà, íàïðàâ�ëåííûé ââåðõ è âíèç, ïðèâîäèò ê ðàçëè÷àþùèìñÿãðàäèåíòàì òåìïåðàòóðû.Îêðåñòíîñòü T�Ý��åêò, îáñóæäàâøèéñÿ â ïðåäûäóùåì ïàðàãðà��å, ïðîÿâëÿåòñÿ ñèëüíåå â îêðåñòíîñòè �-òî÷êè. Äëÿîïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ý��åêòèâíîéòåïëîïðîâîäíîñòè íàì ïîòðåáóåòñÿ îöåíèòü êèíåòè�÷åñêèå êîý��èöèåíòû, âõîäÿùèå â �îðìóëó (64).Ýòî ìîæåò áûòü ñäåëàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì èäåéäèíàìè÷åñêîãî ïîäîáèÿ [27℄. Êàê óæå óêàçûâàëîñü,èíäåêñ òåïëîåìêîñòè â ãåëèè î÷åíü ìàë, áóäåì íèæåñ÷èòàòü åãî ðàâíûì íóëþ. Ïëîòíîñòü ñâåðõòåêó÷åéêîìïîíåíòû â ýòîì ñëó÷àå �s / r�1 / t2=3, ãäå r �êîððåëÿöèîííàÿ äëèíà (ñì. ï. 2.4), à t � ïðèâåäåí�íàÿ òåìïåðàòóðà, t = T� � T .Çàòóõàíèå âòîðîãî çâóêà [5℄ íà ãðàíèöå êðèòè÷å�ñêîé îáëàñòè îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî êîððåëÿöè�îííîé äëèíå:r�1 / Im !u2 = !22�u32 ��� �s�n �43� + �2 + �2�3 � 2��1�+ ��T �T�S� : (65)Çäåñü �n = ���s, ! è u2 � ñîîòâåòñòâåííî êîìïëåêñ�íûå ÷àñòîòà è ñêîðîñòü âòîðîãî çâóêà. Ïîñëåäíÿÿîïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåìu2 = S�1=2s�T�S �s�n / t1=3:Äàëåå, ïîëàãàÿ, ÷òî íà êðàþ êðèòè÷åñêîé îáëàñòèâñå ÷ëåíû â âûðàæåíèè (65) âíîñÿò îäèíàêîâûéâêëàä â çàòóõàíèå âòîðîãî çâóêà, íàõîäèì êèíåòè�÷åñêèå êîý��èöèåíòû:� / �1 / �2 / �3 / ru2��1s / t�1: (66)Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëàâíîãî ÷ëåíà â ïðîñòðàí�ñòâåííûõ ïðîèçâîäíûõ â �îðìóëå (64) çàìåòèì, ÷òî��z / �g� ��p�T / ��gT dT�dp � ��t�p :Çäåñü ïðîèçâîäíàÿ dT�=dp áåðåòñÿ ïî êðèâîé �à�

çîâîãî ïåðåõîäà. Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíåå âûðàæåíèåâ (64) è èñïîëüçóÿ (66), ïîëó÷àåì9)% / g2t2 : (67)Ïîêàçàâ, ÷òî â ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè ìîæåòïðèñóòñòâîâàòü êîíå÷íûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû,èíòåðåñíî âûÿñíèòü åãî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå.Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ý��åêòèâíîéòåïëîïðîâîäíîñòè (âûâåäåííîå â ëèíåéíîì ïðèáëè�æåíèè) îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ìàëûì ñêîðîñòÿì è ãðà�äèåíòàì. Ïîýòîìó îíè íåïðèìåíèìû âáëèçè êðèòè�÷åñêîé ñêîðîñòè. Äëÿ îöåíêè, îäíàêî, âîñïîëüçóåìñÿïîëó÷åííûìè ðåçóëüòàòàìè âíå èõ îáëàñòè ïðèìåíè�ìîñòè. Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçä. 2, êðèòè÷åñêèéïîòîê òåïëà Q â îêðåñòíîñòè �-òî÷êè âåäåò ñåáÿ ïîçàêîíó Q / t4=3. Èç �îðìóëû (67) âèäíî, ÷òî ìàê�ñèìàëüíûé ãðàäèåíò òåìïåðàòóðû T 0 óâåëè÷èâàåòñÿïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê T�:T 0 / t�2=3:5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÄâóõæèäêîñòíàÿ ãèäðîäèíàìèêà èìååò äàâíþþèñòîðèþ ïëîäîòâîðíîãî ïðèìåíåíèÿ ê èññëåäîâàíèþêâàíòîâûõ æèäêîñòåé è êðèñòàëëîâ. Òåì íå ìåíååîñòàëñÿ ðÿä ÿâëåíèé, ïðîÿñíèòü êîòîðûå ìîæíî ñ ååïîìîùüþ. Ñðåäè íèõ êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè, ëèíåé�íûé ðîñò ãëàäêèõ êðèñòàëëè÷åñêèõ ãðàíåé è äèññè�ïàòèâíàÿ òåïëîïåðåäà÷à â ñâåðõòåêó÷åé æèäêîñòè.Ñ÷èòàëîñü, ÷òî ðàçðóøåíèå ñâåðõòåêó÷åñòè â óç�êèõ îòâåðñòèÿõ èìååò ñëåäóþùóþ ïðèðîäó [3℄. Ïîêàñå÷åíèå íå ñëèøêîì ìàëî, êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü íåçàâèñèò îò òåìïåðàòóðû è óâåëè÷èâàåòñÿ ïî ìåðå ñó�æåíèÿ îòâåðñòèÿ. Èìåííî òàêîå ïîâåäåíèå õàðàêòåð�íî äëÿ �åéíìàíîâñêîé êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè, ñâÿ�çàííîé ñ ðîæäåíèåì âèõðåé.Â äîñòàòî÷íî óçêèõ îòâåðñòèÿõ èëè ïðè òåìïåðà�òóðàõ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê T�, ¾âèõðåâàÿ¿ êðèòè�÷åñêàÿ ñêîðîñòü ñòàíîâèòñÿ ñòîëü áîëüøîé, ÷òî ìåõà�íèçì ðàçðóøåíèÿ ñâåðõòåêó÷åñòè è åãî ñâîéñòâà ìå�íÿþòñÿ: êðèòè÷åñêàÿ ñêîðîñòü áîëüøå íå çàâèñèò îòñå÷åíèÿ îòâåðñòèÿ, íî óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì òåìïå�ðàòóðû. Òàêîå ïîâåäåíèå îáû÷íî ñâÿçûâàþò [3℄ ñ ìå�õàíèçìîì Èîðäàíñêîãî �Ëàíãåðà �Ôèøåðà [28℄. Îä�íàêî èç-çà îòñóòñòâèÿ íàäåæíîé èí�îðìàöèè î ïðî��èëå îòâåðñòèé ñåðüåçíîìó ÷èñëåííîìó ñðàâíåíèþñ ýêñïåðèìåíòîì ýòà òåîðèÿ íå ïîäâåðãàëàñü.9) Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñ íàøåé òî÷íîñòüþ íåëüçÿîòëè÷èòü T� îò T(Q), ââîäèìîé íåêîòîðûìè èññëåäîâàòåëÿ�ìè [4℄. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ýòè òåìïåðàòóðû ñîâïàäàþò.1110
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