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ÝÂÎËÞÖÈß ÀÍÑÀÌÁËß Ô�ÀÊÒÀËÜÍÛÕ À��Å�ÀÒÎÂÂ ÊÎËËÎÈÄÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕÅ. À. Åë�èìîâà, À. Þ. Çóáàðåâ *, À. Î. ÈâàíîâÓðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. À. Ì. �îðüêîãî620083, Åêàòåðèíáóðã, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 19 àïðåëÿ 2006 ã.Òåîðåòè÷åñêè èññëåäóåòñÿ àãðåãèðîâàíèå êîëëîèäíûõ ÷àñòèö â ãëóáîêèõ è óçêèõ ïåðâè÷íûõ ìèíèìóìàõïîòåíöèàëà ìåæ÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì êëàñòåðû èìåþò, êàê ïðàâèëî, âåò-âèñòóþ �ðàêòàëîïîäîáíóþ ñòðóêòóðó. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ àíàëèçó êîîïåðàòèâíûõ ý��åêòîâ,âîçíèêàþùèõ âñëåäñòâèå êîíêóðåíöèè àãðåãàòîâ çà ñâîáîäíûå ÷àñòèöû, íàõîäÿùèåñÿ â îñíîâíîé ÷àñòèêîëëîèäíîé âçâåñè. Àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî âñëåäñòâèå ýòîé êîíêóðåíöèè âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà àãðå-ãàòîâ è êèíåòèêà èõ ðîñòà ïîä÷èíÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûì çàêîíàì, ÷åì ýòî áûëî óñòàíîâëåíî ðàíåå âêîìïüþòåðíûõ è àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ýâîëþöèè îäèíî÷íûõ êîëëîèäíûõ êëàñòåðîâ.PACS: 82.70.Dd 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÏðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè è àãðåãèðîâàíèÿ ÿâëÿåò�ñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ çàäà÷ íàóêè î êîëëîèä�íûõ ñèñòåìàõ. Îñîáåííîñòè ýâîëþöèè è âíóòðåííåéñòðóêòóðû êîëëîèäíûõ àãðåãàòîâ îïðåäåëÿþòñÿ êîí�êóðåíöèåé ìåæäó ìîëåêóëÿðíûì ïðèòÿæåíèåì ÷àñ�òèö, èõ ñòåðè÷åñêèì è ýëåêòðîñòàòè÷åñêèì îòòàëêè�âàíèåì, à òàêæå èõ òåïëîâûì áðîóíîâñêèì äâèæå�íèåì.Êàê èçâåñòíî èç òåîðèè Äåðÿãèíà �Ëàí-äàó �Ôåðâåÿ �Îâåðáåêà âçàèìîäåéñòâèÿ êîëëî�èäíûõ ÷àñòèö, êîìáèíàöèÿ ìîëåêóëÿðíîãî ïðèòÿ�æåíèÿ è ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî îòòàëêèâàíèÿ ìîæåòïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ ñèñòåìû ýíåðãåòè÷åñêèõÿì è ðàçäåëÿþùèõ èõ áàðüåðîâ â ïîòåíöèàëå ìåæ�÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Íàèáîëåå áëèçêèå ê÷àñòèöàì ïåðâè÷íûå ïîòåíöèàëüíûå ìèíèìóìû,êàê ïðàâèëî, î÷åíü óçêèå è ãëóáîêèå, îñòàëüíûå(âòîðè÷íûå) ìèíèìóìû � îòíîñèòåëüíî ìåëêèåè øèðîêèå. Åñëè áàðüåð ìåæäó ïåðâè÷íîé è âòî�ðè÷íîé ýíåðãåòè÷åñêèìè ÿìàìè íàñòîëüêî âûñîê,÷òî ÷àñòèöû íå ìîãóò åãî ïðåîäîëåòü çà ðàçóìíîåêîíå÷íîå âðåìÿ, òî àãðåãèðîâàíèå ïðîèñõîäèò âîâòîðè÷íûõ ÿìàõ. Â ýòîì ñëó÷àå îíî ÷àñòî èìååòõàðàêòåð �àçîâûõ ïåðåõîäîâ òèïà ãàç �æèäêîñòü,*E-mail: Andrey.Zubarev�usu.ru

ãàç � òâåðäîå òåëî è ò. ä. [1�3℄. Åñëè ïîòåíöèàëüíûéáàðüåð ìàë èëè âîîáùå îòñóòñòâóåò, àãðåãèðîâàíèåïðîèñõîäèò â ãëóáîêèõ ïåðâè÷íûõ ïîòåíöèàëüíûõìèíèìóìàõ. Âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì àãðåãàòû èìå�þò âåòâèñòóþ �ðàêòàëüíóþ ñòðóêòóðó. Îáúåìíàÿïëîòíîñòü ' ÷àñòèö â òàêèõ àãðåãàòàõ çàâèñèò îò�îðìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ r äî öåíòðîâ àãðåãàòîâ.Â ðàáîòàõ [4�15℄ ýòà çàâèñèìîñòü îïðåäåëåíà êàêñòåïåííàÿ, ' / rd�3, ñ óíèâåðñàëüíûì ïîêàçàòåëåìñòåïåíè (�ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòüþ êëàñòåðà)d � 5=2, íå çàâèñÿùèì îò �èçèêî-õèìè÷åñêèõñâîéñòâ ñèñòåìû. Áîëüøîé îáúåì èí�îðìàöèè îñòðóêòóðå �ðàêòàëüíûõ êëàñòåðîâ è èõ ñâîéñòâàõâ ðàçëè÷íûõ �èçèêî-õèìè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ìîæíîíàéòè â îáçîðå [16℄.Èçâåñòíûå êîìïüþòåðíûå [5�8℄ è àíàëèòè÷åñêèå[9�15℄ èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèè êîëëîèäíûõ àãðåãà�òîâ áûëè âûïîëíåíû äëÿ îäèíî÷íûõ êëàñòåðîâ âïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ÷àñòèö â ìåæêëàñòåðíîì ïðîñòðàíñòâå íå ìåíÿåòñÿñî âðåìåíåì. Ýòî ïðèáëèæåíèå ìîæåò áûòü îïðàâ�äàíî òîëüêî íà ñàìûõ ðàííèõ ýòàïàõ ýâîëþöèè êîë�ëîèäíîé ñèñòåìû. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, ïî ìåðå îá�ðàçîâàíèÿ è ðîñòà áîëüøîãî ÷èñëà êëàñòåðîâ, êîí�öåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö óìåíüøàåòñÿ. Ñîîòâåò�ñòâåííî, óìåíüøåíèå ñòåïåíè ïåðåñûùåíèÿ êîëëî�èäíîé ñðåäû ìîæåò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì âëèÿòüíà òåìïû ðîñòà àãðåãàòîâ è èõ âíóòðåííþþ ñòðóê�1061



Å. À. Åë�èìîâà, À. Þ. Çóáàðåâ, À. Î. Èâàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006òóðó. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷å�ñêîå èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè àíñàìáëÿ êîëëîèäíûõ�ðàêòàëüíûõ êëàñòåðîâ ïðè ó÷åòå âðåìåííîãî èñòî�ùåíèÿ ïåðåñûùåííîñòè êîëëîèäíîé ñðåäû. Ìû ðàñ�ñìàòðèâàåì äè��óçèîííî-ëèìèòèðóåìîå àãðåãèðî�âàíèå, ïðîèñõîäÿùåå ïî ïðèíöèïó êëàñòåð�÷àñòèöà.Àãðåãèðîâàíèå ïî ïðèíöèïó êëàñòåð�êëàñòåð, êîòî�ðîå âñëåäñòâèå íèçêîé (ïî ñðàâíåíèþ ñ îòäåëüíûìè÷àñòèöàìè) ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ïîäâèæíîñòè êëàñ�òåðîâ äîëæíî íàñòóïàòü ïîñëå àãðåãèðîâàíèÿ êëàñ�òåð�÷àñòèöà, çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Îáçîð ðàáîòêàê ïî àãðåãèðîâàíèþ êîëëîèäîâ êëàñòåð�÷àñòèöàè êëàñòåð�êëàñòåð, òàê è ñâîéñòâàì �ðàêòàëüíûõàãðåãàòîâ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [16℄.2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜÏîñêîëüêó ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ðàçâè�òèåì è ïðîäîëæåíèåì ìîäåëè [15℄, ïðåäñòàâëÿåòñÿöåëåñîîáðàçíûì ïðèâåñòè îñíîâíûå ïðèáëèæåíèÿ èóðàâíåíèÿ ýòîé ðàáîòû.1. �àññìàòðèâàåì àãðåãèðîâàíèå ÷àñòèö â óçêèõè ãëóáîêèõ ïåðâè÷íûõ ìèíèìóìàõ ïîòåíöèàëà ìåæ�÷àñòè÷íîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî äå�òàëè �îðìû ýòîãî ïîòåíöèàëà îêàçûâàþòñÿ íåñóùå�ñòâåííûìè äëÿ ðåçóëüòàòîâ íàøåé ðàáîòû. Ìû ïðåä�ïîëàãàåì òîëüêî, ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿ óñòàíîâëå�íèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ íà ìàñøòàáàõâñåãî êëàñòåðà çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì õàðàêòåð�íîå âðåìÿ åãî ðîñòà.2. Ïðåäïîëàãàåì òàêæå, ÷òî õàðàêòåðíîå âðåìÿðåàêöèè âçàèìîäåéñòâèÿ (îáúåäèíåíèÿ) äâóõ ÷àñòèöãîðàçäî ìåíüøå âðåìåíè ðîñòà êëàñòåðà. Ñëåäñòâè�åì òàêîãî ñîîòíîøåíèÿ õàðàêòåðíûõ âðåìåí ÿâëÿåò�ñÿ íåîäíîðîäíàÿ, �ðàêòàëîïîäîáíàÿ ñòðóêòóðà ðàñ�òóùåãî êëàñòåðà. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ïðîòèâî�ïîëîæíîñòü ýòîìó ïðè àãðåãèðîâàíèè ÷àñòèö â îòíî�ñèòåëüíî øèðîêèõ è íåãëóáîêèõ âòîðè÷íûõ ìèíèìó�ìàõ âðåìÿ óñòàíîâëåíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíî�âåñèÿ âíóòðè êëàñòåðà îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå âðåìåíèåãî ðîñòà. Â ðåçóëüòàòå îáðàçóþùèåñÿ êëàñòåðû ÿâ�ëÿþòñÿ âíóòðåííå ðàâíîâåñíûìè çàðîäûøàìè íîâîéêîëëîèäíîé �àçû [1�3℄, ïîäîáíî ÿäðàì íîâîé �àçûïðè êîíäåíñàöèè ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåì.3. Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ òîëüêî óñðåäíåííûìèïî óãëîâûì ïåðåìåííûì õàðàêòåðèñòèêàìè �ðàê�òàëüíîãî êëàñòåðà. Â òàêîì ïðèáëèæåíèè êëàñòåðìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñ�åðè÷åñêè-ñèììåòðè÷-íûé àãðåãàò, ñ�åðè÷åñêàÿ âíåøíÿÿ ãðàíèöà êîòîðî�ãî ïðîâîäèòñÿ ïî ñàìîé óäàëåííîé îò åãî öåíòðà ÷àñ-òèöå, à åãî âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðà îïèñûâàåòñÿ ñ ïî�

ìîùüþ ðàäèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ '(r) êîíöåíòðà�öèè àãðåãèðîâàííûõ ÷àñòèö.4. Âñå ÷àñòèöû êîëëîèäíîé ñèñòåìû ïðåäïîëàãà�þòñÿ ðàçäåëåííûìè íà äâà êëàññà. Ïåðâûé âêëþ�÷àåò ÷àñòèöû, ñîåäèíåííûå â ñ�åðè÷åñêè-ñèììåò-ðè÷íûå ñêåëåòû êëàñòåðîâ. Êî âòîðîìó îòíîñÿòñÿñâîáîäíûå, íåàãðåãèðîâàííûå ÷àñòèöû, äè��óíäè�ðóþùèå â ïîðàõ êëàñòåðîâ è â ïðîñòðàíñòâå ìåæ�äó íèìè. Îáúåìíûå êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö, ñâÿçàí�íûõ â êëàñòåðíûé ñêåëåò, äè��óíäèðóþùèõ âíóò-ðè åãî ïîð è ìåæäó êëàñòåðàìè, îáîçíà÷àþòñÿñîîòâåòñòâåííî êàê ', n è �. Ý��åêòû èíòåãðà�öèè�äåçèíòåãðàöèè âî âíóòðèàãðåãàòíîì ïðîñòðàí�ñòâå ïðèâîäÿò ê âçàèìíîìó îáìåíó ÷àñòèöàìè ìåæ�äó êëàññàìè ' è n. Íà âíåøíåé ãðàíèöå êëàñòåðàïðîèñõîäèò ïåðåõîä ÷àñòèö èç êëàññà � â êëàññ nè îáðàòíî. Ïðèñîåäèíåíèå îäèíî÷íîé �-÷àñòèöû êêðàéíèì ÷àñòèöàì êëàñòåðà íà åãî âíåøíåé ãðàíè�öå ïðèâîäèò ê åãî ðîñòó. �àçìåðû àãðåãàòà, à òàêæåõàðàêòåðíûå ëèíåéíûå ìàñøòàáû èçìåíåíèÿ êîíöåí�òðàöèé ', n è � ïðåäïîëàãàþòñÿ íàìíîãî áîëüøèìèðàçìåðîâ ÷àñòèö. Ïîýòîìó ýâîëþöèÿ êëàññîâ ' è nîïèñûâàåòñÿ â ïðèáëèæåíèè ñîñóùåñòâóþùèõ âçàè�ìîïðîíèêàþùèõ êîíòèíóóìîâ.Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îòäåëüíîãî êîëëîèäíî�ãî àãðåãàòà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñäåëàííûì âûøå ïðè�áëèæåíèÿì, ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé.1. Óðàâíåíèå êèíåòèêè èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèèñêåëåòíûõ, àãðåãèðîâàííûõ ÷àñòèö:�'�t = an'� b' ('m � ') ; 0 < r < �; (1)ãäå � � ðàäèóñ âíåøíåé ãðàíèöû ñ�åðè÷åñêè-ñèì-ìåòðè÷íîãî àãðåãàòà. Çäåñü ïàðàìåòðû a è b èã�ðàþò ðîëü êèíåòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ, îïèñûâà�þùèõ ñîîòâåòñòâåííî âåðîÿòíîñòè ïðèñîåäèíåíèÿn-÷àñòèöû ê àãðåãàòíîìó êàðêàñó è îòñîåäèíåíèÿ îòíåãî '-÷àñòèöû. Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ�íåíèÿ (1) ñîîòâåòñòâóåò äîïóùåíèþ, ÷òî ïðèñîåäèíå�íèå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ê ñêåëåòó êëàñòåðà ÿâëÿåòñÿðåàêöèåé ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî îáåèì êîíöåíòðàöèÿì,n è ', âòîðîé ÷ëåí � äîïóùåíèþ, ÷òî äåñîðáöèÿ÷àñòèö ïðîèñõîäèò êàê ðåàêöèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïîêîíöåíòðàöèè '. Ìíîæèòåëü 'm � ', ðàâíûé äîëåîáúåìà, äîñòóïíîãî äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû, ó÷èòû�âàåò, ÷òî ÷àñòèöà ìîæåò äåñîðáèðîâàòü òîëüêî â ñâî�áîäíóþ, äîñòóïíóþ äëÿ íåå ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà.2. Óðàâíåíèå äè��óçèè ñâîáîäíûõ n-÷àñòèö â ïî�ðàõ àãðåãàòà. Ýòî óðàâíåíèå ìîæåò áûòü çàïèñàíî ââèäå �n�t = � 1r2 �(r2j)�r � �'�t ; 0 < r < �; (2)1062



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006 Ýâîëþöèÿ àíñàìáëÿ �ðàêòàëüíûõ àãðåãàòîâ : : :j = �Dn ��r ln n1� '='m ;ãäå j � äè��óçèîííûé ïîòîê îäèíî÷íûõ ÷àñòèöêëàññà n âî âíóòðèàãðåãàòíîì ïðîñòðàíñòâå, D �êîý��èöèåíò äè��óçèè îäèíî÷íîé ÷àñòèöû, ëîãà�ðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ èìååò ñìûñë áåçðàçìåðíîãîõèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñâîáîäíûõ ÷àñòèö â ïîðàõàãðåãàòà, ìíîæèòåëü 1 � '='m â ïðèáëèæåíèè Âàíäåð Âààëüñà ó÷èòûâàåò ý��åêòû èñêëþ÷åííîãî îáú�åìà, íåäîñòóïíîãî äëÿ äè��óíäèðóþùåé ÷àñòèöû.Âåëè÷èíà 'm � 0:4�0.6 åñòü îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿñëó÷àéíîé ïëîòíîé óïàêîâêè ÷àñòèö. Ïðèíöèïèàëü�íî âàæíî, ÷òî äîëÿ '='m ýòîãî çàïðåùåííîãî îáú�åìà îäèíàêîâûì îáðàçîì ó÷èòûâàåòñÿ â óðàâíåíèÿõ(1) è (2).3. Óðàâíåíèÿ äè��óçèè �-÷àñòèö âíå àãðåãàòà. Âïðèáëèæåíèè ìàëîé êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö â îñíîâ�íîé ÷àñòè êîëëîèäà ýòî óðàâíåíèå èìååò ñòàíäàðò�íûé âèä: ���t = Dr2 ��r �r2 ���r� ; r > �; (3)�(r !1)! �1:Âåëè÷èíà �1 èìååò ñìûñë ñðåäíåé îáúåìíîé êîí�öåíòðàöèè îäèíî÷íûõ ÷àñòèö â êîëëîèäíîé ñèñòåìå.Äëÿ ñëó÷àÿ ðîñòà îòäåëüíîãî êëàñòåðà îíà ìîæåòðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïîñòîÿííûé ïàðàìåòð. Îäíà�êî ïðè îäíîâðåìåííîì ðîñòå áîëüøîãî ÷èñëà êëàñòå�ðîâ íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü åå óìåíüøåíèå, âûçâàí�íîå âêëþ÷åíèåì îäèíî÷íûõ ÷àñòèö â àãðåãàòû. Íåîá�õîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïîñòàíîâêà (3) çàäà÷è î äè���óçèè ÷àñòèö âíå àãðåãàòà ïðåäïîëàãàåò, ÷òî âëèÿ�íèå îñòàëüíûõ àãðåãàòîâ íà �îðìèðîâàíèå äè��ó�çèîííîãî ïðî�èëÿ âîêðóã îäíîãî êëàñòåðà ÿâëÿåòñÿïðåíåáðåæèìî ñëàáûì. Ýòî îçíà÷àåò îòêàç îò ó÷å�òà èçâåñòíûõ ý��åêòîâ ñòåñíåííîñòè, îñîáåííî ñó�ùåñòâåííûõ, êîãäà îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ êëàñòå�ðîâ íå ìàëà. Ê ñîæàëåíèþ, ñòðîãèå ìåòîäû ó÷åòàý��åêòîâ ñòåñíåííîñòè â ãåòåðîãåííûõ ñðåäàõ îò�ñóòñòâóþò. Êðîìå òîãî, èç îáùèõ ñîîáðàæåíèé ïðåä�ñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ãåîìåòðè÷åñêèå ý��åêòû ñòåñíåííî�ñòè, íåñêîëüêî èçìåíÿþùèå ý��åêòèâíóþ äè��ó�çèþ ÷àñòèö â ìåæêëàñòåðíîì ïðîñòðàíñòâå, â ýâîëþ�öèè �ðàêòàëüíûõ êëàñòåðîâ äîëæíû èãðàòü ìåíååâàæíóþ ðîëü, ÷åì êèíåòè÷åñêèå ý��åêòû êîíêóðåí�öèè êëàñòåðîâ çà ñâîáîäíûå ÷àñòèöû. Ìû èñïîëü�çóåì çäåñü èäåàëèçèðîâàííóþ ïîñòàíîâêó (3) ñ öå�ëüþ ìàêñèìàëüíî ñòðîãîãî àíàëèçà ý��åêòîâ ìåæ�êëàñòåðíîé êîíêóðåíöèè çà ñâîáîäíûå ÷àñòèöû. Âðàçä. 6 ìû îöåíèâàåì ý��åêòû ñòåñíåííîñòè ïðè ïî�ìîùè èçâåñòíîé ÿ÷åå÷íîé ìîäåëè. �åçóëüòàòû ïîêà�çûâàþò, ÷òî ý��åêòû ñòåñíåííîñòè äåéñòâèòåëüíî

íå îêàçûâàþò ïðèíöèïèàëüíîãî âëèÿíèÿ íà õîä ýâî�ëþöèè êîëëîèäà. Ïîýòîìó îáñóæäàåìàÿ â ðàçä. 1�5ìîäåëü, ïðåíåáðåãàþùàÿ ýòèìè ý��åêòàìè, ìîæåòáûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿäëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ñèñòåìû �ðàêòàëüíûõ àãðå�ãàòîâ.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êëàñòåðû ðàñòóò ìåäëåííî,õàðàêòåðíîå âðåìÿ èõ ðîñòà ìíîãî áîëüøå, ÷åì âðå�ìÿ äè��óçèîííîé ðåëàêñàöèè ÷àñòèö íà ìàñøòàáàõïîðÿäêà ðàäèóñà àãðåãàòà. Îöåíêè [15℄ ïîêàçûâàþò,÷òî òàêîå ïðåäïîëîæåíèå îïðàâäàíî â áîëüøèíñòâåïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíûõ ñèòóàöèé. Â ýòîì ñëó÷àåóðàâíåíèå (3) ìîæíî ðåøàòü â êâàçèñòàöèîíàðíîìïðèáëèæåíèè, ÷òî äàåò� = Ar + �1;ãäå A � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ, çàâèñÿùàÿ îòðàäèóñà � àãðåãàòà. Â êâàçèñòàöèîíàðíîì ïðèáëè�æåíèè êîíöåíòðàöèÿ � çàâèñèò îò âðåìåíè òîëüêî÷åðåç ðàäèóñ � êëàñòåðà. Âåëè÷èíà A äîëæíà îïðå�äåëÿòüñÿ èç êðàåâûõ óñëîâèé çàäà÷è, �îðìóëèðó�åìûõ íà âíåøíåé ñ�åðè÷åñêîé ãðàíèöå êëàñòåðà.Îíè ñëåäóþùèå.4. Íåïðåðûâíîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà äè���óíäèðóþùèõ ÷àñòèö:ln n1� '='m = ln�; r = �: (4)5. Óñëîâèå ìàññîâîãî áàëàíñà íà äâèæóùåéñÿ ïî�âåðõíîñòè:D���r � j = (n+ '� �) d�dt ; r = �: (5)6. Óñëîâèå êèíåòèêè ïîãëîùåíèÿ ÷àñòèö íà ãðà�íèöå êëàñòåðà,'d�dt = � [a�' � b' ('m � ')℄ ; (6)àíàëîãè÷íî óðàâíåíèþ (1) è äîïîëíèòåëüíî ñîäåð�æèò ðàçìåðíûé êîý��èöèåíò �, ïî ïîðÿäêó âåëè÷è�íû ðàâíûé ðàçìåðó êîëëîèäíîé ÷àñòèöû.Ïîñêîëüêó êîíöåíòðàöèÿ � ÷àñòèö âíå àãðåãàòàçàâèñèò îò âðåìåíè òîëüêî ÷åðåç åãî ðàäèóñ �, â ñè�ëó ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (4)�(6), à òàêæå èçâåñòíûõñâîéñòâ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïîäâèæíûìèãðàíèöàìè, êîíöåíòðàöèè n è ' ÷àñòèö, äè��óíäè�ðóþùèõ â ïîðàõ êëàñòåðà è ñâÿçàííûõ â åãî ñêåëåò,òàêæå çàâèñÿò îò âðåìåíè ÷åðåç ðàäèóñ �.�àññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó (1). Â íåé ìîæíî âû�äåëèòü äâà õàðàêòåðíûõ âðåìåíè: âðåìÿ ðîñòà ãðà�íèöû êëàñòåðà è âðåìÿ ðåàêöèè êèíåòèêè âçàèìî�äåéñòâèÿ ÷àñòèöû ñî ñêåëåòîì àãðåãàòà. Ìû ðàññìàò�ðèâàåì ñèòóàöèþ, êîãäà òåìï àãðåãèðîâàíèÿ ÷àñòèö1063



Å. À. Åë�èìîâà, À. Þ. Çóáàðåâ, À. Î. Èâàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006ìíîãî âûøå òåìïà ðîñòà êëàñòåðà. Ñëåäîâàòåëüíî, êçàäà÷å (1) ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîä ðàçëè÷íûõ ìàñ�øòàáîâ âðåìåíè, âûäåëÿÿ áûñòðûé ïðîöåññ àãðåãè�ðîâàíèÿ è ìåäëåííûé ïðîöåññ èçìåíåíèÿ ãðàíèöûêëàñòåðà. Êàê îáû÷íî, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü áû�ñòðûé ïðîöåññ â êâàçèñòàöèîíàðíîì ïðèáëèæåíèè,ïîëàãàÿ, ÷òî íà ìàñøòàáàõ âðåìåíè, ñîïîñòàâèìûõñ çàìåòíûì èçìåíåíèåì ðàçìåðà àãðåãàòà (êîòîðûåíàèáîëåå èíòåðåñíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêñïåðèìåíòà)â êàæäîì ìàëîì îáúåìå êëàñòåðà óñïåâàåò óñòàíî�âèòüñÿ ëîêàëüíîå ðàâíîâåñèå ìåæäó ÷àñòèöàìè n è'. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíèèìååì n � b ('m � ') =a. Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî ðà�âåíñòâà â óðàâíåíèå (2) ñëàãàåìîå ñ äè��óçèîííûìïîòîêîì j àâòîìàòè÷åñêè îáðàùàåòñÿ â íóëü. Êîì�áèíèðóÿ ðàâåíñòâî n � b ('m � ') =a ñ óðàâíåíèåì�n=�t = ��'=�t, ñëåäóþùèì èç (2) ïðè j � 0, íåìåä�ëåííî ïîëó÷àåì �n=�t = �'=�t = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,êîíöåíòðàöèè n è ' ÷àñòèö â êàæäîé òî÷êå âíóòðèàãðåãàòà íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, îñòàâàÿñü òàêèìèæå, êàêèìè îíè áûëè, êîãäà ýòà ïðîñòðàíñòâåííàÿòî÷êà ïðèíàäëåæàëà ïîâåðõíîñòè êëàñòåðà. Íåîáõî�äèìî îòìåòèòü, ÷òî âûâîä î ñòàöèîíàðíîñòè ðàñïðå�äåëåíèÿ ÷àñòèö âíóòðè êëàñòåðà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûìñëåäñòâèåì ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî êèíåòè÷åñêèéïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ ëîêàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ìåæ�äó ÷àñòèöàìè n è ' èäåò íàìíîãî áûñòðåå, ÷åì ðîñòàãðåãàòà.Ñèñòåìà (1)�(6) èìååò äâà êâàçèñòàöèîíàðíûõðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ �n=�t == �'=�t = 0. Îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïîêîíöåíòðàöèè ' ñ ìàêñèìàëüíî ïëîòíîé óïàêîâêîé÷àñòèö:' = 'm; n = 0; d�dt = a�D�1D + a�'m� : (7)Âòîðîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè óñòàíîâ�ëåíèÿ ëîêàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ìåæ�äó ïðîöåññàìè êîìáèíàöèè/ðåêîìáèíàöèè â êàæäîìïðåäñòàâèòåëüíîì îáúåìå âíóòðèàãðåãàòíîãî ïðî�ñòðàíñòâà. Ïðè ýòîì êîíöåíòðàöèÿ n ñâîáîäíûõ ÷àñ�òèö â ïîðàõ àãðåãàòà çàâèñèò îò êîíöåíòðàöèè ' êàð�êàñíûõ ÷àñòèö ïî çàêîíó n = b('m � ')=a è îáðà�ùàåòñÿ â íóëü òîëüêî âíóòðè êâàçèïëîòíîãî ÿäðàñ êîíöåíòðàöèåé ñêåëåòíûõ ÷àñòèö ' = 'm. Óäà�ëåíèå îò ïëîòíîãî àãðåãàòíîãî ÿäðà ñîïðîâîæäàåò�ñÿ ðîñòîì êîíöåíòðàöèè îäèíî÷íûõ ÷àñòèö âíóòðèíåãî, ÷òî ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþ�ùèì �èçèêî-õèìè÷åñêîé êàðòèíå ðûõëîãî êëàñòå�ðà � ÷åì äàëüøå îò öåíòðà, òåì áîëüøå ïîð è áîëü�øå îäèíî÷íûõ ÷àñòèö â ýòèõ ïîðàõ.Ôîðìèðîâàíèå ýòîé ñòðóêòóðû ïðîèñõîäèò íà

ãðàíèöå � êëàñòåðà è îïðåäåëÿåòñÿ ãðàíè÷íûìèóñëîâèÿìè (4)�(6). �åøåíèå '(�), ñ�îðìèðîâàâøå�åñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t, ïðè ñäâèãå ãðàíèöû ïåðå�õîäèò âíóòðü êëàñòåðà è â äàëüíåéøåì íå ìåíÿåòñÿâî âðåìåíè. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâåííîå êâàçèñòàöè�îíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå àãðåãèðîâàííûõ ÷àñòèö âíó�òðè êëàñòåðà, '(r), ñîâïàäàåò ñ ãðàíè÷íîé çàâèñè�ìîñòüþ '(�) ïðè çàìåíå � íà r. Ýòîò ñëó÷àé äàåòñòåïåííîå �ðàêòàëîïîäîáíîå óìåíüøåíèå ïëîòíîñòèàãðåãàòà îò öåíòðà ê åãî êðàþ [15℄:' =r'mD (�1 �K)aK�r ; n = K �1� ''m� ;d�dt =sD�'m aK (�1 �K)� ; (8)ãäå ââåäåí áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð K = 'mb=a.Â ïðåäïîëîæåíèè a; b = 
onst èç ðåøåíèÿ (8) ïî�ëó÷àåì ' / r�1=2. Òàêèì îáðàçîì, �ðàêòàëüíàÿðàçìåðíîñòü òðåõìåðíîãî êëàñòåðà ðàâíà d = 2:5.Ýòîò ñêåéëèíãîâûé ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóåò áîëüøî�ìó ÷èñëó êîìïüþòåðíûõ è ëàáîðàòîðíûõ ýêñïåðè�ìåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòû [5�14℄). Íåîáõîäèìîîòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàò d = 2:5 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûìñëåäñòâèåì êâàçèñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿäè��óçèè (3) è äîïóùåíèÿ �1 = 
onst, êîòîðûåíåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç ïðèíÿòîé çäåñü èåðàð�õèè õàðàêòåðíûõ âðåìåí ðîñòà êëàñòåðà, äè��óçè�îííîé ðåëàêñàöèè êîíöåíòðàöèè ÷àñòèö âáëèçè íåãîè êèíåòèêè âçàèìîäåéñòâèÿ äè��óíäèðóþùèõ ÷àñ�òèö ñ êàðêàñîì àãðåãàòà. Ïîýòîìó äëÿ îäèíî÷íîãîêëàñòåðà, ðàñòóùåãî â êâàçèñòàöèîíàðíîì ðåæèìåìåäëåííîãî äâèæåíèÿ ãðàíèöû è â óñëîâèÿõ ëîêàëü�íîãî âíóòðåííåãî äèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ñîîò�íîøåíèå d = 2:5 ÿâëÿåòñÿ ñòðîãèì.Îöåíèì òåïåðü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè äîïóùå�íèÿ î òîì, ÷òî êèíåòèêà ïðèñîåäèíåíèÿ ÷àñòèö êêàðêàñó àãðåãàòà ïðîèñõîäèò áûñòðåå ðîñòà åãî ðà�äèóñà �. Ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû õàðàêòåðíîå âðåìÿðîñòà êëàñòåðà ðàâíî�� = ��d�dt ��1 :Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (7) äëÿ îäíîðîäíîãî ÿäðà, ïî�ëó÷àåì �� = �D + a�'m�a�D�1 ;à äëÿ �ðàêòàëüíîé ¾øóáû¿ óðàâíåíèå (8) äàåò�� = �3=2s 1D�b (�1 �K) :1064



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006 Ýâîëþöèÿ àíñàìáëÿ �ðàêòàëüíûõ àãðåãàòîâ : : :Õàðàêòåðíîå âðåìÿ �a êèíåòèêè ïðèñîåäèíåíèÿ÷àñòèö ê àãðåãàòó ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ðàâíî 1=a.Ñëåäîâàòåëüíî, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïî ìåðå ðîñòà àãðå�ãàòà õàðàêòåðíîå âðåìÿ �� ðàñòåò è ïðåäïîëîæåíèåîá èåðàðõèè âðåìåí �� è �a âûïîëíÿåòñÿ âñå ëó÷øå.Èç óðàâíåíèé (7), (8) ñëåäóåò, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòàîäíîðîäíîãî ïëîòíîãî àãðåãàòà âûøå ñêîðîñòè ðîñ-òà �ðàêòàëüíîãî àãðåãàòà, êîãäà ðàäèóñ � êëàñòåðàìåíüøå íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ �
, êîòî�ðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ� < �
; �
 = D�aK �1 �K'm :Ïðè � > �
 ñêîðîñòü ðîñòà �ðàêòàëüíîãî êëàñòå�ðà âûøå. Ôèçè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè � < �
çàïîëíåíèå ïîð íà ïîâåðõíîñòè ðàñòóùåãî àãðåãàòàïðîèñõîäèò áûñòðåå, ÷åì äâèæåíèå åãî ãðàíèöû. Ïî�ýòîìó àãðåãàò ðàñòåò â îäíîðîäíîì ðåæèìå. Åñëè� > �
, òî äâèæåíèå ãðàíèöû ïðîèñõîäèò áûñòðåå,÷åì ¾çàëå÷èâàíèå¿ ïîð â ïðèïîâåðõíîñòíîì ñëîå.Ïîýòîìó ýâîëþöèÿ àãðåãàòà ïðîèñõîäèò âî �ðàê�òàëüíîì ðåæèìå.Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðîñòå àãðåãàòà âíà÷àëå îáðà�çóåòñÿ ïëîòíîå ÿäðî ðàäèóñà �
, âîêðóã êîòîðîãîçàòåì íàðàñòàåò ðûõëàÿ �ðàêòàëüíàÿ øóáà. Òàêàÿäâóõóðîâíåâàÿ ñòðóêòóðà ðàñòóùåãî àãðåãàòà îòìå�÷àëàñü â ðÿäå êîìïüþòåðíûõ è ëàáîðàòîðíûõ ýêñïå�ðèìåíòîâ (ñì., îáçîð [16℄).Ïåðåéäåì òåïåðü ê àíàëèçó ýâîëþöèè àãðåãàòîâñ ó÷åòîì èõ êîíêóðåíöèè çà ñâîáîäíûå ÷àñòèöû âìåæàãðåãàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Îöåíêè ïîêàçûâàþò,÷òî ðàçìåð �
 öåíòðàëüíîãî ïëîòíîãî àãðåãàòíîãîÿäðà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëûì, ïîýòîìó íèæåïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñíîâíàÿ ìàññà ÷àñòèö êëàñòå�ðà íàõîäèòñÿ âî �ðàêòàëîïîäîáíîé øóáå.3. Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÁÀËÀÍÑÀ ×ÀÑÒÈÖ ÂÌÅÆÀ��Å�ÀÒÍÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÊàê è â êëàññè÷åñêîé òåîðèè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ,èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè àíñàìáëÿ ðàñòóùèõ êëàñòå�ðîâ òðåáóåò ñîâìåñòíîãî àíàëèçà óðàâíåíèé áàëàíñàñâîáîäíûõ ÷àñòèö â ìåæêëàñòåðíîì ïðîñòðàíñòâå èóðàâíåíèé ðîñòà îòäåëüíîãî êëàñòåðà. Â ýòîì ðàç�äåëå ìû ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ áàëàíñà ñâîáîäíûõ÷àñòèö.Åñëè ÷èñëî ñâîáîäíûõ ÷àñòèö â ñèñòåìå íå âîçîá�íîâëÿåòñÿ èçâíå, òî ñðåäíÿÿ êîíöåíòðàöèÿ �1 ÷àñ�òèö â ìåæêëàñòåðíîì ïðîñòðàíñòâå â õîäå ðîñòàáîëüøîãî êîëè÷åñòâà àãðåãàòîâ óáûâàåò ñ òå÷åíèåìâðåìåíè. Äëÿ åå îïðåäåëåíèÿ íóæíî çàïèñàòü óñëî�âèå áàëàíñà ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèö â êîëëîèäíîé ñèñ-

òåìå ïðè ó÷åòå âñåõ ÷àñòèö, íàõîäÿùèõñÿ âíóòðèêëàñòåðîâ è âíå èõ.Ïóñòü f(�; t) åñòü ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ�ðàêòàëüíûõ êëàñòåðîâ ïî èõ ðàäèóñàì � âåäèíèöå îáúåìà êîëëîèäà â ìîìåíò âðåìåíè t. Ýòà�óíêöèÿ íîðìèðîâàíà íà ïîëíîå ÷èñëî N êëàñòåðîââ åäèíèöå îáúåìà:1Z0 f(�; t)d� = N(t): (9)Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàèìåíüøèé ðàçìåð �0êëàñòåðà, àññîöèèðóåìûé ñ íåñêîëüêèìè ðàäèóñàìèêîëëîèäíîé ÷àñòèöû, ìíîãî ìåíüøå ðàçìåðà ðàçâè�òîãî àãðåãàòà, ïîýòîìó íèæíèé ïðåäåë â èíòåãðà�ëå (9) âûáðàí ðàâíûì íóëþ.Ïðåíåáðåãàÿ íåáîëüøèìè èçìåíåíèÿìè êîíöåí�òðàöèé ñâîáîäíûõ ÷àñòèö âáëèçè êëàñòåðîâ, óñëîâèåèõ áàëàíñà ìîæåì ïðåäñòàâèòü â âèäåd�1dt = �4� 1Z0 f(�; t)���2 d�dt ['(�) + n(�)� �(�)℄ d�;�1(t = 0) = �0; (10)ãäå �0 � ïîëíàÿ èñõîäíàÿ êîíöåíòðàöèÿ êîëëîèäíûõ÷àñòèö â ñèñòåìå. Íà÷àëüíîå óñëîâèå ïðåäïîëàãàåò,÷òî â èñõîäíîé êîëëîèäíîé âçâåñè àãðåãàòû ëèáî îò�ñóòñòâóþò, ëèáî îáùåå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö, çàêëþ÷åí�íûõ â àãðåãàòíûõ çàðîäûøàõ, ÿâëÿåòñÿ èñ÷åçàþùåìàëûì. Ñìûñë óðàâíåíèÿ (10) î÷åâèäåí: ÷èñëî ñâî�áîäíûõ ÷àñòèö â ìåæêëàñòåðíîì ïðîñòðàíñòâå èç�ìåíÿåòñÿ çà ñ÷åò èõ ïðèñîåäèíåíèÿ ê ãðàíèöàì âñåõðàñòóùèõ àãðåãàòîâ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè f(�; t) íåîáõîäèìî çà�ïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëÿþùåå óðàâíåíèå ñíà÷àëüíûìè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Âèä ýòîãî óðàâ�íåíèÿ è êðàåâûõ óñëîâèé îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíûììåõàíèçìîì çàðîæäåíèÿ è ýâîëþöèè êëàñòåðîâ. Êàêè â òåîðèè êîíäåíñàöèîííûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ âìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåìàõ, ìîæíî âûäåëèòü äâà ñóùå�ñòâåííî ðàçíûõ ìåõàíèçìà àãðåãèðîâàíèÿ ÷àñòèö âêîëëîèäàõ. Ïåðâûé îñíîâàí íà ãåòåðîãåííîì àãðå�ãèðîâàíèè ÷àñòèö íà ÷óæåðîäíûõ ïðèìåñíûõ öåí�òðàõ, âòîðîé ñâÿçàí ñ èõ ãîìîãåííûì àãðåãèðîâàíè�åì, ïðîèñõîäÿùèì â ðåçóëüòàòå ñëó÷àéíûõ âñòðå÷áëóæäàþùèõ ÷àñòèö äðóã ñ äðóãîì è �îðìèðîâàíè�åì ïåðâè÷íûõ çàðîäûøåé. Èç òåîðèè êîíäåíñàöèîí�íûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ èçâåñòíî, ÷òî â ðåàëüíûõìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåìàõ �àçîîáðàçîâàíèå ïðàêòè÷å�ñêè âñåãäà èäåò ïî ïåðâîìó, ãåòåðîãåííîìó, ìåõà�1065



Å. À. Åë�èìîâà, À. Þ. Çóáàðåâ, À. Î. Èâàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006íèçìó. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ýâîëþöèÿ �ðàêòàëü�íûõ êîëëîèäíûõ êëàñòåðîâ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òîîíè îáðàçóþòñÿ íà ãåòåðîãåííûõ öåíòðàõ àãðåãèðî�âàíèÿ. Òàêèìè öåíòðàìè ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, áî�ëåå êðóïíûå êîëëîèäíûå ÷àñòèöû, äèñïåðñèîííîåâçàèìîäåéñòâèå ñ êîòîðûìè îòíîñèòåëüíî ìåëêèõ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ îñíîâíóþ ÷àñòü êîëëîèäà, ãî�ðàçäî ñèëüíåå, ÷åì âçàèìîäåéñòâèå ìåëêèõ ÷àñòèöäðóã ñ äðóãîì.Ïóñòü N åñòü ÷èñëî öåíòðîâ àãðåãèðîâàíèÿ ðà�äèóñà �0 � �
 â åäèíèöå îáúåìà êîëëîèäà. Ïðåä�ïîëàãàåì, ÷òî èõ êîíöåíòðàöèÿ ìàëà. Êðîìå òî�ãî, åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àãðåãèðîâàíèåêîëëîèäíûõ ÷àñòèö íà öåíòðàõ êëàñòåðèçàöèè ïðî�èñõîäèò ãîðàçäî áûñòðåå, ÷åì äàëüíåéøàÿ ýâîëþ�öèÿ êëàñòåðîâ. Òàêèì îáðàçîì, â ïåðâîì ïðèáëèæå�íèè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî â åäèíèöå îáúåìà êîëëî�èäà íàõîäèòñÿ N ïðèìåðíî îäèíàêîâûõ àãðåãàòîâ,ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåòñÿäåëüòà-�óíêöèåé. Â ýòîì ñëó÷àå áàëàíñîâîå ñîîòíî�øåíèå (10) ïðèíèìàåò âèäd�1dt = �4�N�2 d�dt ['(�) + n(�)� �(�)℄ ; (11)ïðè÷åì âñå �óíêöèè â ïðàâîé ÷àñòè îïðåäåëÿþòñÿíåîäíîðîäíûì �ðàêòàëîïîäîáíûì ðåøåíèåì (8). Ñèõ èñïîëüçîâàíèåì çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñè�ñòåìå óðàâíåíèé:d�1dt = �4�N �1� K'm�D (�1 �K) �; (12)d�dt =sD�'m aK (�1 �K)� :4. ÒÅÌÏ À��Å�È�ÎÂÀÍÈßÔ�ÀÊÒÀËÜÍÛÕ ÊËÀÑÒÅ�ÎÂÄëÿ äàëüíåéøåãî óäîáíî ââåñòè áåçðàçìåðíûåâðåìÿ � , ïåðåñûùåíèå s êîëëîèäà è ðàäèóñ X àãðå�ãàòà ïî ïðàâèëàì� = t D�2a2K2 �0 �K'm ; s = �1 �K�0 �K ;X = � �aK'mD(�0 �K) : (13)Êðîìå òîãî, åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ââåäåíèåâåëè÷èíû � = 4�3 N �D(�0 �K)'m�aK �3 ;

èìåþùåé ñìûñë íà÷àëüíîé îáúåìíîé êîíöåíòðàöèèöåíòðîâ àãðåãèðîâàíèÿ, îêðóæåííûõ îäíîðîäíûìÿäðîì ðàäèóñà �
. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ýòà âåëè÷èíàìàëà â ñðàâíåíèè ñ íà÷àëüíîé îáúåìíîé êîíöåíòðà�öèåé ÷àñòèö â êîëëîèäå, ò. å. � � �0. Ïðè ìàëîìñîäåðæàíèè öåíòðîâ êëàñòåðèçàöèè â ñèñòåìå òàêîåïðåäïîëîæåíèå âûãëÿäèò âïîëíå åñòåñòâåííûì.Êîìáèíèðóÿ ñîîòíîøåíèÿ (8), (12) è (13), ïîñëåïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåëèíåé�íûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ñîîòâåòñòâóþ�ùèìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè:dsd� = �5IsX; dXd� =r sX ;s(� = 0) = 1; X(� = 0) = X0; (14)ãäå X0 � 1 � íà÷àëüíîå áåçðàçìåðíîå çíà÷åíèå ðà�äèóñà ïåðâè÷íûõ àãðåãàòîâ. Ýòà ñèñòåìà îïèñûâà�åò â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ êàê ýâîëþöèþ ðàç�ìåðà êëàñòåðîâ, òàê è âðåìåííîå óáûâàíèå ïåðåñû�ùåíèÿ êîëëîèäà è ñîäåðæèò åäèíñòâåííûé �èçè�êî-õèìè÷åñêèé ïàðàìåòð I , îïðåäåëÿåìûé êàêI = 35'm�1� K'm� ��0 �K � 1:Èñêëþ÷àÿ áåçðàçìåðíîå âðåìÿ � , ñèñòåìó óðàâíå�íèé (14) ìîæíî ñâåñòè ê îäíîìó íåëèíåéíîìó óðàâ�íåíèþ,dsdX = �5Is1=2X3=2; s(X = X0) = 1; (15)îïèñûâàþùåìó �àçîâóþ òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (14) âïëîñêîñòè (X; s). �åøåíèå èìååò âèäs(X) = h1� I �X5=2 �X5=20 �i2 (16)è ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íà ðèñ. 1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðî�öåññ àãðåãèðîâàíèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà áåçðàçìåð�íîå ïåðåñûùåíèå s ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì íóëþ. Ïðèýòîì êëàñòåðû äîñòèãàþò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿX�, äëÿ êîòîðîãî èç ñîîòíîøåíèÿ (16) ñëåäóåòX� = h(X5=20 I + 1)=Ii2=5 � I�2=5:Ñëåäîâàòåëüíî, â îòëè÷èå îò êîíäåíñàöèîííûõ ïåðå�õîäîâ â ìîëåêóëÿðíûõ ñèñòåìàõ, ïðîöåññ ãåòåðîãåí�íîãî àãðåãèðîâàíèÿ â êîëëîèäàõ, ïðîèñõîäÿùèé ïîïðèíöèïó êëàñòåð�÷àñòèöà, ìîæåò çàêàí÷èâàòüñÿ íàñòàäèè îáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû äèñêðåòíûõ êëàñòåðîâ,à íå �îðìèðîâàíèåì íåïðåðûâíîé íîâîé �àçû. ÏðèI � 10�5 â ïðîöåññå ðîñòà êëàñòåðû óâåëè÷èâàþòñâîé ðàçìåð â ñòî ðàç è X� � 102. Î÷åâèäíî, ÷òî1066



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006 Ýâîëþöèÿ àíñàìáëÿ �ðàêòàëüíûõ àãðåãàòîâ : : :
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�èñ. 1. Áåçðàçìåðíîå ïåðåñûùåíèå s êàê �óíê-öèÿ (16) áåçðàçìåðíîãî ðàäèóñà X=X0 àãðåãàòàïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà I = 10�3 (1 ), 10�4 (2 ),10�5 (3 )îáúåìíàÿ êîíöåíòðàöèÿ �� êëàñòåðîâ íà çàêëþ÷è�òåëüíîì ýòàïå àãðåãèðîâàíèÿ ïðè s � 0 è X � X� íåìîæåò ïðåâûøàòü åäèíèöó:�� = �X3� = 5(�0 �K)3('m �K)I�1=5 < 1:Îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ èñõîäíîé êîíöåí�òðàöèè êîëëîèäíîé ñèñòåìû �0 � 0:02�0.04, îòíîøå�íèÿ êèíåòè÷åñêèõ êîý��èöèåíòîâ a=b = K='m �� 0:01�0.1 è îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè êâàçèïëîòíî�ãî àãðåãàòíîãî ÿäðà 'm � 0:5 èìååì �� � 0:3�0.5.Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå ýâî�ëþöèè ñèñòåìû êëàñòåðû ðàñïîëîæåíû äîñòàòî÷�íî áëèçêî äðóã îò äðóãà è íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòüèõ êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå, ý��åêòû ñòåñíåííî�ñòè ïðè äè��óçèè ñâîáîäíûõ �-÷àñòèö â ìåæêëàñ-òåðíîì ïðîñòðàíñòâå, à òàêæå âîçìîæíîñòü ïåðêî�ëÿöèè êëàñòåðîâ è îáðàçîâàíèÿ íåïðåðûâíîé ïðî�ñòðàíñòâåííîé ñåòêè ÷àñòèö. Äðóãèìè ñëîâàìè, âýòèõ óñëîâèÿõ ïðåîáëàäàþùèìè ñòàíîâÿòñÿ ý��åê�òû êëàñòåð-êëàñòåðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ, íå ðàñ�ñìàòðèâàåìûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Îäíàêî â ñèëóîòíîñèòåëüíî ìàëîé ïîäâèæíîñòè àãðåãàòîâ òåìïêëàñòåð-êëàñòåðíîãî àãðåãèðîâàíèÿ äîëæåí áûòü ñó�ùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì òåìï èññëåäóåìîãî çäåñü àã�ðåãèðîâàíèÿ êëàñòåð�÷àñòèöà. Êðîìå òîãî, èç òåî�ðèè ý��åêòèâíûõ ñâîéñòâ ãåòåðîãåííûõ ñèñòåì èç�âåñòíî, ÷òî ý��åêòû ñòåñíåííîñòè ïðèâîäÿò ëèøüê íåêîòîðîìó, íå î÷åíü ñèëüíîìó èçìåíåíèþ ý��åê�òèâíîé äè��óçèè ÷àñòèö ñêâîçü ãåòåðîãåííóþ ñðå�äó è â ìåæêëàñòåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñëåäîâàòåëü�íî, ìîæíî ðàçäåëèòü ïðîöåññ àãðåãèðîâàíèÿ êîëëî�èäà íà äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå ñòàäèè: àãðåãèðîâà�íèå ïî ïðèíöèïó êëàñòåð�÷àñòèöà è ïî òèïó êëàñ�òåð�êëàñòåð. Íàïîìíèì, ÷òî â íàñòîÿùåé ðàáîòå

ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ïåðâûé òèï àãðåãèðîâàíèÿ.Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî òàêîé òèï àãðåãèðîâàíèÿÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì äëÿ ëåâîé ÷àñòè ãðà�èêîâíà ðèñ. 1. Ïðàâàÿ æå ÷àñòü ýòèõ ãðà�èêîâ ñîîòâåò�ñòâóåò äîñòàòî÷íî âûñîêîé êîíöåíòðàöèè êëàñòåðîâ,ïðè êîòîðîé ìîæíî îæèäàòü äîìèíèðîâàíèÿ êëàñ�òåð-êëàñòåðíîãî àãðåãèðîâàíèÿ.5. ÂÍÓÒ�ÅÍÍßß ÑÒ�ÓÊÒÓ�À ÊËÀÑÒÅ�ÀÂåðíåìñÿ ê çàâèñèìîñòè êîíöåíòðàöèè ' ñêåëåò�íûõ ÷àñòèö â êëàñòåðå îò ðàññòîÿíèÿ r äî åãî öåíò-ðà. Ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (8) çàäà÷è (1)�(6) ñîîò�âåòñòâóåò òîìó, ÷òî ïðî�èëü êîíöåíòðàöèè ' ñêå�ëåòíûõ ÷àñòèö �îðìèðóåòñÿ íà ãðàíèöå êëàñòåðà èäàëåå, â õîäå åãî ðîñòà, â êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîéòî÷êå âíóòðè êëàñòåðà îñòàåòñÿ íåèçìåííûì.Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå è ó÷èòûâàÿ ïåðâîåñîîòíîøåíèå (8), çàâèñèìîñòü êîíöåíòðàöèè ñêåëåò�íûõ ÷àñòèö îò ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà êëàñòåðà ìîæ�íî ïðåäñòàâèòü â âèäå'(x) = 'mrs(x)x ; x = r �aK'mD(�0 �K) ; (17)ãäå �óíêöèÿ s(x) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (16) ñïåðåìåííîé x âìåñòî X . �åøåíèå (17) îïðåäåëåíîòîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà áåçðàçìåðíîå ðàññòîÿíèå xäî öåíòðà êëàñòåðà ïðåâûøàåò áåçðàçìåðíûé ðàäè�óñ X0 ïåðâè÷íîãî àãðåãàòà è ñîîòâåòñòâóåò ðûõëîé�ðàêòàëîïîäîáíîé øóáå, îïèñûâàåìîé �îðìóëàìè(8) äëÿ ñëó÷àÿ îäèíî÷íîãî êëàñòåðà. Äðóãèìè ñëîâà�ìè, ïåðåìåííàÿ x ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ áîëüøå åäè�
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�èñ. 2. Îòíîøåíèå '(x)='m =ps(x)=x êàê �óíê-öèÿ (17) áåçðàçìåðíîãî ðàññòîÿíèÿ x äî öåíòðàêëàñòåðîâ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà I = 10�3 (1 ),10�4 (2 ), 10�5 (3 )1067



Å. À. Åë�èìîâà, À. Þ. Çóáàðåâ, À. Î. Èâàíîâ ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006íèöû (x � 1). Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ�óíêöèè '(x)='m ïîêàçàíû íà ðèñ. 2 äëÿ çíà÷åíèéáåçðàçìåðíîãî ïåðåñûùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåð�âîé ïîëîâèíå êðèâûõ ðèñ. 1, ãäå àãðåãèðîâàíèå ïîòèïó êëàñòåð�÷àñòèöà äîëæíî äîìèíèðîâàòü íàä àã�ðåãèðîâàíèåì ïî ìåõàíèçìó êëàñòåð�êëàñòåð. Âèä�íî, ÷òî âíóòðè ðàçâèòîãî êëàñòåðà, ãäå x èìååò îò�íîñèòåëüíî íåáîëüøèå çíà÷åíèÿ, ñòðóêòóðà ñêåëåòàî÷åíü áëèçêà ê ñòðóêòóðå îäèíî÷íîãî êëàñòåðà. Îñî�áåííî ÿâíî ýòî âûðàæàåòñÿ äëÿ ñèòóàöèé, â êîòîðûõïåðåñûùåíèå åùå äîñòàòî÷íî âåëèêî è êëàñòåðû íà�õîäÿòñÿ, â ñðåäíåì, äàëåêî äðóã îò äðóãà. Äëÿ ýòèõðàññòîÿíèé îò öåíòðà êëàñòåðà ðàñïðåäåëåíèå êîí�öåíòðàöèè ñêåëåòíûõ ÷àñòèö âåñüìà òî÷íî îïèñûâà�åòñÿ ïðèáëèæåííîé çàâèñèìîñòüþ, ëåãêî ñëåäóþùåéèç ñîîòíîøåíèé (16), (17):'(x) � 'm x�(1+5I)=2: (18)Â ýòîì ñëó÷àå �ðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü ïðèíèìà�åò çíà÷åíèå d = 2:5(1 � I), ò. å. ñòàíîâèòñÿ ìåíüøåóíèâåðñàëüíîãî çíà÷åíèÿ 2.5 (ñì. âûðàæåíèå (8)),ðåàëèçóåìîãî äëÿ îäèíî÷íîãî êëàñòåðà áåç ó÷åòàóáûâàíèÿ ïåðåñûùåíèÿ â ïðîöåññå àãðåãèðîâàíèÿ,ïðè÷åì ïîêàçàòåëü d çàâèñèò îò �èçèêî-õèìè÷åñêèõñâîéñòâ êîëëîèäíîé ñèñòåìû. Â ýêñïåðèìåíòàõ (ñì.îáçîð [16℄) íåîäíîêðàòíî íàáëþäàëèñü íåîäíîðîä�íûå �ðàêòàëîïîäîáíûå àãðåãàòû, ïîêàçàòåëü ðàç�ìåðíîñòè d êîòîðûõ áûë ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì2.5, è îêàçûâàëñÿ ðàçíûì äëÿ ðàçëè÷íûõ ñèñòåì.Êàê âèäíî, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âïîëíå îáúÿñíÿåòñÿý��åêòàìè êîíêóðåíöèè ðàñòóùèõ êëàñòåðîâ çà ñâî�áîäíûå äè��óíäèðóþùèå ÷àñòèöû.Áëèæå ê ïåðè�åðèè êëàñòåðà (ñì. ðèñ. 2) íàáëþ�äàåòñÿ çàìåòíîå îòêëîíåíèå îò óíèâåðñàëüíîãî ñêåé�ëèíãîâîãî çàêîíà '(x) / xd�3. Ôèçè÷åñêè ýòî ïîíÿò�íî: áëèçêèå ê öåíòðó ÷àñòè êëàñòåðà �îðìèðóþòñÿ,êîãäà ïåðåñûùåíèå êîëëîèäà áëèçêî ê íà÷àëüíîìó,ý��åêòû èñòîùåíèÿ êîëëîèäà ñëàáû, ïîýòîìó ïðè�áëèæåíèå îäèíî÷íîãî êëàñòåðà âïîëíå òî÷íîå. Îä�íàêî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå ïå�ðåñûùåíèÿ êîëëîèäà, ÷òî îòðàæàåòñÿ íà êîíöåíòðà�öèè '(x) â ìîìåíò, êîãäà òî÷êà x íàõîäèòñÿ íà ïî�âåðõíîñòè êëàñòåðà (x = X), è, ñëåäîâàòåëüíî, íàïîñëåäóþùåì âèäå �óíêöèè '(x). Âòîðîé âàæíîéîñîáåííîñòüþ íàéäåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ '(x) ÿâëÿ�åòñÿ òî, ÷òî îíî, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñ îäèíî÷íûìêëàñòåðîì â áåñêîíå÷íîé ñðåäå, íå èìååò óíèâåðñàëü�íîãî ñòåïåííîãî çàêîíà. Òî÷íåå, ýòî ðàñïðåäåëåíèåâîîáùå íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííûì, ïðè÷åì õîä �óíêöèè'(x) îïðåäåëÿåòñÿ �èçèêî-õèìè÷åñêèìè ïàðàìåòðà�ìè ñðåäû è êîíöåíòðàöèåé ãåòåðîãåííûõ öåíòðîâ àã�ðåãèðîâàíèÿ.

6. ÂËÈßÍÈÅ ÝÔÔÅÊÒÎÂ ÑÒÅÑÍÅÍÍÎÑÒÈÍÀ ÄÈÔÔÓÇÈÞ ×ÀÑÒÈÖ ÂÌÅÆÀ��Å�ÀÒÍÎÌ Ï�ÎÑÒ�ÀÍÑÒÂÅÑòðîãî ãîâîðÿ, ïðåäñòàâëåííûå â ïðåäûäóùèõðàçäåëàõ ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû òîëüêî â ñëó÷àå,êîãäà àãðåãàòû íàõîäÿòñÿ äàëåêî äðóã îò äðóãà èý��åêòû ñòåñíåííîñòè íå âëèÿþò íà ðàñïðåäåëåíèåîäèíî÷íûõ ÷àñòèö â îêðåñòíîñòè êàæäîãî êëàñòåðà.Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçìåðû êàæäîãî àãðåãàòà ÿâëÿ�þòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè â ñðàâíåíèè ñî ñðåäíèìðàññòîÿíèåì ìåæäó íèìè. Îäíàêî ñ ðîñòîì êëàñòå�ðîâ ýòî ïðåäïîëîæåíèå íàðóøàåòñÿ è ý��åêòû ñòåñ�íåííîñòè íà÷èíàþò âñå ñèëüíåå âëèÿòü íà êèíåòèêóðîñòà êàæäîãî èç êëàñòåðîâ. Àíàëîãè÷íàÿ ïðîáëåìàäàâíî èçâåñòíà (ñì., íàïðèìåð, ðàáîòó [17℄) â çàäà�÷àõ èñïàðåíèÿ êàïåëü â ãàçîîáðàçíóþ ñðåäó. Êà÷å�ñòâåííî äàííûé ý��åêò ìîæåò áûòü ó÷òåí â ðàì�êàõ ÿ÷åå÷íîé ìîäåëè, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òîêàæäûé àãðåãàò ðàñòåò ñ òàêîé æå ñêîðîñòüþ, êàê åñ�ëè áû îí ðàñïîëàãàëñÿ â ñ�åðè÷åñêîé ÿ÷åéêå, îáúåìêîòîðîé ðàâåí ñðåäíåìó îáúåìó, ïðèõîäÿùåìóñÿ íàîäèí êëàñòåð â àíñàìáëå. Äèàìåòð 2l ÿ÷åéêè ïðèíè�ìàåòñÿ ðàâíûì ñðåäíåìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó ñîñåä�íèìè ïåðâè÷íûìè àãðåãàòàìè [17℄. Âûðàæåííûé âáåçðàçìåðíûõ åäèíèöàõ (13) ðàäèóñ l ÿ÷åéêè ïðèíè�ìàåò çíà÷åíèå L = X0��1=3 � ��1=3:Ìîäåëü ÿ÷ååê íå ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêè îäíî�çíà÷íî çàäàííîé, ïîñêîëüêó âîçíèêàåò ïðèíöèïèàëü�íî âàæíàÿ ïðîáëåìà âûáîðà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íàïîâåðõíîñòè ÿ÷åéêè. Â çàäà÷å èñïàðåíèÿ êàïåëü ãðà�íèöà ñ�åðè÷åñêîé ÿ÷åéêè ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðîíè�öàåìîé. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîòîê èñïà�ðÿþùåãîñÿ âåùåñòâà ñ ïîâåðõíîñòè êàïëè â ÿ÷åéêóñ òå÷åíèåì âðåìåíè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ [17℄, ÷òî ñîîò�âåòñòâóåò �èçè÷åñêîé êàðòèíå ïðîöåññà èñïàðåíèÿ.Äåéñòâèòåëüíî, ãàçîîáðàçíàÿ ñðåäà íàêàïëèâàåò èñ�ïàðèâøååñÿ âåùåñòâî è äîñòèãàåò ñîñòîÿíèÿ íàñû�ùåííîãî ïàðà, îäíîðîäíî ðàñïðåäåëåííîãî â êàæäîéÿ÷åéêå âîêðóã êàïëè, ïîñëå ÷åãî ïðîöåññ èñïàðåíèÿïðåêðàùàåòñÿ. Â ñèòóàöèè ðîñòà àãðåãàòîâ (èëè êà�ïåëü) îòñóòñòâèå ïîòîêà ÷àñòèö (ìîëåêóë) íà ãðàíè�öàõ ÿ÷åéêè íå ÿâëÿåòñÿ îáîñíîâàííûì, ïîñêîëüêóâ ýòîì ñëó÷àå èñ÷åçàåò �èçè÷åñêàÿ ïðè÷èíà ðîñòààãðåãàòîâ (êàïåëü), ñâÿçàííàÿ ñ äè��óçèîííûì ïîä�âîäîì ÷àñòèö ê ïîâåðõíîñòè àãðåãàòîâ. Ïîýòîìó íè�æå â ðàññìàòðèâàåìîé ÿ÷åå÷íîé ìîäåëè ìû ïðåäïî�ëàãàåì óñëîâèå âûïîëíåíèÿ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñàâíóòðè êàæäîé ÿ÷åéêè.Â îãðàíè÷åííîì ïðîñòðàíñòâå âíóòðè ñ�åðè÷åñ-1068



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 6 (12), 2006 Ýâîëþöèÿ àíñàìáëÿ �ðàêòàëüíûõ àãðåãàòîâ : : :êîé ÿ÷åéêè êâàçèñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ(3) äëÿ êîíöåíòðàöèîííîãî ïðî�èëÿ îäèíî÷íûõ ÷àñ�òèö èìååò âèä� = K + r ��r �1��=l ;�(r = �) = K; �(r = l) = �l; � = �l �K: (19)Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ÿ÷åéêè (ïðåäåëüíî ìàëîé êîí�öåíòðàöèè êëàñòåðîâ) ââåäåííàÿ çäåñü ãðàíè÷íàÿêîíöåíòðàöèÿ �l ñîâïàäàåò ñ ðàíåå èñïîëüçîâàííîéêîíöåíòðàöèåé �1. Â õîäå ðåøåíèÿ çàäà÷è âåëè÷èíà�l äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà.Èñïîëüçîâàíèå ðåøåíèÿ (19) â ãðàíè÷íûõ óñëî�âèÿõ (4)�(6) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì çàâèñèìîñòÿìäëÿ ãðàíè÷íîãî çíà÷åíèÿ ïëîòíîñòè '(�) àãðåãàòà èñêîðîñòè d�=dt ðîñòà åãî ãðàíèöû (àíàëîãè÷íî ñîîò�íîøåíèÿì (8)),'(�) =s'mDaK� ��(1��=l) ;d�dt =sD�aK'm ��(1��=l) ; (20)êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ îò ðåçóëüòàòîâ ìîäåëè îäèíî÷�íîãî êëàñòåðà (8) òîëüêî ïîÿâëåíèåì äîïîëíèòåëü�íîãî ñîìíîæèòåëÿ âèäà 1 � �=l, à âåëè÷èíà � èìå�åò ïðåæíèé ñìûñë ïåðåñûùåíèÿ êîëëîèäíîé ñðå�äû. Åñòåñòâåííî, ÷òî â ïðåäåëå áåñêîíå÷íî áîëüøîéÿ÷åéêè â ñðàâíåíèè ñ ðàçìåðîì êëàñòåðà (�=l ! 0)âûðàæåíèÿ (20) è (8) ñîâïàäàþò. �àñõîäèìîñòü ñîîò�íîøåíèé (20) â ñëó÷àå, êîãäà êëàñòåð çàíèìàåò âñþÿ÷åéêó (� ! l), ÿâëÿåòñÿ êàæóùåéñÿ, ïîñêîëüêó ñðîñòîì àãðåãàòîâ ïåðåñûùåíèå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.Êîíöåíòðàöèÿ �l îäèíî÷íûõ ÷àñòèö íà ãðàíèöåÿ÷åéêè (à, çíà÷èò, è ïåðåñûùåíèå�) äîëæíà îïðåäå�ëÿòüñÿ èç óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ ïîëíîãî ÷èñëà ÷àñòèöâ êàæäîé ÿ÷åéêå:4� �Z�0 ['(r) + n(r)℄ r2dr ++ 4� lZ� �(r)r2dr = 43�l3�0: (21)Äè��åðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè óðàâíåíèÿ (21) äà�åò�2 d�dt ['(�) + n(�)� �(�)℄ ++ lZ� ��[r;�(t)℄�t r2dr = 0: (22)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (19) â èíòåãðàëå (22), ïîëó�÷àåìlZ� ��[r;�(t);�(t)℄�t r2dr == l33 ��1��l ��1+�2l� d�dt ��l ��l +12� d�dt � :Èñïîëüçóÿ ñâÿçü ìåæäó ðàäèóñîì ÿ÷åéêè è êîëè÷å�ñòâîì àãðåãàòîâ, l3=3 = 1=4�N , ïðèõîäèì ê óðàâíå�íèþ ìàòåðèàëüíîãî áàëàíñà:�1� �l ��1 + �2l� d�dt == �4�ND�1� K'm� ��1��=l ++ �3=2l �2�l + 12�sD�aK'm 1�(1��=l) ; (23)êîòîðîå àíàëîãè÷íî ïî ñòðóêòóðå óðàâíåíèÿì (11)è (12), íî ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíûå ñîìíîæèòåëè,çàâèñÿùèå îò îòíîøåíèÿ �=l. Èìåííî â ïîñëåäíèõñîìíîæèòåëÿõ çàêëþ÷àåòñÿ ñïåöè�è÷åñêîå âëèÿíèåý��åêòîâ ñòåñíåííîñòè, ó÷èòûâàåìûõ â ðàìêàõ ÿ÷å�å÷íîé ìîäåëè.Ïåðåõîäÿ ê îïèñàííûì âûøå áåçðàçìåðíûì ïå�ðåìåííûì è �óíêöèÿì è èñêëþ÷àÿ âðåìÿ, ïîëó÷à�åì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå çà�âèñèìîñòü ïåðåñûùåíèÿ îò ðàçìåðà êëàñòåðîâ:dsdX = �5I s1=2X3=2(1�X=L)3=2(1 +X=2L) ++ sL X=L+ 1=2(1�X=L)(1 +X=2L) ; (24)s(X = X0) = 1:Ñðàâíåíèå óðàâíåíèé (15) è (24) ïîçâîëÿåò âûäå�ëèòü îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè âëèÿíèÿ ý��åêòîâñòåñíåííîñòè íà ðîñò êëàñòåðîâ. Âî-ïåðâûõ, ïîêààãðåãàòû ìàëû ïî ðàçìåðàì (X � L), îãðàíè÷åí�íîñòü äè��óçèîííîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö â ÿ÷åéêàõñêàçûâàåòñÿ èñ÷åçàþùå ñëàáî è ðåçóëüòàòû ïðåäû�äóùèõ ðàçäåëîâ êîëè÷åñòâåííî âåðíû. Âî-âòîðûõ, ñðîñòîì êëàñòåðîâ ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (24) óâå�ëè÷èâàåòñÿ ïî àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ áûñòðåå, ÷åìïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (15). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òåì�ïû óáûâàíèÿ ïåðåñûùåíèÿ íàðàñòàþò, ÷òî, â ñâîþî÷åðåäü, ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â ÿ÷åå÷íîé ìîäåëèïåðåñûùåíèå îáðàòèòñÿ â íóëü è ïðîöåññ àãðåãèðî�âàíèÿ çàâåðøèòñÿ ïðè ìåíüøèõ ìàêñèìàëüíûõ çíà�1069
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�èñ. 3. Áåçðàçìåðíîå ïåðåñûùåíèå s êàê �óíêöèÿáåçðàçìåðíîãî ðàäèóñà X=X0 àãðåãàòà ïðè çíà÷åíè-ÿõ ïàðàìåòðîâ � = 10�6, I = 1:5 � 10�5, L = 100.Êðèâàÿ 1 ïîêàçûâàåò ïîâåäåíèå �óíêöèè (16), êðè-âàÿ 2 äåìîíñòðèðóåò àíàëîãè÷íóþ çàâèñèìîñòü âÿ÷åå÷íîé ìîäåëè (óðàâíåíèå (24))÷åíèÿõ ðàäèóñîâ X� àãðåãàòîâ, íåæåëè ïðåäñêàçû�âàåìûõ ñîîòíîøåíèåì (16). �èñóíîê 3 äåìîíñòðè�ðóåò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâåííîå ðàñõîæäåíèå ìåæ�äó ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷àåìûìè èç óðàâíåíèé (16) è(24). Òðåòèé, ïðèíöèïèàëüíûé, âûâîä çàêëþ÷àåòñÿâ òîì, ÷òî êà÷åñòâåííàÿ êàðòèíà ïðîöåññà àãðåãè�ðîâàíèÿ ïðè ó÷åòå ý��åêòîâ ñòåñíåííîñòè ñîõðàíÿ�åòñÿ òàêîé æå, êàê â ïðèáëèæåíèè, ãäå ýòè ý��åê�òû íå ó÷èòûâàþòñÿ. Êîëè÷åñòâåííî ó÷åò ý��åêòîâñòåñíåííîñòè íå ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíå�íèþ ðåçóëüòàòîâ àíàëèçà ýâîëþöèè ñèñòåìû �ðàê�òàëüíûõ êëàñòåðîâ.Â çàâåðøåíèå åùå ðàç íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òîïðåäñòàâëåííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðåøåíèÿ ñïðà�âåäëèâû â ïðèáëèæåíèè ìåäëåííîãî äâèæåíèÿ ãðà�íèöû êëàñòåðîâ, òàê ÷òî îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì èñ�ïîëüçîâàòü ñàìîå ïðîñòîå, êâàçèñòàöèîíàðíîå, ðåøå�íèå äè��óçèîííîé çàäà÷è â îêðåñòíîñòè êàæäîãîàãðåãàòà. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ çà�äà÷ ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðà��èþ [18℄) ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåøåíèÿ â âèäå ðÿäàïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, â êà÷åñòâå êîòîðîãî ðàññìàò�ðèâàåòñÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ãðàíèöû. Îäíàêî ó÷åòýòèõ ìàëûõ ïîïðàâîê íå îêàçûâàåò íèêàêîãî ïðèí�öèïèàëüíîãî âëèÿíèÿ è ïðèâîäèò òîëüêî ê ìàëûìñäâèãàì êðèâûõ íà ðèñ. 1�3.7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå ðàññìîòðåíà äè��óçèîííî-ëèìèòèðóå-ìîå àãðåãèðîâàíèå êîëëîèäíûõ ÷àñòèö íà ãåòåðî�

ãåííûõ ïðèìåñíûõ öåíòðàõ, ïðîèñõîäÿùåå ïî ïðèí�öèïó êëàñòåð�÷àñòèöà. Èñïîëüçóåìàÿ ìîäåëü îñíî�âàíà íà îáùèõ ñîîáðàæåíèÿõ �èçèêî-õèìè÷åñêîéêèíåòèêè è ñîîòíîøåíèÿõ áàëàíñà ÷àñòèö. Àíà�ëèç ïîêàçàë, ÷òî ïðè âçàèìîäåéñòâèè ÷àñòèö â óç�êèõ è ãëóáîêèõ ïåðâè÷íûõ ÿìàõ ïîòåíöèàëà Äå-ðÿãèíà �Ëàíäàó �Ôåðâåÿ �Îâåðáåêà îáðàçóþùèåñÿêëàñòåðû èìåþò íåîäíîðîäíóþ �ðàêòàëîïîäîáíóþñòðóêòóðó 
 óíèâåðñàëüíûì ïîêàçàòåëåì �ðàêòàëü�íîé ðàçìåðíîñòè d = 2:5, íå çàâèñÿùèì îò �è�çèêî-õèìè÷åñêèõ ñâîéñòâ àãðåãèðóþùèõñÿ ÷àñòèö.Ýòîò ðåçóëüòàò, ïîäòâåðæäàþùèéñÿ ìíîãî÷èñëåííû�ìè êîìïüþòåðíûìè è ëàáîðàòîðíûìè ýêñïåðèìåíòà�ìè, ñïðàâåäëèâ íà ðàííåé ñòàäèè àãðåãèðîâàíèÿ êîë�ëîèäà, êîãäà êîíöåíòðàöèÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö, íàõî�äÿùèõñÿ â ìåæàãðåãàòíîì ïðîñòðàíñòâå, ïðàêòè÷å�ñêè ðàâíà ñâîåìó íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ.Â õîäå ýâîëþöèè àíñàìáëÿ êëàñòåðîâ êîíöåíòðà�öèÿ ñâîáîäíûõ ÷àñòèö óìåíüøàåòñÿ. Íàø àíàëèç ïî�êàçàë, ÷òî âíà÷àëå óìåíüøåíèå êîíöåíòðàöèè ñâî�áîäíûõ ÷àñòèö ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ïîêàçàòåëÿ�ðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè d ïî ñðàâíåíèþ ñ óíèâåð�ñàëüíûì çíà÷åíèåì 2.5, ïðè÷åì d íà÷èíàåò çàâèñåòüîò ñâîéñòâ àãðåãèðóþùèõñÿ ÷àñòèö. Â õîäå äàëüíåé�øåé ýâîëþöèè êîëëîèäíîé ñèñòåìû çàâèñèìîñòü êîí�öåíòðàöèè ÷àñòèö â êëàñòåðå îò ðàññòîÿíèÿ äî åãîöåíòðà óòðà÷èâàåò ñòåïåííîé õàðàêòåð, òèïè÷íûéäëÿ �ðàêòàëüíûõ àãðåãàòîâ, ïðè÷åì õîä ýòîé çàâè�ñèìîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ÷àñòèö. Â îòëè÷èåîò êîíäåíñàöèîííûõ �àçîâûõ ïåðåõîäîâ, çàêàí÷èâà�þùèõñÿ ðàññëîåíèåì ñèñòåìû íà äâå ìàññèâíûå �à�çû ñ ðàçëè÷íîé ïëîòíîñòüþ, ðàññìîòðåííûé ïðîöåññàãðåãèðîâàíèÿ êëàñòåð�÷àñòèöà çàêàí÷èâàåòñÿ îáðà�çîâàíèåì äèñêðåòíûõ êëàñòåðîâ ñ êîíå÷íûìè ðàçìå�ðàìè. Ñòàáèëüíûå àãðåãàòû ñ �ðàêòàëüíîé ðàçìåð�íîñòüþ, ìåíüøåé 2.5, ðàçíîé äëÿ ðàçëè÷íûõ êîëëî�èäíûõ ñèñòåì, íåîäíîêðàòíî íàáëþäàëèñü â ýêñïå�ðèìåíòàõ.Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî ïîñëå çàâåðøåíèÿàãðåãèðîâàíèÿ êëàñòåð�÷àñòèöà, ïðîöåññ àãðå�ãèðîâàíèÿ äîëæåí ïðîäîëæàòüñÿ ïî ìåõàíèçìóàãðåãèðîâàíèÿ êëàñòåð�êëàñòåð. Àíàëèç ýòîé ñòà�äèè àãðåãèðîâàíèÿ òðåáóåò ðàçâèòèÿ ñïåöèàëüíûõïîäõîäîâ è çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîääåðæêåÀÔ�È� (CRDF) (ïðîåêò REC-005 EK-005-X1),�ÔÔÈ (ãðàíòû ��04-01-96008ð2004óðàë,06-01-00125-à), INTAS (ãðàíò �03-51-6064) è Ôåäå�ðàëüíîãî àãåíòñòâà ïî îáðàçîâàíèþ (Ïðîãðàììà 3,ïîäðàçäåë 3.3, êîä ïðîåêòà 4138).1070
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