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ÒÅÎ�Èß ×ÀÑÒÎÒÍÎ-ÌÎÄÓËßÖÈÎÍÍÎÉ ÑÏÅÊÒ�ÎÑÊÎÏÈÈÊÎ�Å�ÅÍÒÍÛÕ ÒÅÌÍÛÕ �ÅÇÎÍÀÍÑÎÂÞ. Â. Âëàäèìèðîâà a, Á. À. �ðèøàíèí a*, Â. Í. Çàäêîâ a,Â. Áüÿíêàëàíà b, Ä. Áåâèëàêâà b, É. Äàí÷åâà b, Ë. Ìîé baÌåæäóíàðîäíûé ëàçåðíûé öåíòð Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà119899, Ìîñêâà, �îññèÿbÓíèâåðñèòåò Ñèåíû53100, Ñèåíà, ÈòàëèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 21 ìàðòà 2006 ã.Âïåðâûå âûïîëíåí òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç âçàèìîäåéñòâèÿ òðåõóðîâíåâîãî àòîìà â �-êîí�èãóðàöèè ñ÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííûì (×Ì) ïîëåì. Ïðåäñòàâëåíà è ïðîàíàëèçèðîâàíà äâóõ÷àñòîòíàÿ ìîäåëü äëÿ ðå-øåíèÿ çàäà÷è ×Ì-ñïåêòðîñêîïèè êîãåðåíòíûõ òåìíûõ ðåçîíàíñîâ íà ïðèìåðå òðåõóðîâíåâîé �-ñèñòåìû.Ý��åêòèâíîñòü äâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëè ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñåå ïîìîùüþ, ñ ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ òî÷íîé çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè �-ñèñòåìû ñ ×Ì-ïîëåì, ðåøàå-ìîé ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîñòàÿ äâóõ÷àñòîòíàÿ ìîäåëü ñîîòâåòñòâóåòòî÷íîìó ðåøåíèþ è êà÷åñòâåííî ñîãëàñóåòñÿ ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ.PACS: 42.50.Hz, 42.50.Gy1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÝ��åêò êîãåðåíòíîãî ïëåíåíèÿ íàñåëåííîñòåé(ÊÏÍ) øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæå�íèÿõ, òàêèõ êàê ìàãíèòîìåòðèÿ, ìåòðîëîãèÿ è äðó�ãèõ [1�5℄. Íàèáîëåå ÿðêî ýòîò ý��åêò ïðîÿâëÿåòñÿ âòðåõóðîâíåâîé ñèñòåìå äëÿ �-ïåðåõîäîâ ìåæäó äâó�ìÿ áëèçêî ðàñïîëîæåííûìè äîëãîæèâóùèìè óðîâ�íÿìè, îïòè÷åñêè ñâÿçàííûìè ñ òðåòüèì êîðîòêîæè�âóùèì óðîâíåì ñ ïîìîùüþ äâóõ íåïðåðûâíûõ êî�ãåðåíòíûõ ïîëåé (âñòàâêà íà ðèñ. 1). Â ñïåêòðå ïî�ãëîùåíèÿ êîãåðåíòíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ áëèçêî ðàñïî�ëîæåííûõ óðîâíåé ïðèâîäèò ê î÷åíü óçêîìó ïðîâà�ëó íà �îíå ëèíèè ïîãëîùåíèÿ èëè, ÷òî ýêâèâàëåíò�íî, ê òåìíîìó ðåçîíàíñó â ñëó÷àå íàáëþäåíèÿ ðåçî�íàíñíîé �ëóîðåñöåíöèè.Äëÿ òðåõóðîâíåâîé ìîäåëè ÿâëåíèå ÊÏÍ ìîæåòáûòü ïîëíîñòüþ îïèñàíî àíàëèòè÷åñêè è ñîîòâåò�ñòâóþùèå ññûëêè ïðèâåäåíû â îáçîðå Àðèìîíäî [6℄.Â ñëó÷àå ìíîãîóðîâíåâûõ ñèñòåì ìîäåëü ñòàíîâèò�ñÿ çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå � óñëîæíåíèå ýíåðãåòè÷å�ñêîé ñòðóêòóðû ìíîãîóðîâíåâûõ àòîìîâ, îñîáåííî â*E-mail: grishan�
omsim1.phys.msu.ru

ïðèñóòñòâèè âíåøíèõ ìàãíèòíûõ ïîëåé, ïðèâîäèò êñóùåñòâåííîé ìîäè�èêàöèè ðåçîíàíñíûõ çàâèñèìî�ñòåé îò ïàðàìåòðîâ äåéñòâóþùèõ ïîëåé, âñëåäñòâèå÷åãî ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â áîëü�øèíñòâå ñëó÷àåâ ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì [7℄.Òðàäèöèîííàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ òåõíèêà äëÿíàáëþäåíèÿ ñïåêòðîâ òåìíûõ ðåçîíàíñîâ ñ èñïîëü�çîâàíèåì äâóõ ðåçîíàíñíûõ ëàçåðíûõ ïîëåé â íàñòî�ÿùåå âðåìÿ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ìíîãèõ ïðèëî�æåíèé. Îäíàêî íåîáõîäèìî ðàçâèòèå áîëåå ïðîñòîéýêñïåðèìåíòàëüíîé òåõíèêè äëÿ ñïåêòðîñêîïèè òåì�íûõ ðåçîíàíñîâ â ìíîãîóðîâíåâûõ àòîìàõ, êîòîðàÿáóäåò èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, òîëüêî îäíî ëàçåðíîåïîëå, íî ìîäóëèðîâàííîå ïî ÷àñòîòå (×Ì). Òàêèåýêñïåðèìåíòû ïðîâîäÿòñÿ â ãðóïïå Ëóèäæè Ìîÿ âÓíèâåðñèòåòå Ñèåíà â Èòàëèè [8℄, è îíè �àêòè÷å�ñêè èíèöèèðîâàëè äàííîå èññëåäîâàíèå ïî òåîðèè×Ì-ñïåêòðîñêîïèè òåìíûõ ðåçîíàíñîâ.Ìîäóëÿöèîííûå ìåòîäû àêòèâíî íà÷àëè ðàçâè�âàòüñÿ ïðèìåíèòåëüíî ê îïòè÷åñêîé ñïåêòðîñêîïèèâ íà÷àëå 80-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Óæå õîðîøîèçâåñòíûå ê òîìó âðåìåíè â ìèêðîâîëíîâîé ñïåêòðî�ñêîïèè è ñïåêòðîñêîïèè ÿäåðíîãî ìàãíèòíîãî ðåçî�3 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 609
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�èñ. 1. �-ñèñòåìû, �îðìèðóåìûå çååìàíîâñêèìè ïîäóðîâíÿìè íà ïåðåõîäàõ Fg = 3 ! Fe = 2, èíäóöèðîâàííûõ�+- è ��-êîìïîíåíòàìè ëàçåðíîãî ïîëÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè !L1 è !L2, ðàçíîñòü êîòîðûõ ðàâíà ðàñ-ñòîÿíèþ ìåæäó çååìàíîâñêèìè ïîäóðîâíÿìè ñ �mF = 2. Íà âñòàâêå ïîêàçàíà ñõåìà òðåõóðîâíåâîé ñèñòåìû â�-êîí�èãóðàöèè è ïàðàìåòðû: !L1, !L2 � ÷àñòîòû ëàçåðíûõ ïîëåé, äåéñòâóþùèõ íà ïåðåõîäû â ñèñòåìå; g13, g23 �÷àñòîòû �àáè; ÆL � ëàçåðíàÿ ðàññòðîéêà îò ïåðåõîäà j1i $ j3i; 
31, 
32 � ñêîðîñòè ðàñïàäà èç âîçáóæäåííîãîñîñòîÿíèÿ j3i íà íèçêîëåæàùèå óðîâíè j1i è j2i; 
12 è w � ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòè ðàñïàäà è íàêà÷êè óðîâíÿ j1i÷åðåç óðîâåíü j2i; �13, �23 è �12 � ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòè äå�àçèðîâêè ïåðåõîäîâ j1i $ j3i, j2i $ j3i, j1i $ j2iíàíñà ×Ì-ìåòîäû ïîëó÷èëè íîâîå ðàçâèòèå â ëàçåð�íîé ñïåêòðîñêîïèè è øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñòà�áèëèçàöèè ëàçåðîâ. Îïòè÷åñêàÿ ×Ì-ñïåêòðîñêîïèÿâ íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðîäîëæàåò èãðàòü öåíòðàëüíóþðîëü â ïðåöèçèîííûõ èçìåðåíèÿõ â òàêèõ îáëàñòÿõ�èçèêè êàê äåòåêòèðîâàíèå ãðàâèòàöèîííûõ âîëí,ñòàíäàðòû ÷àñòîòû, èçìåðåíèå ñëàáûõ ìàãíèòíûõïîëåé è äð. (ñì. îáçîð [9℄ è ññûëêè â íåì).Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûé ïðîãðåññ â ðàçâèòèèòåõíèêè îïòè÷åñêîé ×Ì-ñïåêòðîñêîïèè, òåîðåòè÷å�ñêèå ìîäåëè áûëè äåòàëüíî ðàçðàáîòàíû è èçó÷åíûòîëüêî äëÿ äâóõóðîâíåâûõ ñèñòåì, êîòîðûå ïîçâî�ëÿþò âûïîëíèòü àíàëèç àíàëèòè÷åñêè [9℄. Òåîðåòè�÷åñêèé æå àíàëèç ìíîãîóðîâíåâûõ, â ïðîñòåéøåìñëó÷àå òðåõóðîâíåâûõ, ñèñòåì, âçàèìîäåéñòâóþùèõñ ×Ì-ïîëåì (ïîëÿìè), êîòîðûé è ïðåäñòàâëÿåò èíòå�ðåñ â íàøåì ñëó÷àå, íà íàñòîÿùèé ìîìåíò ïî íàøèìñâåäåíèÿì â ëèòåðàòóðå îòñóòñòâóåò.Â äàííîé ðàáîòå ìû ïðèâîäèì ðåçóëüòàòû òåî-ðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ×Ì-ñïåêòðîñêîïèè êîãåðåíò�íûõ òåìíûõ ðåçîíàíñîâ, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðî�èòü ý��åêòèâíûå ìîäåëè ïðîñòûõ ñèñòåì, âçàèìî�äåéñòâóþùèõ ñ ×Ì-ïîëåì, è ðàññ÷èòûâàòü èõ äè�íàìèêó è ñïåêòðàëüíûå çàâèñèìîñòè. Ìîäåëü â îá�ùåì ñëó÷àå ïðèìåíèìà ê �-ñèñòåìàì, ó êîòîðûõâ êà÷åñòâå îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü âûáðà�íû ëèáî ñâåðõòîíêèå ïîäóðîâíè, ëèáî çååìàíîâñêèåïîäóðîâíè îäíîãî ñâåðõòîíêîãî óðîâíÿ. Â ðàñ÷åòàõæå, ïðîâîäèìûõ â äàííîé ðàáîòå, îñíîâíûì ñîñòîÿ�íèåì �-ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ çååìàíîâñêèå ïîäóðîâíè

îäíîãî ñâåðõòîíêîãî óðîâíÿ. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæå�íèÿ ìû âûíóæäåíû áóäåì îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðå�íèåì îòäåëüíîé òðåõóðîâíåâîé �-ñèñòåìû, âçàèìî�äåéñòâóþùåé ñ ×Ì-ïîëåì, ÷òîáû íà åå ïðèìåðå âû�ÿâèòü íàèáîëåå ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè âçàèìî�äåéñòâèÿ �-ñèñòåì ñ ×Ì-ïîëåì. Äàëüíåéøåå îáîá�ùåíèå ìîäåëè íà ìíîãîóðîâíåâûå ñèñòåìû, íàïðè�ìåð öåïî÷êè �-ñèñòåì, �îðìèðóåìûõ çååìàíîâñêè�ìè ïîäóðîâíÿìè â ïðèëîæåííîì ìàãíèòíîì ïîëå(ñì. ðèñ. 1), ÿâëÿåòñÿ ïðîçðà÷íûì è ìîæåò áûòü ëåã�êî âûïîëíåíî ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè.Ñóòü ïðåäñòàâëåííîé äâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëèâçàèìîäåéñòâèÿ �-ñèñòåìû ñ ×Ì-ïîëåì ñâîäèòñÿê ðàññìîòðåíèþ âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìû ñ äâóìÿìîíîõðîìàòè÷åñêèìè ïîëÿìè, ý��åêòèâíî çàìåíÿ�þùèìè âçàèìîäåéñòâèå ñ ×Ì-ïîëåì. Äëÿ êîíòðîëÿïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûëè òàêæå ðàññ÷èòàíûñïåêòðû ïîãëîùåíèÿ ×Ì-ïîëÿ ïóòåì ðåøåíèÿòî÷íîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè, îïè�ñûâàþùåãî âçàèìîäåéñòâèå ñèñòåìû ñ èñòèííûì×Ì-ïîëåì.Ñòàòüÿ îðãàíèçîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.Â ðàçä. 2 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû òåî�ðèè ÊÏÍ â ðàìêàõ ïðîñòåéøåé òðåõóðîâíåâîéìîäåëè â �-êîí�èãóðàöèè. Îñîáåííîñòè ïîâåäå�íèÿ �-ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ×Ì-ïîëåì,ðàññìîòðåíû â ðàçä. 3. Â ðàçä. 4 èçëîæåíà èñïîëü�çóåìàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåõíèêà ðàñ÷åòà ðåçîíàíñîâÊÏÍ â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ �-ñèñòåìû ñ äâóìÿïîëÿìè, óïðîùåííàÿ äâóõ÷àñòîòíàÿ ìîäåëü âçàè�610



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006 Òåîðèÿ ÷àñòîòíî-ìîäóëÿöèîííîé ñïåêòðîñêîïèè : : :ìîäåéñòâèÿ �-ñèñòåìû ñ ×Ì-ïîëåì è ðåçóëüòàòûåå ïðèìåíåíèÿ. Â ðàçä. 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòûðàñ÷åòà ñïåêòðîâ ïîãëîùåíèÿ ïóòåì ðåøåíèÿ òî÷�íîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Îñíîâíûåâûâîäû ñîäåðæàòñÿ â ðàçä. 6.2. ÝÔÔÅÊÒ ÊÎ�Å�ÅÍÒÍÎ�Î ÏËÅÍÅÍÈßÍÀÑÅËÅÍÍÎÑÒÅÉ Â �-ÑÈÑÒÅÌÅ Ï�ÈÁÈ�À�ÌÎÍÈ×ÅÑÊÎÌ ÂÎÇÁÓÆÄÅÍÈÈÄÂÓÌß ÌÎÍÎÕ�ÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÌÈÏÎËßÌÈÂ ïðîñòåéøåé òðåõóðîâíåâîé ñèñòåìå àòîìíûõïåðåõîäîâ â �-êîí�èãóðàöèè äâà íèæíèõ äîëãî�æèâóùèõ óðîâíÿ j1i è j2i ñ ÷àñòîòíûì ðàñùåïëå�íèåì !12 ñâÿçàíû ñ âåðõíèì âîçáóæäåííûì ýíåð�ãåòè÷åñêèì óðîâíåì j3i äâóìÿ ñâåòîâûìè ïîëÿìè(ðèñ. 1). Åñëè ïåðåõîä j1i $ j2i â äèïîëüíîì ïðè�áëèæåíèè çàïðåùåí è äâà ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïî�ëÿ E1 exp(�i!L1t � i'1), E2 exp(�i!L2t � i'2) íà�õîäÿòñÿ â ðåçîíàíñå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïåðåõîäà�ìè j1i $ j3i, j2i $ j3i, òî â ðåçóëüòàòå êâàíòîâîéèíòåð�åðåíöèè �îðìèðóåòñÿ óçêèé ðåçîíàíñ ÊÏÍ.Îí ïðîÿâëÿåòñÿ â ñïåêòðå ïîãëîùåíèÿ êàê ðåçêèéìèíèìóì, êîãäà îäíî èç äåéñòâóþùèõ ïîëåé, íà�ïðèìåð !L1, ñêàíèðóåòñÿ è ðàìàíîâñêàÿ ðàññòðîéêàÆR = !L1 � !L2 � !12 ïðîõîäèò ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþ�ùåå òî÷íîìó ðåçîíàíñó íóëåâîå çíà÷åíèå.Äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè âçàèìîäåéñòâèÿ �-ñèñ-òåìû ñ ïîëåì ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèåâçàèìîäåéñòâèÿ ñ ãàìèëüòîíèàíîì íåâîçìóùåííîãîäâèæåíèÿ U0(t) = exp h�(i=~)Ĥ0ti ;ãäå Ĥ0 = ~(!L1j3ih3j ��j2ih2j);à� = !L2�!L1 � !12 � ðàññòðîéêà ëàçåðíûõ ïîëåé.Äëÿ îáñóæäåíèÿ îñíîâíûõ ý��åêòîâ ÊÏÍ ïîëåçíîçàïèñàòü ãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ àòîì�ïîëå âáàçèñå ¾ñâåòëîãî¿ è îðòîãîíàëüíîãî åìó ¾òåìíîãî¿ñîñòîÿíèé, ñîîòâåòñòâåííîj+i = g�1� �g13e�i'1 j1i+ g23e�i'2 j2i� ;j�i = �g�1� �g23e�i'1 j1i � g13e�i'2 j2i� :Â ïðèáëèæåíèè âðàùàþùèõñÿ âîëí [10℄ ãàìèëüòîíè�àí âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

Ĥ� = ~ ��ÆL + ÆR g213g2� � j+ih+j++ �ÆL + ÆR g223g2� � j�ih�j�++ ~ÆR g13g23g2� hei('1�'2)j+ih�j+H.
.i++ ~g�2 (j+ih3j+H.
.) : (1)Â áàçèñå fj3i; j+i; j�ig ñîîòâåòñòâóþùèå ãàìèëüòîíè�àíó âçàèìîäåéñòâèÿ ìàòðèöû ïðèìóò âèäH� = 0B� 0 ~g�=2 0~g�=2 ~ÆL 00 0 ~ÆL 1CA+ ~ÆRg2� ��0B� 0 0 00 g213 g13g23ei('1�'2)0 g13g23e�i('1�'2) g223 1CA : (2)Îñöèëëÿöèè ìåæäó ñîñòîÿíèåì j+i è âîçáóæäåí�íûì ñîñòîÿíèåì j3i ïðîèñõîäÿò ñ ý��åêòèâíîé ÷àñ�òîòîé �àáè g� = pg213 + g223, ñàìî ñîñòîÿíèå â ïðè�áëèæåíèè âðàùàþùèõñÿ âîëí íå îñöèëëèðóåò. ÏðèÆR = 0 ìàòðèöà (2) ðàñïàäàåòñÿ íà ïðÿìóþ ñóì�ìó ìàòðèöû ðàçìåðíîñòüþ 2�2, îïèñûâàþùåé äâóõ�óðîâíåâóþ ñèñòåìó j3i � j+i, êîòîðàÿ �îðìèðóåòñÿèç âîçáóæäåííîãî è ¾ñâåòëîãî¿ ñîñòîÿíèé, è ìàòðè�öó 1 � 1, åäèíñòâåííûé ýëåìåíò êîòîðîé îïèñûâàåòòåìíîå ñîñòîÿíèå. Ïðè ýòîì ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿãàìèëüòîíèàíà (2) ðàâíû �g�=2; 0 è ñîîòâåòñòâóþòïðåöåññèè ìåæäó óðîâíÿìè j+i è j3i ñ ÷àñòîòîé �à�áè g�. Ìàòðè÷íûé æå ýëåìåíò h3jH�j�i = 0, ò. å.ïåðåõîäîâ èç ¾òåìíîãî¿ ñîñòîÿíèÿ â âîçáóæäåííîåíå ïðîèñõîäèò, ÷òî è ïðîÿâëÿåòñÿ â �îðìå ðåçîíàí�ñà ÊÏÍ.3. ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈÅ �-ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ×ÀÑÒÎÒÍÎ-ÌÎÄÓËÈ�ÎÂÀÍÍÛÌÏÎËÅÌÂçàèìîäåéñòâèå òðåõóðîâíåâîé �-ñèñòåìû ñ×Ì-ïîëåì äàæå â îòñóòñòâèå øóìîâ, êàê ïîêà�çûâàþò ýêñïåðèìåíòû, ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñòðóêòóðó ñïåêòðîâ ïîãëîùåíèÿ. Â îòëè÷èå îòðàññìîòðåííîãî âûøå ñëó÷àÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ñäâóìÿ ïîëÿìè, êîãäà íàáëþäàåòñÿ îäèí ðåçîíàíñÊÏÍ, ïðè âçàèìîäåéñòâèè �-ñèñòåìû ñ ×Ì-ïîëåì âñïåêòðå ïîãëîùåíèÿ íàáëþäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûåðåçîíàíñû. Ýêñïåðèìåíòû ïî ×Ì-ñïåêòðîñêîïèèòåìíûõ ðåçîíàíñîâ ïðîâîäÿòñÿ ñî ùåëî÷íûìè611 3*



Þ. Â. Âëàäèìèðîâà, Á. À. �ðèøàíèí, Â. Í. Çàäêîâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006àòîìàìè (íàïðèìåð, Cs, Rb) â ñëàáûõ ìàãíèò�íûõ ïîëÿõ. Íàëè÷èå ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðèâîäèòê óñëîæíåíèþ ýíåðãåòè÷åñêîé ñòðóêòóðû àòîìîâçà ñ÷åò ý��åêòà Çååìàíà (ðèñ. 1). Íàïðèìåð,ïåðåõîä Fg = 3 ! Fe = 2 â àòîìå Cs ÿâëÿåòñÿðàáî÷èì â ýêñïåðèìåíòå [8℄. Óðîâíè Fg = 3 èFe = 2 ðàñùåïëÿþòñÿ â ìàãíèòíîì ïîëå íà 2F + 1ïîäóðîâíåé êàæäûé. Ïàðû îñíîâíûõ ïîäóðîâíåéñ �mF = 2 (mF � ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî) èçååìàíîâñêèå ïîäóðîâíè âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿîáðàçóþò öåïî÷êó �-ñèñòåì. Èçëó÷åíèå ëàçåðàëèíåéíî ïîëÿðèçîâàíî, ïîýòîìó �-ñèñòåìû �îðìè�ðóþòñÿ çååìàíîâñêèìè ïîäóðîâíÿìè íà ïåðåõîäàõFg = 3 ! Fe = 2, èíäóöèðîâàííûõ �+- è ��-êîì-ïîíåíòàìè ëàçåðíîãî ïîëÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè÷àñòîòàìè !L1 è !L2, ðàçíîñòü êîòîðûõ ðàâíàðàññòîÿíèþ ìåæäó çååìàíîâñêèìè ïîäóðîâíÿìè ñ�mF = 2. ×èñëî �-ñèñòåì â öåïî÷êå çàâèñèò îòïîëíîãî óãëîâîãî ìîìåíòà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ.Â òèïè÷íûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïî ×Ì-ñïåêòðîñêîïèèêîãåðåíòíûõ òåìíûõ ðåçîíàíñîâ â àòîìàõ Cs àòîì�íàÿ ñðåäà íàõîäèòñÿ â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîìïîëå, âåëè÷èíà íàïðÿæåííîñòè êîòîðîãî ïîðÿäêà10 ìêTë.Ïîëå â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîé ìîäóëÿöèè ñ ìîäó�ëÿöèîííûì èíäåêñîìM è ÷àñòîòîé ìîäóëÿöèè
modïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóïåðïîçèöèþ ãàðìîíèê âèäà:E(t) = E0 exp[i(!0t+M sin(
modt))℄ == E0 exp(i!0t) 1Xn=�1 Jn(M) exp(in
modt): (3)Àìïëèòóäû ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïåêòðàëüíûõ êîìïî�íåíò ïðîïîðöèîíàëüíû �óíêöèÿì Áåññåëÿ Jn(M).�èñóíîê 2 èëëþñòðèðóåò èçìåíåíèå ñïåêòðà ïîëÿïðè èçìåíåíèè èíäåêñà ìîäóëÿöèèM è ÷àñòîòû ìî�äóëÿöèè 
mod. Êîãäà ÷àñòîòà ìîäóëÿöèè 
mod �èê�ñèðîâàíà, óâåëè÷åíèå èíäåêñà ìîäóëÿöèè âåäåò êóâåëè÷åíèþ ÷èñëà ïîëîñ â ñïåêòðå, ðàññòîÿíèå ìåæ�äó êîòîðûìè ðàâíî 
mod.Ïðè âçàèìîäåéñòâèè �-ñèñòåìû ñ ×Ì-ïîëåì êàæ�äàÿ ïàðà ÷àñòîòíûõ êîìïîíåíò ñïåêòðà äàåò âêëàäâ ðåçîíàíñ ÊÏÍ, êîòîðûé íàáëþäàåòñÿ, êîãäà ÷àñ-òîòíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè êîìïîíåíòàìè ñîâ�ïàäàåò ñ çååìàíîâñêèì ðàñùåïëåíèåì !12 îñíîâíî�ãî ñîñòîÿíèÿ (ðèñ. 1), îáóñëîâëåííûì ïðèñóòñòâèåìïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ò. å. â ñïåêòðå âîçíè�êàþò äîïîëíèòåëüíûå ðåçîíàíñû ÊÏÍ íà ÷àñòîòàõ,êðàòíûõ 
mod. Ýêñïåðèìåíòàëüíî ðåçîíàíñû ÊÏÍíàáëþäàþòñÿ ïðè ñêàíèðîâàíèè ÷àñòîòû ìîäóëÿöèèâ íåáîëüøîì äèàïàçîíå âîêðóã äâóõ�îòîííîãî ðåçî�íàíñà ïðè �èêñèðîâàííîé âåëè÷èíå âíåøíåãî ìàã�

íèòíîãî ïîëÿ èëè ïðè �èêñèðîâàííîé ÷àñòîòå ìî�äóëÿöèè ïóòåì ñêàíèðîâàíèÿ ìàãíèòíîãî ïîëÿ â ñî�îòâåòñòâóþùåì äèàïàçîíå [8; 11�13℄. Äëÿ ïðîñòîòûðàñ÷åòîâ â äàííîé ðàáîòå âëèÿíèå äâèæåíèÿ àòîìîâíå ó÷èòûâàëîñü.4. ÄÂÓÕ×ÀÑÒÎÒÍÀß ÌÎÄÅËÜ �ÀÑ×ÅÒÀ×ÀÑÒÎÒÍÎ-ÌÎÄÓËÈ�ÎÂÀÍÍÛÕÑÏÅÊÒ�ÎÂ �ÅÇÎÍÀÍÑÎÂ ÊÏÍ�àññìîòðèì çàäà÷ó î âçàèìîäåéñòâèè �-ñèñòåìûñ ×Ì-ïîëåì â ðàìêàõ äâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëè ý���åêòèâíîãî ïîëÿ. Äëÿ ýòîé öåëè âûïîëíèì ñíà÷à�ëà ðàñ÷åò ëèóâèëëèàíà òðåõóðîâíåâîãî àòîìà â ñëó�÷àå äâóõ çàäàííûõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïîëåé, ÷òî�áû çàòåì ââåñòè ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû ïîëÿäëÿ ý��åêòèâíîé äâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëè.4.1. �àñ÷åò ëèóâèëëèàíà òðåõóðîâíåâîãîàòîìà, âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ äâóìÿìîíîõðîìàòè÷åñêèìè ïîëÿìèÄëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ñèñòåì ñ ðåëàêñàöèåé áó�äåì èñïîëüçîâàòü ñóïåðîïåðàòîðíóþ òåõíèêó, êîòî�ðàÿ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîîòâåò�ñòâóþùèå ñóïåðîïåðàòîðàì (ò. å. îïåðàòîðàì, äåé�ñòâóþùèì íà îïåðàòîðû) â �èçè÷åñêè íàãëÿäíîé�îðìå ñ ïîìîùüþ çàïèñè ñóïåðîïåðàòîðîâ â ñèìâî�ëè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèìâîëàïîäñòàíîâêè � ìàòðèöû ïëîòíîñòè [14℄.Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîé òåõíèêè âðåìåííàÿ ýâî�ëþöèÿ ñèñòåìû ñ ðåëàêñàöèåé îïðåäåëÿåòñÿ êèíåòè�÷åñêèì óðàâíåíèåì âèäà���t = Lt�̂ = � i~ [Ĥ; �̂℄ + Lr�̂; (4)ãäå Lt � ñóïåðîïåðàòîð, îïèñûâàþùèé ïîëíûéëèóâèëëèàí N -óðîâíåâîãî àòîìà. Â îáùåì ñëó�÷àå â ëàçåðíîì ïîëå â ïðèáëèæåíèè âðàùàþ�ùèõñÿ âîëí îí ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñóììîé âêëàäîâLt = Lr + Le + LÆ + Li, ãäå Lr, Le, Li � ñóïåðîïå�ðàòîðû ñîîòâåòñòâåííî ðàäèàöèîííîãî çàòóõàíèÿ,óïðóãîé äå�àçèðîâêè è âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ëàçåðíûìïîëåì, à LÆ � ñóïåðîïåðàòîð ëàçåðíîé ðàññòðîéêè,äîïîëíÿþùèé âûáðàííûé ñóïåðîïåðàòîð íåâîçìó�ùåííîé ýâîëþöèè äî ñóïåðîïåðàòîðà ñâîáîäíîéäèíàìèêè àòîìà â íóëåâîì ëàçåðíîì ïîëå. Ïîñëåä�íèé âêëþ÷àåò ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññòðîéêè âñåõäåéñòâóþùèõ ëàçåðíûõ ïîëåé ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñâî�áîäíàÿ ïðåöåññèÿ ñ ÷àñòîòàìè ýòèõ ïîëåé âêëþ÷åíàâ ñóïåðîïåðàòîð íåâîçìóùåííîé äèíàìèêè.612



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006 Òåîðèÿ ÷àñòîòíî-ìîäóëÿöèîííîé ñïåêòðîñêîïèè : : :Óâåëè÷åíèå èíäåêñà ìîäóëÿöèè M âåäåò ê óâåëè÷åíèþ÷èñëà ïîëîñ â ñïåêòðå �ëóîðåñöåíöèè
Óâåëè÷åíèå ÷àñòîòûìîäóëÿöèè Ω âåäåò êóâåëè÷åíèþ ðàññòîÿíèÿìåæäó ïîëîñàìèω0 ω0

ω0 ω0�èñ. 2. Ìîäè�èêàöèÿ ñïåêòðà ×Ì-ïîëÿ ïðè èçìåíåíèè ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè 
 è èçìåíåíèè èíäåêñà ìîäóëÿöèè MÑóïåðîïåðàòîð ðàäèàöèîííîãî çàòóõàíèÿ ìîæíîïðåäñòàâèòü â �îðìå ËèíäáëàäàLr =Xkl 
kl �P̂lk � P̂kl � 12 hP̂kk;�i+� ;ãäå äâóìåðíûé ìàññèâ 
kl îïèñûâàåò ñêîðîñòè ñïîí�òàííîãî ðàñïàäà äëÿ k > l è íàêà÷êè äëÿ k < l. Ñó�ïåðîïåðàòîð óïðóãîé äå�àçèðîâêè îïèñûâàåòñÿ ñóì�ìîé:Le =Xk<l �Lklin + Lklex� == ��klin(P̂kk � P̂ll + P̂ll � P̂kk)� �klex hÎkl;�i2 ;ãäå �klin, �klex � ñêîðîñòè äå�àçèðîâêè. Ñóïåðîïåðàòî�ðû ëàçåðíîé ðàññòðîéêè è âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ëàçåð�íûì ïîëåì èìåþò, ñîîòâåòñòâåííî, âèäLÆ = iXk Æk �P̂kk ��� P̂kk� ;Li = � i2Xk<l 
kl h(P̂kl + P̂lk);�i ;ãäå Æk � ìàññèâ ÷àñòîòíûõ ðàññòðîåê, 
kl � äâóìåð�íûé ìàññèâ ÷àñòîò �àáè kl-ïåðåõîäîâ.Ìàòðè÷íûå ïðåäñòàâëåíèÿ N2 �N2-ñóïåðîïåðà-òîðîâ Lt, Lr, Le, Li, LÆ ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñ èñïîëüçî�âàíèåì �îðìóëû Lmn = (êm;Lên), ãäå fêkg � îðòî�íîðìèðîâàííûé áàçèñ, à ñêîáêè îïèñûâàþò ñêàëÿð�íîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ îïåðàòîðîâ âèäà Tr(Â+B̂),àíòèëèíåéíîå ïî ïåðâîìó ñîìíîæèòåëþ è ëèíåéíîåïî âòîðîìó.

Áàçèñ fêkg ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâûì è âûðàæàåòñÿ÷åðåç îïåðàòîðû P̂kl-ïåðåõîäîâ, ïðåäñòàâëåííûåìàòðèöàìè N � N ñ åäèíñòâåííûì íåíóëåâûìkl-ýëåìåíòîì Pkl(k; l) = 1. Íóìåðàöèÿ óðîâíåéâûáðàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ âîçðàñòàíèåì èõ ýíåðãèéE1 � E2 � : : : � EN è ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèññòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:êj(k;l) =8>>>>>><>>>>>>: P̂kk ; k = l;P̂kl + P̂lkp2 ; k < l;�i P̂kl � P̂lkp2 ; k > l; (5)ãäå j(k; l) � íóìåðóþùèé èíäåêñ, ò. å. âçàèì�íî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå äâóìåðíîãî ìíîæåñòâà÷èñåë kl: k; l = 1; N â îäíîìåðíûé èíäåêñ j = 1; N2.Îí, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò áûòü êîíêðåòèçèðîâàí ñëå�äóþùèì, óíèâåðñàëüíûì äëÿ ëþáûõ N , îáðàçîì:j = 8><>: k; k = l;(2k � 1)N � (k + 1)2 + k + 2l; k < l;(2l � 1)N � (l + 1)2 + l + 2k + 1; k > l:4.2. �àñ÷åò ñðåäíèõ çíà÷åíèéÑðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà ïðîèçâîëüíîé äèíà�ìè÷åñêîé ïåðåìåííîé Â â ïðåäñòàâëåíèè âçàèìîäåé�ñòâèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäåhÂ(t)i = TrSt(t) �̂0 U�10 (t)ÂU0(t); (6)ãäå St = exp (Ltt) ; Lt = Lr + Le + Li + LÆ613



Þ. Â. Âëàäèìèðîâà, Á. À. �ðèøàíèí, Â. Í. Çàäêîâ è äð. ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006� ïîëíûé ñóïåðîïåðàòîð âîçìóùåííîé ýâîëþöèè èñîîòâåòñòâóþùèé åé ëèóâèëëèàí. �àâíîâåñíûå çíà�÷åíèÿ àòîìíûõ ïåðåìåííûõ ïðè ýòîì çàäàþòñÿ âû�ðàæåíèåì hÂi = Tr �̂st Â(t) = h0jÂ(t)i; (7)ãäå �̂st � ñòàöèîíàðíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè, h0j �ñîîòâåòñòâóþùèé åé âåêòîð ïðè ìàòðè÷íîì ïðåä�ñòàâëåíèè ñóïåðîïåðàòîðîâ. Âåêòîðíîå ïðåäñòàâëå�íèå h0j ñòàöèîíàðíîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè h�̂stj ðàñ�ñ÷èòûâàåòñÿ èç óðàâíåíèÿh0jLt = 0: (8)Îñíîâíûå ñâîéñòâà ý��åêòà ÊÏÍ, êàê èçâåñòíî,îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé ïîãëîùåíèÿ ïðèëîæåííî�ãî ïîëÿ, êîòîðîå ïðîïîðöèîíàëüíî ñðåäíåìó çíà÷å�íèþ îïåðàòîðà íàñåëåííîñòè âîçáóæäåííîãî óðîâíÿÂ(t) � n3 â ñëó÷àå òðåõóðîâíåâîé �-ñèñòåìû. Çà�âèñèìîñòü ýòîé âåëè÷èíû îò âðåìåíè â àäèàáàòè�÷åñêîì ïðèáëèæåíèè îïðåäåëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíî�ñòüþ êâàçèðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ h0j, çàâèñÿùåãîîò âðåìåíè â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíîñòè ëèóâèëëèàíàLt, îáóñëîâëåííîé, íàïðèìåð, �ëóêòóàöèÿìè ïðèëî�æåííîãî ïîëÿ.4.3. �àñ÷åò ëèóâèëëèàíà òðåõóðîâíåâîãîàòîìà â ñëó÷àå ÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííîãîïîëÿÇàäà÷ó î âçàèìîäåéñòâèè �-ñèñòåìû ñ ×Ì-ïîëåììîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å î âçàèìîäåéñòâèè ñèñòåìû ñäâóìÿ ý��åêòèâíûìè ïîëÿìè ñ èñïîëüçîâàíèåì îïè�ñàííîãî íèæå ïðèáëèæåíèÿ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò èñõî�äèòü èç òîãî, ÷òî îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çà�

âèñèìîñòü íàñåëåííîñòè n3(!12)=h0j n̂3i âîçáóæäåí�íîãî ñîñòîÿíèÿ îò âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèÿ îñíîâíîãîñîñòîÿíèÿ !12.Ñïåêòð ×Ì-ïîëÿ (3) ñîñòîèò èç ýêâèäèñòàíò�íûõ êîìïîíåíò íà ÷àñòîòàõ !0 + n
mod, ðàññòîÿ�íèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî ÷àñòîòå ìîäóëÿöèè
mod(ðèñ. 3). Äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ !12 áóäåì âûáèðàòüèç âñåãî ñïåêòðà ×Ì-ïîëÿ äâå ÷àñòîòíûõ êîìïîíåí�òû. Ïåðâàÿ � !n1 = n1
mod ñ íîìåðîì n1 (n1 � öå�ëîå ÷èñëî), äëÿ êîòîðîé ìàêñèìàëüíî ý��åêòèâåíîäíî�îòîííûé ðåçîíàíñ íà ïåðåõîäå 1�3, ò. å. ïðèíè�ìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíà(g13Jn1(M))2
231 + (!n1 � !13)2 ;è âòîðàÿ êîìïîíåíòà !n2 = n2
mod ñ íîìåðîì n2(n2 � öåëîå ÷èñëî), äëÿ êîòîðîé ìàêñèìàëüíî ý���åêòèâåí îäíî�îòîííûé ðåçîíàíñ íà ïåðåõîäå 2�3,ò. å. ìàêñèìàëüíà âåëè÷èíà(g23Jn2(M))2
232 + (!n2 � !23)2 :Ïîñêîëüêó ïðè èçìåíåíèè âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèÿîñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ !12 èçìåíÿåòñÿ ðàññòîÿíèå !13è !23 ñîîòâåòñòâåííî ìåæäó óðîâíÿìè 1�3 è 2�3,äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ !12 òàêàÿ çàìåíà ñâîäèò×Ì-ñïåêòð ê äâóì çàâèñÿùèì îò !12 íàèáîëåå ý���åêòèâíûì êîìïîíåíòàì ñ íîìåðàìè n1 è n2, äàþ�ùèì ìàêñèìàëüíûé âêëàä â �îðìèðîâàíèå ðåçîíàí�ñà ÊÏÍ.Ëèóâèëëèàí Lt â ìàòðè÷íîì ïðåäñòàâëåíèè â áà�çèñå (5) â ñëó÷àå äàííîé äâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëè èìå�åò âèä
Lt =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

�w 
12 
31 0 0 0 g013p2 0 0w �
12 
32 0 0 0 0 0 g023p20 0 �
31 � 
32 0 0 0 �g013p2 0 �g023p20 0 0 A B � !12 0 g0232 0 g01320 0 0 �B + !12 A �g0232 0 g0132 00 0 0 0 g0232 C ÆL 0 0�g013p2 0 g013p2 �g0232 0 �ÆL C 0 00 0 0 0 �g0132 0 0 D ÆL �B0 �g023p2 g023p2 �g0132 0 0 0 �ÆL +B D

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
; (9)

614
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ωn1 ωn2

|1〉

|2〉

ω13

ω12

|3〉

ω23

δL

�èñ. 3. Â äâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëè ×Ì-ñïåêòð çàìåíÿ-åòñÿ íà äâà ý��åêòèâíûõ ìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïîëÿñ ÷àñòîòàìè !n1 è !n2 , äëÿ êîòîðûõ ìàêñèìàëüíîý��åêòèâíû îäíî�îòîííûå ðåçîíàíñû íà ïåðåõî-äàõ ñîîòâåòñòâåííî j1i $ j3i è j2i $ j3iãäå g023 = g23Jn2(M); g013 = g13Jn1(M);A = �
12 � w � 2�122 ; B = !n1 � !n2 ;C = �2
32�2
31�2w4 ; D = �2
32�2
31�2
124 :Ïðèâåäåííàÿ ìàòðèöà Lt èìååò áëî÷íóþ ñòðóê�òóðó, ãäå ÷åòûðå äèàãîíàëüíûõ áëîêà L11, L22, L33,L44 îïèñûâàþò ñîîòâåòñòâåííî äèíàìèêó íàñåëåííî�ñòåé n1, n2, n3 è êîãåðåíòíîñòåé ïîäñèñòåì 1�2, 1�3 ,2�3. Áëîêè L13; L31 è L14; L41 è ñîïðÿæåííûå èì îïè�ñûâàþò îñöèëëÿöèè �àáè ñîîòâåòñòâåííî íà ïåðåõî�äàõ 1� 3 è 2� 3. Îñòàëüíûå íåäèàãîíàëüíûå áëîêèîïèñûâàþò ìåæìîäîâûå ñâÿçè ïîëÿðèçàöèè îñíîâíî�ãî ñîñòîÿíèÿ ñ ïîëÿðèçàöèÿìè ïåðåõîäîâ 1�3, 2�3.�åøàÿ óðàâíåíèå (8) äëÿ íàáîðà çíà÷åíèé !12,ïîëó÷èì çàâèñèìîñòü íàñåëåííîñòè n3(!12) âîçáóæ�äåííîãî ñîñòîÿíèÿ îò âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèÿ îñíîâ�íîãî ñîñòîÿíèÿ !12, âêëþ÷àþùóþ òàêæå è çàâèñè�ìîñòü îò îäíî�îòîííîé ëàçåðíîé ðàññòðîéêè ÆL.4.4. �àñ÷åò ñïåêòðà ïîãëîùåíèÿ4.4.1. Ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ ÷àñòîòíîéìîäóëÿöèè ïîëÿÄëÿ ïðîâåðêè îïèñàííîãî âûøå ìåòîäà äâóõ ý���åêòèâíûõ ïîëåé ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó�÷àé âçàèìîäåéñòâèÿ �-ñèñòåìû ñ îäíèì ðåçîíàíñ�íûì ïîëåì â îòñóòñòâèå ÷àñòîòíîé ìîäóëÿöèè. Ýòîñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òî â ëèóâèëëèàíå (9) èíäåêñ ìî�äóëÿöèè M = 0, è íà îáà ïåðåõîäà äåéñòâóåò îäíîïîëå E(t). �åçóëüòàòû â îòñóòñòâèå ìîäóëÿöèè ëåãêîïðåäñêàçóåìû è ïðîâåðêà èõ ñïðàâåäëèâîñòè ïðè èñ�ïîëüçîâàíèè ðàñ÷åòà ×Ì-ñïåêòðîâ ìåòîäîì äâóõ ý���åêòèâíûõ ïîëåé â ñîîòâåòñòâóþùåì ÷àñòíîì ñëó�

÷àå (M = 0) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èíñòðóìåíòîìêîíòðîëÿ ïðàâèëüíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà.Íà ðèñ. 4à ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè íàñåëåííîñòèâîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ îò âåëè÷èíû ëàçåðíîé ðàñ�ñòðîéêè è âåëè÷èíû ÷àñòîòíîãî ðàñùåïëåíèÿ îñíîâ�íîãî ñîñòîÿíèÿ !12, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå äâóõ÷àñ-òîòíîé ìîäåëè. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåò�ðîâ âûáðàíû, èñõîäÿ èç ýêñïåðèìåíòà [8℄. Îöåíèìøèðèíó ðåçîíàíñà ïî �îðìóëå [6℄�0 = � + 
2
 ; (10)ãäå � � ñêîðîñòü ïîïåðå÷íîé ðåëàêñàöèè ìåæäóíèæíèìè óðîâíÿìè, 
 = 
31 + 
32. Øèðèíà ðåçî�íàíñà, ðàññ÷èòàííàÿ ïî ýòîé �îðìóëå è îöåíåííàÿèç ðèñ. 4à, ðàâíà 0:5
. Èç ïîëó÷åííîãî ñïåêòðà òàê�æå ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ �-ñèñòåìûòîëüêî ñ îäíèì ïîëåì òåìíûé ðåçîíàíñ íàáëþäàåò�ñÿ, êîãäà ñèñòåìà âûðîæäåíà (!12 = 0), ò. å. êîãäàâíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå ðàâíî íóëþ.4.4.2. Ñëó÷àé ÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííîãîïîëÿÏîëüçóÿñü äâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëüþ, îïèñàííîéâûøå, ìû ðàññ÷èòàëè òðåõìåðíóþ çàâèñèìîñòü íà�ñåëåííîñòè âåðõíåãî óðîâíÿ îò âåëè÷èíû ðàñùåïëå�íèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ !12 è ëàçåðíîé ðàññòðîéêè(ðèñ. 5à). Îäíàêî íàãëÿäíåå ðàññìîòðåòü ñå÷åíèå, ñî�îòâåòñòâóþùåå óñëîâèþ ÆL = 0, ò. å. ñëó÷àé, êîãäà÷àñòîòà ïîëÿ íà ïåðåõîäå 1�3 íàõîäèòñÿ â òî÷íîìðåçîíàíñå ñ ÷àñòîòîé ïåðåõîäà !13. Íà ðèñ. 6à ïðè�âåäåíà çàâèñèìîñòü íàñåëåííîñòè âåðõíåãî óðîâíÿïðè ÆL = 0 îò âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèÿ îñíîâíîãî ñî�ñòîÿíèÿ !12 äëÿ çíà÷åíèÿ M = 10 ïðè ÷àñòîòå ìî�äóëÿöèè ðàâíîé 
mod = 6
 (
 = 1 Ì�ö). Èç ãðà�è�êà ñëåäóåò, ÷òî â ñïåêòðå íàáëþäàþòñÿ äîïîëíèòåëü�íûå ðåçîíàíñû ÊÏÍ íà ÷àñòîòàõ, êðàòíûõ ÷àñòîòåìîäóëÿöèè.�àññìîòðèì êà÷åñòâåííî ìåõàíèçì �îðìèðîâà�íèÿ òåìíûõ ðåçîíàíñîâ â ñïåêòðå �-ñèñòåìû ïîääåéñòâèåì ÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííîãî ëàçåðíîãî ïî�ëÿ (ðèñ. 7). �åçîíàíñ ÊÏÍ �îðìèðóåòñÿ, êîãäà ðàñ�ñòîÿíèå ìåæäó íèæíèìè ïîäóðîâíÿìè îñíîâíîãî ñî�ñòîÿíèÿ !12 â òî÷íîñòè ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäóïîëîñàìè â ñïåêòðå èçëó÷åíèÿ, ò. å. êîãäà âåëè÷è�íà ðàñùåïëåíèÿ ìåæäó çååìàíîâñêèìè ïîäóðîâíÿìè(!12 = !1 � !2 = 2�BgFB, ãäå �B � ìàãíåòîí Áîðà,gF � �àêòîð Ëàíäå, B � íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíî�ãî ïîëÿ) ðàâíà ÷àñòîòå ìîäóëÿöèè 
mod. Âñå ïàðûêîìïîíåíò, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî ÷àñ�òîòå ìîäóëÿöèè 
mod (íàïðèìåð, ïàðà, îòìå÷åííàÿ615
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�èñ. 4. Çàâèñèìîñòè íàñåëåííîñòè n3 âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ �-ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ îäíèì ïîëåì áåçìîäóëÿöèè (M = 0) à) îò âåëè÷èíû ëàçåðíîé ðàññòðîéêè ÆL è âåëè÷èíû ÷àñòîòíîãî ðàñùåïëåíèÿ îñíîâíîãî ñî-ñòîÿíèÿ !12=
, ðàññ÷èòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëè, á ) îò âðåìåíè è îò !12=
, ïîëó÷åííûå ïðèïîìîùè ðàñ÷åòà òî÷íîé äèíàìèêè �-ñèñòåìû ìåòîäîì ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèåïàðàìåòðû: g13 = g23 = 1 îòí. åä., 
31 = 
32 = 
 = 1 îòí. åä. (1 îòí. åä. = 
 = 1 Ì�ö), îñòàëüíûå ðåëàêñàöèîííûåïàðàìåòðû ïîëàãàëèñü ðàâíûìè íóëþ
 

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0

80706050403020100

 

ω

 

12

 

/

 

γ

 

–4
–2

 

n

 

3

 

, 
Ó

Ú
Ì

. 
Â
‰
.

 
δ

 

L

 

/

 

γ

 

0.06

0.04

0.02

0

5
10

15
20

0
20

40
60

 

t

 

/

 

γ

 

n

 

3

 

, 
Ó

Ú
Ì

. 
Â
‰
.

 

ω

 

12

 

/

 

γ

 

·‡

�èñ. 5. Çàâèñèìîñòè íàñåëåííîñòè n3 âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ �-ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ×Ì-ïîëåìM = 10, 
mod à) îò âåëè÷èíû ëàçåðíîé ðàññòðîéêè ÆL è âåëè÷èíû ÷àñòîòíîãî ðàñùåïëåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿ-íèÿ !12, ðàññ÷èòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëè, á ) îò âðåìåíè è îò !12, ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùèðàñ÷åòà òî÷íîé äèíàìèêè �-ñèñòåìû ìåòîäîì ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü òå æå ïàðàìåòðû,÷òî è äëÿ ðàñ÷åòà ðèñ. 4áñïëîøíûìè ñòðåëêàìè íà ðèñ. 7), âíîñÿò âêëàä â ðå�çîíàíñ, äëÿ êîòîðîãî !12 = 
mod. Àíàëîãè÷íî, âñåïàðû êîìïîíåíò, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ðàâíîóäâîåííîé ÷àñòîòå ìîäóëÿöèè 2
mod (íàïðèìåð, ïà�ðà, îòìå÷åííàÿ ïóíêòèðíûìè ñòðåëêàìè íà ðèñ. 7),âíîñÿò âêëàä â ðåçîíàíñ, äëÿ êîòîðîãî !12 = 2
mod,è ò. ä. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåä�
íèìè ðåçîíàíñàìè, íàáëþäàåìûìè â ñïåêòðå, ðàâíî÷àñòîòå ìîäóëÿöèè 
mod.Àìïëèòóäû ïîëîñ â ñïåêòðå ïðîïîðöèîíàëüíû�óíêöèÿì Áåññåëÿ Jn(M) ïðè �èêñèðîâàííîì èí�äåêñå ìîäóëÿöèèM è ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ óâåëè÷åíè�åì n, ïîýòîìó ÷èñëî ïîëîñ â ñïåêòðå ïðèáëèçèòåëüíîðàâíî M è ÷èñëî ðåàëüíî íàáëþäàåìûõ ðåçîíàíñîâ616
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�72 �48 �24 0 24 48 72 �72 �48 �24 0 24 48 72!12=
!12=
00:010:020:030:040:050:06

0:01

0:060:050:040:030:02
áà 2 4 6 8 10 12 140:020:060:080:100:04J

2n(10)
nn3; îòí.åä.n3; îòí.åä.

�èñ. 6. Íàñåëåííîñòü âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèììåòðè÷íîé �-ñèñòåìû â çàâèñèìîñòè îò !12 äëÿ èíäåêñà ìî-äóëÿöèè M = 10, ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè 
mod = 6
 è ÷àñòîò �àáè g13 = g23 = 0:8
. �åçóëüòàòû ïîëó÷åíû à) ñèñïîëüçîâàíèåì äâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëè, á ) ïðè ïîìîùè ðàñ÷åòà òî÷íîé äèíàìèêè �-ñèñòåìû ìåòîäîì ìàòðèöûïëîòíîñòè. Íà âñòàâêå ïîêàçàí êâàäðàò �óíêöèè Áåññåëÿ J2n(M) äëÿ M = 10ïîðÿäêà M .Èç ðèñ. 6à ñëåäóåò, ÷òî ðåçîíàíñû íà îïðåäåëåí�íûõ ÷àñòîòàõ ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò, òàê, ïðèM = 10 ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò ðåçîíàíñû íà ÷àñ-òîòàõ !12 = �
mod;�3
mod, �6
mod. Ýòî îáúÿñ�íÿåòñÿ òåì, ÷òî â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ ñèñòåìûñ ìîäóëèðîâàííûì ïîëåì äâóõ�îòîííûå ðåçîíàíñûÊÏÍ íàáëþäàþòñÿ íà �îíå îäíî�îòîííûõ. Êàê áû�ëî ïîêàçàíî, íàïðèìåð, â ðàáîòå [15℄, çàâèñèìîñòüìîùíîñòè ïðîøåäøåãî ÷åðåç ñðåäó ìîäóëèðîâàííî�ãî ñèãíàëà äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿM ïðîïîðöèîíàëü�íà êâàäðàòó �óíêöèè Áåññåëÿ J2n(M). Ïîñêîëüêóêâàäðàò �óíêöèè Áåññåëÿ ïðèíèìàåò íóëåâûå çíà�÷åíèÿ ïðè n = �1;�3;�6 äëÿ M = 10, ðåçîíàíñûíà ÷àñòîòàõ n
mod äëÿ ýòèõ n ïðàêòè÷åñêè îòñóò�ñòâóþò. Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ á�îëüøèõ çíà�÷åíèé èíäåêñà ìîäóëÿöèè ïîðÿäêà 100 è ïîëó÷åíûàíàëîãè÷íûå çàâèñèìîñòè: ðåçîíàíñû íàáëþäàþòñÿíà òåõ ÷àñòîòàõ n
mod, êðàòíûõ ÷àñòîòå ìîäóëÿöèè,äëÿ êîòîðûõ êâàäðàò �óíêöèè Áåññåëÿ ïðèíèìàåòíåíóëåâûå çíà÷åíèÿ.Ìåõàíèçì ïîÿâëåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ðåçîíàí�

ñîâ ÊÏÍ ñ óâåëè÷åíèåì èíäåêñà ìîäóëÿöèè ïîÿñíåííà ðèñ. 8, ãäå ïðèâåäåíà çàâèñèìîñòü íàñåëåííîñòèâåðõíåãî óðîâíÿ îò âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèÿ îñíîâíî�ãî ñîñòîÿíèÿ !12 ïðè �èêñèðîâàííîé ÷àñòîòå ìîäó�ëÿöèè 
mod = 2 äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èíäåêñàìîäóëÿöèè 0 < M < 5. ÏðèM = 0 ìîäóëÿöèÿ îòñóò�ñòâóåò è òåìíûé ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ, êàê è ñëåäî�âàëî îæèäàòü, ïðè !12 = 0, ò. å. êîãäà ñèñòåìà âû-ðîæäåíà. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå èíäåêñà ìîäóëÿ�öèè âåäåò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ ðåçîíàíñîâïðè óñëîâèè, êîãäà !12 = n
mod, n = �1;�2;�3; : : :Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì èíäåêñà ìî�äóëÿöèè ÷èñëî áîêîâûõ ïîëîñ â ñïåêòðå, ñîãëàñíî�îðìóëå (3), óâåëè÷èâàåòñÿ.�àñ÷åòû òàêæå ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåìñêîðîñòè ðàñïàäà âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ 
 îòíî�ñèòåëüíàÿ âåëè÷èíà ðåçîíàíñîâ è èõ êîíòðàñò ðåçêîóìåíüøàþòñÿ, à ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû �àáè îòíî�ñèòåëüíàÿ âåëè÷èíà ðåçîíàíñîâ è èõ êîíòðàñò âîç�ðàñòàþò.617
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�èñ. 7. Ìåõàíèçì �îðìèðîâàíèÿ òåìíûõ ðåçîíàíñîâ â ñëó÷àå �-ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ÷àñòîòíî-ìîäóëè-ðîâàííûì ëàçåðíûì ïîëåì
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�èñ. 8. Íàñåëåííîñòü âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ âçàâèñèìîñòè îò !12 è ìîäóëÿöèîííîãî èíäåêñà M .Äðóãèå ïàðàìåòðû ñèñòåìû ðàâíû: 
31 = 
32 = 
,
mod = 2
, g13 = g23 = 0:8
, 
 = 1 Ì�ö

5. ÒÎ×ÍÛÉ �ÀÑ×ÅÒ×ÀÑÒÎÒÍÎ-ÌÎÄÓËÈ�ÎÂÀÍÍÛÕÑÏÅÊÒ�ÎÂ ÊÏÍÄëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åí�íûõ ïðè ïîìîùè ïðîñòîé äâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëè,ðàññìîòðèì òî÷íóþ çàäà÷ó î âçàèìîäåéñòâèè�-ñèñòåìû ñ ×Ì-ïîëåì ïðè ïîìîùè ìåòîäà ìàò�ðèöû ïëîòíîñòè, âðåìåííàÿ ýâîëþöèÿ êîòîðîéîïðåäåëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì âèäà(4). �àìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ �-ñèñòåìû ñ÷àñòîòíî-ìîäóëèðîâàííûì ïîëåì (3) èìååò âèäĤ = 0B� 0 0 ei�(t)g130 �!12 ei�(t)g23e�i�(t)g13 e�i�(t)g23 ÆL 1CA ; (11)ãäå �(t) =M sin(
t). Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ Lrè (11) â óðàâíåíèå (4), ìû ïîëó÷àåì ñèñòåìó èç äåâÿ�òè äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå êîòîðîéäàåò íàì, â ÷àñòíîñòè, çàâèñèìîñòü �33(t), êîòîðàÿîïèñûâàåò èçìåíåíèå íàñåëåííîñòè âîçáóæäåííîãîñîñòîÿíèÿ �-ñèñòåìû îò âðåìåíè äëÿ äàííîãî çíà÷å�íèÿ !12. �àññ÷èòàâ òàêèì îáðàçîì íàñåëåííîñòü äëÿäèàïàçîíà çíà÷åíèé !12, ïîëó÷èì òðåõìåðíóþ çàâè�618



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006 Òåîðèÿ ÷àñòîòíî-ìîäóëÿöèîííîé ñïåêòðîñêîïèè : : :ñèìîñòü, îïèñûâàþùóþ �îðìèðîâàíèå ðåçîíàíñîâÊÏÍ âî âðåìåíè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ðàñùåï�ëåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷å�òû áûëè âûïîëíåíû íàìè, è èõ ðåçóëüòàòû â ñðàâ�íåíèè ñ ïðîñòîé äâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëüþ ïðèâåäåíûíèæå.Ïî àíàëîãèè ñ ï. 4.4 ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó�÷àé, êîãäà ñèñòåìà âçàèìîäåéñòâóåò ñ îäíèì ïîëåì(ðèñ. 4á ). Ïðè M = 0 ìîäóëÿöèÿ îòñóòñòâóåò è òåì�íûé ðåçîíàíñ íàáëþäàåòñÿ, êàê è ñëåäîâàëî îæè�äàòü, ïðè !12 = 0, ò. å. êîãäà ñèñòåìà âûðîæäåíà,÷òî ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì, ïîëó÷åí�íûì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñóïåðîïåðàòîðíîãî ïîäõîäà(ðèñ. 4à).Çàâèñèìîñòè íàñåëåííîñòè âîçáóæäåííîãî ñîñòî�ÿíèÿ îò âðåìåíè è âåëè÷èíû ðàñùåïëåíèÿ îñíîâíî�ãî ñîñòîÿíèÿ â ñëó÷àå ×Ì-ïîëÿ, ðàññ÷èòàííûå ïðèïîìîùè ìåòîäà ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ïðèâåäåíû íàðèñ. 5á. Íà ðèñ. 6á ïðèâåäåíî ñå÷åíèå t = 25
�1, ñî�îòâåòñòâóþùåå ðåæèìó, êîãäà ðåçîíàíñû ÊÏÍ ñ�îð�ìèðîâàëèñü. Èç ñðàâíåíèÿ ãðà�èêîâ íà ðèñ. 6à èðèñ. 6á ñëåäóåò êà÷åñòâåííîå ñîãëàñèå ðåçóëüòàòîâ,ïîëó÷åííûõ ðàçíûìè ìåòîäàìè. Ïðè ýòîì, îäíàêî,âèäíî, ÷òî ìåòîä ìàòðèöû ïëîòíîñòè íå ïîçâîëÿ�åò òî÷íî îöåíèòü øèðèíó è êîíòðàñò ðåçîíàíñîâ,ïîñêîëüêó ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå äîñòèãàåòñÿ ïðèt!1, â òî âðåìÿ êàê â äàííîì ìåòîäå ðàñ÷åòà ðàñ�ñìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, èç-çà÷åãî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïîãëîùåíèÿ çàâû�øåíû. 6. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÍàìè ïðåäëîæåíà è ïðîàíàëèçèðîâàíà ïðî�ñòàÿ äâóõ÷àñòîòíàÿ ìîäåëü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è×Ì-ñïåêòðîñêîïèè òåìíûõ ðåçîíàíñîâ íà ïðèìåðåòðåõóðîâíåâîé �-ñèñòåìû. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîñêîëüêóñïåêòð ×Ì-ïîëÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ýêâèäè�ñòàíòíûõ ÷àñòîòíûõ êîìïîíåíò, ìåõàíèçì îïèñàíèÿâçàèìîäåéñòâèÿ �-ñèñòåìû ñ ×Ì-ïîëåì âîçìîæåíïóòåì çàìåíû ×Ì-ñïåêòðà íà äâà ý��åêòèâíûõ ìî�íîõðîìàòè÷åñêèõ ïîëÿ. Ïðèìåíèìîñòü è òî÷íîñòüäâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëè áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíàïóòåì ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ååïîìîùüþ, ñ ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ òî÷íîé çàäà÷è îâçàèìîäåéñòâèè �-ñèñòåìû ñ ×Ì-ïîëåì (ðàçä. 5).Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîé äâóõ÷àñòîòíîéìîäåëè íàìè áûëè ðàññ÷èòàíû ñïåêòðû ïîãëîùåíèÿ�-ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ ×Ì-ïîëåì. Ïîêà�çàíî, ÷òî â ñëó÷àå �-ñèñòåìû, âçàèìîäåéñòâóþùåé ñîäíèì ðåçîíàíñíûì ïîëåì áåç ìîäóëÿöèè (M = 0),

òåìíûé ðåçîíàíñ â ñïåêòðå íàáëþäàåòñÿ òîëüêî âñëó÷àå íóëåâîãî ðàñùåïëåíèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ,ò. å. âûðîæäåííîé �-ñèñòåìû. Ïðè íàëè÷èè ìîäó�ëÿöèè â ñïåêòðå �îðìèðóþòñÿ äîïîëíèòåëüíûåðåçîíàíñû ÊÏÍ íà ÷àñòîòàõ, êðàòíûõ ÷àñòîòåìîäóëÿöèè 
mod, ò. å. ðåçîíàíñ �îðìèðóåòñÿ, êîãäàìåæìîäîâîå ðàññòîÿíèå n
mod ðàâíî çååìàíîâñêî�ìó ðàñùåïëåíèþ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ !12. ×èñëîðåçîíàíñîâ çàâèñèò îò èíäåêñà ìîäóëÿöèè M èóâåëè÷èâàåòñÿ ñ åãî ðîñòîì. Äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèéM èíòåíñèâíîñòü ðàçíûõ ðåçîíàíñîâ ðàçëè÷íà èðåãóëèðóåòñÿ àðãóìåíòàìè �óíêöèè Áåññåëÿ Jn(M),îïðåäåëÿþùèìè àìïëèòóäû ÷àñòîòíûõ ãàðìîíèê.Êîãäà ïîëîæåíèå ðåçîíàíñà ïðèõîäèòñÿ íà ìèíè�ìóì ýòîé �óíêöèè, åãî èíòåíñèâíîñòü ïðàêòè÷åñêèðàâíà íóëþ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå ïðè ïîìîùèäâóõ÷àñòîòíîé ìîäåëè ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííîïîäòâåðæäàþò îáðàçîâàíèå â ýêñïåðèìåíòàëüíûõñïåêòðàõ äîïîëíèòåëüíûõ ðåçîíàíñîâ ÊÏÍ íà÷àñòîòàõ, êðàòíûõ ÷àñòîòå ìîäóëÿöèè.�àáîòà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà �ÔÔÈ (ãðàíò�04-02-17554). ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. G. Alzetta, A. Gozzini, L. Moi, and G. Orriols, NuovoCimento B 36, 5 (1976).2. A. Aspe
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hena
hev, V. I. Yudin, R. Wynands,M. Stahler, J. Kit
hing, and L. Hollberg, Phys. Rev.A 67, 033810 (2003).4. A. Godone, F. Levi, S. Mi
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