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×ÅÒÛ�ÅÕÂÎËÍÎÂÎÅ ÑÌÅØÅÍÈÅÊÂÀÇÈÌÎÍÎÕ�ÎÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍ È ÈÌÏÓËÜÑÎÂ ÑÄËÈÒÅËÜÍÎÑÒÜÞ ÏÎ�ßÄÊÀ ÏÅ�ÈÎÄÀ ÎÑÖÈËËßÖÈÉÀ. À. Çàáîëîòñêèé *Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ýëåêòðîìåòðèè Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 14 �åâðàëÿ 2006 ã.Â äâóõóðîâíåâîé ñðåäå ñ çàïðåùåííûì äèïîëüíûì ïåðåõîäîì âûâåäåíû ìîäåëè ÷åòûðåõâîëíîâîãî êî-ãåðåíòíîãî ñìåøåíèÿ äâóõ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïîëåé íàêà÷êè è èìïóëüñîâ äâóõêîìïîíåíòîãî ïîëÿÑòîêñà, èìåþùåãî ýëëèïòè÷åñêóþ ïîëÿðèçàöèþ è äëèòåëüíîñòü ïîðÿäêà ïåðèîäà îñöèëëÿöèé. Ïîêàçà-íî, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ îäíîíàïðàâëåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí è â îòñóòñòâèå èñòîùåíèÿíàêà÷êè ñèñòåìà óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà �Áëîõà ïðèâîäèòñÿ ê íîâîé ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìîé ñèñòåìåóðàâíåíèé. Â ðàìêàõ èíòåãðèðóåìîé ðåäóêöèè ýòîé ìîäåëè èññëåäóåòñÿ íåñîëèòîííàÿ ðàäèàöèîííàÿ äè-íàìèêà ãåíåðàöèè èìïóëüñîâ ñòîêñîâà ïîëÿ. �àçâèò ñîîòâåòñòâóþùèé ðåøàåìîé çàäà÷å àïïàðàò ìåòîäàîáðàòíîé çàäà÷è. Íàéäåíî ïðèáëèæåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ïåðåäíåãî �ðîíòà ãåíåðèðó-åìîãî ïàêåòà èìïóëüñîâ äëÿ ðàçíûõ íà÷àëüíî êðàåâûõ óñëîâèé. Îáñóæäàåòñÿ ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõðåçóëüòàòîâ äëÿ îïèñàíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ñ ó÷àñòèåì âîëí ðàçíûõ òèïîâ.PACS: 02.30.Ik, 42.55.Ye, 42.65.Re, 42.65.Ky1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì ëàçåðíîé òåõíèêè ãåíåðà�öèè èìïóëüñîâ â ïîñëåäíèå 10 ëåò âîçðîñ èíòå�ðåñ ê èññëåäîâàíèþ ãåíåðàöèè è âçàèìîäåéñòâèÿñî ñðåäîé èìïóëüñîâ, èìåþùèõ äëèòåëüíîñòü, ñðàâ�íèìóþ ñ ïåðèîäîì îñöèëëÿöèè. Òåîðåòè÷åñêè âçàè�ìîäåéñòâèå òàêèõ èìïóëüñîâ ñ äâóõóðîâíåâîé ñðå�äîé èçó÷àåòñÿ ñ 1971 ã. â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ ìîäå�ëåé [1; 2℄, â òîì ÷èñëå è èíòåãðèðóåìûõ [3�9℄ ìå�òîäîì îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ [10℄. Åñëè äè�ïîëüíûé ïåðåõîä çàïðåùåí ïðàâèëàìè îòáîðà, òîãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ ñòàíîâèòñÿ êâàäðà�òè÷íûì ïî ýëåêòðîìàãíèòíîìó ïîëþ, H / E2,ò. å. îñíîâíûì ðåçîíàíñíûì âçàèìîäåéñòâèåì ñòà�íîâèòñÿ äâóõ�îòîííîå âçàèìîäåéñòâèå. Êîìáèíàöè�îííîå ðàññåÿíèå (Ê�) ñâåòà â äâóõóðîâíåâîé ñðå�äå êàê îäèí èç îñíîâíûõ ìåõàíèçìîâ êîíâåðñèè÷àñòîòû ÿâëÿåòñÿ âàæíûì è äåòàëüíî èçó÷åííûìÿâëåíèåì íåëèíåéíîé îïòèêè [11℄. Òåîðèÿ îïòè÷å�ñêîãî Ê� èñïîëüçóåò ïðèáëèæåíèå ìåäëåííûõ îãè�áàþùèõ äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ èìïóëüñîâ [11℄.*E-mail: zabolotskii�iae.nsk.su

Ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà ïðèáëèæåíèé ýâîëþöèîííûåóðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå íåëèíåéíóþ ñòàäèþ êîì�áèíàöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äëÿ êâàçèìîíîõðîìà�òè÷åñêèõ èìïóëüñîâ, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðèâî�äÿòñÿ ê ñèñòåìå ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíå�íèé [12�14℄. Îáîáùåíèå ýòîé èíòåãðèðóåìîé ñèñòå�ìû íà ñëó÷àé äâóõ ïàð ïîëåé, âçàèìîäåéñòâóþùèõñ äâóõ�îòîííî-ðåçîíàíñíîé äâóõóðîâíåâîé ñðåäîé,ò. å. íà ñëó÷àé ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøåíèÿ â ñðåäå ñêåððîâñêîé ðåçîíàíñíî-èíäóöèðîâàííîé íåëèíåéíî�ñòüþ, ïîëó÷åíî â ðàáîòå [15℄. Ýòà íåëèíåéíîñòü âîç�íèêàåò ïðè âûâîäå óðàâíåíèé ýâîëþöèè ïîëåé â ðå�çîíàíñíîé ñðåäå, ïðè êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ àäèàáà�òè÷åñêîå èñêëþ÷åíèå âèðòóàëüíûõ óðîâíåé [16; 17℄.Ïðè óñëîâèè íåèçìåííîñòè çàñåëåííîñòåé óðîâíåéèëè â îòñóòñòâèå èñòîùåíèÿ íàêà÷êè ñèñòåìà óðàâ�íåíèé Ê� ðåäóöèðóåòñÿ ê èíòåãðèðóåìîìó ÷àñòíîìóñëó÷àþ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà �Áëîõà äëÿ äâóõóðîâ�íåâîé ñðåäû, ê ìîäåëè ×ó �Ñêîòòà [18℄. �àäèàöèîí�íàÿ äèíàìèêà ãåíåðàöèè êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõèìïóëüñîâ ñòîêñîâà ïîëÿ èçó÷åíà â ðàìêàõ ìåòîäàîáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ (ÌÎÇ�) â ðàáîòå [19℄.Âçàèìîäåéñòâèå èìïóëüñîâ âîëí, îòíîñÿùèõñÿ ê589



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006ðàçíûì ñïåêòðàëüíûì äèàïàçîíàì, íàïðèìåð ñâåòî�âûõ âîëí è ìèêðîâîëí, äàâíî èçó÷àåòñÿ â ðàçíûõîáëàñòÿõ �èçèêè. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ âîçìîæíîñòüý��åêòèâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ÷åòûðåõâîëíîâîãîñìåøåíèÿ âîëí, âêëþ÷àþùåãî äâå êîìïîíåíòû ñâå�òîâîãî êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿ íàêà÷êè èäâå êîìïîíåíòû ñòîêñîâîé ìèêðîâîëíû â äâóõóðîâ�íåâîé ñðåäå, ïðîäåìîíñòðèðîâàíà â ðàáîòå [20℄. �îä�ñòâåííîìó òèïó âçàèìîäåéñòâèÿ ñîîòâåòñòâóåò ìî�äåëü, îïèñûâàþùàÿ ðåçîíàíñ äëèííûõ è êîðîòêèõâîëí, âïåðâûå îòêðûòûé Áåííè ïðè îïèñàíèè âîëííà âîäå [21℄. Ïîäîáíûå ìîäåëè ïîñòðîåíû Çàõàðîâûìïðè èçó÷åíèè ëåíãìþðîâñêèõ âîëí â ïëàçìå [22℄, Äà�âûäîâûì äëÿ àíàëèçà âîçáóæäåíèé â ìîëåêóëå áåë�êà [23℄, à òàêæå â äðóãèõ îáëàñòÿõ �èçèêè [24℄, íà�ïðèìåð, â òåîðèè âîëí â �åððîìàãíåòèêàõ [25℄. Âíåëèíåéíîé îïòèêå àíàëîãè÷íûå ìîäåëè âûâåäåíûäëÿ îïèñàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äëèííûõ è êîðîòêèõâîëí [24℄, ñì., íàïðèìåð, [26; 27℄. Îäíèì èç ïðèìå�íåíèé òàêèõ ìîäåëåé, âêëþ÷àþùèõ îáîáùåííûå ñè�ñòåìû óðàâíåíèé øðåäèíãåðîâñêîãî òèïà, ÿâëÿåòñÿîïèñàíèå ý��åêòà îïòè÷åñêîãî âûïðÿìëåíèÿ [28℄. Âíåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ýòè ñèñòåìû óðàâíåíèé ñâîäÿò�ñÿ ê èíòåãðèðóåìûì äâóìåðíûì óðàâíåíèÿì [28℄ òè�ïà óðàâíåíèé Äàâè �Ñòþàðòñîíà [29℄. Ïðè âûïîëíå�íèè íåêîòîðûõ óñëîâèé, íàïðèìåð, ïðèáëèæåíèÿ îä�íîíàïðàâëåííîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, óêàçàííûåâûøå ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê îä�íîìåðíûì èíòåãðèðóåìûì ìîäåëÿì [30�32℄. Â ýòèõòåîðåòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ äëèííàÿ âîëíà ïðèâîäèò êäèíàìè÷åñêîìó èçìåíåíèþ äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíè�öàåìîñòè ñðåäû, â êîòîðîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ êîðîò�êàÿ âîëíà. Â ýòèõ ìîäåëÿõ îòñóòñòâóåò êîãåðåíò�íîå ñìåøåíèå ïîëåé, àíàëîãè÷íîå ïàðàìåòðè÷åñêîìóâçàèìîäåéñòâèþ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïîëåé.Âíå ðàìîê êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïðèáëèæå�íèÿ ýâîëþöèÿ ñâåòîâûõ ïîëåé ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîìäâóõ�îòîííîì âçàèìîäåéñòâèè ÷èñëåííî èçó÷àëàñü,íàïðèìåð, â íåäàâíèõ ðàáîòàõ [33�35℄. Òåîðåòè÷å�ñêè ìåõàíèçì êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ ñ ó÷àñòè�åì êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîé âîëíû ïîëÿ íàêà÷êè èèìïóëüñà ñòîêñîâà ïîëÿ áåç îãèáàþùåé áûë èññëåäî�âàí â ðàáîòå [34℄. Àâòîðû ðàáîòû [34℄ èññëåäîâàëè âëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ãåíåðàöèþ èìïóëüñà ñòîê�ñîâà ïîëÿ áåç îãèáàþùåé ñèëüíûì íåèñòîùàþùèì�ñÿ ïîëåì íàêà÷êè. Â ðàáîòå [27℄ èññëåäîâàëàñü ñõå�ìà êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ â îäíîîñíîé îïòè÷å�ñêîé ñðåäå, â êîòîðîé êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîå ïîëåíàêà÷êè è ñòîêñîâî ïîëå, ðàññìàòðèâàåìîå âíå ðà�ìîê ïðèáëèæåíèÿ ìåäëåííîé îãèáàþùåé, èìåþò îð�òîãîíàëüíûå ïîëÿðèçàöèè. Â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíåýòè èìïóëüñû èìåþò äëèòåëüíîñòü îò åäèíèö äî äå�

ñÿòêîâ �åìòîñåêóíä. Ïîñêîëüêó â ðàáîòå [27℄ ðàñ�ñìàòðèâàëèñü êîëåáàòåëüíûå ïåðåõîäû, âîçáóæäàå�ìûå óêàçàííûìè ñâåòîâûìè ïîëÿìè, ñïðàâåäëèâûñîîòíîøåíèÿ �s
p . 1; �s
0 � 1; (1)ãäå �s � äëèòåëüíîñòü îïòè÷åñêîãî ñîëèòîíà, 
p �íåñóùàÿ ÷àñòîòà ïîëÿ íàêà÷êè è 
0 � ÷àñòîòà ïåðå�õîäà. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ðÿäà ïðèáëèæåíèé, âêëþ�÷àÿ ïðèáëèæåíèå ìàëûõ àìïëèòóä ïîëåé è ñ ó÷åòîìóñëîâèé (1), àâòîðû ðàáîòû [27℄ ñâåëè èñõîäíóþ ñè�ñòåìó óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà �Áëîõà ê ñèñòåìå óðàâ�íåíèé òèïà óðàâíåíèé Çàõàðîâà [22℄.Ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè ýâîëþöèè èìïóëüñîâ â�åìòîñåêóíäíîì äèàïàçîíå ñëåäóåò ó÷èòûâàòü ñî�îòíîøåíèÿ ìåæäó äëèòåëüíîñòÿìè èìïóëüñîâ è èõèíòåíñèâíîñòÿìè. Íàïðèìåð, â ðàìêàõ ñèñòåì óðàâ�íåíèé ìîäåëåé Ìàêñâåëëà �Áëîõà èëè íåëèíåéíîãîóðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà â îáëàñòè âûïîëíåíèÿ óñëî�âèé (1) ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ îòâå÷àþò ñâåðõìîù�íûì ïîëÿì, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ñèëüíîìó ïåðåìå�øèâàíèþ çàñåëåííîñòåé óðîâíåé ýëåêòðîííûõ è êî�ëåáàòåëüíûõ ïåðåõîäîâ. Íåðàâåíñòâà (1) íàêëàäûâà�åò äîñòàòî÷íî æåñòêèå óñëîâèÿ íà âûáîð êîìáèíà�öèîííî-àêòèâíûõ ïåðåõîäîâ, ïîñêîëüêó ïðè âûïîë�íåíèè âòîðîãî èç íåðàâåíñòâ (1) â ðåàëüíîé ñèñòå�ìå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü âçàèìîäåéñòâèå ñ ìíîãè�ìè äðóãèìè îïòè÷åñêèìè è êîëåáàòåëüíûìè ïåðåõî�äàìè.Íåñìîòðÿ íà ïîëó÷åííûå â óêàçàííûõ âûøå ðà�áîòàõ ðåçóëüòàòû, òåîðèÿ ãåíåðàöèè è ýâîëþöèè èì�ïóëüñîâ â ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîöåññàõ â ðåçîíàíñíîéïðîòÿæåííîé ñðåäå ñ ó÷àñòèåì ñâåòîâûõ êâàçèìîíî�õðîìàòè÷åñêèõ ïîëåé è èìïóëüñîâ ïîëåé ñ äëèòåëü�íîñòüþ ïîðÿäêà ïåðèîäà îñöèëëÿöèè íå ïîëó÷èëàäîëæíîãî ðàçâèòèÿ. Â ÷àñòíîñòè, íå èçó÷åíû íåñî�ëèòîííûå ìåõàíèçìû ãåíåðàöèè, îòâå÷àþùèå ñòàí�äàðòíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ïðè ÷åòûðåõâîëíîâîìñìåøåíèè è êîìáèíàöèîííîì ðàññåÿíèè [15; 19℄. Îò�÷àñòè ýòî ñâÿçàíî ñî ñëîæíîñòüþ ðåøåíèÿ íà÷àëü�íî-êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèéÌàêñâåëëà �Áëîõà. Êàê èçâåñòíî, íàèáîëåå ïîëíóþèí�îðìàöèþ îá ýâîëþöèè èìïóëüñîâ ìîæíî ïîëó�÷èòü â ðàìêàõ ïîëíîñòüþ èíòåãðèðóåìûõ óðàâíå�íèé [10℄. Ïîýòîìó öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿâûâîä è ðåøåíèå èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè, îïèñûâà�þùåé ÷åòûðåõâîëíîâîå ïàðàìåòðè÷åñêîå âçàèìîäåé�ñòâèå òàêîãî òèïà âîëí â äâóõóðîâíåâîé ñðåäå. Ñõå�ìà âçàèìîäåéñòâèÿ, ðàññìàòðèâàåìàÿ â íàñòîÿùåéðàáîòå, âêëþ÷àåò ïàðó êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ïî�ëåé íàêà÷êè è èìïóëüñû ñòîêñîâà ïîëÿ, äëÿ êîòî�ðûõ íå ïðèìåíÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå ìåäëåííûõ îãèáà�590



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006 ×åòûðåõâîëíîâîå ñìåøåíèå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí : : :þùèõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðèîä îñöèëëÿöèé ñòîê�ñîâà ïîëÿ ìíîãî áîëüøå ïåðèîäà îñöèëëÿöèé ïîëåéíàêà÷êè ïîëÿ, ò. å. ïîëÿ îòíîñÿòñÿ ê ðàçíûì ÷àñòîò�íûì ìàñøòàáàì (ñì. íèæå).Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ðÿäà ðåàëèñòè÷åñêèõ ïðèáëè�æåíèé ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü, ñîñòîÿùàÿ èç ñèñòåìûóðàâíåíèé Áëîõà äëÿ ý��åêòèâíîé äâóõóðîâíåâîéñðåäû è óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ñâîäèòñÿ ê èíòåãðè�ðóåìîé ìîäåëè ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøåíèÿ, îïèñû�âàþùåé îäíîíàïðàâëåííîå ðàñïðîñòðàíåíèå èìïóëü�ñîâ ñòîêñîâà ïîëÿ, èìåþùèõ ýëëèïòè÷åñêóþ ïîëÿ�ðèçàöèþ. Íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåííîé ìîäåëè èçó�÷àåòñÿ ðåæèì óñèëåíèÿ èìïóëüñà çàòðàâî÷íîãî ïî�ëÿ Ñòîêñà äëÿ íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ óñëîâèé, îòâå�÷àþùèõ ñòàíäàðòíîé ïîñòàíîâêå ýêñïåðèìåíòà äëÿíàáëþäåíèÿ âûíóæäåííîãî êîìáèíàöèîííîãî ðàññå�ÿíèÿ.�àáîòà ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 2âûâîäèòñÿ îñíîâíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé. Â ðàçä. 3ïðèâîäèòñÿ íîâàÿ îáùàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ìîäåëü. Çà�òåì â ðàçä. 4 ðàçâèâàåòñÿ àïïàðàò ÌÎÇ� äëÿ ÷àñòíî�ãî ñëó÷àÿ ìîäåëè. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå àíàëèçèðó�åòñÿ ëèíåéíàÿ ñòàäèÿ ïðîöåññà. �àçäåë 6 ïîñâÿùåíðàçâèòèþ ñîîòâåòñòâóþùåé âåðñèè àïïàðàòà ÌÎÇ�.Â ðàçä. 7 íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿïåðåäíåãî �ðîíòà ãåíåðèðóåìîãî ïàêåòà èìïóëüñîâ.Ïîñëåäíèé ðàçäåë ïîñâÿùåí îáñóæäåíèþ ðåçóëüòà�òîâ è èõ âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé. Â Ïðèëîæåíèèïðèâîäèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ íîâîé èíòåãðè�ðóåìîé ìîäåëè.2. ÂÛÂÎÄ ÎÑÍÎÂÍÛÕ Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÔîðìà èìïóëüñîâ, ãåíåðèðóåìûõ ïðè êîãå�ðåíòíîì ÷åòûðåõâîëíîâîì ñìåøåíèè, â ïðîöåññå,ïðîèñõîäÿùåì íà âðåìåíàõ, ìåíüøèõ ðåëàêñà�öèîííûõ, îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì âçàèìîäåéñòâèÿ èíà÷àëüíî-êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Íà÷àëüíóþ èëè,â ðÿäå ñëó÷àåâ, íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿíåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé óäàåòñÿðåøèòü òîëüêî äëÿ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé [10℄.Ïîýòîìó öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà áóäåò âûâîä èí�òåãðèðóåìîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. Ìû ïîñòðîèììîäåëü ÷åòûðåõâîëíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõêâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ ñâåòîâûõ ïîëåé è èì�ïóëüñîâ äâóõêîìïîíåíòíîãî ïîëÿ áåç ïðèìåíåíèÿê ïîñëåäíåìó ïðèáëèæåíèÿ ìåäëåííîé îãèáàþùåé.C÷èòàåì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ïîëÿ íàêà÷êè ìíîãîáîëüøå èíòåíñèâíîñòè ñòîêñîâà ïîëÿ è èñòîùåíèåìíàêà÷êè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â òî æå âðåìÿ ïðèïîñòðîåíèè ìîäåëè ýâîëþöèè èìïóëüñîâ ñòîêñîâà

ïîëÿ â îäíîìåðíîé äâóõóðîâíåâîé ñðåäå íå ïðè�ìåíÿþòñÿ äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ íà èíòåíñèâíîñòüïîëåé è ó÷èòûâàåòñÿ äèíàìè÷åñêîå èçìåíåíèåçàñåëåííîñòåé óðîâíåé ñðåäû. Òàêàÿ ïîñòàíîâêàçàäà÷è äîñòàòî÷íî ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â òåîðèèêîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ è ÷åòûðåõâîëíîâîãîñìåøåíèÿ [18℄.Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà êâàçèìîíî�õðîìàòè÷åñêîå ïîëå íàêà÷êè ñîñòîèò èç ïîëåé ñ ïî�ñòîÿííûìè àìïëèòóäàìèP� = Px � iPyp2 ; Q+ = Qx + iQyp2 :Çäåñü è íèæå íèæíèå èíäåêñû x; y (íàïðèìåð,Px; Py) îçíà÷àþò ïðîåêöèè âåêòîðà íà ñîîòâåòñòâó�þùèå îñè. Ïîëÿ èìåþò îäèíàêîâóþ íåñóùóþ ÷àñòî�òó 
. Òîãäà ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå íàêà÷êè, ðàñïðî�ñòðàíÿþùååñÿ â îäíîìåðíîé ñðåäå âäîëü îñè z, èìå�åò âèäE = e�P� exp(i
t) + e+Q+ exp(i
t) + 
.
.; (2)ãäå e� = ex � ieyp2 ;ex; ey � îðòû. Âåêòîðû e� èìåþò åäèíè÷íóþ äëèíóè îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó:e� � e� = 1; e+ � e� = 0: (3)Ââåäåì ñëåäóþùèå ÷åòûðå âåêòîðà äèïîëüíîãîìîìåíòà: d� = exdx � ieydy; (4)g� = exgx � ieygy: (5)Âåêòîðû d� � äèïîëüíûå ìîìåíòû ïåðåõîäîâ, âçàè-ìîäåéñòâóþùèõ ñ ïîëÿìè íàêà÷êè, ò. å. ïåðåõîäîâ1 $ 2 è 1 $ 4, ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 1), âåêòî�ðû g� � äèïîëüíûå ìîìåíòû ïåðåõîäîâ, âçàèìîäåé�ñòâóþùèõ ñ ïîëÿìè Ñòîêñà, ò. å. ïåðåõîäîâ 2 $ 3 è4$ 3, ñîîòâåòñòâåííî.Äëÿ âåêòîðîâ äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ ñïðàâåäëèâûðàâåíñòâà(d� � e�) = dx + dyp2 ; d� � e� = dx � dyp2 (6)è ò. ä.Âî ìíîãèõ �èçè÷åñêèõ ñèòóàöèÿõ âûïîëíÿåòñÿðàâåíñòâî jdxj = jdyj:591
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P� Q+
S+ S�

1�èñ. 1. Ñõåìà äâîéíîãî êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿ-íèÿ ïîëåé â äâóõóðîâíåâîé ñðåäå. P�; Q+ � àìïëè-òóäû ïîëÿ íàêà÷êè, S� � êîìïîíåíòû ïîëÿ Ñòîêñà,2 è 4 � âèðòóàëüíûå óðîâíèÍàïðèìåð, ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ñâåòà â èçîòðîïíûõñðåäàõ áåç äîïîëíèòåëüíûõ ïîëåé, â ñõåìàõ âçàèìî�äåéñòâèÿ, íå ïðèâîäÿùèõ ê íàðóøåíèþ ñèììåòðèè,ñâÿçàííîé ñ âðàùåíèåì ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ íà �=2.Â ýòîì ñëó÷àå äèïîëüíûé ìîìåíò d+ (d�) â òî÷íî�ñòè îòâå÷àåò ïåðåõîäó ñ èçìåíåíèåì ïðîåêöèè ìàã�íèòíîãî ìîìåíòà �M = 1 (�1), ò. å. ïåðåõîä âçàèìî�äåéñòâóåò òîëüêî ñ ïîëåì, èìåþùèì ïðàâóþ (ëåâóþ)öèðêóëÿðíóþ ïîëÿðèçàöèþ, òàê êàê ñïðàâåäëèâû ñî�îòíîøåíèÿE � d+ = (dx + dy)Q+ + (dx � dy)P�p2 ; (7)E � d� = (dx � dy)Q+ + (dx + dy)P�p2 : (8)Åñëè, íàïðèìåð, dx = dy, òî öèðêóëÿðíî ïîëÿðèçî�âàííîå ïîëå Q+ âçàèìîäåéñòâóåò òîëüêî ñ ïåðåõîäîì1$ 4, à ïîëå P� � ñ ïåðåõîäîì 1$ 2.Ïîëå Ñòîêñà S âêëþ÷àåò èìïóëüñû äâóõ îðòîãî�íàëüíî ïîëÿðèçîâàííûõ ïîëåé Ñòîêñà, íå èìåþùèõíåñóùåé ÷àñòîòû:S = exSx + eySy = e�S� + e�S+; (9)ãäå S� = Sx � iSyp2 :Îäíèì èç îñíîâíûõ îòëè÷èé îò áîëüøèíñòâà èç�âåñòíûõ ìîäåëåé ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìåøåíèÿ ÿâ�ëÿåòñÿ ðàññìàòðèâàåìîå çäåñü ñîîòíîøåíèå ìåæäó

÷àñòîòàìè ïîëÿ íàêà÷êè è ñòîêñîâà ïîëÿ. Ñ÷èòàåì,÷òî äëÿ õàðàêòåðíûõ ÷àñòîò ïîëÿ íàêà÷êè 
, ñòîê�ñîâà ïîëÿ !s è ÷àñòîòû ïåðåõîäà !0 = !3 � !1 ñïðà�âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ!s � 
� !0; !s � !0 !s � !2 � !3: (10)Çäåñü ~!k � ýíåðãèÿ óðîâíÿ k = 1; 2; 3; 4, ñì. ðèñ. 1,íà êîòîðîì ïîêàçàíà ÷åòûðåõóðîâíåâàÿ ñõåìà âçàè�ìîäåéñòâèÿ.Íåðàâåíñòâà (10) ìîãóò áûòü âûïîëíåíû êàê äëÿìèêðîâîëíîâîãî [20℄, òàê è äëÿ îïòè÷åñêîãî äèàïàçî�íîâ ñòîêñîâà ïîëÿ. Òàêîå ñîîòíîøåíèå ÷àñòîò ïîçâî�ëÿåò ñ äîñòàòî÷íûì �èçè÷åñêèì îñíîâàíèåì ïðåíå�áðåãàòü âêëàäîì äðóãèõ óðîâíåé, ïîìèìî ðàññìàòðè�âàåìûõ â ðàáîòå, è ïåðåõîäîâ ìåæäó íèìè. Ïîýòîìóîãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì äâóõóðîâíåâîãî êîìáè�íàöèîííîãî ïåðåõîäà ñ çàïðåùåííûì äèïîëüíûì ïå�ðåõîäîì.Â êà÷åñòâå ïîëåé Sx; Sy ìîãóò áûòü âûáðàíû ïî�ëÿ ñî ñïåêòðîì, ëåæàùèì â äèàïàçîíå îò èí�ðàêðàñ�íîãî (äåñÿòêè òåðàãåðö) äî ìèêðîâîëíîâîãî (ñîòíèãèãàãåðö), ñì. íèæå. Ñ÷èòàåì, ÷òî øèðèíà ñïåêòðàèìïóëüñà S áåç îãèáàþùåé ìíîãî ìåíüøå îòñòðîé�êè 
0 = 
 � !2 = 
 � !4 ÷àñòîòû 
 îò ÷àñòîòóðîâíåé 2 è 4, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåíèì èçâåñò�íûé ïðèåì àäèàáàòè÷åñêîãî èñêëþ÷åíèÿ ê óðîâíÿì2 è 4. Â ðàáîòàõ [16; 17℄ ïîêàçàíî, ÷òî àäèàáàòè÷å�ñêîå èñêëþ÷åíèå, íàïðèìåð, óðîâíÿ 2 âîçìîæíî ïðèóñëîâèè glm=
2 � 1, ãäå glm � êîý��èöèåíò ñâÿ�çè ìåæäó ïîëåì è ñðåäîé. Ýòî óñëîâèå ñîãëàñóåòñÿñ ïðèìåíåííûì íèæå ïðèáëèæåíèåì îäíîíàïðàâëåí�íîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñîâ. Ïîëó÷àþùèéñÿ âðåçóëüòàòå òàêîé îïåðàöèè ãàìèëüòîíèàí ñîäåðæèòïî ïîëþ íåëèíåéíîñòü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿíàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíî-èíäóöèðîâàííîé êåððîâñêîéíåëèíåéíîñòüþ [11℄.Ïóñòü  k � àìïëèòóäà çàñåëåííîñòè óðîâíÿ k. Âäâóõóðîâíåâîé ñðåäå óðàâíåíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïî�ëåé ïðè ÷åòûðåõâîëíîâîì ñìåøåíèè ìîãóò áûòü âû�âåäåíû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà âèðòóàëüíûõ óðîâ�íåé òàê æå, êàê ýòî äåëàåòñÿ ïðè âûâîäå óðàâíåíèéêâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî Ê� [11; 18℄. Ó÷åò äîïîëíè�òåëüíûõ âèðòóàëüíûõ óðîâíåé ïðèâîäèò ëèøü ê ïå�ðåîïðåäåëåíèþ êîý��èöèåíòîâ âçàèìîäåéñòâèÿ, ïî�ýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè îãðàíè÷èìñÿ ó÷åòîìòîëüêî äâóõ âèðòóàëüíûõ óðîâíåé, 2 è 4.Óðàâíåíèÿ ýâîëþöèè àìïëèòóä çàñåëåííîñòåé ÷å�òûðåõóðîâíåâîé ñðåäû èìåþò âèä~(�t � i!1) 1 = i(d� �E)� 2 + i(d+ �E)� 4; (11)~(�t � i!3) 3 = i(g+ � S)� 2 + (g� � S)� 4; (12)592



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006 ×åòûðåõâîëíîâîå ñìåøåíèå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí : : :~(�t � i!2) 2 = i(d� �E) 1 + (g+ � S) 3; (13)~(�t � i!2) 4 = i(d+ �E) 1 + (g� � S) 3: (14)Çäåñü d�; g� � âåêòîðû äèïîëüíûõ ìîìåíòîâ íà ïå�ðåõîäàõ 1 $ 2; 4 (�M � 1); 3 $ 2; 4 (�M = �1);�M � èçìåíåíèå ïðîåêöèè ìàãíèòíîãî ìîìåíòà. �å�ëàêñàöèåé ìû ïðåíåáðåãàåì.Âûáåðåì !1 = 0: Ïðèìåíèì ïðèáëèæåíèå ìåä�ëåííûõ îãèáàþùèõ äëÿ ïîëåé íàêà÷êè è ïðèáëèæå�íèå âðàùàþùåéñÿ âîëíû äëÿ âîëíîâûõ �óíêöèé ñðå�äû:  1 = e 1 exp (i(
0=2)t) ; (15) 2 = e 2 exp (i
t) ; (16) 3 = e 3 exp [i(!3 �
0=2)t℄ ; (17) 4 = e 4 exp (i
t) : (18)Ïîëàãàåì� k�t 1
0 k � �0; �S�t 1
0S � �0;ãäå 
0 = 
 � !0 è �0 � ìàëûé ïàðàìåòð. Ñ÷èòàåì,÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ êâàçèðåçîíàíñà
0 � 
; !0: (19)Ïîñêîëüêó äëÿ èìïóëüñîâ ïîëÿ Ñòîêñà ïðèáëèæå�íèå ìåäëåííîé îãèáàþùåé íå èñïîëüçóåòñÿ, ñïåê�òðàëüíàÿ øèðèíà ýòèõ èìïóëüñîâ ìîæåò áûòü ïî�ðÿäêà !3 � !2. Â ýòèõ óñëîâèÿõ èíòåãðèðîâàíèå ïî÷àñòÿì óðàâíåíèé (13) è (14), ïðîâîäèìîå ïîñëåïîäñòàíîâêè âûðàæåíèé (15)�(18), ïîêàçûâàåò, ÷òîïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò e 2 è e 4 ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü ñ òî÷íîñòüþ O(�20). Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòüñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó àäèàáàòè÷åñêîãî èñêëþ÷å�íèÿ e 2 è e 4 [11; 16; 17℄. Â èòîãå ïîëó÷àåì ñèñòå�ìó óðàâíåíèé äëÿ âîëíîâûõ �óíêöèé ý��åêòèâíîéäâóõóðîâíåâîé ñðåäû:~2
0 � e 1�t = i �jd� �Ej2+jd+ � Ej2+
0=2� e 1++ [(d� � E)�(g+ � S) + (d+ �E)�(g� � S)℄ e 3; (20)~2
0 �t e 3�t = i �jg� � Sj2 + jg+ � Sj2 �
0=2� e 3 ++ [(d� � E)(g+ � S)� + (d+ �E)(g� � S)�℄ e 1: (21)

Äàëåå, ââîäèì �óíêöèè � êîìïîíåíòû âåêòîðàïîïåðå÷íîãî ý��åêòèâíîãî ïîëÿ E? = (Ex; Ey)T è¾ïðîäîëüíóþ¿ êîìïîíåíòó Ez:Ex = Re [(d� �E)(g+ � S)�+(d+ � E)(g� � S)�℄~2
0�0 ; (22)Ey = Im [(d� � E)(g+ � S)�+(d+ �E)(g� � S)�℄~2
0�0 : (23)Ez = jg� � Sj2+jg+ � Sj2�jd� � Ej2�jd+ �Ej2~2
0�0 : (24)Çäåñü�0 = 
0 �Ez � 
0 � jd� �Ej2 + jd+ � Ej2~2
0 : (25)Ïîñêîëüêó ïîëå íàêà÷êè ïðåäïîëàãàåòñÿ äîñòà�òî÷íî ìîùíûì, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðåíåáðå÷ü åãîèñòîùåíèåì, â âûðàæåíèè (25) äëÿ �0 ìû ïðåíåáðåã�ëè ÷àñòÿìè, ñîäåðæàùèìè àìïëèòóäó ñòîêñîâà ïîëÿ,ò. å. �0 � êîíñòàíòà.Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ (7), (8), ïîëó÷àåì èç óðàâ�íåíèé (22), (23) ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:Ex = 2~2
0�0 �� [dxgx (Qx + Px)Sx � dygy (Qy + Py)Sy℄ ; (26)Ex = 2~2
0�0 �� [dxgx (Qy � Py)Sx + dygy (Qx � Px)Sy℄ : (27)Ââîäèì òàêæå êîìïîíåíòû âåêòîðà ÁëîõàR = (Rx; Ry; Rz) â âèäåRx = e 1 e �3 + e �1 e 3; (28)Ry = i�e 1 e �3 � e �1 e 3� ; (29)Rz = e 3 e �3 � e �1 e 1: (30)Ïîïåðå÷íûå êîìïîíåíòû âåêòîðà Áëîõà ïðåäñòà�âèì îòäåëüíî â âèäåR? = (R+; R�)T : (31)Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ïîïåðå÷íûå êîìïî�íåíòû ïîëÿðèçàöèè ñðåäû, íàéäåì ý��åêòèâíûéãàìèëüòîíèàí âçàèìîäåéñòâèÿ, ñâåäÿ çàäà÷ó ê ïî�ëóêëàññè÷åñêîé òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ èçëó÷åíèÿ2 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 593



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006ñ äâóõóðîâíåâîé ñðåäîé. Ïîñëåäíÿÿ èçó÷àëàñü äëÿàíèçîòðîïíûõ ñðåä, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [36�38℄.Îòáðàñûâàÿ ÷ëåíû ñ áûñòðîäåéñòâóþùèìè ìíîæè�òåëÿìè, íàõîäèì ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí âçàè-ìîäåéñòâèÿ, îòâå÷àþùèé ïðàâûì ÷àñòÿì óðàâíåíèé(20), (21). Äèíàìèêà âåêòîðà Áëîõà îïèñûâàåòñÿóñðåäíåííûìè ïî êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì óðàâíåíèÿ�ìè �åéçåíáåðãà äëÿ îïåðàòîðà bR, ñîîòâåòñòâóþùåãîý��åêòèâíîé äâóõóðîâíåâîé ñðåäå,i~� bR�t0 = [ bR; bH℄; (32)ãäå bH = ~�0 �12b�3 �Exb�1 �Eyb�2� : (33)Çäåñü Ex; Ey � ïðîåêöèè ý��åêòèâíîãî ïîëÿ íà íà�ïðàâëåíèÿ îñåé x; y; t0 = (t� z=
) � âðåìÿ çàïàçäû�âàíèÿ, b�n, n = 1; 2; 3 � ìàòðèöû Ïàóëè.Ñèñòåìó óðàâíåíèé Áëîõà ïîëó÷àåì èç (32), (33)ñòàíäàðòíûì îáðàçîì (ñì., íàïðèìåð, [38℄). Óðàâíå�íèÿ Áëîõà (êîòîðûå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñ ó÷å�òîì îáîçíà÷åíèé (26)�(30) ìîãóò áûòü òàêæå ïîëó÷å�íû íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèé (20), (21)) èìåþòâèä �Rx�e� = �Ry +EyRz ; (34)�Ry�e� = Rx �ExRz; (35)�Rz�e� = (ExRy �EyRx) ; (36)ãäå e� = t0�0:Ïîñêîëüêó èñòîùåíèåì íàêà÷êè ìû ïðåíåáðåãà�åì, íàì îñòàëîñü íàéòè óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿêîìïîíåíò ïîëÿ Ñòîêñà Sx; Sy, êîòîðûå ïîëó÷àåìïðîåêöèåé íà ñîîòâåòñòâóþùóþ îñü:�2Sx�z2 � 1
2 �2Sx�t2 = 4�n
2 �2Px�t2 ; (37)�2Sy�z2 � 1
2 �2Sy�t2 = 4�n
2 �2Py�t2 : (38)Çäåñü 
 � ñêîðîñòü ñâåòà â ñðåäå ñ ïëîòíîñòüþ n,Px;Py � ïðîåêöèè ïîëÿðèçóåìîñòè ñðåäû, êîòîðûåîïðåäåëåíû íèæå, íà îñè x; y.Äëÿ òîãî ÷òîáû óïðîñòèòü ñèñòåìó óðàâ�íåíèé (37), (38), âîñïîëüçóåìñÿ èçâåñòíûì èç

ãèäðîäèíàìèêè ïðèáëèæåíèåì îäíîíàïðàâëåííîãîðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, êîòîðîå ïðè âûâîäå èí�òåãðèðóåìûõ ðåäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé òåîðèèñàìîèíäóöèðîâàííîé ïðîçðà÷íîñòè â äâóõóðîâ�íåâîé ñðåäå âïåðâûå ïðèìåíÿëîñü â ðàáîòå [3℄äëÿ ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòîâîãî ïîëÿ áåçîãèáàþùåé. Ñóòü ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ â ñëåäóþùåì.Ïëîòíîñòü àêòèâíûõ ïðèìåñíûõ àòîìîâ èëè ìî�ëåêóë â ðåàëüíûõ ñðåäàõ íåðåäêî ìîæíî ñ÷èòàòüìàëîé. Ìàëîé ïëîòíîñòè àêòèâíûõ àòîìîâ îòâå÷àåòïðèáëèæåííîå �îðìàëüíîå ðàâåíñòâî��z � �1
 ��t +O (�) ;ãäå � � ìàëûé ïàðàìåòð. Äðóãèìè ñëîâàìè, íîðìè�ðîâàííàÿ ïëîòíîñòü äâóõóðîâíåâûõ àòîìîâ èëè ìî�ëåêóë èìååò òîò æå ïîðÿäîê ìàëîñòè, ÷òî è ïðîèç�âîäíàÿ ��z + 1
 ��têîìïîíåíò ïîëÿðèçàöèè ïîëÿ. Êàê ñëåäñòâèå, âëèÿ-íèåì âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ íàëåâî, íà äèíà�ìèêó âîëíû, áåãóùåé âïðàâî, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïî�ëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà óðàâíåíèé îïèñûâà�åò äèíàìèêó èìïóëüñîâ, áåãóùèõ âïðàâî, áåç ó÷å�òà âîëí, áåãóùèõ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè.�ðóïïîâàÿ ñêîðîñòü òàêèõ èìïóëüñîâ áëèçêà ê ñêî�ðîñòè ñâåòà â ñðåäå. Îöåíêè, âûïîëíåííûå äëÿ ïàðà�ìåòðîâ ïðèìåñíûõ àòîìîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ïðîçðà÷�íîé òâåðäîé ñðåäå, ïîêàçàëè, ÷òî óñëîâèå îäíîíà�ïðàâëåííîñòè âûïîëíÿåòñÿ âî ìíîãèõ �èçè÷åñêèõñõåìàõ íàáëþäåíèÿ ÿâëåíèÿ ñàìîèíäóöèðîâàííîéïðîçðà÷íîñòè äëÿ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè ïðèìåñíûõàòîìîâ âïëîòü äî çíà÷åíèé ïîðÿäêà 1018 ñì�3 [1; 38℄.Â ïðèáëèæåíèè îäíîíàïðàâëåííîãî ðàñïðîñòðà�íåíèÿ âîëí ïîëó÷àåì èç (37), (38) ñèñòåìó óðàâíå�íèé �Sx�z = �2�n
 �Px�t0 ; (39)�Sy�z = �2�n
 �Py�t0 : (40)Èñïîëüçóÿ ý��åêòèâíûé ãàìèëüòîíèàí (33), ïî�ëó÷àåì x- è y-ïðîåêöèè ïîëÿðèçóåìîñòè ñðåäû:Px = �H�Sx == gxdx~
0 [(Px +Qx)Rx � (Py �Qy)Ry℄ ; (41)594



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006 ×åòûðåõâîëíîâîå ñìåøåíèå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí : : :Py = �H�Sy == �gydy~
0 [(Py +Qy)Rx + (Px �Qx)Ry℄ : (42)Çäåñü H � óñðåäíåííûé ïî êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿìãàìèëüòîíèàí bH.Â èòîãå, â ïðèáëèæåíèè îäíîíàïðàâëåííîãî ðàñ�ïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñîâ óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà ìî�ãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå�E?�� = � ��e� bJR?; (43)ãäå � = 2D+�n
~è bJ � ñèììåòðè÷íàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ìàòðèöà, èìå�þùàÿ âèä bJ = 1~4
40D+  J11 J12J12 J22 ! ; (44)J11 = [gxdx (Px +Qx)℄2 + [gydy (Py +Qy)℄2 ; (45)J12 = �(dxgx)2 (Px +Qx) (Py �Qy) ++ (dygy)2 (Py +Qy) (Px �Qx) ; (46)J22 = [gxdx (Py �Qy)℄2 + [gydy (Px �Qx)℄2 ; (47)D2� = �dxgxdygy �P 2x + P 2y �Q2x �Q2y��2~4
40 : (48)Äåòåðìèíàíò ìàòðèöû bJ èìååò âèädet bJ = D2�D2+ : (49)3. ×ÀÑÒÍÛÅ È ÎÁÙÈÉ ÑËÓ×ÀÈÈÍÒÅ��È�ÓÅÌÎÉ ÌÎÄÅËÈÂ ñëó÷àå, åñëè det bJ ðàâåí íóëþ, íåòðóäíî ïîêà�çàòü, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (34)�(36), (43) ïðèâî�äèòñÿ ê âèäó, �îðìàëüíî ýêâèâàëåíòíîìó äàâíî èç�âåñòíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà �Áëîõà, îïè�ñûâàþùåé ýâîëþöèþ èìïóëüñà ëèíåéíî ïîëÿðèçî�âàííîãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ â äâóõóðîâíåâîéñðåäå áåç ïðèìåíåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ìåäëåííîé îãè�áàþùåé [3℄. Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ñëó÷àéíåâûðîæäåííîé ìàòðèöû bJ , ò. å. det bJ 6= 0:

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà óðàâíåíèé (34)�(36),(43) èíòåãðèðóåìà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé äåé�ñòâèòåëüíûõ êîý��èöèåíòîâ (45)�(47), âõîäÿùèõ âìàòðèöó bJ (44). Ïåðåïèøåì ýëåìåíòû ìàòðèöû bJ ,ââåäÿ îáîçíà÷åíèÿax = J11~4
40D+ ; ay = J22~4
40D+ ;r = J12~4
40D+ : (50)Ââåäåì òàêæå íîâóþ âåêòîð-�óíêöèþW = (Wx;Wy)T ;ãäå W = bJE?: (51)Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ íîâóþ èíòåãðèðóåìóþñèñòåìó óðàâíåíèé ýâîëþöèè èìïóëüñîâ ýëåêòðîìàã�íèòíîãî ïîëÿ â àíèçîòðîïíîé äâóõóðîâíåâîé ñðåäå:�Rx�e� = �Ry + (ayWy + rWx)Rz; (52)�Ry�e� = Rx � (rWy + axWx)Rz; (53)�Rz�e� = (rWy+axWx)Ry� (ayWy+rWx)Rx; (54)�Wx�� = ��Rx�e� ; (55)�Wy�� = ��Ry�e� : (56)Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà ñèñòåìû óðàâíåíèé (52)�(56)ñ ýëëèïòè÷åñêèì ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì äîñòà�òî÷íî ãðîìîçäêî è âûíåñåíî â Ïðèëîæåíèå.�àññìîòðèì íåòðèâèàëüíûå ðåäóêöèè ñèñòå�ìû (52)�(56). Ïóñòü ñðåäà àíèçîòðîïíà è èìååòñÿòîëüêî îäíî ëèíåéíî ïîëÿðèçîâàííîå ïîëå íàêà÷êè:dxgx 6= dygy; Qx = Qy = Py = 0; Px 6= 0: (57)Òîãäà íàõîäèìax = dxgxdygy = a�1y ; r = 0: (58)Ñ òî÷êè çðåíèÿ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé ïðåä�ñòàâëÿåò èíòåðåñ íàõîæäåíèå ìîäåëè, â ðàìêàõ êî�òîðîé âîçìîæíî óïðàâëåíèå ïàðàìåòðàìè èìïóëü�ñà ñòîêñîâà ïîëÿ ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ �àç èëè595 2*



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006àìïëèòóä ïîëåé íàêà÷êè. Â àíèçîòðîïíîé ñðåäå èç�ìåíåíèå �àç è àìïëèòóä ïîëåé ïðèâîäèò ê èçìåíå�íèþ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû bJ , ÷òî ïîçâîëÿåò óïðàâëÿòüäèíàìèêîé è ïàðàìåòðàìè ãåíåðèðóåìûõ èìïóëüñîâïîëÿ Ñòîêñà. Îäíàêî ðàçâèòèå è ïðèìåíåíèå àïïàðà�òà ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ê îáùåé ìîäåëè (52)�(56)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ çàäà÷ó, òðå�áóþùóþ îòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ. Ïîýòîìó ðàññìîòðèìñëó÷àé èçîòðîïíîé ñðåäû. Àíàëèç ìàòðèöû bJ ïîêà�çûâàåò, ÷òî �àçà ïîëåé íàêà÷êè íå âëèÿåò íà åå ïà�ðàìåòðû ïðè ýâîëþöèè ïîëåé â èçîòðîïíîé ñðåäå. Âòî æå âðåìÿ èçìåíÿòü ïàðàìåòðû ìàòðèöû bJ ìîæíî,ìåíÿÿ àìïëèòóäû ïîëåé íàêà÷êè. Ïóñòü ýòè àìïëè�òóäû ïðîïîðöèîíàëüíû, ò. å. âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:dxgx = dygy; Qx = 
0Px; Qy = 
0Px; (59)ãäå 
0 6= �1 � íåêîòîðàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.Â ýòîì ñëó÷àå íàõîäèìax = (1 + 
0)21 + 
20 ; ay = (1� 
0)21 + 
20 ; r = 0: (60)Â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñðåäû è Ox = Oy = 0 íàõî�äèì ax = ay = 1; r = 0: (61)Ïðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿâêëþ÷àåò èçâåñòíóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó Êàó�ïà �Íüþâåëëà [6℄ ñ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ îòñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, â îòëè÷èå îò ñëó÷àåâ(57) è (59) è, î÷åâèäíî, îáùåãî ñëó÷àÿ, êîòîðûìîòâå÷àþò íîâûå ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è.Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà �Áëîõà (52)�(56) â ñëó÷à�ÿõ (57) è (59) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó, �îðìàëüíî ýê�âèâàëåíòíîìó íàéäåííîé àâòîðîì íåäàâíî [7℄ ñè�ñòåìå óðàâíåíèé ñàìîèíäóöèðîâàííîé ïðîçðà÷íîñòèèìïóëüñîâ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ áåç îãèáàþùåéâ àíèçîòðîïíîé ñðåäå. Â óêàçàííûõ âûøå ÷àñòíûõñëó÷àÿõ (57), (59) è (61) ñèñòåìà óðàâíåíèé (52)�(56)èçó÷àëàñü â ðàìêàõ ÌÎÇ� â ðàáîòàõ àâòîðà [6�9℄.Ýòè ðàáîòû áûëè ïîñâÿùåíû íàõîæäåíèþ ñîëèòîí�íûõ ðåøåíèé â äâóõóðîâíåâîé ñðåäå ñ äèïîëüíûìïåðåõîäîì, îòâå÷àþùèõ ÿâëåíèþ ñàìîèíäóöèðîâàí�íîé ïðîçðà÷íîñòè. Â îòëè÷èå îò ýòèõ ðàáîò, â íàñòî�ÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùàÿ ñèñòåìàóðàâíåíèé. Êðîìå òîãî, ïðè âûâîäå óðàâíåíèé ìåòî�äà îáðàòíîé çàäà÷è çäåñü äåëàåòñÿ àêöåíò íà ïðèìå�íåíèå ñïåöè�è÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèììåòðèè ýòèõ óðàâ�íåíèé. Ýòî ïîçâîëÿåò âûâåñòè ïðîñòóþ ñèñòåìó èí�òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé òèïà óðàâíåíèé Ìàð÷åíêî. Èíàêîíåö, çäåñü èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ äâîéíîãî êîìáè�íàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ. Äëÿ ñòàíäàðòíîé ïîñòàíîâêè

ýêñïåðèìåíòà ýòîò ïðîöåññ îòâå÷àåò ÷èñòî ðàäèàöè�îííîé, íå ñîëèòîííîé äèíàìèêå. Ïîýòîìó ðåøåíèåìîäåëè òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî ñîîòâåòñòâóþùåãîðàçâèòèÿ òåîðèè ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è.4. ÎÁÎÁÙÅÍÈÅ ×ÀÑÒÍÎ�Î ÑËÓ×ÀßÎÁÙÅÉ ÈÍÒÅ��È�ÓÅÌÎÉ ÌÎÄÅËÈÂ ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ îáîáùåíèå ÷àñòíûõñëó÷àåâ îáùåé ìîäåëè, îòâå÷àþùèõ óñëîâèÿì (57)è (59), ò. å. äëÿ ñëó÷àÿax 6= ay; axay 6= 0; r = 0:Ââåäåì íîâûå �óíêöèè â ñèñòåìå óðàâíå�íèé (52)�(56) Wx = Exa�3=4x a�1=4y ; (62)Wy = Eya�3=4y a�1=4x (63)è çàìåíèì Rz ! �Rz: (64)Çàïèøåì f =qay=axè ïóñòü f � 1 áåç ïîòåðè îáùíîñòè. Äëÿ f = 1 ïî�ëó÷àåòñÿ èçîòðîïíûé âàðèàíò âçàèìîäåéñòâèÿ, êî�òîðûé çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.Ïîñëå çàìåí (62)�(64) ñèñòåìà óðàâíåíèé(52)�(56) äëÿ r = 0 çàïèñûâàåòñÿ â âèäå�Ex�� = Rypf + EyRz; (65)�Ey�� = �Rxpf � ExRz ; (66)�Rx�e� = ��Ex�� pf; (67)�Ry�e� = ��Ey�� 1pf ; (68)�Rz�e� = RxEypf � RyExpf : (69)Ââåäåì íîâûå ïàðàìåòðûf� = f � f�12 ; h = f�2f+ (70)596



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006 ×åòûðåõâîëíîâîå ñìåøåíèå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí : : :è êîìïëåêñíûå ïîëÿE = Ex + iEypf+ ; (71)R = Rxpf + iRy=pfpf+ (72)è èçìåíèì ìàñøòàá âðåìåííîé ïåðåìåííîé e� :� = f+e� : (73)Çàïèøåì áîëåå îáùóþ, ÷åì (65)�(69), èíòåãðèðó�åìóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, èìåÿ â âèäó òàêæå äðóãèåïðèìåíåíèÿ ìîäåëè�E�� = �i(R+ERz); (74)�F�� = i(S + FRz): (75)�Rz�� = i2(RF � SE); (76)�R�� = ��(E + 2hF )�� ; (77)�S�� = ��(F + 2hE)�� : (78)Ñ÷èòàåì, ÷òîF = �pE�; S = �pR�; Rz 2 R; (79)ãäå çâåçäà îçíà÷àåò êîìïëåêñíîå ñîïðÿæåíèå èp = �1. Ñèñòåìà (74)�(78) ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíò�íîé ñèñòåìå (65)�(69) ïîñëå ðåäóêöèè p = �1.Â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè (74)�(78) äëèíà âåê�òîðà Áëîõà R = (Rx; Ry; Rz) íå çàâèñèò îò âðåìåíè,�(R2x +R2y +R2z)�� = 0; (80)èëè, ñ ó÷åòîì ïðåîáðàçîâàíèÿ (72),��� � (R + S)24(1 + 2h) � (R� S)24(1� 2h) +R2z� = 0: (81)Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè èìååò âèä12 �(EF )�� + �Rz�� = 0: (82)

5. ËÈÍÅÉÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅ ÈÍÀ×ÀËÜÍÎ-Ê�ÀÅÂÛÅ ÓÑËÎÂÈßÍàéäåì ëèíåéíîå àâòîìîäåëüíîå ðåøåíèå ñèñòå�ìû (74)�(78), îïèñûâàþùåå ïîâåäåíèå ïîëÿ E âáëè�çè îñíîâíîãî è ïîëíîñòüþ èíâåðòèðîâàííîãî ñîñòîÿ�íèé ñèñòåìû. Ïóñòü� = Rz(t = 0) = �1:Çíàê ¾+(�)¿ îòâå÷àåò íà÷àëüíîìó îñíîâíîìó (èí�âåðòèðîâàííîìó) ñîñòîÿíèþ ñðåäû.Ñèñòåìà (74)�(78) â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè, ò. å.ïðè Rz(�; �) � �, ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå�2E���� = i � ��� (E + 2hF )� � ���E� ; (83)�2F���� = i �� ��� (F + 2hE) + � ���F� : (84)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿE = U exp (i� � i��) ; F = �pU� exp (�i� + i��)â ñèñòåìó (83), (84), ïîëó÷àåì�2U���� = � U + 2ihp�U��� � 2hp�U�: (85)Íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ èìåþò ñëåäóþùèéâèä: U(0; �) = U0; �U�� (0; �) = 0: (86)Ýòè óñëîâèÿ îòâå÷àþò ñëó÷àþ, êîãäà ïîëÿðèçóå�ìîñòü ñðåäû â íà÷àëüíûé ìîìåíò ðàâíà íóëþ èâ òîðåö îáðàçöà (z = 0) èíæåêòèðóþòñÿ ïîñòîÿí�íûå ïîëÿ Ñòîêñà è ïîëå íàêà÷êè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òîU(�; �) çàâèñèò òîëüêî îò àâòîìîäåëüíîé ïåðåìåí�íîé � = p4��, ò. å.U(�; �) = U(�):Òîãäà óðàâíåíèå (85) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó��� ���U + 1� ���U == �U � 2hp�U� + 2ihps �� ���U�; (87)èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå î òàêîéàâòîìîäåëüíîé çàâèñèìîñòè ñïðàâåäëèâî ëèøü äëÿàñèìïòîòèêè �=�!1:597



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006Àñèìïòîòè÷åñêèå äåéñòâèòåëüíûå ðåøåíèÿ óðàâ�íåíèÿ (87) â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèäU(�; �) == 8>>><>>>: I0(
0(� � �0))�1 +Or �� � ; � = 1; (88)J0(
0(� � �0))�1 +Or �� � ; � = �1; (89)U0 = ( I0(�
0�0); � = 1;J0(�
0�0); � = �1:Çäåñü I0; J0 � �óíêöèè Áåññåëÿ, 
0 = p1� 2h p, ïðè�÷åì 
0 âñåãäà äåéñòâèòåëüíà.Ïóñòü p = �1. �åøåíèå (88) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðèèíæåêòèðîâàíèè ñèëüíîãî ïîëÿ íàêà÷êè è äëÿ íà�÷àëüíîãî îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû ñèñòåìà îêàçû�âàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé, àìïëèòóäà çàòðàâî÷íîãî èì�ïóëüñà ïîëÿ Ñòîêñà íà ëèíåéíîé ñòàäèè ïðîöåññàýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò. �åøåíèå ïðè � ! 1 ñòðå�ìèòñÿ ê àâòîìîäåëüíîìó. Âáëèçè ñîñòîÿíèÿ ðàâíî�âåñèÿ (� = �1) ïîëå çàòóõàåò àñèìïòîòè÷åñêè, îñ�öèëëèðóÿ. Îòìåòèì àíàëîãèþ ñ èçâåñòíîé ìîäåëüþêîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ êâàçèìîíîõðîìàòè�÷åñêèõ èìïóëüñîâ [19℄. �åøåíèå (88) îïèñûâàåò ëè�íåéíóþ ñòàäèþ óñèëåíèÿ ñòîêñîâà (ïðîáíîãî) ïîëÿ,êàê è â ñëó÷àå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîãî Ê�.Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèåíåëèíåéíîé ñòàäèè ýâîëþöèè ïîëÿ Ñòîêñà è ñðåäûâ ðàìêàõ èíòåãðèðóåìîé ìîäåëè. Ìû èññëåäóåì çà�äà÷ó îá óñèëåíèè ñëàáîãî çàòðàâî÷íîãî ñòîêñîâà ïî�ëÿ íà �îíå ñèëüíîãî äëèííîãî èìïóëüñà êâàçèìîíî�õðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿ íàêà÷êè â äâóõóðîâíåâîé ñðå�äå, íàõîäÿùåéñÿ ïåðâîíà÷àëüíî â îñíîâíîì ñîñòîÿ�íèè. Ïîýòîìó íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ñèñòå�ìû óðàâíåíèé (74)�(78) èìåþò ñëåäóþùèé âèäE(0; �) = E0; jE0j � 1; (90)R(�; 0) = 0; Rz(�; 0) = 1: (91)Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòè óñëîâèÿ îòâå÷àþò íåñîëè�òîííîé äèíàìèêå ãåíåðàöèè èìïóëüñîâ, êîòîðàÿ îïè�ñûâàåòñÿ, êàê è ñëó÷àå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîãîÊ�, íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì ñîîòâåòñòâóþùåé ñïåê�òðàëüíîé çàäà÷è [19℄. Ïîýòîìó íèæå âíèìàíèå áóäåòóäåëåíî èçó÷åíèþ âêëàäà íåïðåðûâíîãî (ðàäèàöè�îííîãî) ñïåêòðà â ðåøåíèå çàäà÷è. Â ñëó÷àå êâàçè�ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî Ê� ïðè àíàëîãè÷íûõ íà÷àëüíîêðàåâûõ óñëîâèÿõ ðåøåíèå òàêæå âûõîäèò íà àâòî�ìîäåëüíóþ àñèìïòîòèêó [19℄. Îäíàêî ñðàâíèòü àíà�ëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, îïèñûâàþùèå íåëèíåéíûå ñòà�

äèè ïðîöåññîâ, íå óäàåòñÿ, ïîñêîëüêó â òàêîé æå àíè�çîòðîïíîé ñðåäå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà �Áëîõà, îòâå�÷àþùèå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîìó Ê�, íå èíòåãðè�ðóåìû.Êàê ñëåäóåò èç ëèíåéíîãî ðåøåíèÿ (88), (89),íåëèíåéíàÿ ñòàäèÿ ïðîöåññà âûíóæäåííîãî êîìáè�íàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ èëè ÷åòûðåõâîëíîâîãî ñìå�øåíèÿ äîëæíà âêëþ÷àòü ýëåìåíòû àâòîìîäåëüíîéàñèìïòîòèêè. Êàê áóäåò âèäíî èç äàëüíåéøåãî, âèçó÷àåìîé çäåñü ìîäåëè ýòà àâòîìîäåëüíîñòü ïðîÿâ�ëÿåòñÿ â î÷åíü ïðîòÿæåííîé ñðåäå.6. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÈÌÌÅÒ�ÈÈ ÇÀÄÀ×ÈÑèñòåìà ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé (74)�(78) ÿâ�ëÿåòñÿ óñëîâèåì èíòåãðèðóåìîñòè ñëåäóþùèõ äâóõëèíåéíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé:���� = bU�; ���� = bV�: (92)Çäåñü � � ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ 2�2-�óíêöèÿ, à bU; bV �2� 2-ìàòðèöû:bU = 12  �i(�2 � h2��2) E� + hF=��F� � hE=� i(�2 � h2��2)! ; (93)bV = � 12m �� �i(�2 � h2��2)Rz R� + hS=��S� � hR=� i(�2 � h2��2)Rz! ; (94)ãäå m = 1 + �2 + h2��2;� � ñïåêòðàëüíûé ïàðàìåòð. Ñèñòåìà (92)�(94)ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîâóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó,òðåáóþùóþ ðàçâèòèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî àïïàðàòàÌÎÇ�.Çàìåòèì, ÷òî â èçîòðîïíîì ïðåäåëå h ! 0. Âñåóðàâíåíèÿ ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷è ìîãóò áûòü ðàç�âèòû äëÿ ïàðû Ëàêñà è äëÿ èçîòðîïíîãî ñëó÷àÿ ìî�ãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì h! 0.Îäíàêî äàëåå ìû ïîëîæèì, ÷òî h > 0, è ðàñ�ñìîòðèì áîëåå ñèììåòðè÷íóþ �îðìó ïàðû Ëàêñà.Ââåäåì ïàðàìåòð q = ph. Ïóñòü � = �=q � íîâûéñïåêòðàëüíûé ïàðaìåòð. Òîãäà óðàâíåíèÿ (92)�(94)ïðèìóò âèä���� = bU� == 12  �i(�2 � ��2) E�+F=��F�� E=� (�2 � ��2) !�; (95)598



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006 ×åòûðåõâîëíîâîå ñìåøåíèå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí : : :���� = bV � = �q2w(�) �� �iq(�2 � ��2)Rz R�+ S=��S��R=� iq(�2 � ��2)Rz !�; (96)ãäå E = Eh ; F = Fh ;� = h�; w(�) = 1 + h(�2 + ��2) :Ìàòðè÷íûå �óíêöèè bU(�) è bV (�) èìåþò ñëåäó�þùèå ñâîéñòâà ñèììåòðèè:bU(1=�) = �1 bU(��)�1; bV (1=�) = �1 bV (��)�1; (97)bU(��) = �3 bU(�)�3; bV (��) = �3 bV (�)�3: (98)Çäåñü �1 è �3 � ñòàíäàðòíûå ìàòðèöû Ïàóëè. Ïðèâûïîëíåíèè óñëîâèÿ (79) ïîëó÷àåì äîïîëíèòåëüíîåñâîéñòâî ñèììåòðèèbU�(�p=��) = bU(�); bV �(�p=��) = bV (�); (99)èëè, êîìáèíèðóÿ ñî ñâîéñòâîì (97), ïîëó÷àåìbU�(p��) = �1 bU(�)�1; bV �(p��) = �1 bV (�)�1: (100)�åøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû (95), (96) îáëàäàþò òà�êèìè æå ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè.Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ââîäèì �óíêöèè Éîñòà�� � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (95) ñ àñèìïòîòèêàìè�� = exp (�i�b�3�) ; � ! �1; (101)ãäå �(�) = �2 � ��2:Ñâîéñòâa ñèììåòðèè (98), (99) îòâå÷àþò ñëåäóþ�ùåé ìàòðè÷íîé �îðìå �óíêöèé Éîñòà:�� =  ��1 p���2��2 ���1 ! :Ïðåäñòàâèì �óíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ â âèäå�� = ��; e�� ; �+ = �e ;  � ; (102)ãäå � = �(�; �; �); e� = e�(�; �; �); : : :� ñòîëáöû �óíêöèé. Ýòè ðåøåíèÿ ñâÿçàíû ìàòðè�öåé ðàññåÿíèÿ bT :�� = �+ bT ; bT =  a(�) p �� b�(��)� b(�) a�(��) ! : (103)
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> 0�èñ. 2. Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ � â êîìïëåêñíîéïëîñêîñòè �Âûáîð ìàòðèöû bT â âèäå (103) îáóñëîâëåí ñâîé�ñòâàìè ñèììåòðèè ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Ñ ó÷åòîìñâîéñòâ ñèììåòðèè (97)�(100) íàõîäèì ñëåäóþùèåñâîéñòâà êîìïîíåíò ìàòðèöû T :a�(��) = a(1=�); (104)j�j2 b�(��) = p b(1=�); (105)ãäå � 2 �; � � íåïðåðûâíûé ñïåêòð, ïîêàçàííûé íàðèñ. 2.Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìèñïåêòðàëüíîé çàäà÷è è äàííûìè ðàññåÿíèÿ, ââåäåìíîâûå �óíêöèèM(�; �) := �(�; �) exp(i�� );fM(�; �) := e�(�; �) exp(�i��); (106)N(�; �) :=  (�; �) exp(�i��);eN(�; �) := e (�; �) exp(i��); (107)èìåþùèå ñëåäóþùèå àñèìïòîòèêè:M(�; �) =  10 ! ; fM(�; �) =  01 ! ;� ! �1; (108)N(�; �) =  01 ! ; eN(�; �) =  10 ! ;� !1: (109)Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (95) â âèäå��� (�1 exp(i��)) = ��E+F� ��2 exp(i��); (110)599



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006��� (�2 exp(�i��)) == ���F + E���1 exp(�i��): (111)Ôóíêöèè M; N; fM; eN èìåþò ñëåäóþùèå èíòå�ãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïîñëåèõ ïîäñòàíîâêè â (110), (111) è ïîñëåäóþùåãî èíòå�ãðèðîâàíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñ ó÷åòîì àñèìïòî�òèê (108), (109):M(�; �) =  10 !++ 1Z�1 G+(�; � � s)Q(�)M(�; s) ds; (112)N(�; �) =  01 !++ 1Z�1 eG�(�; � � s)Q(�)N(�; s) ds; (113)fM(�; �) =  01 !++ 1Z�1 eG+(�; � � s)Q(�)fM(�; s) ds; (114)eN(�; �) =  10 !++ 1Z�1 G�(�; � � s)Q(�) eN(�; s) ds: (115)ÇäåñüQ(�; �) =  0 �E +F=���F � E=� 0 ! ; (116)G�(�; �) = � 1 00 exp(2i��) ! �(��); (117)eG�(�; �) = � exp(�2i��) 00 1 ! �(��): (118)

Ôóíêöèÿ G�( eG�) àíàëèòè÷íà â ïåðâîì è òðåòüåì(âòîðîì è ÷åòâåðòîì) êâàäðàíòàõ êîìïëåêñíîé ïëîñ�êîñòè �; �(�) � òýòà-�óíêöèÿ. Êîý��èöèåíòû ðàñ�ñåÿíèÿ a(�); b(�) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäåèíòåãðàëîâ îò ïîòåíöèàëîâ E è F . Ââåäåì �óíêöèþ�(�; �) =M(�; �)� a(�) eN(�; �) (119)è, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (112)�(118), íàéäåì èç ïåð�âîãî ñòîëáöà (103):�(�; �) � 1Z�1 eG�(�; � � s)Q(s)�(�; s) ds == (1�a(�)) 10 !+ 1Z�1  1 00 exp(2i�(� � s)) !��Q(s)M(�; s) ds: (120)Äëÿ �(�; �) òàêæå ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå, ñëå�äóþùåå èç (103),�(�; �) = p ��b�(��) exp(2i��)N(�; �); (121)è èìååò ìåñòî èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå�(�; �) � 1Z�1 eG�(�; � � s)Q(s)�(�; s) ds == p��b�(��) exp(2i��) 01 ! : (122)Ñðàâíèâàÿ (120) è (122), íàõîäèìa(�) = 1� 1Z�1 ��E(�) + F(�)� �M2(�; �) d�: (123)Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ äëÿ âòîðîãîñòîëáöà �óíêöèé èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (103), íà�õîäèìb(�) = 1Z�1 �E(�) + F(�)�2 ��� exp(2i��)fM2(x; �) d�: (124)ÇäåñüM2 è fM2 � êîìïîíåíòû âåêòîð-�óíêöèéM èfM, ñîîòâåòñòâåííî.Â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè èìååì fM2 � 1,M2 � 1, è èç óðàâíåíèÿ (124) íàõîäèì600



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006 ×åòûðåõâîëíîâîå ñìåøåíèå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí : : :b(�) � 1Z�1 �E(�) + F(�)�2 � exp(2i��) d�: (125)Äëÿ ñëàáîãî çàòðàâî÷íîãî èìïóëüñà ïîëÿ E (F) âû�ðàæåíèå (125) îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå êîý��èöèåíòàðàññåÿíèÿ b�=a, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì a(�) � 1.Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ïîëíîòû:Z� �m exp (i��) d� = 4�Æ (�) ; m = 1;�3 ; (126)Z� �2m exp (i��) d� = 0;m = �1=2; 0; �1;�2 : (127)Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ � ïîêàçàí íà ðèñ. 2.Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (125) ïî � ñ âåñîìexp (2i��) è èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (126), (127), íàõîäèì

E(�) = 14� Z� b(�) exp(2i��) d�: (128)Àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå äëÿ F(�) ïîëó÷àåòñÿ ïðèèíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèÿ (125) ïî � ñ âåñîì��2 exp (2i��) ïîñëå çàìåíû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî �íà èíòåãðèðîâàíèå ïî 1=� è ó÷åòà ñâîéñòâ ñèììåò�ðèè (104), (105).Äëÿ çàäà÷è, ðåøàåìîé íà áåñêîíå÷íîì èíòåðâà�ëå, çàâèñèìîñòü äàííûõ ðàññåÿíèÿ îò � äàåòñÿ �îð�ìóëîé� bT�� = �bT exp(�ib�3��)bV (� = �1) exp(ib�3�� ) ++ exp(�ib�3�� )bV (� =1) exp(ib�3��) bT : (129)Ïðåäñòàâèì �óíêöèþ Éîñòà â âèäå�+(�) = exp f�ib�3 [�� + �(�)℄g++ �Z�1 " K0(�; s) exp(�i�(�)) ��K1(�; s) + ��1K2(�; s)� exp(�i�(�))p ��K�1 (�; s) + ��1K�2 (�; s)� exp(i�(�)) K�0 (�; s) exp(i�(�)) #�� exp(�ib�3�s) d s: (130)Çäåñü �(�) � �óíêöèÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò ñïåêòðàëü�íîãî ïàðàìåòðà, êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëåíà íèæå.Ïðè âûáîðå ïðåäñòàâëåíèÿ (130) èñïîëüçîâàëèñüñâîéñòâà ñèììåòðèè �óíêöèé Éîñòà. ßäðà K0;1;2äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿìlims!1K0:1;2(�; s) = 0: (131)Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå (130) â óðàâíåíèå (95), íàõî�äèì ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïîòåíöèàë è ÿäðà:E(�; �) = 2K1(�; �; �) exp (�2i�) ; (132)F(�; �) = 2K2(�; �; �) exp (�2i�) : (133)Ïîäñòàâëÿåì çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ìàòðè÷íîé�óíêöèè �+ èç ïðåäñòàâëåíèÿ (130) â �îðìó�ëó (103) è èíòåãðèðóåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïî� ñ âåñàìè �m exp (i��), m = 0;�1;�2 âäîëü êîí�òóðà �, ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 2. Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ

(126) è (127), íàõîäèì èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ òè�ïà óðàâíåíèé Ìàð÷åíêî:� pK1(�; y) = F0(� + y) ++ �Z�1 K0(�; s)F0(s+ y) ds; (134)� pK2(�; y) = F�1(� + y) ++ �Z�1 K0(�; s)F�1(s+ y) ds; (135)K�0 (�; y) = � �Z�1 [K�1 (�; s)F1(s+ y)++ K�2 (�; s)F0(s+ y)℄ ds: (136)ßäðà Fm(y) èìåþò âèä601



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006Fm(y; �) = Z� �b�(�; ��)a(�; �) �2m+1 exp(�i�y)2� d�++ iXk �2m+1k b�(�; ��k) exp(�i�ky)(a)0(�; �k) ; (137)ãäå�k = �2k � ��2k ; (a�)0(�; ��k) = da(�; �)d� �����=�k :Çäåñü ó÷òåíà çàâèñèìîñòü êîý��èöèåíòîâ a(�) èb(�) îò ïåðåìåííîé �.Ñèñòåìà óðàâíåíèé (134), (135) îòâå÷àåò ðåøàå�ìîé çàäà÷å, åñëè ÿäðî Fm îáëàäàåò ñâîéñòâîìF0 = pF ��1: (138)Äëÿ ñîëèòîííîé ÷àñòè ñïåêòðà ðàâåíñòâî (138) âû�òåêàåò èç ñâîéñòâ ñèììåòðèè (99) è èç òîãî, ÷òîïîëþñû, ðàñïîëîæåííûå â îáëàñòè àíàëèòè÷íîñòè(ïåðâûé è ÷åòâåðòûé êâàäðàíòû ïëîñêîñòè �), âõî�äÿò ïàðàìè: (��k; 1=�k): Äëÿ ¾ðàäèàöèîííîé¿ ÷àñòèðåøåíèÿ ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ñèììåò�ðèè (104), (105).Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ñèììåòðèè (138), íàõîäèìîãðàíè÷åíèÿ íà ÿäðà:K1 = pK�2 : (139)Èç óðàâíåíèé (132), (133) è (139) íàõîäèì�(�) � �4 : (140)Â èòîãå ñèñòåìà óðàâíåíèé (134) � (136) óïðîùàåòñÿäî äâóõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (134), (136).7. Ï�ÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÂÈÄ ßÄÅ� ÈÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ �ÅØÅÍÈÅÍèæå ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì p = �1. Ïîñêîëü�êó âûáðàíû íà÷àëüíî-êðàåâûå óñëîâèÿ (90), (91),ïðè êîòîðûõ ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ íå âîçíèêàþò, ìûáóäåì ó÷èòûâàòü âêëàä â ðåøåíèå çàäà÷è òîëüêîíåïðåðûâíîãî ñïåêòðà. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ¾ðàäèàöè�îííîãî¿ âêëàäà â ðåøåíèå âû÷èñëèì àñèìïòîòè÷å�ñêîå âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà Fm(�; �); � 2 �. Óñëî�âèÿ ñèììåòðèè (138) óäîâëåòâîðÿþòñÿ, åñëè íàðÿäóñ âêëàäîì â èíòåãðàë îêðåñòíîñòè òî÷êè � ó÷åñòüâêëàä îêðåñòíîñòè òî÷êè 1=��, äàæå åñëè â ðàññìàò�ðèâàåìîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ âêëàä ïîñëåäíåé îá�ëàñòè ìàë.

Îáîçíà÷èì � = �b�=a. Âû÷èñëèì èíòåãðàë ââûðàæåíèè (137), ó÷èòûâàÿ âêëàäû â èíòåãðàë âîêðåñòíîñòè j�j � 1 è â îêðåñòíîñòè j�j � 1:Fm(�; �) = 12� Z� �2m+1��� exp�i��2� 1�2���� �h�1+q (�2+��2)�� d� �� 12� Z�2C ��2m+1 exp �i��2� � �h�2�1 + q�2�� d�++ 12� Z�2C0 ��2m+1 �� exp��i� 1�2 � � �h�q + �2�� d�: (141)Çäåñü � = �1, ñì. ðàçä. 5.Ó÷òåì ñâîéñòâà ñèììåòðèè (104), (105) è ñäåëà�åì â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè (141) çà�ìåíó � íà 1=��. Âû÷èñëèì âòîðîé è òðåòèé èíòå�ãðàëû â (141) äëÿ äâóõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, òà�êèõ ÷òî p�=� � 1 è p�=� � 1, ñîîòâåòñòâåííî.Èç-çà ñâîéñòâ ñèììåòðèè çàäà÷è ñëåäóåò îäíîâðå�ìåííî ó÷èòûâàòü âêëàäû îáåèõ îáëàñòåé. Êîíòóðèíòåãðèðîâàíèÿ äå�îðìèðîâàí òàê, ÷òî â ïðåäïî�ñëåäíåì èíòåãðàëå â ïðàâîé ÷àñòè (141) èíòåãðèðî�âàíèå âåäåòñÿ ïî êîíòóðó C âîêðóã òî÷êè�2� = �ip�=�;à â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå � ïî êîíòóðó C0 âîêðóã òî÷�êè �2+ = ip�=�:Ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ ñ÷èòàåì äëÿ ïðîñòîòû,÷òî �(�) = �0, ò. å. íå çàâèñèò îò �.Â èòîãå ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ÿäðà Fm:Fm(�; �) � 14� Z�2eC �0�m �� exp �i��� � ��� + �q � �q��� d� �� 14� Z�02eC0 ��0�0m+1 �� exp ��i��0� � ���0 + �q � �q��� d�0; (142)ãäå � = �2 � q�1; �0 = ��2 � q�1:602



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006 ×åòûðåõâîëíîâîå ñìåøåíèå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí : : :Â ìíîæèòåëÿõ, ñòîÿùèõ ïåðåä ýêñïîíåíòàìè ïîä èí�òåãðàëàìè, ìû ïðåíåáðåãëè êîíñòàíòàìè q�1 ïî ñðàâ�íåíèþ ñ � è �0: (� + q�1)m � �mè ò. ä. Êîíòóðû eC è eC0 îãèáàþò òî÷êè �ip�=� èip�=� , ñîîòâåòñòâåííî.Íèæå áóäåò íàéäåíî ðàñòóùåå âûðàæåíèå äëÿÿäðà ïðè � = 1, îòâå÷àþùåå îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþñðåäû â íà÷àëüíûé ìîìåíò. Ñëó÷àé � = �1 îïèñûâà�åò çàòóõàíèå íà÷àëüíîãî ñëàáîãî âîçìóùåíèÿ ñðåäû,âûçâàííîãî çàòðàâî÷íûì èìïóëüñîì ïîëÿ è íå ïðåä�ñòàâëÿåò �èçè÷åñêîãî èíòåðåñà. Ïðè ÷àñòè÷íîì âîç�áóæäåíèè ñðåäû, ò. å. ïðè R�(0; �) � 1, íåîáõîäèìîðåøàòü ñìåøàííóþ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó [19℄,òðåáóþùóþ îòäåëüíîãî èçó÷åíèÿ.Èíòåãðèðîâàíèå â âûðàæåíèè (142) ïðè � = 1 äà�åòFm(�; �) � �0 � (m+1)=22� (m+1)=2 �� exp� i�2 + i�q � i�q� I�m�1 (2p�� )�� ��0 �m=22�m=2 exp�� i�2 � i�q + i�q��� Im (2p�� ) ; (143)ãäå Im � �óíêöèè Áåññåëÿ. Íàéäåííîå âûðàæå�íèå (143) äëÿ ÿäðà Fm(�; �) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâóñèììåòðèè (138).Â âûðàæåíèè äëÿ ÿäðà Fm(�+s; �) (143) ñäåëàåìçàìåíó ïåðåìåííûõ� =p4��; �0 =p4s�è ïðåäñòàâèì ÿäðî Fm(� + s; �) â âèäåFm(� + s; �) = f�m�1(� + s; �)F�m�1(�) �� f�m(� + s; �)Fm(�); (144)ãäå � =p�2 + �02;fm(� + s; �) = �02m+1�m �� exp�i�2 + i � + sq � i�q� ; (145)Fm(�) = �mIm(�): (146)Äëÿ áîëüøîãî � îñíîâíîé âêëàä â èíòåãðàëû,ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (134)�(136), äàåò îáëàñòü

âáëèçè �0 � �. Äëÿ îöåíêè èíòåãðàëîâ èñïîëüçóåìðàçëîæåíèå Ëîììåëÿ äëÿ �óíêöèé Áåññåëÿ ïî ïà�ðàìåòðó y = �2 � �02:�2�2 � y���=2 I� �p2�2 � y � == 1Xm=0 (y=2)mm! (2�2)�(�+m)=2I�+m(p2�) �� �2�2���=2 �I�(p2�) +� y2p2�� I�+1(p2�)� �� exp �2�p� �1 +O� y2p2�2�� : (147)Çäåñü è íèæå � = p2 �.Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé �îðìû ïåðåä�íåãî �ðîíòà öåïî÷êè ãåíåðèðóåìûõ èìïóëüñîâ ïðèáîëüøèõ � äîñòàòî÷íî îñòàâèòü â ðàçëîæåíèè âûðà�æåíèÿ äëÿ ïåðâûõ ÷ëåíîâ â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíå�íèé (134)�(136) òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí â ðàçëîæåíèè(147).Èùåì àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèé Ìàð�÷åíêî (134)�(136) äëÿ � � 1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âóðàâíåíèÿ Ìàð÷åíêî ÿäðî Fm âõîäèò ñ èíäåêñàìèm = �1; 0; 1, è ñèììåòðèþ (138), ïðèõîäèì ê âûâî�äó, ÷òî äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ íàõîæäåíèåì ÿäåðF�1, êîòîðûå ïðåäñòàâèì â âèäåF�1(2�; �) == 2f(�; �) sh��12 ln 
(�; �) + i�(�; �)� ; (148)F1(2�; �) == 2f(�; �) sh�32 ln 
(�; �) + i�(�; �)� ; (149)ãäå f(�; �) = exp � j�0jp�4�p�� ; (150)
(�; �) = 2�� ; (151)�(�; �) = arg �0 + �2 + 2�q � �q: (152)Ïîäñòàâèì ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ÿäåðFm (148), (149) â óðàâíåíèÿ Ìàð÷åíêî (134)�(136).Ó÷èòûâàÿ ïåðâûå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèè Ëîììå�ëÿ (147) è ñâîéñòâà ñèììåòðèè (139), âû÷èñëèìèíòåãðàëû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (134)�(136) â603



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006îêðåñòíîñòè y � � ïî ÷àñòÿì. Èíòåãðàëû îöåíèâàåìâ îêðåñòíîñòè ãðàíèöû èíòåðâàëà y � � [39℄. Â èòîãåïîëó÷àåì ïðîñòóþ ïðèáëèæåííóþ àëãåáðàè÷åñêóþñèñòåìó óðàâíåíèé:K1(�; �) = F0(p2�) ++ e
K0(�; �)F0 �p2��+O �
�2� ; (153)K�0 (�; �) = �e
K�1 (�; �)F1 �p2���� e
K�2 (�; �)F0 �p2��+O �
�2� ; (154)ãäå e
(�; �) = � p2
(�; �) :�åøåíèå äëÿ èìïóëüñà ý��åêòèâíîãî ïîëÿ Ñòîê�ñà E íàõîäèì èç âûðàæåíèé (132) è (153), (154).Ïîëíîå ðåøåíèå äëÿ E ñîñòîèò èç ïàêåòà ñâÿçàí�íûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿöèé èëè çíàêîïåðåìåííûõèìïóëüñîâ. Ó÷èòûâàÿ âêëàä îòáðîøåííûõ ÷ëåíîâ âèíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ Ìàð÷åíêî äëÿ ìàëûõ 
�1ñ ïîìîùüþ èòåðàöèé, ìîæíî íàéòè �îðìó ïîñëåäó�þùèõ èìïóëüñîâ. Â èçâåñòíûõ ñëó÷àÿõ ðàäèàöèîí�íîãî ðåæèìà èçëó÷åíèÿ ïðè äâóõ�îòîííîì âçàèìî�äåéñòâèè êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ èç-çàðåëàêñàöèîííûõ è ïîïåðå÷íûõ ý��åêòîâ îñíîâíàÿäîëÿ ýíåðãèè ñîñðåäîòî÷åíà â ïåðâîì èìïóëüñå, ñì.ññûëêè â ðàáîòå [19℄. Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå äëÿ�îðìû ïåðâîãî èìïóëüñà èç öåïî÷êè èìïóëüñîâ, ñî�ñòàâëÿþùèõ ýòîò ïàêåò, âû÷èñëåííîå ñ òî÷íîñòüþ� 
�2, èìååò âèäE(�; �) � � 4if sh � 12 ln 
 + i��(1 + 2f2) [1 + 2f2 (1� 
�1 
os 2�)℄ �� �1 + 2f2 �1 + 
�1 �1 + e2i���	�� �1 +O �
�2�� ; (155)ãäå 
2 � 1, à f; 
 è � � äåéñòâèòåëüíûå �óíêöèèïåðåìåííûõ � è � (150)�(152).Èç ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî �îðìà èì�ïóëüñà ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ïî ìåðå åãî ðàñïðîñòðà�íåíèÿ. Âðåìåíí�àÿ çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ïîëÿ (155)äëÿ ðàçíûõ � ïîêàçàíà íà ðèñ. 3. �åøåíèå (155) îïè�ñûâàåò òîëüêî �îðìó ïåðåäíåãî �ðîíòà è âåðøèíóïåðâîãî ïè÷êà. Ôîðìà ïåðåäíåãî �ðîíòà çàâèñèò îò�îðìû è íà÷àëüíîé �àçû çàòðàâî÷íîãî èìïóëüñàïîëÿ Ñòîêñà, ñì. ðèñ. 4. Ñâÿçü ìåæäó êîý��èöè�åíòîì ðàññåÿíèÿ �, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ �àçîé è�îðìîé íà÷àëüíîãî ñëàáîãî èìïóëüñà ñòîêñîâà ïî�ëÿ, äàåòñÿ �îðìóëîé (125).
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�èñ. 3. Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü �îðìû èìïóëüñàïîëÿ jEj äëÿ '0 = arg � = ��=3, j�0j = 10�5,h = 0:5 è ðàçíûõ äëèí ñðåäû � = 15 (ñïëîøíàÿëèíèÿ), 20 (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), 25 (øòðèõîâàÿ ëè-íèÿ). Åäèíèöû ïðîèçâîëüíû
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�èñ. 4. Âðåìåííàÿ çàâèñèìîñòü �îðìû èìïóëüñàïîëÿ jEj äëÿ ðàçíûõ �àç '0 = arg � ïðîáíîãî ñòîê-ñîâà èìïóëüñà; '0 = ��=3 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), 0(ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ), '0 = �=3 (øòðèõîâàÿ ëèíèÿ),� = 15. Åäèíèöû ïðîèçâîëüíûÄëÿ ìåíüøèõ � �îðìà èìïóëüñà ñòîêñîâà ïîëÿèçðåçàíà áîëüøå è â áîëüøåé ñòåïåíè çàâèñèò îò íà�÷àëüíîé �àçû, ñì. ðèñ. 4. Ñïåöè�èêà êîìáèíàöèîí�íîãî ðàññåÿíèÿ â ïðîòÿæåííîé ñðåäå ïðîÿâëÿåòñÿ âòîì, ÷òî ñèñòåìà àñèìïòîòè÷åñêè ¾òåðÿåò¿ èí�îð�ìàöèþ î íà÷àëüíîé �àçå. Ýòî âèäíî óæå èç òîãî,÷òî èíòåíñèâíîñòü èìïóëüñà â î÷åíü ïðîòÿæåííîéñðåäå, ò. å. ïðè 
 � 1, íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé �à�çû. Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëÿÿ ðåøåíèå (155) ñ òî÷�604



ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006 ×åòûðåõâîëíîâîå ñìåøåíèå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí : : :íîñòüþ � 
�1, íàõîäèìE(�; �) � � ip
ei�
h �p8����1��0� �1+O �
�1�� ; (156)ãäå �0 = � ln j�0j � 1� çàäåðæêà èìïóëüñà, îïðåäåëÿåìàÿ çàòðàâî÷íûìèìïóëüñîì ïîëÿ Ñòîêñà,�1 = 12 ln (8��p�� ) : (157)�åøåíèå (156) ïîêàçûâàåò, ÷òî àìïëèòóäà èì�ïóëüñà ðàñòåò ñ äëèíîé íåëèíåéíîé ñðåäû êàê �1=4è èìååò êëàññè÷åñêóþ 
h�1-�îðìó. Êâàçèàâòîìî�äåëüíàÿ àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ ëèíåé�íûì ðåøåíèåì (88), íàéäåííûì ðàíåå. Ý��åêòèâ�íàÿ äëèíà ñðåäû ðàñòåò ñ ðîñòîì d0, ò. å. ñ ðîñòîìèíòåíñèâíîñòè ïîëÿ íàêà÷êè è äèïîëüíûõ ìîìåíòîâïåðåõîäîâ ñ âèðòóàëüíûì óðîâíåì. Óñëîâèå � � 1â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè Ê� òðåáóåò âûïîëíåíèÿóñëîâèÿ 
 � 1. Òåì íå ìåíåå àïïàðàò ÌÎÇ�, ðàçâè�òûé â ðàáîòå, ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü îáëàñòü 
 � 1.8. ÂÎÇÌÎÆÍÎÅ Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅÏÎËÓ×ÅÍÍÛÕ �ÅÇÓËÜÒÀÒÎÂÏàðàìåòðè÷åñêîå âçàèìîäåéñòâèå âîëí, âêëþ÷à�þùåå êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêèå èìïóëüñû ñâåòîâî�ãî ïîëÿ è èìïóëüñû äðóãèõ òèïîâ âîëí, íå èìåþ�ùèå îãèáàþùåé, òàêèõ êàê àêóñòè÷åñêèå, ïëàçìåí�íûå èëè äðóãèå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àêòóàëüíóþ çà�äà÷ó è èçó÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ �èçèêè.Âîçìîæíîñòü êîãåðåíòíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãîñìåøåíèÿ ñâåòîâûõ âîëí è ìèêðîâîëí ýêñïåðè�ìåíòàëüíî ïîêàçàíà â ðàáîòå [20℄, â êîòîðîéïðèìåíÿëàñü ñõåìà âçàèìîäåéñòâèÿ, âêëþ÷àþùàÿäâå ïàðû ïîëåé íàêà÷êè è ñòîêñîâûõ èìïóëüñîâ.Ïîñòàíîâêà ýêñïåðèìåíòà â ýòîé ðàáîòå ïðèíöèïè�àëüíî îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùèõ ýêñïåðèìåíòîâïî íàáëþäåíèþ ñìåøåíèÿ âîëí, â êîòîðûõ ÷àñ�òîòû ó÷àñòâóþùèõ ïîëåé èìåëè îäèí ïîðÿäîê.Îòíîñèòåëüíî âûñîêàÿ ý��åêòèâíîñòü êîíâåðñèè÷àñòîòû, äîñòèãíóòàÿ â ýòîé ðàáîòå, ñâÿçûâàåòñÿñ ÿâëåíèåì ýëåêòðîìàãíèòíî-èíäóöèðîâàííîé ïðî�çðà÷íîñòè, ïîñêîëüêó ñèëüíàÿ äèñïåðñèÿ, ñâÿçàííàÿñ íåé, ïðèâîäèò ê ñèíõðîíèçàöèè �àç â äâîéíîìêîìáèíàöèîííîì ðàññåÿíèè è îáðàçîâàíèþ óëü�òðàêîðîòêèõ èìïóëüñîâ ñâåòà. Ýòî ÿâëåíèå èìååòáîëüøîå çíà÷åíèå äëÿ óïðàâëåíèÿ òàêèìè ñèëüíîíåâûðîæäåííûìè íåëèíåéíûìè ïðîöåññàìè, êàêêîíòðîëü ãàììà-ëó÷åé ñâåòîì [41℄, óïðàâëåíèå ñâå�òîì ìèêðîâîëíàìè [42�44℄ èëè ãåíåðàöèÿ ìèêðîâîëíè àêóñòè÷åñêèõ èìïóëüñîâ.

Ñõåìà êîìáèíàöèîííîãî ðàññåÿíèÿ, âêëþ÷àþ�ùàÿ êâàçèìîíîõðîìàòè÷åñêîå ñèëüíîå ïîëå è ñëà�áûé ñòîêñîâ èìïóëüñ, íåäàâíî ïðåäëàãàëàñü â ðàáî�òå [34℄ äëÿ ïîëó÷åíèÿ øèðîêîãî îïòè÷åñêîãî ñïåê�òðà. Â ýòîé ðàáîòå ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âîçìîæåí ãèá�êèé êîíòðîëü �àçû èìïóëüñà ïîëÿ Ñòîêñà èç-çàâûñîêîé ñòåïåíè êîãåðåíòíîñòè, äîñòèãàåìûé âñëåä�ñòâèå êîíòðîëÿ ïàðàìåòðîâ çàòðàâî÷íîãî èìïóëü�ñà è àäèàáàòè÷åñêîãî âûñòðàèâàíèÿ ìîëåêóë. Äëÿóïðîùåíèÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà â ðàáîòå ïðèìåíÿ�åòñÿ ïðèáëèæåíèå îäíîíàïðàâëåííîñòè ðàñïðîñòðà�íåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Â ðàáîòå [34℄ ÷èñëåí�íî ïîêàçàíî, êàê óïðàâëåíèå �îðìîé èìïóëüñîâ ïî�ëÿ íàêà÷êè è ïðîáíîãî èìïóëüñà ñòîêñîâà ïîëÿ ïîç�âîëÿåò ãåíåðèðîâàòü èìïóëüñ ñòîêñîâà ïîëÿ îïðåäå�ëåííîé �îðìû.Èñïîëüçîâàíèå ðàçíîñòè �àç äâóõ ëàçåðíûõïîëåé äëÿ êîíòðîëÿ íàä ïðîöåññîì âîçáóæäåíèÿïðèâëåêàåò èíòåðåñ íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ15 ëåò [40℄. Ê òàêèì ïðîöåññàì ìîæíî îòíåñòèãåíåðàöèþ àêóñòè÷åñêèõ ïèêîñåêóíäíûõ èìïóëüñîâäâóìÿ ëàçåðíûìè èìïóëüñàìè ñ ðàçíîñòüþ ÷àñòîò,áëèçêîé ê ÷àñòîòå ýëåêòðîííîãî ïåðåõîäà â êâàíòî�âîé ÿìå [45; 46℄. Àíàëîãè÷íûé àïïàðàò ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàí äëÿ èçó÷åíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîöåñ�ñîâ ñ ó÷àñòèåì ñâåòîâûõ âîëí è àêóñòè÷åñêèõ âîëíïèêîñåêóíäíîé äëèòåëüíîñòè. Â ïîñëåäíåå âðåìÿîñîáîå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé óäåëÿåòñÿ îïðåäå�ëåíèþ è èçó÷åíèþ àáñîëþòíîé �àçû îäèíî÷íîãîëàçåðíîãî èìïóëüñà áåç îãèáàþùåé, ñì. ññûëêè âðàáîòå [47℄. Îáíàðóæåíî, ÷òî åñëè èìïóëüñ ñîñòîèòèç íåñêîëüêèõ îïòè÷åñêèõ öèêëîâ, òî ïîëå ñèëüíî÷óâñòâèòåëüíî ê àáñîëþòíîé �àçå. Ïîêàçàíî, ÷òîðàçëè÷íûå ÿâëåíèÿ çàâèñÿò îò àáñîëþòíîé �àçû,íàïðèìåð, ãåíåðàöèÿ ãàðìîíèê [48℄, àòîìíàÿ èîíè�çàöèÿ [49℄ è çàñåëåííîñòü ìîëåêóëÿðíûõ ñîñòîÿíèé[50℄. Â îïòè÷åñêîì äèàïàçîíå â ýêñïåðèìåíòå äëÿãåíåðàöèè òàêèõ èìïóëüñîâ òðåáóþòñÿ áîëüøèåèíòåíñèâíîñòè (>1014 Â/ñì2) è èìïóëüñû äëèòåëü�íîñòüþ â íåñêîëüêî îïòè÷åñêèõ öèêëîâ (íàïðèìåð,äëèòåëüíîñòüþ ïîðÿäêà 5 �ñ äëÿ äëèíû âîëíû800 íì).Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîñòðîåíà îäíà èç èíòåãðè�ðóåìûõ ìîäåëåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñìåøåíèÿ âîëí âäâóõóðîâíåâîé ñðåäå. Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿ�åò äåòàëüíî èçó÷èòü âëèÿíèå íà÷àëüíûõ �àç ïîëåé.Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, îïèñûâàþùåå äâîéíîå êîì�áèíàöèîííîå ðàññåÿíèÿ â ñõåìå ñ ó÷àñòèåì êâàçèìî�íîõðîìàòè÷åñêèõ âîëí íàêà÷êè è èìïóëüñîâ ñòîêñî�âà ïîëÿ áåç îãèáàþùåé, êîòîðîå ìû çäåñü âûâîäèì,ïîçâîëÿåò èçó÷àòü íåëèíåéíóþ ñòàäèþ ýâîëþöèèìîùíîãî ñòîêñîâà èìïóëüñà, â òîì ÷èñëå è â ñõåìàõ605



À. À. Çàáîëîòñêèé ÆÝÒÔ, òîì 130, âûï. 4 (10), 2006âçàèìîäåéñòâèÿ â óêàçàííûõ âûøå ðàáîòàõ. Íåëè�íåéíàÿ ñòàäèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ íîâûìè ÷åðòàìè, â÷àñòíîñòè, ñèëüíîé çàâèñèìîñòüþ �îðìû ñòîêñîâàèìïóëüñà îò íà÷àëüíîé �àçû â êîðîòêîé (
 . 1)ñðåäå, íåëèíåéíûìè îñöèëëÿöèÿìè è ïð. Â ðàìêàõíåëèíåéíîãî ðåøåíèÿ ìîæíî èññëåäîâàòü âëèÿíèå�îðìû èìïóëüñîâ íà âîçáóæäåíèå ñðåäû è êîíòðî�ëèðîâàòü �îðìó èìïóëüñà â ïðîòÿæåííîé ñðåäå. Âòî æå âðåìÿ èç ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âî÷åíü äëèííîé ñðåäå, òàêîé ÷òî âêëàäîì ÷àñòåé ïî�ðÿäêà 
�1 ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, àáñîëþòíàÿ �àçà ïðèÊ� íå èãðàåò ðîëè, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ñîëèòîííîéäèíàìèêè ñàìîèíäóöèðîâàííîé ïðîçðà÷íîñòè [9℄.Â íåäàâíåé ðàáîòå [51℄ ïðåäëîæåí ñöåíàðèé âçàè�ìîäåéñòâèÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïîëÿ íàêà÷êè è èì�ïóëüñà ïðîáíîãî ïîëÿ áåç îãèáàþùåé ñ äâóõóðîâíå�âîé ñðåäîé, â êîòîðîé êîíå÷íîå âîçáóæäåííîå ñîñ-òîÿíèå ñèñòåìû, ò. å. çàñåëåííîñòü âåðõíåãî óðîâíÿïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ ïîëåé ñî ñðåäîé, çàâèñèò òîëü�êî îò àáñîëþòíîé �àçû ïðîáíîãî ïîëÿ. Íåñóùàÿ ÷àñ�òîòà ïîëÿ íàêà÷êè âûáðàíà íà ïîðÿäîê áîëüøåé ÷àñ�òîòû ïðîáíîãî ïîëÿ. Â ýòîé ðàáîòå â ðàìêàõ ÷èñëåí�íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Áëîõà ïîêàçàíî, ÷òî â òà�êîé ñõåìå àáñîëþòíàÿ �àçà íå èãðàåò ðîëè â ñðåäàõáåç ïîñòîÿííîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà è ÷òî êîíå÷íîåñîñòîÿíèå ñðåäû íå çàâèñèò îò �àçû ïîëÿ íàêà÷êèè ðàçíîñòè �àç ìåæäó ïîëÿìè íàêà÷êè è Ñòîêñà.Ïîëó÷åííîå â íàñòîÿùåé ðàáîòå àíàëèòè÷åñêîå ðå�øåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â àíèçîòðîïíîé ñðåäå áåç ïî�ñòîÿííîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà àáñîëþòíàÿ �àçà ïî�ëÿ Ñòîêñà èëè ïðîáíîãî ïîëÿ ñóùåñòâåííî âëèÿåòíà �îðìó ãåíåðèðóåìîãî â äâóõóðîâíåâîé ñðåäå èì�ïóëüñà è íà äèíàìèêó çàñåëåííîñòè âåðõíåãî óðîâíÿñðåäû. Ïðè ýòîì �àçà ïîëÿ íàêà÷êè íå îêàçûâàåòâëèÿíèÿ íà �îðìó èìïóëüñà è âîçáóæäåíèå ñðåäûâ ðàìêàõ èçó÷åííîé ìîäåëè. Àáñîëþòíàÿ �àçà èì�ïóëüñà ïîëÿ Ñòîêñà îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëî�âèåì (125), â ïðàâóþ ÷àñòü êîòîðîãî ñëåäóåò ïîä�ñòàâèòü çíà÷åíèå çàòðàâî÷íîãî èìïóëüñà ñòîêñîâàèìïóëüñà (ïðîáíîãî ïîëÿ). Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 3,âëèÿíèå íà÷àëüíîé �àçû ïîëÿ Ñòîêñà ïðîÿâëÿåòñÿ âèçìåíåíèè �îðìû èìïóëüñà ïðè èçìåíåíèè íà÷àëü�íîé �àçû. Ïðè÷åì ýòà çàâèñèìîñòü áîëåå ñèëüíàÿâ áîëåå êîðîòêîé ñðåäå. Ýòî ñâîéñòâî ìîæåò áûòüèñïîëüçîâàíî äëÿ êîíòðîëÿ èçëó÷åíèÿ è èíäóöèðî�âàííîé çàñåëåííîñòè âåðõíåãî óðîâíÿ â ñðåäàõ è áåçïîñòîÿííîãî äèïîëüíîãî ìîìåíòà.�åçóëüòàòû ðàáîòû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿîïèñàíèÿ äèíàìèêè íåñîëèòîííûõ óëüòðàêîðîòêèõèìïóëüñîâ â âîëîêîííûõ ñâåòîâîäàõ [52℄ è â àíèçîò-ðîïíûõ �îòîííûõ êðèñòàëëàõ.

Àâòîð áëàãîäàðåí Õ. Øòîéäåëþ (H. Steudel) çàöåííûå êîììåíòàðèè îòäåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ýòîéðàáîòû. �àáîòà âûïîëíåíà ïðè �èíàíñîâîé ïîä�äåðæêå �ÔÔÈ (ãðàíò �04-02-81020-Áåë2004) è Ïðî�ãðàììû �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèó�ìà �ÀÍ (ãðàíò �8-2).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏðåäñòàâëåíèå Ëàêñà äëÿ îáùåé ñèñòåìûóðàâíåíèéÑèñòåìà óðàâíåíèé (52)�(56) ïðåäñòàâèìà â âè�äå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äâóõ ñëåäóþùèõ ëèíåéíûõñèñòåì 
 ýëëèïòè÷åñêèì ñïåêòðàëüíûì ïàðàìåòðîì:��e� � ==  �i� 
xW+ + 
yW�
0xW+ + 
0yW� i� !�; (158)���� == � i��R3 �xR+ + �yR��0xR+ + �0yR� �i��R3 !�: (159)Çäåñü �(�; �; �) � 2 � 2-ìàòðè÷íîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ.Êîý��èöèåíòû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (158), (159) ìî�ãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå àëãåáðàè÷åñêèõ âû�ðàæåíèé îò ýëëèïòè÷åñêèõ �óíêöèé ßêîáè, çàâèñÿ�ùèõ îò ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà �: sn(�; l), dn(�; l),
n(�; l), (
n2 + sn2 = 1, dn2 + l2sn2 = 1) ñ ìîäóëåì l:l2 = L2+L2� ; L2� = 2(axay � r2)ax+ay �p(ax�ay)2+4r2 : (160)Êîý��èöèåíòû â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (158), (159) èìå�þò ñëåäóþùèé âèä: 2� = 
n dn; (161)
y = 12 r � i 
ndn ay1 +pay snL�1� ; (162)
x = 12 r + i 
ndn ax1 +pax snL�1� ; (163)
0y = �12 r + i 
ndn ay1�pay snL�1� ; (164)
0x = �12 r � i 
ndn ax1�pax snL�1� ; (165)606
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n dn2 sn2 ; (166)�y = 12 sn2 r sn2 � iL2� 
n dn1 +pay snL�1� ; (167)�x = 12 sn2 r sn2 + iL2� 
n dn1 +pax snL�1� ; (168)�0y = � 12 sn2 r sn2 + iL2� 
n dn1�pay snL�1� ; (169)�0x = � 12 sn2 r sn2 � iL2� 
n dn1�pax snL�1� : (170)Âêëàä êîìïîíåíò ïîëÿ ñ êîý��èöèåíòîì r 6= 0àíàëîãè÷íîãî âèäà õîðîøî èçâåñòåí, íàïðèìåð, â òå�îðèè ìàãíèòíûõ âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ìàã�íåòèêàõ ñ îðòîðîìáè÷åñêîé ñèììåòðèåé.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. R. K. Bullough and F. Akhmad, Phys. Rev. Lett. 27,330 (1971).2. À. È. Ìàéìèñòîâ, ÊÝ 30, 287 (2000).3. J. K. Eilbe
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