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ÒÎ×ÍÛÅ �ÅØÅÍÈß Â ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÀËÜÒÅ�ÍÈ�ÎÂÀÍÍÛÕÎÒÊ�ÛÒÛÕ ÖÅÏÎ×ÅÊ ÑÏÈÍÎÂ s = 1=2Ñ XY -�ÀÌÈËÜÒÎÍÈÀÍÎÌ È ÈÕ Ï�ÈÌÅÍÅÍÈÅÊ ÇÀÄÀ×ÀÌ ÌÍÎ�ÎÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÄÈÍÀÌÈÊÈÈ ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÒÅÎ�ÈÈ ÈÍÔÎ�ÌÀÖÈÈÅ. È. Êóçíåöîâà, Ý. Á. Ôåëüäìàí *Èíñòèòóò ïðîáëåì õèìè÷åñêîé �èçèêè �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê142432, ×åðíîãîëîâêà, Ìîñêîâñêàÿ îáë., �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 20 äåêàáðÿ 2005 ã.Ïðåäëîæåí ìåòîä òî÷íîé äèàãîíàëèçàöèè XY -ãàìèëüòîíèàíà àëüòåðíèðîâàííîé îòêðûòîé öåïî÷êè ñïè-íîâ s = 1=2 íà îñíîâå ïðåîáðàçîâàíèÿ Éîðäàíà �Âèãíåðà è àíàëèçà äèíàìèêè áåññïèíîâûõ �åðìèîíîâ.Èçó÷åíà ìíîãîêâàíòîâàÿ ñïèíîâàÿ äèíàìèêà àëüòåðíèðîâàííûõ öåïî÷åê ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ èâû÷èñëåíû èíòåíñèâíîñòè ìíîãîêâàíòîâûõ êîãåðåíòíîñòåé. Èññëåäîâàíà çàäà÷à î ïåðåíîñå êâàíòîâîãîñîñòîÿíèÿ ñ îäíîãî êîíöà àëüòåðíèðîâàííîé öåïî÷êè íà äðóãîé. Ïîêàçàíî, ÷òî èäåàëüíûé ïåðåíîñ êóáè-òîâ âîçìîæåí â àëüòåðíèðîâàííûõ öåïî÷êàõ ñ á�oëüøèì ÷èñëîì ñïèíîâ, ÷åì â îäíîðîäíûõ öåïî÷êàõ.PACS: 05.30.-d, 76.20.+q1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈññëåäîâàíèå ìíîãîñïèíîâîé äèíàìèêè âçàèìî�äåéñòâóþùèõ ÿäåðíûõ ñïèíîâ ïîçâîëÿåò ïðîäâè�íóòüñÿ â ðåøåíèè �óíäàìåíòàëüíûõ âîïðîñîâ ñòà�òèñòè÷åñêîé �èçèêè. Ïðîñòûå ñïåêòðû ñïèíîâûõîïåðàòîðîâ, òî÷íî èçâåñòíûå (áåç êàêèõ-ëèáî ïîäãî�íî÷íûõ ïàðàìåòðîâ) äèïîëü-äèïîëüíûå âçàèìîäåé�ñòâèÿ ÿäåðíûõ ñïèíîâ, âûñîêàÿ ñòåïåíü èçîëèðîâàí�íîñòè ÿäåðíîé ñïèíîâîé ñèñòåìû îò äðóãèõ ñòåïå�íåé ñâîáîäû ñîçäàþò óíèêàëüíûå âîçìîæíîñòè èçó�÷åíèÿ êâàíòîâîé ìíîãî÷àñòè÷íîé äèíàìèêè èç ¾ïåð�âûõ ïðèíöèïîâ¿. Îäíîìåðíûå ñèñòåìû âçàèìîäåé�ñòâóþùèõ ñïèíîâ (öåïî÷êè, êîëüöà) çàíèìàþò îñî�áîå ìåñòî â èññëåäîâàíèÿõ ìíîãîñïèíîâîé äèíàìè�êè. Ýòî ñâÿçàíî ñ ðàçâèòèåì òî÷íî ðåøàåìûõ ìå�òîäîâ îäíîìåðíûõ ñèñòåì â ïðèáëèæåíèè âçàèìî�äåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé [1; 2℄ è âîçìîæíîñòÿ�ìè ïðîâåäåíèÿ êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷åòîâ êâàíòîâîé*E-mail: efeldman�i
p.a
.ru

äèíàìèêè ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç 15-16 ñïèíîâ [3℄.×èñëåííûé àíàëèç [4; 5℄ è àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâà�íèÿ [6℄ ïðîöåññîâ ïåðåíîñà ïîëÿðèçàöèè ïî ñïèíîâîéöåïî÷êå ïîêàçàëè, ÷òî ñïèíîâàÿ äèíàìèêà â òàêèõñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ íåýðãîäè÷åñêîé, ÷òî âîîáùå õà�ðàêòåðíî äëÿ îäíîìåðíûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì [7℄.Àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ äëÿ îäíîìåðíûõ ñïè�íîâûõ ñèñòåì îñíîâàíû íà ìåòîäàõ òî÷íîé äèà�ãîíàëèçàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãàìèëüòîíèàíîâ. Âêëàññè÷åñêîé ðàáîòå [1℄ áûë ðàçâèò ìåòîä òî÷�íîé äèàãîíàëèçàöèè XY -ãàìèëüòîíèàíà áåñêîíå÷�íîé îäíîðîäíîé ñïèíîâîé öåïî÷êè â ïðèáëèæåíèèâçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé, êîãäà êîíñòàí�òû âçàèìîäåéñòâèÿ âñåõ ïàð ñïèíîâ áûëè îäèíà�êîâû. Â ðàáîòå [8℄ ýòîò ìåòîä îáîáùåí íà ñëó÷àéêîíå÷íûõ íåçàìêíóòûõ öåïî÷åê, êîòîðûå â äàëü�íåéøåì áóäóò íàçûâàòüñÿ îòêðûòûìè. Îêàçàëîñü,÷òî ãàìèëüòîíèàí, îïèñûâàþùèé ìíîãîêâàíòîâûéßÌ� îäíîðîäíûõ ñèñòåì â òâåðäûõ òåëàõ, ïðè�íàäëåæèò ê XY -ìîäåëÿì, è òî÷íûå ðåøåíèÿ áû�ëè ïîëó÷åíû [9; 10℄ äëÿ èíòåíñèâíîñòåé ìíîãîêâàí�òîâûõ êîãåðåíòíîñòåé â êâàçèîäíîìåðíûõ öåïî÷êàõ1006



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 6, 2006 Òî÷íûå ðåøåíèÿ â äèíàìèêå : : :ãèäðîêñèëüíûõ ïðîòîíîâ ãèäðîêñèàïàòèòà êàëüöèÿCa5(OH)(PO4)3.Èíòåðåñ ê ñïèíîâîé äèíàìèêå íåîäíîðîäíûõ îä�íîìåðíûõ ñèñòåì, êîãäà â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿâçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñåäåé ðàçëè÷íû êîí�ñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ ðàçíûõ ïàð ÿäåðíûõ ñïè�íîâ è âíåøíåå ìàãíèòíîå ïîëå íåîäíîðîäíî, ñâÿçàíêàê ñ òðàäèöèîííûìè çàäà÷àìè ñïèíîâîé äèíàìè�êè è ìàãíèòíî-ðåçîíàíñíîé ñïåêòðîñêîïèè [11℄, òàêè ñ ìîäåëüíûìè çàäà÷àìè êâàíòîâîãî êîìïüþòèíãàè êâàíòîâîé òåîðèè èí�îðìàöèè [12℄. Â ïîñëåäíåìñëó÷àå íåîäíîðîäíîå ìàãíèòíîå ïîëå (ãðàäèåíò ìàã�íèòíîãî ïîëÿ) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ àäðå�ñàöèè êóáèòîâ, à öåïî÷êè ñ ðàçíûìè êîíñòàíòàìèâçàèìîäåéñòâèÿ îêàçûâàþòñÿ áîëåå ý��åêòèâíûìèäëÿ ïåðåäà÷è êóáèòîâ ñ îäíîãî êîíöà îòêðûòîé öå�ïî÷êè íà äðóãîé.Ïðîñòåéøåé íåîäíîðîäíîé îäíîìåðíîé ñèñòåìîéÿâëÿåòñÿ àëüòåðíèðîâàííàÿ öåïî÷êà, â êîòîðîé ÷åðå�äóþòñÿ ðàçëè÷íûå êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ è äâåëàðìîðîâñêèå ÷àñòîòû. Äèàãîíàëèçàöèÿ ãàìèëüòî�íèàíà öèêëè÷åñêîé àëüòåðíèðîâàííîé ñèñòåìû [13℄ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì [1; 8℄è íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûõ ïðîáëåì. Ïðîáëåìû âîçíè�êàþò ïðè äèàãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíà àëüòåðíè�ðîâàííûõ îòêðûòûõ öåïî÷åê èç-çà îñîáûõ óñëîâèéíà åå êîíöàõ.Â íåäàâíåé ðàáîòå [14℄ áûë ðàçðàáîòàí ìåòîä äèà�ãîíàëèçàöèè ãàìèëüòîíèàíà àëüòåðíèðîâàííîé îò�êðûòîé öåïî÷êè, ñîäåðæàùåé íå÷åòíîå ÷èñëî ñïè�íîâ. Ìåòîä [14℄ îñíîâàí íà íàáëþäåíèè, ÷òî äèíàìè�êà �åðìèîíîâ, çàìåíÿþùèõ ñïèíû ïîñëå ïðåîáðàçî�âàíèé Éîðäàíà �Âèãíåðà [15℄, íà ïîäñèñòåìå óçëîâ ñ÷åòíûìè íîìåðàìè ïî ñóùåñòâó ñîâïàäàåò ñ �åðìè�îííîé äèíàìèêîé â îäíîðîäíûõ öåïî÷êàõ.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ìåòîä òî÷íîéäèàãîíàëèçàöèè XY -ãàìèëüòîíèàíà àëüòåðíèðîâàí�íîé îòêðûòîé öåïî÷êè ñïèíîâ s = 1=2 ïðè ëþáîì÷èñëå ñïèíîâ. Èçó÷åíà ìíîãîêâàíòîâàÿ ñïèíîâàÿ äè�íàìèêà àëüòåðíèðîâàííûõ îòêðûòûõ öåïî÷åê ïðèâûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ è âû÷èñëåíû èíòåíñèâíîñòèìíîãîêâàíòîâûõ êîãåðåíòíîñòåé. Ïðè èññëåäîâàíèèçàäà÷è î ïåðåíîñå êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñ îäíîãîêîíöà àëüòåðíèðîâàííîé öåïî÷êè íà äðóãîé óñòàíîâ�ëåíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ òàêîé ïåðåíîññî 100%-é âåðîÿòíîñòüþ âîçìîæåí â N-ñïèíîâûõ öå�ïî÷êàõ ïðè N = 3, 4. Àíàëîãè÷íûé ïåðåíîñ êâàí�òîâîãî ñîñòîÿíèÿ â îäíîðîäíûõ öåïî÷êàõ âîçìîæåíòîëüêî ïðè N = 2; 3.

2. ÄÈÀ�ÎÍÀËÈÇÀÖÈßXY -�ÀÌÈËÜÒÎÍÈÀÍÀ ÂÀËÜÒÅ�ÍÈ�ÎÂÀÍÍÛÕ ÎÒÊ�ÛÒÛÕÖÅÏÎ×ÊÀÕ ÑÏÈÍÎÂ s = 1=2 ÂÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎÌ ÌÀ�ÍÈÒÍÎÌ ÏÎËÅÂ ýòîì ðàçäåëå ìû íàéäåì ñïåêòð è ñîáñòâåí�íûå ñîñòîÿíèÿ ãàìèëüòîíèàíà H àëüòåðíèðîâàííîéîòêðûòîé öåïî÷êè ñïèíîâ s = 1=2 ñ ïðîèçâîëüíûì(êîíå÷íûì) ÷èñëîì ñïèíîâ N â íåîäíîðîäíîì ìàã�íèòíîì ïîëå. �àìèëüòîíèàí ýòîé ñèñòåìû â ïðèáëè�æåíèè âçàèìîäåéñòâèé áëèæàéøèõ ñîñåäåé ìîæåòáûòü çàïèñàí â âèäåH = NXn=1!nInz ++ N�1Xn=1 Dn;n+1(In;xIn+1;x + In;yIn+1;y); (1)ãäå In;� � îïåðàòîð ïðîåêöèè ïîëíîãî ñïèíà n íàîñü � (n = 1; 2; : : : ; N ;� = x; y; z), !n � ëàðìîðîâà÷àñòîòà ñïèíà íà óçëå n (n = 1; 2; : : : ; N) ðàâíà!n = ( !1; n � íå÷åòíî;!2; n � ÷åòíî; (2)è êîíñòàíòû ñïèí-ñïèíîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ Dn;n+1ñïèíîâ n è n+1 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:D2k�1;2k = D1; k = 1; 2; : : : ; [N=2℄;D2k;2k+1 = D2; k = 1; 2; : : : ; [(N � 1)=2℄: (3)Ïðåîáðàçîâàíèÿ Éîðäàíà �Âèãíåðà [15℄I�n = In;x � iIn;y = (�2)n�1 l=n�1Yl=1 Il;z! 
n;I+n = In;x + iIn;y = (�2)n�1 l=n�1Yl=1 Il;z! 
+n ;In;z = 
+n 
n � 1=2 (4)ïîçâîëÿþò ïåðåéòè îò ñïèíîâûõ îïåðàòîðîâ In;� êîïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ (óíè÷òîæåíèÿ) 
+n (
n) áåññïè�íîâûõ �åðìèîíîâ. Â �åðìèîííîì ïðåäñòàâëåíèè ãà�ìèëüòîíèàí (1) ïðèíèìàåò âèäH = NXn=1!n�
+n 
n � 12�++ 12 N�1Xn=1 Dn;n+1f
+n 
n+1 + 
+n+1
ng; (5)1007



Å. È. Êóçíåöîâà, Ý. Á. Ôåëüäìàí ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 6, 2006èëè â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõH = 12
+(D + 2
)
� 12 NXn=1!n: (6)Â (6) ïîä 
+ ìû ïîäðàçóìåâàåì âåêòîð-ñòðîêó
+ = (
+1 ; : : : ; 
+N );à 
 = (
1; : : : ; 
N )t(çäåñü âåðõíèé èíäåêñ t îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ òðàíñ�ïîíèðîâàíèÿ). Òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà D + 2
,íàïðèìåð, äëÿ ÷åòíîãî ÷èñëà ñïèíîâ N èìååò ñëåäó�þùèé âèä:D + 2
 == 0BBBBBBBBBB�
2!1 D1 0 � � � 0 0D1 2!2 D2 � � � 0 00 D2 2!1 � � � 0 0... ... ... ... ... ...0 0 0 � � � 2!1 D10 0 0 � � � D1 2!2

1CCCCCCCCCCA : (7)
Äèàãîíàëèçàöèÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû D+2
 ìî�æåò áûòü ïðîâåäåíà ñ ïîìîùüþ óíèòàðíîãî ïðåîá�ðàçîâàíèÿ U :D + 2
 = U�U+; � = diagf�1; : : : ; �Ng: (8)Ïðè ýòîì â íîâîì áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç �åðìèîííûõîïåðàòîðîâ 
+k è 
k, êîòîðûå ñâÿçàíû ñ îïåðàòîðàìè
+n è 
n ñîîòíîøåíèÿìè
+n = NXk=1 u�n;k
+k ; 
n = NXk=1 un;k
k; (9)ãàìèëüòîíèàí (6) èìååò äèàãîíàëüíûé âèä:H = 12 NXk=1�k
+k 
k � 12 NXn=1!n; (10)ãäå (1=2)�k � îäíî�åðìèîííûå ýíåðãèè(k = 1; 2; : : : ; N).Íèæå îïèñàí ìåòîä òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è îáîïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë �� è ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ ju�i = (u1;� ; u2;� ; : : : ; uN;�)t òðåõäèàãîíàëü�íîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû D + 2
, óäîâëåòâîðÿþ�ùèõ óðàâíåíèþ(D + 2
)ju�i = �� ju�i; � = 1; 2; : : : ; N: (11)Ýòîò ìåòîä ñóùåñòâåííî ðàçíûé äëÿ ñëó÷àåâ íå÷åò�íîãî è ÷åòíîãî ÷èñëà ñïèíîâ N .

2.1. Àëüòåðíèðîâàííàÿ îòêðûòàÿ öåïî÷êà ñíå÷åòíûì ÷èñëîì ñïèíîâ NÝòîò ñëó÷àé îïèñàí â íåäàâíåé ðàáîòå [14℄. Èçñèñòåìû óðàâíåíèé (11) íåòðóäíî ïîëó÷èòü [14℄ ïîä�ñèñòåìó äëÿ ÷åòíûõ êîìïîíåíò ñîáñòâåííûõ âåêòî�ðîâ ju�i: gu2k�2;� + gu2k+2;� = u2k;� ;k = 1; 2; : : : ; (N � 1)=2; (12)ãäå íå çàâèñÿùàÿ îò íîìåðîâ óçëîâ öåïî÷êè �óíê�öèÿ g îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:g = D1D2(�� � 2!1)(�� � 2!2)�D21 �D22 : (13)Ïî ñóùåñòâó, óðàâíåíèÿ (12) òðåáóþò äîïîëíåíèÿðàññìàòðèâàåìîé öåïî÷êè óçëàìè 0 è N +1. Ìû ïî�òðåáóåì, ÷òîáû �åðìèîíû íå ìîãëè ïîêèäàòü ïðåäå�ëû öåïî÷êè, ò. å.u0;� = 0; uN+1;� = 0: (14)Çàäà÷à, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèÿìè (12), íè÷åì íåîòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêîé çàäà÷è äèàãîíàëèçàöèèXY -ãàìèëüòîíèàíà îäíîðîäíîé öåïî÷êè [1; 8℄, êîãäà!1 = !2 = : : : = !N è D1 = D2. Åå ðåøåíèå íàõîäèò�ñÿ ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî àíçàöà [1; 8℄u2k;� = A� sin� 2�k�N + 1�;k = 1; 2; : : : ; (N � 1)=2; (15)÷òî äàåò 2[(N � 1)=2℄ = N � 1ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé�(�)� = !1 + !2 �q(!1 � !2)2 +D21�� ;� = 1; 2; : : : ; (N � 1)=2; (16)ãäå�� = 1 + 2Æ 
os� 2��N + 1�+ Æ2; Æ = D2=D1: (17)Ñîîòíîøåíèå �(�)� = �(�)N+1��ïîçâîëÿåò ñëåäóþùèì îáðàçîì óïîðÿäî÷èòü ñîá�ñòâåííûå çíà÷åíèÿ:�� == ( �(+)� ; � = 1; 2; : : : (N � 1)=2;�(�)� ; � = (N+3)=2; (N+5)=2; : : : ; N: (18)1008



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 6, 2006 Òî÷íûå ðåøåíèÿ â äèíàìèêå : : :Ïîñêîëüêó èç âûðàæåíèÿ (15) ñëåäóåò, ÷òîu2k;(N+1)=2 = 0; k = 1; 2; : : : (N + 1)=2;ïðîïóùåííîå â (18) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå �(N+1)=2íàõîäèòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èçN -ãî óðàâíåíèÿ ñèñòå�ìû (11): �(N+1)=2 = 2!1: (19)Êîìïîíåíòû uk;(N+1)=2 ïðè íå÷åòíûõ k ïîëó÷àþòñÿòåïåðü èç âûòåêàþùèõ èç ñèñòåìû (11) óðàâíåíèéD1u2k�1;(N+1)=2 +D2u2k+1;(N+1)=2 = 0;k = 1; 2; : : : ; (N � 1)=2; (20)
è ðàâíû uk;(N+1)=2 = B(�Æ)(N�k)=2;k = 1; 3; : : : ; N: (21)Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ òðåõäèàãî�íàëüíîé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû D + 2
 ïðè íå÷åò�íîì N , ñ êîòîðûìè íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí ñïåêòðXY -ãàìèëüòîíèàíà àëüòåðíèðîâàííîé îòêðûòîé öå�ïî÷êè, ðàâíû

�� = 8>>>>>><>>>>>>: !1 + !2 +p(!1 � !2)2 +D21�� ; � = 1; 2; : : : ; N � 12 ;2!1; � = N + 12 ;!1 + !2 �p(!1 � !2)2 +D21�� ; � = N + 32 ; N + 52 ; : : : ; N: (22)Êîìïîíåíòû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ju�i (� = 1; 2; : : : ; N , � 6= (N +1)=2) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:uj;� =8>>><>>>: A� D1�� � 2!1 �Æ sin���(j � 1)N + 1 �+ sin���(j + 1)N + 1 �� ; j = 1; 3; 5; : : : ; N;A� sin� ��jN + 1�; j = 2; 4; : : : ; N � 1; (23)à íîðìèðîâî÷íûå êîý��èöèåíòû ðàâíûA� = 2j�� � 2!1jpN + 1 1p(�� � 2!1)2 +D21�� : (24)Êîìïîíåíòû ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ju(N+1)=2i îïðå�äåëÿþòñÿ �îðìóëîéuj;(N+1)=2 == ( B(�Æ)(N�j)=2; j = 1; 3; 5; : : : ; N;0; j = 2; 4; : : : ; N�1; (25)à íîðìèðîâî÷íûé ìíîæèòåëü ðàâåíB = � Æ2 � 1ÆN+1 � 1�1=2 : (26)Ïðè íå÷åòíîì ÷èñëå ñïèíîâ N çàäà÷à îïðåäåëå�íèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðè�öû D + 2
 �àêòè÷åñêè ðàçäåëÿåòñÿ íà äâå íåçàâè�ñèìûå ÷àñòè. Ñíà÷àëà ñ ïîìîùüþ àíçàöà (15) áûëèíàéäåíû (N � 1)=2 ÷åòíûõ êîìïîíåíò. Äëÿ íå÷åò�íûõ êîìïîíåíò èç óðàâíåíèÿ (11) âûòåêàåò (N�1)=2óðàâíåíèéD1u2k�1;� +D2u2k+1;� = (�� � 2!2)u2k;� ;k = 1; 2; : : : (N � 1)=2: (27)

Íåäîñòàþùåå óðàâíåíèå âûáèðàåòñÿ èç ãðàíè÷íûõóñëîâèé D1u2;� = (�� � 2!1)u1;� ;D2uN�1;� = (�� � 2!1)uN;� : (28)Ïðè ýòîì, êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèé (23), íå èìå�åò çíà÷åíèÿ, êàêîå èç äâóõ óðàâíåíèé (28) âûáðàòü.Ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ ñëîæíåå, êîãäà ÷èñëî ñïèíîâN ÷åòíî.2.2. Àëüòåðíèðîâàííàÿ öåïî÷êà ñ ÷åòíûì÷èñëîì ñïèíîâ NÏðè ÷åòíîì N ïîäñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ ÷åò�íûõ è íå÷åòíûõ êîìïîíåíò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâìàòðèöû D+2
 ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé èç-çà ãðàíè÷�íûõ óñëîâèé, âûòåêàþùèõ èç óðàâíåíèÿ (11):D1u2;� = (�� � 2!1)u1;� ;D1uN�1;� = (�� � 2!2)uN;� : (29)2 ÆÝÒÔ, âûï. 6 1009



Å. È. Êóçíåöîâà, Ý. Á. Ôåëüäìàí ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 6, 2006Áîëåå ñëîæíàÿ ñâÿçü ìåæäó ÷åòíûìè è íå÷åòíû�ìè êîìïîíåíòàìè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ïðè ÷åòíîìN îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî â ïðàâûå ÷àñòè âûðàæå�íèé (29) (â îòëè÷èå îò (28)) âõîäÿò ðàçíûå ëàðìî�ðîâû ÷àñòîòû, è ÷åòíîñòü êîìïîíåíò â ëåâûõ è ïðà�âûõ ÷àñòÿõ äâóõ óðàâíåíèé (29) ïðîòèâîïîëîæíà, àâ óðàâíåíèÿõ (28) îíà ñîâïàäàåò.Äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ êîìïîíåíò ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ ìàòðèöû D + 2
 îïÿòü ïîëó÷àåòñÿ N � 2óðàâíåíèé, àíàëîãè÷íûõ (12) è (27):gu2k�2;� + gu2k+2;� = u2k;� ;gu2k�1;� + gu2k+3;� = u2k+1;� ;k = 1; 2; : : : ; N=2� 1; (30)ãäå íå çàâèñÿùàÿ îò íîìåðîâ óçëîâ �óíêöèÿ g îïðå�äåëÿåòñÿ �îðìóëîé (13). Ñèñòåìà (30) âíîâü äî�ïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (29) è óñëîâèÿ�ìè (14), îãðàíè÷èâàþùèìè äâèæåíèå �åðìèîíîââíóòðè öåïî÷êè.�åøåíèå ñèñòåìû (30) èùåì ñ ïîìîùüþ àíçàöåâu2k;� = A� sin 2kp� ;u2k+1;� = B� sin 2�N2 � k� p� ;k = 0; 1; 2; : : : ; N=2; (31)ãäå p� � áåçðàçìåðíûé âîëíîâîé âåêòîð, à íîðìèðî�âî÷íûå êîíñòàíòû A� è B� áóäóò íàéäåíû ïîçæå.Àíçàö (31) è óðàâíåíèÿ (30) ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòüñïåêòð ìàòðèöû D + 2
 â âèäå�(�)� = !1 + !2 �q(!1 � !2)2 +D21�� ; (32)ãäå �� = 1 + Æ2 + 2Æ 
os (2p�): (33)Î÷åâèäíî, ÷òî �� > 0 è ñîáñòâåííûå ÷èñëà (32)âåùåñòâåííû. Ñîñòàâèì ñèñòåìó èç âòîðîãî óðàâíå�íèÿ (11) è ïåðâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (29):D1u1;� +D2u3;� = (�� � 2!2)u2;� ;u2;� = (�� � 2!1)u1;�=D1: (34)Èñïîëüçóÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþùåå èç (32) ñî�îòíîøåíèå(���2!1)(���2!2) = D21+D22+2D1D2 
os 2p� (35)è àíçàö (31), ïîëó÷àåì èç óðàâíåíèé (34) òðàíñöåí�äåíòíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî óäâîåííîãî áåçðàç�ìåðíîãî âîëíîâîãî âåêòîðà x� = 2p� :Æ sin N2 x� + sin�N2 + 1�x� = 0: (36)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè âìåñòî (34) ñîñòàâèòü ñèñòåìóèç ïðåäïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ (11) è âòîðîãî óðàâíå�íèÿ (29), ìû âíîâü ïîëó÷èì îòíîñèòåëüíî x� óðàâ�íåíèå (36). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîå íàéäåííîå óêà�çàííûì âûøå ñïîñîáîì ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàò�ðèöû D + 2
 äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò ñèñòå�ìå (11), åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâûå âåêòîðûóäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (36). Àíàëèç ÷èñëà ðåøå�íèé óðàâíåíèÿ (36), ïðîâåäåííûé â Ïðèëîæåíèè 1,ïîêàçûâàåò, ÷òî â èíòåðâàëå (0; �) ïðè Æ < (N+2)=Nîíî èìååò N=2 ðåøåíèé, à ïðè Æ > (N + 2)=Nèìååò N=2 � 1. Ïîñêîëüêó êàæäîìó êîðíþ óðàâíå�íèÿ (36) ñîîòâåòñòâóþò äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿè äâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðà ìàòðèöû D + 2
, ïðèÆ < (N+2)=N ìû èìååì ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è. ÏðèÆ > (N+2)=N ïîëó÷àåòñÿ òîëüêî N�2 ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû D + 2
.Íåäîñòàþùèé êîðåíü (36) ïðè Æ > (N+2)=N ìîæ�íî íàéòè, ïîëàãàÿ â àíçàöå (31) âîëíîâîé âåêòîð êîì�ïëåêñíûì. Ïåðåïèøåì àíçàö (31) â ñëåäóþùåì âèäå:u2k;� = eA� sin 2kep;u2k+1;� = eB� sin 2 (N=2� k) ep;k = 0; 1; 2; : : : ; N=2; (37)ãäå eA� è eB� � êîìïëåêñíûå àìïëèòóäû, àep = �2 + ip; (38)p � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òîsin(ix) = i shx;ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé (37), ïîëó÷àåìu2k;� = (�1)kA� sh(2kp);u2k+1;� = (�1)N=2�kB� sh[2 (N=2� k) p℄;k = 0; 1; 2; : : : ; N=2; (39)ãäå B� = ifB� ; A� = ifA� :Âûáîðîì íîðìèðîâî÷íûõ ìíîæèòåëåé àíçàö (37)ìîæíî ñäåëàòü äåéñòâèòåëüíûì âûðàæåíèåì.Ïîäñòàíîâêà àíçàöà (39) â óðàâíåíèå (30) ïðèâî�äèò ê ñîîòíîøåíèþ2g 
h (2p) = �1: (40)Ââîäÿ y = 2p, ïîëó÷èì èç óðàâíåíèÿ (30)��� = !1 + !2 ��q(!1 � !2)2 +D21 +D22 � 2D1D2 
h y: (41)1010



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 6, 2006 Òî÷íûå ðåøåíèÿ â äèíàìèêå : : :Â Ïðèëîæåíèè 2 ïîêàçàíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîéçàäà÷å ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå â (41) íåîòðèöàòåëü�íî è ��� äåéñòâèòåëüíû. Ñîîáðàæåíèÿ, ñîâåðøåííîàíàëîãè÷íûå èñïîëüçîâàííûì ïðè âûâîäå óðàâíå�íèÿ (36), ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü, ÷òîÆ sh N2 y = sh�N2 + 1� y: (42)Óðàâíåíèå (42) èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå ïðèÆ > (N + 2)=N . Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â îêðåñò�íîñòè 0 ëåâàÿ ÷àñòü (42) ðàñòåò áûñòðåå ïðàâîé, àïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ y ïðàâàÿ ÷àñòü (42) çàâåäî�ìî áîëüøå ëåâîé. Ïîñêîëüêó ïîñëå òî÷êè ïåðåñå÷å�íèÿ �óíêöèé â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ (42) ïðàâàÿ÷àñòü ðàñòåò áûñòðåå ëåâîé, óêàçàííîå ðåøåíèå ÿâ�ëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Ýòî ðåøåíèå ïîçâîëÿåò íàé�òè äâà íåäîñòàþùèõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ìàòðèöûD + 2
 ïðè Æ > (N + 2)=N .Ñëó÷àé Æ = (N + 2)=N çàñëóæèâàåò îòäåëüíîãîðàññìîòðåíèÿ. Ïðè ýòîì àíçàö

u2k;� = Ak(�1)k;u2k+1;� = B�N2 � k� (�1)N=2�k;k = 0; 1; : : : ; N=2; (43)ãäå A� è B� � íîðìèðîâî÷íûå ìíîæèòåëè, îáåñïå�÷èâàåò âûïîëíåíèå óðàâíåíèé (30), ãðàíè÷íûõ óñëî�âèé (29) è îãðàíè÷åíèé (14). Ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿäàþò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ äâóõ íåäîñòàþùèõñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:��� = !1 + !2 �r(!1 � !2)2 + 4D21N2 : (44)Êîíñòàíòû A� , B� äëÿ ëþáîãî Æ îïðåäåëÿþòñÿ èçãðàíè÷íûõ óñëîâèé (29) è èç óñëîâèé îðòîíîðìèðî�âàííîñòè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. Îêîí÷àòåëüíûå ðå�çóëüòàòû äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõâåêòîðîâ ìàòðèöû D+2
 ïðè ÷åòíîì ÷èñëå ñïèíîâN ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.Ïðè Æ < (N + 2)=N ñïåêòð ìàòðèöû D + 2
 îïðå�äåëÿåòñÿ �îðìóëàìè
�� = 8>><>>: !1 + !2 +p(!1 � !2)2 +D21 +D22 + 2D1D2 
osx� ; � = 1; 2; : : : ; N2 ;!1 + !2 �p(!1 � !2)2 +D21 +D22 + 2D1D2 
osx� ; � = N2 + 1; : : : ; N; (45)ãäå x�(� = 1; 2; : : : ; N=2) � ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (36), à xN+1�� = x�(� = 1; 2; : : : ; N=2). Êîìïîíåíòû ñîá�ñòâåííûõ âåêòîðîâ ðàâíûuk;� = 8>><>>: A� sin kx�2 ; k = 2; 4; : : : ; N;B� sin (N � k + 1)x�2 ; k = 1; 3; : : : ; N � 1; � = 1; 2; : : : ; N: (46)Íîðìèðîâî÷íûå êîíñòàíòû ðàâíûA� = 2��N + 1� sin (N + 1)x�sinx� � �� �1 + �� � 2!2�� � 2!1���1=2 ; (47)B� = A�(�1)�+1r�� � 2!2�� � 2!1 ; � = 1; 2; : : : ; N: (48)Â òîì ñëó÷àå, êîãäà Æ > (N + 2)=N è óðàâíå�íèå (36) èìååò íåäîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî äåéñòâè�

òåëüíûõ êîðíåé, äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ñ íîìåðà�ìè N=2 è N=2+1 áóäóò âûãëÿäåòü ïî-äðóãîìó. ÄëÿÆ > (N + 2)=N ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ íîìåðàìèN=2 è N=2 + 1 îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:�N=2 = !1 + !2++p(!1 � !2)2 +D21 +D22 � 2D1D2 
h y;�N=2+1 = !1 + !2��p(!1 � !2)2 +D21 +D22 � 2D1D2 
h y; (49)à êîìïîíåíòû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ èìåþò âèä1011 2*
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uk;� = 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

A�(�1)k=2 sh ky2 ; k = 2; 4; : : : ; N;B�(�1)(N�k+1)=2 sh (N � k + 1)y2 ;k = 1; 3; : : : ; N � 1;� = N=2; N=2+ 1; (50)
A� = 2�� sh (N + 1)y�sh y� �N � 1� �� �1 + �� � 2!2�� � 2!1���1=2 : (51)Â �îðìóëàõ (49), (50) è (51) y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåìóðàâíåíèÿ (42). È, íàêîíåö, â ñëó÷àå Æ = (N + 2)=Nñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ íîìåðàìèN=2 èN=2+1 è ñî�îòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû èìåþò âèä�N=2 = !1 + !2 +r(!1 � !2)2 +D21 4N2 ;�N=2+1 = !1 + !2 �r(!1 � !2)2 +D21 4N2 ; (52)
uk;� = 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

A�(�1)k=2 k2 ; k = 2; 4; : : : ; N;B�(�1)(N�k+1)=2N � k + 12 ;k = 1; 3; : : : ; N � 1;� = N=2; N=2+ 1; (53)
A� = 2��1+���2!2���2!1� N(N+1)(N+2)6 ��1=2 : (54)Ñâÿçü ìåæäó A� è B� ñíîâà îïðåäåëÿåòñÿ �îðìó�ëîé (48).3. ÌÍÎ�ÎÊÂÀÍÒÎÂÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀÀËÜÒÅ�ÍÈ�ÎÂÀÍÍÛÕ ÎÒÊ�ÛÒÛÕÖÅÏÎ×ÅÊ ßÄÅ�ÍÛÕ ÑÏÈÍÎÂ Ï�ÈÂÛÑÎÊÈÕ ÒÅÌÏÅ�ÀÒÓ�ÀÕÌíîãîêâàíòîâûé ßÌ� â òâåðäûõ òåëàõ [16℄ ïîç�âîëÿåò ïîëó÷àòü èí�îðìàöèþ î ÷èñëå ÿäåðíûõ ñïè�íîâ â ïðèìåñíûõ êëàñòåðàõ [17℄, ðàñøèðÿåò âîç�ìîæíîñòè ðåëàêñàöèîííûõ ìåòîäîâ [18℄ è âåäåò êóïðîùåíèþ îáû÷íûõ ñïåêòðîâ ßÌ� äèïîëüíî-ñâÿ-çàííûõ ÿäåðíûõ ñïèíîâ [18℄. Ýêñïåðèìåíòàëüíûåñïåêòðû ìíîãîêâàíòîâîãî ßÌ� â îñíîâíîì èíòåð�ïðåòèðóþòñÿ íà îñíîâå �åíîìåíîëîãè÷åñêîé ãèïîòå�çû [16℄, ñîãëàñíî êîòîðîé âñå âîçìîæíûå ïåðåõîäû

ìåæäó çååìàíîâñêèìè óðîâíÿìè ñïèíîâîé ñèñòåìûâî âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå âîçáóæäàþòñÿ ïðè äî�ñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìåíàõ ñ îäèíàêîâîé âåðîÿòíîñ-òüþ. Â ðåçóëüòàòå èíòåíñèâíîñòü Jn ìíîãîêâàíòî�âîé êîãåðåíòíîñòè ïîðÿäêà n îêàçûâàåòñÿ ïðîïîðöè�îíàëüíîé ÷èñëó ìíîãîñïèíîâûõ ïåðåõîäîâ, ïðè êîòî�ðûõ ïðîåêöèÿ îïåðàòîðà ñïèíîâîãî óãëîâîãî ìîìåí�òà íà íàïðàâëåíèå âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ èçìå�íÿåòñÿ íà n åäèíèö. Â ñèñòåìå ñ ÷èñëîì ñïèíîâ n > 6ïðîñòîé àíàëèç [16℄ äàåòJn = 22N (N�)�1=2 exp��n2N �; (55)à ðàñïðåäåëåíèå ìíîãîêâàíòîâûõ èíòåíñèâíîñòåéîïèñûâàåòñÿ ãàóññîâîé êðèâîé ñ äèñïåðñèåé�2 = N(�)=2;ãäå N(�) � ÷èñëî ñïèíîâ, ñâÿçàííûõ äèïîëü-äèïîëü-íûì âçàèìîäåéñòâèåì, ê êîíöó âðåìåííîãî èíòåðâà�ëà � . Õîòÿ ðàñïðåäåëåíèå (55) ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíîâ ìíîãîêâàíòîâîé ßÌ�-ñïåêòðîñêîïèè, îíî íå ÿâ�ëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñèñòåìàòè÷åñêîãî êâàíòîâîìåõà�íè÷åñêîãî àíàëèçà è âåäåò â ðÿäå ñëó÷àåâ ê íåêîí�òðîëèðóåìûì ïîãðåøíîñòÿì ïðè èçâëå÷åíèè èí�îð�ìàöèè èç ßÌ�-ñïåêòðîâ [17℄. Òî÷íûé êâàíòîâîìå�õàíè÷åñêèé àíàëèç ìíîãîêâàíòîâîé äèíàìèêè ßÌ�óäàëîñü ðàçâèòü â [9; 10℄ äëÿ îäíîìåðíûõ îäíîðîä�íûõ ñïèíîâûõ ñèñòåì â òâåðäûõ òåëàõ, êîãäà êîí�ñòàíòû äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âñåõ ïàðáëèæàéøèõ ñîñåäåé îäèíàêîâû. �àçâèòûé â ïðåäû�äóùåì ðàçäåëå ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè XY -ãàìèëü-òîíèàíà àëüòåðíèðîâàííîé îòêðûòîé öåïî÷êè ïîçâî�ëÿåò ðàçâèòü àíàëèòè÷åñêèå ïîäõîäû ê ìíîãîêâàíòî�âîé äèíàìèêå ßÌ� äëÿ ïðîñòåéøèõ íåîäíîðîäíûõñïèíîâûõ ñèñòåì.Ñïèíîâàÿ ñèñòåìà â îäíîìåðíîì ìíîãîêâàíòî�âîì ßÌ�-ýêñïåðèìåíòå îïèñûâàåòñÿ äâóõñïèíî�âûì/äâóõêâàíòîâûì ãàìèëüòîíèàíîì [9; 16℄HMQ = 12 N�1Xn=1 Dn;n+1 �I+n I+n+1 + I�n I�n+1� ; (56)ãäå I�n = In;x� iIn;y � ïîâûøàþùèé è ïîíèæàþùèéñïèíîâûå îïåðàòîðû. Íà÷àëüíàÿ ìàòðèöà ïëîòíîñòè�(0) ñèñòåìû â ñèëüíîì ìàãíèòíîì ïîëå â âûñîêî�òåìïåðàòóðíîì ïðèáëèæåíèè ìîæåò áûòü çàïèñàíàâ âèäå �(0) = Iz = NXn=1 Inz : (57)1012



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 6, 2006 Òî÷íûå ðåøåíèÿ â äèíàìèêå : : :×òîáû ñâÿçàòü ìíîãîêâàíòîâûé ãàìèëüòîíèàí (56)ñ ãàìèëüòîíèàíîì (1), óäîáíî âûïîëíèòü óíèòàðíîåïðåîáðàçîâàíèå [10℄ (äëÿ ÷åòíîãî N)Y = exp (�i�I2;x)�� exp (�i�I4;x) : : : exp (�i�IN;x); (58)êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé �-èìïóëüñîâ âîêðóãîñè x âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò äëÿ âñåõñïèíîâ, çàíèìàþùèõ ÷åòíûå óçëû öåïî÷êè. Íåòðóä�íî ïðîâåðèòü, ÷òîYHMQY + = H(Eq: (1); !n = 0; n = 1; 2; : : : ; N):(59)Ìíîãîêâàíòîâàÿ äèíàìèêà àëüòåðíèðîâàííîé öåïî÷�êè ìîæåò áûòü òåïåðü îïèñàíà óðàâíåíèåì äëÿ ìàò�ðèöû ïëîòíîñòè (~ = 1)id�(t)dt = [H; �(t)℄ (60)è íà÷àëüíûì óñëîâèåì�(0) = Y IzY + = NXn=1(�1)n�1In;z == NXn=1(�1)n�1�
+n 
n � 12� : (61)�åøåíèå ýòîé çàäà÷è, âûïîëíÿåìîé àíàëîãè÷íî [10℄,ïðèâîäèò, êàê è â îäíîðîäíûõ öåïî÷êàõ, ê íåíó�ëåâûì èíòåíñèâíîñòÿì ìíîãîêâàíòîâûõ êîãåðåíòíî�ñòåé íóëåâîãî G0(�) è ïëþñ/ìèíóñ âòîðîãî ïîðÿä�êîâ G�2(�). Äðóãèå ìíîãîêâàíòîâûå êîãåðåíòíîñòèâ ýòîé ñèñòåìå íå âîçíèêàþò. Ïðè÷èíà ýòîãî ñîñòîèòâ òîì [20℄, ÷òî â ïðèáëèæåíèè âçàèìîäåéñòâèé áëè�æàéøèõ ñîñåäåé â íåîäíîðîäíîé ëèíåéíîé, êàê è âîäíîðîäíîé, öåïî÷êå íå âîçíèêàþò ìíîãîñïèíîâûåêîððåëÿöèè, âåäóùèå ê ïîÿâëåíèþ ìíîãîêâàíòîâûõêîãåðåíòíîñòåé âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Â ðàññìàòðèâàå�ìîé ñèñòåìå èìååò ìåñòî [21℄ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ñóì�ìû èíòåíñèâíîñòåé ìíîãîêâàíòîâûõ êîãåðåíòíîñòåéG0(�) +G2(�) +G�2(�) = 1: (62)�àñ÷åò, àíàëîãè÷íûé ïðîâåäåííîìó â ðàáîòå [10℄, äà�åò äëÿ ÷åòíîãî ÷èñëà ñïèíîâ N òàêèå æå âûðàæå�íèÿ äëÿ èíòåíñèâíîñòåé ìíîãîêâàíòîâûõ êîãåðåíò�íîñòåé, êàê è ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [14℄ äëÿ íå÷åò�íûõ N : G0(�) = 1N NX�=1 
os2 (��t);G�2(�) = 12N NX�=1 sin2 (��t); (63)

ãäå ñîáñòâåííûå ÷èñëà �� òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðè�öûD âû÷èñëåíû â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Â íåäàâíåéðàáîòå [22℄ ïîêàçàíî, ÷òî �îðìóëû (63) ñïðàâåäëè�âû äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåîäíîðîäíîé îòêðûòîé öåïî÷�êè â ïðèáëèæåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõ ñîñå�äåé.Ýâîëþöèÿ ìíîãîêâàíòîâûõ êîãåðåíòíîñòåé â àëü�òåðíèðîâàííîé îòêðûòîé öåïî÷êå èçó÷åíà ïðè ñëå�äóþùèõ êîíñòàíòàõ äèïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåé�ñòâèÿ D1 = 2�4444 
�1, D2 = 2�6666 
�1 (ñì. �îð�ìóëó (3)) ïðè ðàçëè÷íûõ ÷èñëàõ ñïèíîâ N . Èíòåí�ñèâíîñòè ìíîãîêâàíòîâûõ êîãåðåíòíîñòåé ñèëüíî çà�âèñÿò îò N â ìàëîñïèíîâûõ ñèñòåìàõ. Ïðåäñòàâëåí�íûå íà ðèñóíêå çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè èíòåíñèâíî�ñòåé ìíîãîêâàíòîâîé êîãåðåíòíîñòè âòîðîãî ïîðÿä�êà G2(�) çàâèñÿò îò ÷èñëà ñïèíîâ, êîãäà N < 100.Èç �îðìóë (22), (45), (49), (52), è (63) (ïðè !i = 0,i = 1; 2; : : : ; N) íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî ÷àñòîò�íûé ñïåêòð îñöèëëÿöèé ìíîãîêâàíòîâûõ êîãåðåíò�íîñòåé ïðîñòèðàåòñÿ îò 2jD1�D2j äî 2(D1+D2) ïðèN � 1. Ñëåäîâàòåëüíî, èçó÷àÿ ñïåêòð ÷àñòîòíûõîñöèëëÿöèé ìíîãîêâàíòîâûõ êîãåðåíòíîñòåé íóëåâî�ãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, ìîæíî íàéòè êîíñòàíòû äè�ïîëü-äèïîëüíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è èçâëå÷ü ñîäåðæà�ùóþñÿ â íèõ ñòðóêòóðíóþ èí�îðìàöèþ.Ïðè N > 200 îñöèëëÿöèè èíòåíñèâíîñòåé ìíî�ãîêâàíòîâûõ êîãåðåíòíîñòåé íóëåâîãî è âòîðîãî ïî�ðÿäêîâ çàòóõàþò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âðåìå�íàõ ýâîëþöèè ñèñòåìû. Ïðè ýòîì óñòàíàâëèâàþòñÿêâàçèñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ìíîãî�êâàíòîâûõ êîãåðåíòíîñòåé. Ýòèõ òðåõ êâàçèñòàöè�îíàðíûõ çíà÷åíèé èíòåíñèâíîñòåé ìíîãîêâàíòîâûõêîãåðåíòíîñòåé íåäîñòàòî÷íî äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàñïðå�äåëåíèÿ ýòèõ êîãåðåíòíîñòåé, ïîëó÷åííîãî íà îñíî�âå òî÷íîãî êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è,ñ ãàóññîâûì ðàñïðåäåëåíèåì, óñòàíîâëåííûì â ðàì�êàõ �åíîìåíîëîãè÷åñêîãî ïîäõîäà [16℄.4. ÏÅ�ÅÍÎÑ ÊÂÀÍÒÎÂÎ�Î ÑÎÑÒÎßÍÈßÏÎ ÀËÜÒÅ�ÍÈ�ÎÂÀÍÍÎÉ ÖÅÏÎ×ÊÅÏåðåíîñ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ïî ìíîãîêóáèòíîé(ìíîãîñïèíîâîé) ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøåé çà�äà÷åé êâàíòîâîé òåîðèè èí�îðìàöèè è êâàíòîâîãîêîìïüþòèíãà [12℄. �åàëèçàöèÿ êâàíòîâûõ êîììóíè�êàöèé ñ ïîìîùüþ îäíîðîäíûõ öåïî÷åê ñïèíîâ ïî�äðîáíî èçó÷àëàñü â ðàáîòàõ [23; 24℄. Â ÷àñòíîñòè, ïî�êàçàíî [24℄, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîé ïåðèîäè÷åñêîé ïî�ñëåäîâàòåëüíîñòè âðåìåí ìîæíî ñî 100%-é íàäåæíî�ñòüþ ïåðåäàòü êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ñ îäíîãî êîíöàîäíîðîäíîé öåïî÷êè íà äðóãîé ïðè N = 2; 3: Ïðè1013
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�1,D2 = 2�6666 
�1 (Æ = D2=D1 = 1:5)1014



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 6, 2006 Òî÷íûå ðåøåíèÿ â äèíàìèêå : : :N > 3 òàêàÿ íàäåæíàÿ ïåðåäà÷à êâàíòîâîãî ñîñòîÿ�íèÿ ïî îäíîðîäíîé öåïî÷êå íåâîçìîæíà [24℄.�àññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà n-é ñïèíâ àëüòåðíèðîâàííîé öåïî÷êå íàïðàâëåí ïðîòèâ íà�ïðàâëåíèÿ âíåøíåãî ïîëÿ, à îñòàëüíûå íàïðàâëåíûïî íàïðàâëåíèþ ïîëÿ. Îáîçíà÷èì ýòî êâàíòîâîå ñî�ñòîÿíèå êàê jni = j 00 : : : 1|{z}n : : : 0| {z }N i: (64)Âåðîÿòíîñòü P (t) òîãî, ÷òî ñèñòåìà ïåðâîíà÷àëüíîáûëà â ñîñòîÿíèè j1i, à â ìîìåíò âðåìåíè t îêàçàëàñüâ ñîñòîÿíèè jNi, îïðåäåëÿåòñÿ ïî �îðìóëåP (t) = jhN j exp(�iHt)j1ij2 ; (65)ãäå ãàìèëüòîíèàí H îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíè�åì (1). Çäåñü è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî !n = 0,n = 1; 2; : : : ; N . Î÷åâèäíî, ÷òî P (t) îïðåäåëÿåòâåðîÿòíîñòü ïåðåíîñà êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ j1i ñîäíîãî êîíöà öåïî÷êè íà äðóãîé. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî[Iz ;H℄ = 0è ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ U (ñì. óðàâíåíèå (8))äåéñòâèòåëüíû, �îðìóëó (65) ìîæíî ïåðåïèñàòü âñëåäóþùåì âèäå:P (t) = ������ NXj=1 uNju1j exp(�it�j)������2 ; (66)ãäå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû u1j ; uNj è ñîáñòâåííûå çíà�÷åíèÿ �j âû÷èñëåíû â ðàçä. 2.Îãðàíè÷èìñÿ äàëåå èññëåäîâàíèåì èäåàëüíîãîïåðåíîñà êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ (ñî 100%-é âåðîÿòíî�ñòüþ) ïî ÷åòûðåõñïèíîâîé àëüòåðíèðîâàííîé öåïî÷�êå. Èñïîëüçóÿ �îðìóëû (48)�(51), äëÿ âåðîÿòíîñòèòàêîãî ïåðåíîñà íàéäåì, ÷òîP4(t) = �������� 4 sh2 2ysh 5ysh y � 5 sin hD1tp1 + Æ2 � 2Æ 
h yi�� 4 sin2 2x5� sin 5xsinx sin hD1tp1 + Æ2 + 2Æ 
osx i�������2 ; (67)ãäå x; y � ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (36) è (42) ïðè N = 4:Æ sin 2x+ sin 3x = 0; Æ sh 2y = sh3y: (68)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè y = i(� � x), ãäå x � äåéñòâè�òåëüíîå ÷èñëî, òî âòîðîå óðàâíåíèå (68) ïðè ïîäñòà�íîâêå y â òàêîì âèäå ïåðåéäåò â ïåðâîå. Àíàëîãè÷�íî, åñëè x = � + iy, ãäå y � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî,ïåðâîå óðàâíåíèå (68) ïåðåéäåò âî âòîðîå. Ýòî çíà�÷èò, ÷òî ðåçóëüòàò, êîòîðûé ìû ïîëó÷èì, áóäåò âå�ðåí êàê äëÿ Æ > (N +2)=N , òàê è äëÿ Æ < (N +2)=N(N = 4). Íåíóëåâûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (36) è (42)ïðè Æ 6= (N + 2)=N èìåþò âèä
osx = pÆ2 + 4� Æ4 ; 
h y = pÆ2 + 4 + Æ4 : (69)Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå P4(t) ïîëó÷àåòñÿ ïðè âðåìå�íàõ t, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿìD1tr1 + Æ22 + Æ2pÆ2 + 4 = 3�2 + 2k�;D1tr1 + Æ22 � Æ2pÆ2 + 4 = �2 + 2n�;k; n = 0; 1; 2; : : : (70)Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (70) íåòðóäíî ïðîâåðèòü,÷òî P4(t) = 1; (71)ò. å. ïðè âðåìåíàõ ýâîëþöèè ñèñòåìû t ïðîèñõîäèòèäåàëüíûé ïåðåíîñ êóáèòà ñ îäíîãî êîíöà àëüòåðíè�ðîâàííîé öåïî÷êè íà äðóãîé. Èç ñîîòíîøåíèé (70)ìîæíî íàéòè âåëè÷èíû Æ, ïðè êîòîðûõ òàêîé èäå�àëüíûé ïåðåíîñ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ âîçìîæåí:Æ =r3 + 4k1 + 4n �r1 + 4n3 + 4k ; (72)k, n � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà, k > n.Íåîäíîðîäíûå öåïî÷êè ñïèíîâ, äèíàìèêà êîòî�ðûõ îïèñûâàåòñÿ XY -ãàìèëüòîíèàíîì, îòêðûâàþòíîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïå�ðåíîñà êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Ý��åêòèâíûé âàðè�àíò ðåàëèçàöèè òàêîãî ïðîöåññà â íåîäíîðîäíûõ öå�ïî÷êàõ ïðåäëîæåí â ðàáîòå [24℄.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒî÷íîå ðåøåíèå äëÿ ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà îä�íîðîäíîé îäíîìåðíîé XY -ìîäåëè [1℄ ñûãðàëî âàæ�íóþ ðîëü â òåîðèè ìàãíèòíûõ ÿâëåíèé [25℄, ìàãíèò-íî-ðåçîíàíñíîé ñïåêòðîñêîïèè [26℄ è êâàíòîâîé òåî�ðèè èí�îðìàöèè [12℄. Ïðåäñòàâëåííîå â ðàáîòå ïîë�íîå ðåøåíèå çàäà÷è î äèàãîíàëèçàöèè XY -ãàìèëü-òîíèàíà àëüòåðíèðîâàííîé îòêðûòîé öåïî÷êè ñïè�íîâ s = 1=2 ðàñøèðÿåò âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ1015



Å. È. Êóçíåöîâà, Ý. Á. Ôåëüäìàí ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 6, 2006òî÷íûõ ðåøåíèé ê ðàçëè÷íûì çàäà÷àì ñïèíîâîé äè�íàìèêè è êâàíòîâîé òåîðèè èí�îðìàöèè. Â ÷àñòíî�ñòè, â ðàìêàõ ðàçâèòîãî ïîäõîäà ïîëíîñòüþ èññëå�äîâàíà â ïðèáëèæåíèè âçàèìîäåéñòâèÿ áëèæàéøèõñîñåäåé ìíîãîêâàíòîâàÿ äèíàìèêà ßÌ� àëüòåðíèðî�âàííûõ îòêðûòûõ öåïî÷åê è ïîëó÷åíû èíòåíñèâíî�ñòè âîçíèêàþùèõ ìíîãîêâàíòîâûõ êîãåðåíòíîñòåé.Íåîäíîðîäíûå ñïèíîâûå öåïî÷êè îòêðûâàþò íî�âûå âîçìîæíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êâàíòîâîé òåî-ðèè èí�îðìàöèè [12℄. Çäåñü ïîÿâëÿþòñÿ ìåòîäû àä�ðåñàöèè êóáèòîâ, ïåðåäà÷è êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé.Âîçíèêàþò âîçìîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ çàâèñèìîñòèýíòðîïèè ëþáîé ÷àñòè àëüòåðíèðîâàííîé öåïî÷êèîò êîëè÷åñòâà ñïèíîâ è êîëè÷åñòâåííîãî èññëåäîâà�íèÿ ìåðû çàïóòàííûõ ñîñòîÿíèé. �ÿä òàêèõ âîïðî�ñîâ äëÿ îòêðûòûõ XY -öåïî÷åê íåäàâíî áûë èññëå�äîâàí â ðàáîòå [27℄.Ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ äèíàìèêè íåîä�íîðîäíûõ îäíîìåðíûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèìøàãîì íà ïóòè ñîïîñòàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ è òåð�ìîäèíàìè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ìíîãî÷àñòè÷íûõçàäà÷, âûÿñíåíèÿ ãðàíèö ïðèìåíåíèÿ òåðìîäèíà�ìè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðè èññëåäîâàíèè íåáîëüøèõñèñòåì ñïèíîâ. Òîíêèå ßÌ�-ýêñïåðèìåíòû [28℄ íàäåâÿòíàäöàòèñïèíîâûõ êëàñòåðàõ åùå æäóò ñâîåãîîáúÿñíåíèÿ.Àâòîðû áëàãîäàðíû Ì. �. �óäàâöó çà ïîëåç�íûå îáñóæäåíèÿ. �àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíò �04-03-32528).Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 1Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ÷åòíîì ÷èñëå ñïèíîâN óðàâíå�íèå (36) èìååò íà èíòåðâàëå (0; �) N=2 ðåøåíèé ïðèÆ < (N+2)=N è N=2�1 ðåøåíèé ïðè Æ > (N+2)=N .Íóëè �óíêöèè sin(Nx=2),x = 2�nN ; n = 1; 2; : : : ; N=2� 1;ïåðåìåæàþòñÿ ñ íóëÿìè �óíêöèè sin (N=2 + 1)x,x = 2�mN + 2 ; m = 1; 2; : : : ; N=2:Â ñàìîì äåëå, â êàæäîì èíòåðâàëå�2n�N ; 2(n+ 1)�N � ; 1 6 n 6 N2 � 1ñóùåñòâóåò îäíî è òîëüêî îäíî m, òàêîå ÷òî2n�N < 2m�N + 2 < 2(n+ 1)�N : (Ï.1.1)

Â êà÷åñòâå òàêîãî m ìîæíî âûáðàòüm = n+ 1; 1 6 n 6 N2 � 1:Ïîêàæåì, ÷òî ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ ñîñåäíèìèíóëÿìè �óíêöèé sinNx=2 è sin (N=2 + 1)x, ò. å. âèíòåðâàëå (2n�=(N + 2); 2n�=N) èìååòñÿ õîòÿ áûîäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ (36). Äåéñòâèòåëüíî, â òî÷êå2n�=(N + 2) �óíêöèÿ� sin�N2 + 1�x = 0;à sin N2 x > 0;åñëè n � íå÷åòíîå, èsin N2 x < 0;åñëè n � ÷åòíîå. Â òî÷êå 2n�=N �óíêöèÿ� sin�N2 + 1�x > 0;à sin N2 x = 0;åñëè n � íå÷åòíîå, èsin�N2 + 1�x < 0;åñëè n � ÷åòíîå. Çíà÷èò, â êàêîé-òî òî÷êå èíòåðâàëà(2n�=(N + 2); 2n�=N) ýòè äâå �óíêöèè ïåðåñåêàþò�ñÿ, è óðàâíåíèå (36) èìååò íå ìåíåå (N=2 � 1) êîð�íåé. Ïîêàæåì, ÷òî â èíòåðâàëå (�N=(N + 2); �) ïðèÆ < (N+2)=N èìååòñÿ åùå îäèí êîðåíü. Äëÿ îïðåäå�ëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü N=2 ÷åòíûì. Ïðè íå÷åòíîìN=2 âñå ïðèâåäåííûå íèæå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðî�âåñòè, èñïîëüçóÿ îáðàòíûå íåðàâåíñòâà.Â òî÷êå �N=(N + 2) �óíêöèÿ� sin (N2 + 1)x = 0;à sin N2 x < 0;ò. å. Æ sin N2 x < � sin�N2 + 1�x:Ïðè Æ < (N + 2)=N èìååì�Æ sin N2 x� ���0x=� < � sin�N2 + 1�x���0x=�;�Æ sin N2 x� ���x=� = � sin�N2 + 1�x���x=�: (Ï.1.2)
1016



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 6, 2006 Òî÷íûå ðåøåíèÿ â äèíàìèêå : : :Çíà÷èò, â ìàëîé îêðåñòíîñòè � ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷�êà x0 < �, ÷òî�Æ sin N2 x� ���x=x0 > � sin�N2 + 1�x���x=x0 : (Ï.1.3)Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 (�N=(N + 2) << x0 < x0 < �), â êîòîðîé �óíêöèè sinNx=2 è� sin (N=2 + 1)x ïåðåñåêàþòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâ�íåíèå (36) èìååò N=2 êîðíåé.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ 2Ïîêàæåì, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà ��� , îïðåäåëÿ�åìûå óðàâíåíèåì (41), äåéñòâèòåëüíûå. Äëÿ ýòîãîíåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ(!1 � !2)2 +D21 +D22 � 2D1D2 
h y > 0: (Ï.2.1)Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (Ï.2.1) èñïîëüçóåì óðàâíå�íèå (42) Æ = sh�N2 + 1� ysh N2 y : (Ï.2.2)Ïîäñòàâëÿÿ (Ï.2.2) â (Ï.2.1) ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðà�çîâàíèé ïîëó÷àåìD21 +D22 � 2D1D2 
h y = D21 sh2 ysh2 N2 y : (Ï.2.3)Óòâåðæäåíèå (Ï.2.1) ñëåäóåò èç (Ï.2.3).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. E. Lieb, T. S
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