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ÀÂÒÎÂÎËÍÛ Â ÀÊÒÈÂÍÎÉ ÄÂÓÕÏ�ÎÂÎÄÍÎÉ ËÈÍÈÈÑ ÝÊÑÏÎÍÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÂÎËÜÒ-ÀÌÏÅ�ÍÎÉÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÎÉÂ. Ì. Æóðàâëåâ *Óëüÿíîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò432700, Óëüÿíîâñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 31 ìàðòà 2005 ã.Èññëåäóþòñÿ íåëèíåéíûå âîëíîâûå ïðîöåññû â äâóõïðîâîäíûõ ëèíèÿõ ñ àêòèâíûì ýëåìåíòîì, èìåþùèìýêñïîíåíöèàëüíóþ âîëüò-àìïåðíóþ õàðàêòåðèñòèêó, ïîäîáíóþ âîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêå p�n-ïåðå-õîäà. Òàêèå ëèíèè ÿâëÿþòñÿ ìîäåëÿìè ñèñòåì, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ è áèî-ëîãè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, òàêèõ êàê áèîëîãè÷åñêèå ìåìáðàíû è ïîëóïðîâîäíèêîâûå ïðèáîðû. Ïîêàçàíî,÷òî òàêèå ñèñòåìû ìîãóò íàõîäèòüñÿ â ðàçëè÷íûõ ðåæèìàõ, êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò ðàçëè÷íûå äèñ-ïåðñèîííûå è äèññèïàòèâíûå ñâîéñòâà è, êàê ñëåäñòâèå, îïèñûâàåòñÿ ðàçëè÷íîãî òèïà àâòîâîëíîâûìèïðîöåññàìè. Ïðîàíàëèçèðîâàíî ïîâåäåíèå ñèñòåìû âî âñåõ îñíîâíûõ ðåæèìàõ. Äëÿ êàæäîãî èç ðåæè-ìîâ íàéäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé è èññëåäîâàíû èõ äè��åðåíöèàëüíûå çàêî-íû ñîõðàíåíèÿ è âíóòðåííèå ñèììåòðèè. Îäíèì èç îáùèõ ñâîéñòâ òàêèõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èåñïåöèàëüíîãî ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè, êîòîðûé îïèñûâàåò äèñêðåòíóþ ñòðóêòóðó âîçáóæäåíèé â ëèíèè,ñîñòîÿùèõ èç îòäåëüíûõ ïðîñòûõ âîçáóæäåíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â òàêèõ ñèñòåìàõ âîçìîæíû ïðîöåññûãåíåðàöèè àâòîèìïóëüñîâ.PACS: 05.45.-a, 11.30.Na, 84.40.Az, 87.19.La1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÌîäåëè ðàñïðåäåëåííûõ àêòèâíûõ ñèñòåì, â êî�òîðûõ ïðîèñõîäÿò ãåíåðàöèÿ è ðàñïðîñòðàíåíèåýëåêòðîìàãíèòíûõ èìïóëüñîâ, ïðåäñòàâëÿþò èíòå�ðåñ êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ �èçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé,íàïðèìåð, â ñèñòåìàõ ãåíåðàöèè ýëåêòðîìàãíèòíûõèìïóëüñîâ, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ îïèñàíèÿ íà èõîñíîâå òàêèõ áèî�èçè÷åñêèõ îáúåêòîâ, êàê áèîëî�ãè÷åñêèå ìåìáðàíû è, â òîì ÷èñëå, íåðâíîå âîëîê�íî [1�4℄. Îäíèì èç ïîäõîäîâ ê îïèñàíèþ òàêèõ ñèñ-òåì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå óïðîùåííîé èõ ìàòåìà�òè÷åñêîé ìîäåëè â �îðìå äâóõïðîâîäíûõ ëèíèé. Òà�êîé ïîäõîä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåõîä îò ëîêàëü�íîãî îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõâîëíîâîäíûõ ìîä â �îðìå íàïðÿæåííîñòåé ïîëåé èïëîòíîñòåé òîêîâ (ñì. íàïðèìåð, [3, 4℄) ê îïèñàíèþ ñïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ýëåêòðîìàãíèò�íîãî ïîëÿ â �îðìå íàïðÿæåíèÿ è ñèëû òîêà [2; 5℄.Òàêîé ïåðåõîä, íåñìîòðÿ íà îïðåäåëåííîå îãðóáëå�*E-mail: zhuravl�sv.ulsu.ru

íèå îïèñàíèÿ, îïðàâäàí â îñîáåííîñòè äëÿ íåëèíåé�íûõ âîëíîâîäíûõ ñèñòåì, êîãäà ïðèõîäèòñÿ ñòàëêè�âàòüñÿ ñ ñóùåñòâåííûìè òðóäíîñòÿìè èõ àíàëèçà.Â çàâèñèìîñòè îò òèïà ñèñòåìû èñïîëüçóåòñÿ òà èëèèíàÿ ìîäåëü åå èíòåãðàëüíîãî îïèñàíèÿ. Ïðèìåðàìèìîãóò ñëóæèòü ñèñòåìà Âèòòà [1℄ è äæîñå�ñîíîâñêàÿëèíèÿ [6℄, ñ îäíîé ñòîðîíû, è ãåíåðàòîð �àííà [1℄, ñäðóãîé, ïðè îïèñàíèè êîòîðûõ ïåðåõîä ê èíòåãðàëü�íûì ïàðàìåòðàì ïðîèñõîäèò ïî-ðàçíîìó. Àíàëîãè÷�íûé ïðèìåð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäõîä, èçëîæåí�íûé â ðàáîòàõ [3, 4℄, ãäå èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ïëà�íàðíîãî èëè öèëèíäðè÷åñêîãî âîëíîâîäà äëÿ îïèñà�íèÿ ëîêàëüíîãî ïîòåíöèàëà íà ìåìáðàíå. Âìåñòå ñòåì èñïîëüçîâàíèå èìåííî ìîäåëè äâóõïðîâîäíûõëèíèé ìîæíî ñ÷èòàòü âïîëíå óíèâåðñàëüíûì ñðåä�ñòâîì äëÿ îïèñàíèÿ àêòèâíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì,êîòîðîå ïîçâîëÿåò íàèáîëåå íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòüïðîèñõîäÿùèå â òàêèõ ñèñòåìàõ ïðîöåññû, õîòÿ èñ ïîòåðåé íåêîòîðîé èí�îðìàöèè îá èõ ïðîñòðàí�ñòâåííîé è âðåìåííîé ñòðóêòóðå.Â êà÷åñòâå îäíîé èç ïðîñòûõ è óíèâåðñàëüíûõìîäåëåé ðÿäà àêòèâíûõ ñèñòåì äîñòàòî÷íî äàâíî587



Â. Ì. Æóðàâëåâ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè äâóõïðîâîäíûõ ëèíèé ñàêòèâíûì ýëåìåíòîì, ïîäîáíûì p�n-ïåðåõîäó (ñì.êíèãó [2℄ è áèáëèîãðà�èþ òàì). Îñíîâîé äëÿ èñ�ïîëüçîâàíèÿ îäíèõ è òåõ æå ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿêàê áèîëîãè÷åñêèõ ìåìáðàí, òàê è ðàñïðåäåëåííûõïîëóïðîâîäíèêîâûõ ñèñòåì ÿâëÿåòñÿ îáùèé âèä èõâîëüò-àìïåðíîé õàðàêòåðèñòèêè (ÂÀÕ). Áèîëîãè÷å�ñêèå ìåìáðàíû è ðàñïðåäåëåííûå �èçè÷åñêèå ñèñòå�ìû ñ p�n-ïåðåõîäîì èìåþò ÂÀÕ, áëèçêóþ ê ÂÀÕýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà,i(u) = r(eeu=kT � 1)[2, 7℄. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðèâîäèò ê äîñòà�òî÷íî óíèâåðñàëüíîé ìàòåìàòè÷åñêîé �îðìóëèðîâ�êå âñåõ òàêèõ ìîäåëåé. Èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ îäíîéèç òàêèõ ìîäåëåé è ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.Îñíîâíàÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ � àíàëèç ðåæèìîâðàáîòû òàêèõ ñèñòåì ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùèõ íåëèíåé�íûõ ìåõàíèçìîâ äèíàìèêè ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïðî�öåññîâ â íèõ. Ïðîáëåìó ìîæíî ñ�îðìóëèðîâàòü ñëå�äóþùèì îáðàçîì: óñòàíîâèòü, íàñêîëüêî ñàì âèäÂÀÕ îïðåäåëÿåò âîçìîæíûå ñâîéñòâà ïðîöåññîâ âëèíèè áåçîòíîñèòåëüíî ê êîíêðåòíîìó óñòðîéñòâóâîëíîâîäíîé ëèíèè. Â ïåðâóþ î÷åðåäü íàñ áóäåò èí�òåðåñîâàòü âîçìîæíîñòü àâòîãåíåðàöèè èìïóëüñîâ âòàêèõ ëèíèÿõ. Ýòî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðå�íèÿ êàê òåõíè÷åñêîãî âîïëîùåíèÿ òàêèõ ñèñòåì, òàêè ïîíèìàíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîé àêòèâíîñòè áèîëîãè�÷åñêèõ ìåìáðàí è, â ÷àñòíîñòè, íåðâíîãî âîëîêíà.Ïðîöåññ ãåíåðàöèè âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûìïðîöåññîì. Ýòîò �àêò âàæåí, ïîñêîëüêó áèîëîãè÷å�ñêèå ìåìáðàíû è íåðâíîå âîëîêíî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåí�òàìè èí�îðìàöèîííîé ñèñòåìû, â êîòîðîé ïðîèñõî�äèò ãåíåðàöèÿ èìïóëüñîâ, ñâèäåòåëüñòâóþùèõ îá èç�ìåíåíèè ñîñòîÿíèÿ ýëåìåíòîâ ñèñòåìû èëè âíåøíåéñðåäû. Áîëüøèíñòâî íåëèíåéíûõ ñèñòåì îáëàäàþòòåì ñâîéñòâîì, ÷òî èõ äèíàìè÷åñêèå ïàðàìåòðû âïðîöåññå ýâîëþöèè âåäóò ñåáÿ ñëîæíûì îáðàçîì, ïî�ðîæäàÿ äèíàìè÷åñêèé õàîñ â ñèñòåìå. Ïåðåõîä ê òà�êèì ðåæèìàì â èí�îðìàöèîííîé ñèñòåìå ÷àùå âñå�ãî ñîïðÿæåí ñ ïîòåðåé åþ ñâîèõ �óíêöèîíàëüíûõñâîéñòâ ïåðåäà÷è è õðàíåíèÿ èí�îðìàöèè. Ïîýòîìó,ïðåäïîëîæèòåëüíî, áèîëîãè÷åñêèå ìåìáðàíû, ðàáî�òàÿ â íåëèíåéíûõ ðåæèìàõ, íå äîëæíû ïåðåõîäèòüâ ñîñòîÿíèå äèíàìè÷åñêîãî õàîñà. Ñëåäîâàòåëüíî, âòàêèõ ñèñòåìàõ íåëèíåéíîñòü äîëæíà îáëàäàòü òà�êèìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå äîïóñêàëè áû óñòîé÷è�âûå è ñðàâíèòåëüíî ¾ïðîñòûå¿ íåëèíåéíûå äèíàìè�÷åñêèå ðåæèìû. Òàêîå ñâîéñòâî îáû÷íî ìîæíî ñâÿ�çàòü ñ íåêîòîðûìè ñèììåòðèÿìè â äèíàìè÷åñêîéýâîëþöèè ñèñòåìû. Â áîëüøèíñòâå èññëåäîâàíèé âýòîé îáëàñòè (ñì., íàïðèìåð, [2�4℄) àâòîðû ïûòàþò�

ñÿ íàéòè îïèñàíèå òîëüêî îäèíî÷íûõ èìïóëüñîâ âìåìáðàíå, ÷òî íåñîìíåííî ÿâëÿåòñÿ âàæíûì øàãîìâ ïîíèìàíèè ïðîöåññîâ â íèõ. Îäíàêî â ýòîì ñëó�÷àå íåò íèêàêèõ ãàðàíòèé, ÷òî èçáðàííîå ïðèáëè�æåíèå äèíàìèêè ïðîöåññîâ îïèñûâàåò è ñèòóàöèþñ íåñêîëüêèìè èìïóëüñàìè. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå íåëèíåéíûõ ñèñòåì ïðî�èñõîäèò ïåðåõîä ê õàîòè÷åñêîìó ðåæèìó. Ïîýòîìóäëÿ ïîíèìàíèÿ ðàáîòû âñåé íåðâíîé ñèñòåìû â öå�ëîì âàæíî íàéòè ïðèíöèïû ðàáîòû òàêèõ ìåìáðàí�íûõ âîëíîâîäîâ â ìíîãîèìïóëüñíûõ ðåæèìàõ.Â ðàáîòå [8℄ áûëà ðàññìîòðåíà îäíà èç âîçìîæ�íûõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé àâòîâîëí â äâóõïðîâîäíîéëèíèè ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì àêòèâíûì ýëåìåíòîì.Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äèíàìèêà òàêîé ñèñòåìû îáëà�äàåò ñïåöèàëüíûì ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè. Ýòîòïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàêïðîÿâëåíèå èìåþùåãîñÿ â ñèñòåìå ìåõàíèçìà ïîä�äåðæàíèÿ óñòîé÷èâîé äèíàìè÷åñêîé ýâîëþöèè. Âäàííîé ðàáîòå ìîäåëü, ðàññìîòðåííàÿ ðàíåå [8℄, ïîä�âåðãíóòà áîëåå äåòàëüíîìó è ðàñøèðåííîìó àíàëè�çó. Íà ïåðâîì ýòàïå ïðîàíàëèçèðîâàíû íåêîòîðûåðàçëè÷íûå âîçìîæíûå ðåàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêîéìîäåëè, ðàññìàòðèâàåìîé â äàííîé ðàáîòå. Çàòåì ñîáùèõ ïîçèöèé èçó÷àþòñÿ ðåæèìû ðàáîòû ëèíèè âðàìêàõ ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè. Äàëåå êàæäûé èç âîç�ìîæíûõ ðåæèìîâ ðàññìîòðåí áîëåå äåòàëüíî.2. ÑÈÑÒÅÌÛ, ÑÂßÇÀÍÍÛÅ Ñ ÌÎÄÅËßÌÈÄÂÓÕÏ�ÎÂÎÄÍÎÉ ËÈÍÈÈÈññëåäóåìàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ óðàâíåíèÿ�ìè àêòèâíîé äâóõïðîâîäíîé ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþ�ùåé ýêâèâàëåíòíîé ñõåìå, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1.Áèîëîãè÷åñêèì ìåìáðàíàì (íåðâíîìó âîëîêíó)è ðàñïðåäåëåííûì p�n-ïåðåõîäàì ñîîòâåòñòâóåò âû�áîð ÂÀÕ àêòèâíîãî ýëåìåíòà â ñëåäóþùåì âèäå(ñì. [2℄ è áèáëèîãðà�èþ òàì):J(u) = j1 exp�g(u+ U0)u0 �� j0 + uR1(u) : (1)Â ýòó �îðìóëó ÿâíûì îáðàçîì âêëþ÷åíî çíà÷åíèåïîñòîÿííîé ÝÄÑ U0 ñìåùåíèÿ è R1 = R1(u) � ñî�ïðîòèâëåíèå óòå÷êè. Ñìåùåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéäîïîëíèòåëüíóþ ïîñòîÿííóþ ÝÄÑ, âêëþ÷åííóþ âñõåìó àêòèâíîãî ýëåìåíòà. Âåëè÷èíû j1 è j0 â ýòèõñîîòíîøåíèÿõ îáû÷íî òàêîâû, ÷òî j0 = j1. Ïàðà�ìåòð g = �1 îïðåäåëÿåò ¾íàïðàâëåíèå¿, â êîòîðîìâêëþ÷åí àêòèâíûé ýëåìåíò ïî àíàëîãèè ñ äèîäîì:ïðÿìîå èëè îáðàòíîå. Ýòîò �àêòîð îêàçûâàåòñÿ ñó�ùåñòâåííûì ïðè àíàëèçå ðàáîòû ëèíèè. Âåëè÷èíà588



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006 Àâòîâîëíû â àêòèâíîé äâóõïðîâîäíîé ëèíèè : : :
R(u) L(u)

i(x)

u(x)

R(u)

J(u)

C(u)

i(x + dx)

u(x + dx)

∼�èñ. 1. Ýêâèâàëåíòíàÿ ñõåìà äâóõïðîâîäíîé ëè-íèè ñ àêòèâíûì ýëåìåíòîì: i = i(x; t) � òîê âòî÷êå ëèíèè ñ êîîðäèíàòîé x â ìîìåíò âðåìåíè t;u = u(x; t) � íàïðÿæåíèå íà òîì æå ó÷àñòêå ëèíèè;C, L, R � ïîãîííûå åìêîñòü, èíäóêòèâíîñòü, ñîïðî-òèâëåíèå ó÷àñòêà ëèíèè, íå çàâèñÿùèå â ðàññìàò-ðèâàåìîé ìîäåëè îò íàïðÿæåíèÿ íà ýòîì ó÷àñòêå, èJ = J(u) � ÂÀÕ àêòèâíîãî ýëåìåíòà ëèíèèu0, âõîäÿùàÿ â �îðìóëó (1), äëÿ ðàñïðåäåëåííûõp�n-ïåðåõîäîâ è áèîëîãè÷åñêèõ ìåìáðàí [2℄ èìååòâèä u0 = e=kT , ãäå e � çàðÿä ýëåêòðîíà, k � ïî�ñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðàñðåäû. Ïðè êîìíàòíûõ òåìïåðàòóðàõ u0 � 20 ìÂ.Çàìåòèì òàêæå, ÷òî äëÿ áèîëîãè÷åñêèõ ìåìáðàíóðàâíåíèå â òàêîé �îðìå, ó÷èòûâàþùåé íàëè÷èåíåíóëåâîé ïîãîííîé èíäóêòèâíîñòè â ëèíèè, âïåð�âûå èñïîëüçîâàëèñü â ðàáîòàõ [7; 9�11℄. Çàìåòèì, ÷òîíåñêîëüêî èíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ íàëè÷èÿ èíäóêòèâíî�ñòè ïðåäëîæåíà â ðàáîòå [3℄).Óðàâíåíèå ëèíèè, ñîîòâåòñòâóþùåå ñõåìå íàðèñ. 1 ïðè óñëîâèè R1 = onst è ïðè ïîäñòàíîâêåj(u) èç (1), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå�� �2�x2� 1V 20 �2�t2�u+Rj1 1" exp�guu0�+Rj0+ RR1u++ �RC + LR1 + L j1u0 1" exp�guu0�� �u�t = 0: (2)Âåëè÷èíà V0 = 1=pLC çäåñü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêî�ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ëèíåéíîì ïðèáëèæå�íèè, à " = exp(�gU0=u0) � áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð,ñâÿçàííûé ñ ðàáî÷åé òî÷êîé àêòèâíîãî ýëåìåíòà ïîíàïðÿæåíèþ.3. ÑÒ�ÓÊÒÓ�À Ó�ÀÂÍÅÍÈÉÂÎËÍÎÂÎÄÍÛÕ ËÈÍÈÉÏðåäñòàâëåííûå ìîäåëè îòíîñÿòñÿ ê êëàññó íåëè�íåéíûõ òåëåãðà�íûõ óðàâíåíèé. Ýòè ìîäåëè, îòâå�÷àþùèå ðàçëè÷íûì òèïàì ëèíèé è èõ ðåæèìîâ ðàáî�òû, òåì íå ìåíåå îêàçûâàþòñÿ ñõîäíûìè ïî âíóòðåí�

íèì ñâîéñòâàì. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî óðàâíåíèÿîáåèõ ìîäåëåé ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê îáùåìó âèäóïðîñòûìè çàìåíàìè ïåðåìåííûõ.Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ìîäåëè (2), ââîäÿ áåçðàç�ìåðíûå êîîðäèíàòûr = x=x0; s = t=t0 = V0t=x0;ãäå V0 = 1=pLC � ñêîðîñòü âîëí â ëèíåéíîì ïðè�áëèæåíèè, à x0 � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá äëèíû âëèíèè, t0 = x0=V0 � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá âðåìåíè.Êðîìå òîãî, ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ v ïî �îðìó�ëå v = u=u0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â óðàâíå�íèå (2), ïðèâåäåì åãî ê ñëåäóþùåìó áåçðàçìåðíîìóâèäó:�� �2�r2 + �2�s2� v + (�"�1egv � �0) ++ �v + �"�1egv +�1� ��sv = 0: (3)Ïðè âû÷èñëåíèè êîý��èöèåíòîâ ýòîãî óðàâíå�íèÿ ïàðàìåòð x0 áûë âûáðàí òàêèì îáðàçîì, ÷òîLj1V0x0=u0 = 1. Îòñþäàx0 =rCL u0j1 :Âèäíî, ÷òî x0 íå çàâèñèò îò àêòèâíîãî ñîïðîòèâëå�íèÿ R â ëèíèè è ïðè L ! 0 óâåëè÷èâàåòñÿ ïðè ñî�õðàíåíèè íåèçìåííûìè äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ëèíèè.Ïðè òàêîì âûáîðå õàðàêòåðíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãîìàñøòàáà ëèíèè áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ðàâíû� = Rj1x20u0 = u0RCLj1 ; �0 = Rj0x20u0 = �j0j1 ;� = RCu20Lj21R1 = �Æ; �1 = Æ +�;Æ = u0R1j1 ; " = exp��gU0u0 � : (4)Îòñþäà âèäíî, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü çàâèñèò ïî ñóòè îòîäíîãî áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà �, ïîñêîëüêó äëÿáîëüøèíñòâà çàäà÷ äèíàìèêè äâóõïðîâîäíîé ëèíèèj0 = j1 è, ñëåäîâàòåëüíî, �0 = �. Â êîíóñíûõ ïåðå�ìåííûõ z+ = r + s, z� = r � s ýòî óðàâíåíèå èìååòâèä�4 �2�z+�z� v+(�"�1egv��0)+�v+ �"�1egv+�1���� ��z+ � ��z�� v = 0: (5)589



Â. Ì. Æóðàâëåâ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 20064. �ÅÆÈÌÛ �ÀÁÎÒÛ ËÈÍÈÉ ÈÓ�ÀÂÍÅÍÈß ÈÕ ÄÈÍÀÌÈÊÈÏîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè, âàæíî äëÿ äàëüíåéøåãîàíàëèçà ðàññìîòðåòü îñíîâíûå âîçìîæíûå ðåæèìûðàáîòû òàêèõ ëèíèé ñ öåëüþ óïðîñòèòü óðàâíåíèÿ,èõ îïèñûâàþùèå. Íà êà÷åñòâåííîì óðîâíå òàêîé àíà�ëèç äëÿ äèîäíîé ìîäåëè áûë ïðîâåäåí â ðàáîòå [8℄.Ñîãëàñíî ýòîìó àíàëèçó, ëèíèÿ ìîæåò íàõîäèòüñÿïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ â äâóõ îñíîâíûõ ñîñòîÿíè�ÿõ. Ïåðâîå, êîòîðîå ìîæíî óñëîâíî íàçâàòü àêòèâ�íûì ðåæèìîì, ñîîòâåòñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøèìïîëîæèòåëüíûì íàïðÿæåíèÿì â ëèíèè, êîãäà ýêñ�ïîíåíöèàëüíûå ñëàãàåìûå äîñòàòî÷íî âåëèêè. Âòî�ðîé ðåæèì ñîîòâåòñòâóåò äîñòàòî÷íî áîëüøèì îòðè�öàòåëüíûì íàïðÿæåíèÿì, êîãäà ýêñïîíåíöèàëüíûåñëàãàåìûå â ëèíèè ìàëû. Íàèáîëåå êîððåêòíûé ñïî�ñîá âûÿâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ ðåæèìîâ ðàáîòû ëèíèèìîæíî ïîëó÷èòü, îñíîâûâàÿñü íà àíàëèçå âîçìîæ�íûõ �îðì óðàâíåíèÿ â íóëåâîì ïîðÿäêå ïðè ââå�äåíèè áûñòðûõ è ìåäëåííûõ êîîðäèíàò. Åñòåñòâåí�íûì ìàëûì ïàðàìåòðîì äëÿ ýòîãî áóäåò ïàðàìåòð" = exp(�gU0=u0), âåëè÷èíà êîòîðîãî îïðåäåëÿåòñÿâûáîðîì ðàáî÷åé òî÷êè U0 ïî íàïðÿæåíèþ. Ïîñêîëü�êó îòíîøåíèå U0=u0 âõîäèò â ïîêàçàòåëü ýêñïîíåí�òû, âåëè÷èíà " áóäåò ìàëîé äàæå ïðè ñðàâíèòåëüíîíåáîëüøîì ïðåâûøåíèè U0 íàä u0.4.1. Ïðèáëèæåíèå àêòèâíîãî ðåæèìàÂâåäåì ¾áûñòðûå¿ êîîðäèíàòû � = "�1z+ è� = "�1z�. Èñõîäíûå ïåðåìåííûå r è s, à òàêæå z+è z� áóäåì íàçûâàòü ¾ìåäëåííûìè¿ ïåðåìåííûìè.Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ çàâè�ñèò êàê îò ìåäëåííûõ, òàê è îò áûñòðûõ ïåðåìåí�íûõ. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü çà�âèñèìîñòü ðåøåíèÿ òîëüêî îò áûñòðûõ ïåðåìåííûõ.Îáîçíà÷èì w = u(�; �)=u0. Òîãäà óðàâíåíèå (5) ïðå�îáðàçóåòñÿ ê âèäó� 4 �2����w + ��"egw � "2�0�+ �"2w ++ (egw + "�1)� ��� � ����w = 0:�åøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî èñêàòü â âèäå ðÿäàïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà ":w(�; �; ") = w0(�; �) + "w1(�; �) + : : :Â íóëåâîì è ïåðâîì ïîðÿäêàõ ïî ïàðàìåòðó " ýòèóðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå àêòèâíûé ðåæèì, ïðèíè�ìàþò âèä

�4 �2����w0 + egw0 � ��� � ����w0 = 0; (6)� 4 �2����w1 + egw0 � ��� � ����w1 ++ (w1egw0 +�1)� ��� � ����w0 +�egw0 = 0: (7)Óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî �óíêöèè w0 ÿâëÿåòñÿ ñó�ùåñòâåííî íåëèíåéíûì óðàâíåíèåì è îáëàäàåò âàæ�íûìè ñâîéñòâàìè � ñïåöèàëüíûì ïðèíöèïîì ñóïåð�ïîçèöèè (ñì. Ïðèëîæåíèå ê äàííîé ñòàòüå è ðàáî�òó [8℄). Äëÿ óäîáñòâà èññëåäîâàíèÿ ýòîãî óðàâíå�íèÿ ïîëåçíî ââåñòè �óíêöèþ � = exp(�gw0). Òîãäàóðàâíåíèå (6) ïðèìåò ñëåäóþùèé âèä:4 �2�� �� ln�� 1�2 � ��� � ����� = 0: (8)Çàìåòèì, ÷òî ââåäåíèå áûñòðûõ ïåðåìåííûõ íå èç�ìåíÿåò ïîðÿäîê ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ â íóëåâîì ïî�ðÿäêå ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì óðàâíåíèåì. Ýòîîçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííûå óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿñâÿçàíû ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëî�âèÿìè, ÷òî è èñõîäíîå. Ïîýòîìó èìåííî ýòîò ðåæèììîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îñíîâíîé äëÿ îïèñàíèÿ ïå�ðåõîäíûõ ïðîöåññîâ ïîñëå âêëþ÷åíèÿ, à òàêæå äëÿîïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ãåíåðàöèè èìïóëüñîâ â ñèñòåìåïðè áûñòðîì èçìåíåíèè íàïðÿæåíèÿ. Îäíàêî â äàëü�íåéøåì ìû ðàññìîòðèì âàðèàíò àêòèâíîãî ðåæèìà,êîòîðûé áûë èçó÷åí ðàíåå â ðàáîòå [8℄. �àçëè÷àòüýòè âàðèàíòû ìû áóäåì ïî ñëåäóþùåìó îñíîâíîìóïðèçíàêó. Óðàâíåíèå (6), êàê íåòðóäíî âèäåòü, èìå�åò �îðìó äè��åðåíöèàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ.Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ðåæèì áóäåì íàçû�âàòü àêòèâíûì áåçäèññèïàòèâíûì. �åæèì, ðàññìîò�ðåííûé â ðàáîòå [8℄, ñîäåðæèò äèññèïàòèâíîå ñëàãà�åìîå, ÷òî ìåíÿåò õàðàêòåð ðåøåíèé ïî îòíîøåíèþê ðåøåíèÿì óðàâíåíèé (6). Íàçâàíèå ¾äèññèïàòèâ�íîå¿ óñëîâíî, ïîñêîëüêó â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ îíîìîæåò ïðèâîäèòü ê îáðàòíîìó ý��åêòó � ïðèòîêóýíåðãèè â ñèñòåìó èçâíå. Èìåííî ïîýòîìó õàðàêòåð�íûì ñâîéñòâîì ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿâîçìîæíîñòü ãåíåðàöèè èìïóëüñîâ ïðè îïðåäåëåí�íûõ óñëîâèÿõ. Òàêîé ðåæèì áóäåì íàçûâàòü àêòèâ�íûì äèññèïàòèâíûì ðåæèìîì.4.2. Ïðèáëèæåíèå íåàêòèâíîãî ðåæèìàÏðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íàïðÿæåíèå â ëèíèèìåíÿåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ìåäëåííî, òàê ÷òî îò áû�ñòðûõ ïåðåìåííûõ �, � ðåøåíèå íå çàâèñèò. Â ýòîì590



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006 Àâòîâîëíû â àêòèâíîé äâóõïðîâîäíîé ëèíèè : : :ñëó÷àå ðåøåíèå çàâèñèò òîëüêî îò ìåäëåííûõ ïåðå�ìåííûõ z+ è z�:v = v(z+; z�; ") = v0(z+; z�) + "v1(z+; z�) + : : :Ïðè ýòîìexp(v) = exp(v0+"v1+ : : : ) = exp(v0)(1+"v1=v0+ : : : ):Â íóëåâîì è ïåðâîì ïîðÿäêàõ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó" óðàâíåíèÿ èìåþò âèä� ��z+ � ��z�� v0 = ��;� ��z+� ��z�� v1 = e�gv0 �4 �2�z+�z� v0+�2+�0� :Ýòîò ðåæèì èìååò ïîíèæåííûé ïîðÿäîê ñòàðøèõïðîèçâîäíûõ êàê ïî âðåìåíè, òàê è ïî ïðîñòðàí�ñòâó. Ïîýòîìó îí ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïèñà�íèÿ íåêîòîðûõ ìåäëåííûõ ïðîöåññîâ, ñâÿçàííûõ, íà�ïðèìåð, ñ âîññòàíîâëåíèåì ñîñòîÿíèÿ ëèíèè ïîñëåñêà÷êîîáðàçíûõ ïðîöåññîâ â äðóãèõ ðåæèìàõ.Êðîìå òîãî, êàê óêàçûâàëîñü âûøå, â êà÷åñòâåíåàêòèâíîãî ðåæèìà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðåæèì,ðåàëèçóþùèéñÿ ïðè òàêèõ íàïðÿæåíèÿõ, êîãäà òîê÷åðåç àêòèâíûé ýëåìåíò ïðàêòè÷åñêè ðàâåí íóëþ.Â ýòîì ðåæèìå íåëèíåéíîñòü îòñóòñòâóåò è óðàâ�íåíèå èìååò âèä òåëåãðà�íîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ìà�ëîé äèññèïàöèè â ëèíèè â ýòîì ðåæèìå îòñóòñòâó�åò äèñïåðñèÿ è âñå âîçìóùåíèÿ ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ñïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ïîýòîìó òàêîé ðåæèì ìîæ�íî áûëî áû íàçâàòü áàëëèñòè÷åñêèì. Â äàëüíåéøåììû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà äðóãèõ ðåæèìàõ ðàáîòû ëè�íèè, òàê êàê àíàëèç äèíàìèêè â íåàêòèâíîì ðåæèìåïðåäñòàâëÿåò ìåíüøå òðóäíîñòåé.4.3. Ïðèáëèæåíèå ðåæèìà ïåðåêëþ÷åíèÿÍàðÿäó ñ ýòèìè äâóìÿ ïðåäåëüíûìè ðåæèìàìèñóùåñòâóåò è ïðîìåæóòî÷íûé òèï ïðîöåññîâ, êîòî�ðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùåííûé âèä ïðîöåñ�ñîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ ëèíèè èç àêòèâíîãî ðåæèìà âíåàêòèâíûé. Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ýòîòðåæèì ðåæèìîì ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ìîæåò îêàçàòüñÿ,÷òî âàðèàöèè íàïðÿæåíèé â ïðîñòðàíñòâå ìåíÿ�þòñÿ áîëåå áûñòðî, ÷åì âî âðåìåíè. Â ýòîì ñëó�÷àå ñëåäóåò ââåñòè áûñòðóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ïå�ðåìåííóþ � = "�1r, à áåçðàçìåðíîå âðåìÿ s îñòà�âèòü íåèçìåííûì. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äëÿ

w = w(�; s; ") = w0(�; s) + "w1(�; s) + : : : çàïèøåò�ñÿ â âèäå� �2��2w + " �2�s2w + (�egw � "�0) ++ (egw + "�1) �w�s = 0: (9)Óðàâíåíèÿ â ïåðâûõ äâóõ ïîðÿäêàõ òåîðèè âîçìóùå�íèé ïðèìóò âèä��2w0��2 +�egw0 + egw0 �w0�s = 0; (10)� �2w1��2 +�egw0w1 + egw0 �w1�s + egw0w1 �w0�s =� �2w0�s2 + k0 � �1 �w0�s : (11)Äëÿ óðàâíåíèÿ (10) óäîáíî îïÿòü ââåñòè ïåðåìåí�íóþ � = exp(�gw0). Ïðè ýòîì óðàâíåíèå â íóëåâîìïîðÿäêå ïðèîáðåòàåò �îðìóg �2ln���2 + �� � g�2 ���s = 0: (12)Ïîëó÷åííûå óêîðî÷åííûå óðàâíåíèÿ èìåþò ïåðâûéïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè è âòîðîé ïî ïðî�ñòðàíñòâó. Ïîýòîìó äàííûé ðåæèì ïîçâîëÿåò ðå�øàòü ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó ïðè íåïîëíîì ðåøåíèè íà�÷àëüíîé. Ôàêòè÷åñêè ýòîò ðåæèì ìîæåò àäàïòèðî�âàòü âîçìóùåíèå, êîòîðîå ïîÿâèëîñü â àêòèâíîì ðå�æèìå. Ñâîéñòâà ýòîãî ðåæèìà ïîçâîëÿþò åãî ðàñ�ñìàòðèâàòü êàê ðåæèì ïåðåêëþ÷åíèÿ. Ýòî áóäåò ïî�êàçàíî äàëåå.5. �ÅÆÈÌ ÏÅ�ÅÊËÞ×ÅÍÈßÈññëåäîâàíèå ðåæèìîâ íà÷íåì ñ èçó÷åíèÿ äèíà�ìèêè ëèíèè â ðåæèìå ïåðåêëþ÷åíèÿ. Óðàâíåíèå,îïèñûâàþùåå ýòîò ðåæèì â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî ",èìååò âèä (12). Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ àñïåêòîâîáùåãî àíàëèçà ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà íàëè÷èÿâ íåé çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ. Â äàííîì ïðèáëèæåíèèóðàâíåíèå (12) ñîäåðæèò çàêîí ñîõðàíåíèÿ íåÿâíî.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü ýòî, âîñïîëüçóåìñÿ ïðåîá�ðàçîâàíèåì�(�; s) = eg�s	(�; �(s)); �(s) = 1�eg�s + �0; (13)êîòîðîå ñâîäèò óðàâíåíèå (12) ñ � 6= 0 ê ýòîìó æåóðàâíåíèþ, íî ñ � = 0, ò. å. �óíêöèÿ 	 óäîâëåòâîðÿ�åò óðàâíåíèþ �2ln	��2 � g	2 �	�� = 0: (14)591



Â. Ì. Æóðàâëåâ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006Îòñþäà âèäíî, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ 	 ïðåäñòàâëÿåòñîáîé îáîáùåííûé äè��åðåíöèàëüíûé çàêîí ñîõðà�íåíèÿ. Ñìûñë ýòîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ëåãêî âûÿñ�íèòü, åñëè çàìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíàE = ��ln��� = ��ln	��ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ â ëèíèè.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå (14) ìîæíî èíòåð�ïðåòèðîâàòü êàê óðàâíåíèå Ìàêñâåëëà�E�� = �; (15)ãäå � = � g	2 �	��� ïîãîííàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà âäîëü ëèíèè. Òàêèìîáðàçîì, â äàííîé ñèòóàöèè ñîõðàíÿåòñÿ âåëè÷èíàG = ZZ �d�d� = Z g	�1d�:Â èñõîäíûõ ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ ýòà ñîõðàíÿþùàÿ�ñÿ âåëè÷èíà âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:G = g"x0 exp�g�V0tx0 �Z exp�guu0� dx:Çäåñü âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî çàêîí ñîõðàíåíèÿ âîç�íèêàåò â ðåçóëüòàòå íåêîòîðîãî �óíêöèîíàëüíîãîïðåîáðàçîâàíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Òàêîé çà�êîí ñîõðàíåíèÿ ìîæíî íàçâàòü çàêîíîì ñîõðàíåíèÿñ âåñîâûì ìíîæèòåëåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèññèïà�òèâíûå ïðîöåññû â ñèñòåìå ïîä÷èíÿþòñÿ íåêîòîðî�ìó óíèâåðñàëüíîìó çàêîíó ïîâåäåíèÿ. Â äàëüíåé�øåì îáîáùèì ýòîò ðåçóëüòàò.Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå åùå íà îäíî îáñòîÿ�òåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî çíàê ïàðàìåòðà g, ýêâèâà�ëåíòíûé íàïðàâëåíèþ âêëþ÷åíèÿ àêòèâíîãî ýëåìåí�òà, îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå òå÷åíèÿ âðåìåíè â ñèñòå�ìå, ïîñêîëüêó ñòîèò â óðàâíåíèè äëÿ 	 ïåðåä ïðîèç�âîäíîé ïî âðåìåíè. Óðàâíåíèå (14) ïðåäñòàâëÿåò ñî�áîé íåëèíåéíîå äè��óçèîííîå óðàâíåíèå, êîòîðîå,êàê èçâåñòíî, îïèñûâàåò íåîáðàòèìûé âî âðåìåíèïðîöåññ. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òîâ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿâêëþ÷åíèÿ àêòèâíîãî ýëåìåíòà (ñìåíà çíàêà g) âëå�÷åò çà ñîáîé ñìåíó íàïðàâëåíèÿ òå÷åíèÿ âðåìåíè âñèñòåìå. Ýòî ïðîÿâëÿåòñÿ è â �óíêöèîíàëüíîé çàâè�ñèìîñòè ïàðàìåòðà � îò s. Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòð �ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïîãîííûõ ïàðàìåòðîâ ëèíèèïîëîæèòåëåí. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â çàâèñèìîñòè îòçíàêà ïàðàìåòðà g ïàðàìåòð � ëèáî ìîíîòîííî óáû�âàåò äî íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ �0, ëèáî

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè g = �1âñå ðåøåíèÿ ñèñòåìû ïðè s ! 1 ñòðåìÿòñÿ ê íåêî�òîðîìó ñòàöèîíàðíîìó ñîñòîÿíèþ, êîòîðîå îïðåäå�ëÿåòñÿ ïðåäåëüíûì íóëåâûì çíà÷åíèåì � . Â ñëó÷àåg = +1 òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíûé àíàëèç çàäà÷è.Ïîêàæåì ýòî áîëåå òî÷íî íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çà�äà÷è ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì �(�; 0) = �0(�) íà âñåéáåñêîíå÷íîé îñè (çàäà÷à Êîøè).5.1. Çàäà÷à ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìèÄëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îòíîñèòåëüíî �óíêöèè �âíà÷àëå ðåøèì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ �óíêöèè	 ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì	(�; 0) =  0(�): (16)Óðàâíåíèå (14) óäîáíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì îáðà�çîì: 	d2	d�2 ��d	d� �2 = g d	d� :Ñîîòâåòñòâóþùåå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå�íî â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà:	(�; �) = 1Xn=0 n(�)�n: (17)Äåéñòâèòåëüíî, ïðè � = 0 óñëîâèå (16) âûïîëíÿåòñÿ.Ïîäñòàâëÿÿ äàííûé ðÿä â óðàâíåíèå äëÿ 	, íàõîäèìäëÿ �óíêöèé  n(�) ðåêóððåíòíóþ ñèñòåìó óðàâíå�íèé n+1 = gn+ 1 nXk=0� k d2 n�kd�2 � d kd� d n�kd� � ;n = 0; : : : ;1: (18)Äëÿ ïåðâûõ äâóõ �óíêöèé ðàçëîæåíèÿ èìååì 1 = g � 0 000 � ( 00)2� ; 2 = g2 ( 0 001 +  1 000 � 2 00 01)è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷ëåíû ðÿäà, íà÷èíàÿ ñ ïåð�âîãî, îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî �óíêöèåé  0(�), ÷òîðåøàåò ïîëíîñòüþ çàäà÷ó Êîøè ïðè óñëîâèè ñõîäè�ìîñòè äàííîãî ðÿäà.Çàäà÷à Êîøè äëÿ �óíêöèè � òåïåðü ðåøàåòñÿñëåäóþùèì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî â �îðìóëó ïðå�îáðàçîâàíèÿ (13) âõîäèò ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ�0. Âûáåðåì ýòó ïîñòîÿííóþ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûïðè s = 0 ïàðàìåòð � = �(s) òàêæå îáðàùàëñÿ âíóëü. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü �0 = ���1. Âýòîì ñëó÷àå �(s) = 1� �eg�s � 1� :592



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006 Àâòîâîëíû â àêòèâíîé äâóõïðîâîäíîé ëèíèè : : :Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå (13), ïî�ëó÷àåì ðåøåíèå äëÿ �óíêöèè �:�(�; s) = eg�s 1Xn=0 n(�) � 1� �eg�s � 1��n : (19)Êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïîëó÷åííîå ðåøåíèå â ñëó÷àåg = �1 äåéñòâèòåëüíî îïèñûâàåò ïåðåêëþ÷åíèå ëè�íèè èç ñîñòîÿíèÿ �(�; 0) =  0(�) ïðè s = 0 â ñîñòîÿ�íèå ñ �óíêöèåé 	 ñëåäóþùåãî âèäà:	(�;1) = lims!1 �e�g�s�(�; s)� == 1Xn=0 n(�) (�1)n�n : (20)Â ñëó÷àå g = +1 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷å�íèÿõ s ïàðàìåòð � � exp(�s) ñòàíîâèòñÿ çíà÷èòåëü�íî áîëüøèì åäèíèöû è ðÿä (20) áóäåò ðàñõîäèòüñÿäëÿ ïî÷òè âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé  0(�). Âîîáùå ãî�âîðÿ, ýòî íå ñâèäåòåëüñòâóåò îá îáÿçàòåëüíîé ïîòåðåóñòîé÷èâîñòè ñèñòåìîé. Ïðèâåäåì äðóãîå ðåøåíèåçàäà÷è Êîøè, äëÿ êîòîðîé óêàçàííàÿ àñèìïòîòè÷å�ñêàÿ ïðîáëåìà îòñóòñòâóåò. Âìåñòî (17) ðàññìîòðèìðÿä 	(�; �) = 1Xn=0�n(�)[�(�)℄n ; (21)ãäå �(�) = e�!� �1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî �óíêöèÿ �(�)îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:�(0) = 0; _� = �!(� + 1):Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå (21) â óðàâíåíèå (14), ïðè�õîäèì ê ñèñòåìå ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ âû�÷èñëåíèÿ �óíêöèé �n(�):�n+1 = � nn+ 1�n � g!(n+ 1) �� nXk=0��k d2�n�kd�2 � d�kd� d�n�kd� � ; n = 0; : : : ;1:�åøåíèå äëÿ �(�; s) òåïåðü áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäó�þùèì îáðàçîì:�(�; s) == eg�s 1Xn=0�n(�)nexp h�!�(eg�s � 1)i� 1on : (22)Ïðè ! > 0 �óíêöèÿ�(s) = exp h�!�(eg�s � 1)i� 1
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E ; îòí. åä.
4 789

32 5 6
1�0:4�0:6�0:8�1:0�èñ. 2. Îäíîêèíêîâîå ðåøåíèå äëÿ ðåæèìà ïåðå-êëþ÷åíèÿ ïðè A = 1, � = 0:5, � = 0:1, k = 1,g = �1 è s = 0 (1 ), 2 (2 ), 4 (3 ), 8 (4 ), 12 (5 ),16 (6 ), 20 (7 ), 24 (8 ), 28 (9 )âñþäó îãðàíè÷åíà ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ g. Â ñëó�÷àå g = +1 ïðåäåëüíûì ñîñòîÿíèåì äëÿ 	 ÿâëÿåòñÿ�óíêöèÿ 	1(�) = 1Xn=0�n(�)(�1)n; (23)à â ñëó÷àå g = �1 ïðåäåëüíîé �óíêöèåé ÿâëÿåòñÿ	1(�) = 1Xn=0�n(�)�e!=� � 1�n : (24)Òåïåðü ïðåäåëüíûå ðÿäû íå ñîäåðæàò ðàñòóùèõ ýêñ�ïîíåíò è ñõîäèìîñòü ðÿäîâ îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷è�òåëüíî íà÷àëüíîé �óíêöèåé  0(�). Â òî æå âðåìÿ�1 êàê â ñëó÷àå g = +1, òàê è â ñëó÷àå g = �1 èìå�åò ýêñïîíåíöèàëüíûé ìíîæèòåëü, ïîýòîìó â ïåðâîìñëó÷àå ðåøåíèå äëÿ � íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò, à âîâòîðîì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïðè ýòîì íàïðÿæåíèå íàêîíöàõ ëèíèè ëèíåéíî ðàñòåò ñî âðåìåíåì, à âî âòî�ðîì óáûâàåò, õîòÿ â îáîèõ ñëó÷àÿõ íàïðÿæåííîñòüâ ëèíèè îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííîé. Ýòîò �àêò îïðå�äåëÿåò îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè ðåæèìà ïåðåêëþ÷å�íèÿ íà ïðàêòèêå. Ýòè îñîáåííîñòè äåìîíñòðèðóþòñÿïðèìåðàìè òî÷íûõ ðåøåíèé.5.2. Íåêîòîðûå òî÷íûå ðåøåíèÿ�àññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òî÷íûõ ðåøå�íèé óðàâíåíèÿ (12) ðåøåíèÿ ñëåäóþùåãî âèäà:	 = ���� + egk2�(�) ��ek� + �e�k�� ; (25)12 ÆÝÒÔ, âûï. 3 593



Â. Ì. Æóðàâëåâ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006ãäå �óíêöèÿ �(�) óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìóäè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ�2���2 � 4gk2��e2gk2� = 0; (26)à k, �, � � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Â ÷àñòíîìñëó÷àå, êîãäà ëèáî � = 0, ëèáî � = 0, óðàâíåíèå äëÿ� óïðîùàåòñÿ è ïðèîáðåòàåò âèä�2���2 = 0: (27)Îòñþäà áåç òðóäà íàõîäèì�(�) = A�;

ãäå A � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Â ýòîì ñëó÷àåðåøåíèÿ èìåþò âèä	 = A+ �egk2A�ek� : (28)Äëÿ èëëþñòðàöèè âèäà ïðîöåññà, ñîîòâåòñòâóþ�ùåãî ðåøåíèþ (28), íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû ýïþðûíàïðÿæåííîñòè E ïîëÿ â ëèíèè:E = ��ln��� = � k� exp(k� + k2Ae��s)A+ � exp(k� + k2Ae��s) :Â ñëó÷àå îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîý��èöèåíòîâ � è � èïðè g = �1 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (26) äëÿ íàïðÿæåí�íîñòè ïîëÿ èìåþò âèä
E =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
k(�ekx � �e�kx)(�ekx + �e�kx)�AQ�h hp
k2(Ae��� + �0)i ; 
 > 0; �� > 0; (29à)k(�ekx � �e�kx)(�ekx + �e�kx)�AQ� sh hp
k2(Ae��� + �0)i ; 
 > 0; �� < 0; (29á)k(�ekx � �e�kx)(�ekx + �e�kx) +AQ� sin hp
k2(Ae��� + �0)i ; 
 < 0; �� > 0; (29â)k(�ekx � �e�kx)(�ekx + �e�kx) +AQ; 
 = 0; �� > 0; (29ã)Çäåñü A;
; �0 � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå,Q =s���� 4���2A2 ����:Îáðàòèì òàêæå âíèìàíèå íà ñóùåñòâîâàíèå ïåðèîäè÷åñêèõ â ïðîñòðàíñòâå ðåøåíèé. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìîâûáðàòü k ÷èñòî ìíèìûì, k = i�, è ïîäîáðàòü îñòàâøèåñÿ ïîñòîÿííûå òàê, ÷òîáû ðåøåíèå â îêîí÷àòåëüíîé�îðìå áûëî âåùåñòâåííûì. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì

E =
8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

��1 sin(�x+ '0)�1 os(�x+ '0)�AQ�h hp
�2(Ae��� + �0)i ; 
 > 0; �� > 0; (30à)��1 sin(�x+ '0)�1 os(�x+ '0) +AQ� sh hp
�2(Ae��� + �0)i ; 
 > 0; �� < 0; (30á)��1 sin(�x+ '0)�1 os(�x+ '0)�AQ� sin hp
�2(Ae��� + �0)i ; 
 < 0; �� > 0; (30â)��1 sin(�x+ '0)�1 os(�x+ '0) +AQ; 
 = 0; �� > 0: (30ã)
594



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006 Àâòîâîëíû â àêòèâíîé äâóõïðîâîäíîé ëèíèè : : :
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�èñ. 3. Äâóõêèíêîâîå ðåøåíèå äëÿ ðåæèìà ïåðå-êëþ÷åíèÿ ïðè � = 1, � = �12, � = �2, k = 1,Q = 1, �0 = 1, A = 2 è s = �2 (1 ), �1:5 (2 ),�1:0 (3 ), �0:5 (4 ), 0 (5 ), 0:5 (6 ), 1:0 (7 )
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�èñ. 4. Ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå äëÿ ðåæèìà ïåðå-êëþ÷åíèÿ ïðè � = 1, � = �2, � = �2, k = 1,Q = 1, �0 = 1, A = 1:4 è s = �0:5 (1 ), 0 (2 ),1:0 (3 ), 2:0 (4 ), 3:0 (5 ), 4:0 (6 )Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ñèíãóëÿðíîñòåé äëÿ äàííûõðåøåíèé ñîñòîèò â òðåáîâàíèè íåîáðàùåíèÿ íèãäå âíóëü çíàìåíàòåëÿ â ñîîòíîøåíèÿõ (29) è (30). �ðà��èêè ðåøåíèé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî èçìåíåíèÿ íà�ïðÿæåííîñòè â ëèíèè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3 äëÿðåøåíèÿ (29a) è íà ðèñ. 4 äëÿ ðåøåíèÿ (30á).Åùå îäíî ñâîéñòâî óðàâíåíèé (12) è (14) ñîñòîèòâ òîì, ÷òî îíè äîïóñêàþò ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè,ðàññìîòðåííûé â Ïðèëîæåíèè ê äàííîé ðàáîòå, ñóñëîâèåì êîìïëåìåíòàðíîñòè ñëåäóþùåãî âèäà:

rXk=1 rYi=1;k 6=i �i = F (s)ek(s)� ;ãäå F (s) è k(s) � ïðîèçâîëüíûå �óíêöèè s. Îäíàêî,êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç, óñëîâèå êîìïëåìåíòàðíîñòèäëÿ äàííîãî êëàññà ïðîñòûõ ðåøåíèé íå ïðèâîäèòê êàêèì-ëèáî íîâûì ðåøåíèÿì. Âñå ñóïåðïîçèöèîí�íûå ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíû íåêîòîðîìó ïðåîáðàçî�âàíèþ ïîñòîÿííûõ ïàðàìåòðîâ ðåøåíèÿ.6. ÀÊÒÈÂÍÛÉ ÁÅÇÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÛÉ�ÅÆÈÌÏîñëå àíàëèçà äèíàìèêè ëèíèè â ðåæèìå ïå�ðåêëþ÷åíèÿ ðàññìîòðèì àêòèâíûé ðåæèì, â êîòî�ðîì äèíàìèêà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì (8). Îáðà�òèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå ñ ñàìîãîíà÷àëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äè��åðåíöèàëüíûé çà�êîí ñîõðàíåíèÿ, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â âèäå��� �4 ��� ln� + 1��� ��� 1� = 0: (31)Â ïåðåìåííûõ x; t ýòîò çàêîí ñîõðàíåíèÿ îïÿòü ìîæ�íî çàïèñàòü â âèäå óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà (15) ñ ïëîò�íîñòüþ çàðÿäà� = x0V0 ��t �1� x0�t=V0� � :Èç ñóùåñòâîâàíèÿ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òîâ ýòîì ïðèáëèæåíèè äèññèïàòèâíûå ïðîöåññû áîëü�øîé ðîëè íå èãðàþò è ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîéíåëèíåéíûé âîëíîâîäíûé êàíàë. Ñóùåñòâîâàíèå çà�êîíà ñîõðàíåíèÿ ïîçâîëÿåò íàéòè öåëûé êëàññ òî÷�íûõ ðåøåíèé äîñòàòî÷íî ñëîæíîãî âèäà.6.1. Òî÷íûå ðåøåíèÿÄëÿ òîãî ÷òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü îòëè÷èå ðå�æèìîâ ïåðåêëþ÷åíèÿ îò àêòèâíîãî ðåæèìà, ðàñ�ñìîòðèì ÷àñòíîå ðåøåíèå òèïà êèíêà äëÿ óðàâíå�íèÿ (8). Ïðåäñòàâèì äàííîå óðàâíåíèå â âèäå���� ����� +�� ��� = 0: (32)Ïðîñòåéøåå íåñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå èìååò âèä� = A+Bek�+l� ; (33)ãäå A = l� k4lk :595 12*



Â. Ì. Æóðàâëåâ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006Íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ äëÿ ýòîãî ðåøåíèÿ èìååò �îð�ìó êèíêà, E = �B(k + l)ek�+l�A+Bek�+l� ;ïåðåìåùàþùåãîñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþV = l � kk + l V0:Ýòî ðåøåíèå àíàëîãè÷íî êèíêîâîìó ðåøåíèþ â ðå�æèìå ïåðåêëþ÷åíèÿ, íî îòëè÷àåòñÿ îò íåãî èìåí�íî ïîñòîÿíñòâîì ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ êèíêà. Ïî�ñëåäíåå êàê ðàç è ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñëåä�ñòâèå íàëè÷èÿ äè��åðåíöèàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíå�íèÿ è îòñóòñòâèÿ äèññèïàöèè. Ïî âñåé âèäèìîñòè,ýòî îäíî èç íåìíîãèõ íåñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé óðàâ�íåíèÿ (32).Áîëåå ñëîæíîå òî÷íîå ðåøåíèå â ýòîì ðåæèìåìîæíî íàéòè â ðàìêàõ àíçàöà� = A(�)ek� +B(�)e�k� + C(�): (34)Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå (32), ïðèõî�äèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé:A0 � kA+ k(CA0 � C 0A) = 0;B0 + kB � k(CB0 � C 0B) = 0;C 0 + 2k(BA0 �B0A) = 0: (35)�åøåíèÿ äëÿ A è B èìåþò âèäA = A0(kC + 1) exp�k Z d�kC + 1� ;B = B0(kC � 1) exp�k Z d�kC � 1� ; (36)ãäå A0 è B0 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå èíòåãðèðî�âàíèÿ. Óìíîæàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (35) íàB, âòîðîå � íà A, ñêëàäûâàÿ èõ è çàòåì èñïîëüçóÿòðåòüå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé èíòåãðàë:4AB = C2 � C20 ;ãäå C0 � ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â (36) íàõîäèì äëÿ C ïðî�ñòîå óðàâíåíèåC 0 = k2k2C20 � 1(C2 � C20 ):Ýòî óðàâíåíèå äëÿ C(�) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ, ÷òîäàåò C(�) = C0 th��� + �0�; (37)

ãäå � = k2C0=(1� k2C20 ), à �0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòî�ÿííàÿ. �åøåíèÿ äëÿ A(�) è B(�) âûãëÿäÿò â ðåçóëü�òàòå ñëåäóþùèì îáðàçîì:A(�) = A0hkC(�) + 1i �e2�� + p�� �e�2�� + 1=p�� ;B(�) = B0hkC(�)� 1i �e�2�� + p�� �e2�� + 1=p�� ;ãäå� = 1� kC02kC0 ; � = �1 + kC02kC0 ; p = 1� kC01 + kC0 :�åøåíèÿ äëÿ A(�) è B(�) íåñèíãóëÿðíû, åñëè p > 0.Ïîñëåäíåå âîçìîæíî, åñëè jkC0j < 1. Îäíàêî â ðåøå�íèè (34) ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ çà êîíå÷íîåâðåìÿ �îðìèðóåòñÿ ñèíãóëÿðíîñòü.Êðîìå ýòèõ ðåøåíèé ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî øè�ðîêèé êëàññ ðåøåíèé, âûðàæàþùèõñÿ ÷åðåç ïîëèíî�ìèàëüíûå �óíêöèè � è � è íåñèíãóëÿðíûõ ëèøü âîãðàíè÷åííûõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâà.Èñõîäíûì òî÷íûì ðåøåíèåì ýòîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿðåøåíèå äëÿ � ñëåäóþùåãî âèäà:� = B� + B1 + 4B� + C: (38)�åøåíèÿ (34) è (38) îáðàçóþò êîìïëåìåíòàðíûåãðóïïû ðàíãà r (ñì. Ïðèëîæåíèå), ÷òî ïîçâîëÿåò âû�÷èñëÿòü ñóïåðïîçèöèîííûå ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíîãîðàíãà r. Îäíàêî â ñèëó ñèíãóëÿðíîñòè ýòèõ ðåøå�íèé ìû èõ çäåñü íå ðàññìàòðèâàåì. Çàìåòèì ëèøü,÷òî ýòè ðåøåíèÿ (â îñîáåííîñòè (38)) ìîãóò ïðåä�ñòàâëÿòü èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãîèññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè îñîáûõ òî÷åê.6.2. Èñïîëüçîâàíèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿÅùå îäèí êëàññ òî÷íûõ ðåøåíèé â êâàäðàòóðàõìîæåò áûòü ïîëó÷åí çà ñ÷åò ÿâíîãî èñïîëüçîâàíèÿñâîéñòâ óðàâíåíèÿ (8) êàê äè��åðåíöèàëüíîãî çàêî�íà ñîõðàíåíèÿ (31). Äåéñòâèòåëüíî, óðàâíåíèå (31)ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåé ïàðå óðàâíåíèé:4�ln��� + 1� = �	�� ; g� = �	�� :Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî �, íàõî�äèì � = e	 24P (�) + �Z e�	d�35 ;ãäå P (�) � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòîðåøåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå, èñêëþ÷àÿ � è äåëàÿçàìåíó G = exp(	) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ��� 1G� = � 1G: (39)596



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006 Àâòîâîëíû â àêòèâíîé äâóõïðîâîäíîé ëèíèè : : :Îäèí èç êëàññîâ ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ ïà�ðàìåòðèçóåòñÿ â �îðìå àíçàöàG = G(�); � = f(�) + h(�):Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñîîòíîøåíèå â (39), ïðèõîäèì êóðàâíåíèþ äëÿ G(�),GG��e�� = C0(G�)2 (40)è óðàâíåíèÿì äëÿ f = f(�) è h = h(�),f 0 = C1e��f(�); h0 = C2e�h(�); C0 = C1C2;ãäå C1; C2; � 6= 0 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Óðàâ�íåíèå (40) èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ:G(�) = G0eF ; F (�) = Z d��+ �0 +Ke��� :Ïðè ýòîì � = 1� ln�C1(� � �0)C2(� � �0)� :Îñîáûé ñëó÷àé � = 0 ïðèâîäèò ê ðåøåíèÿì â ÿâíîìâèäå: � = C1� + C2�;G(�) = G0 (��+ �0)1=� ; � 6= 0;G(�) = G0e�; � = 0:Çäåñü �;  � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Íåòðóäíîâèäåòü, ÷òî ðåøåíèÿ ýòîãî êëàññà ñèíãóëÿðíû. Ïî�êàæåì, ÷òî ýòî ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì ñâîéñòâîìäàííîé ñèñòåìû.Óðàâíåíèå (39) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþ�ùåé ýêâèâàëåíòíîé åìó ñèñòåìû óðàâíåíèé:GH� = �1; HG� = 1: (41)Ýòà ñèñòåìà îáëàäàåò èíòåðåñíîé �óíêöèîíàëüíîéñèììåòðèåé, ñîñòîÿùåé â òîì, ÷òî �óíêöèîíàëü�íî-êîîðäèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå âèäàG0(�0; �0) = H(�; �); H 0(�0; �0) = G(�; �); (42)�0 = ��; �0 = ��; (43)ïåðåâîäèò ñèñòåìó (41) â ñåáÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàç�ìíîæàòü ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ.Ñðåäè ðåøåíèé ýòîé ñèñòåìû ðàññìîòðèì ðåøå�íèÿ, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ åùå îäíîãî àíçàöà:G = G(�); H = H(�); � = �(�; �):Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â (41), ïðèõîäèì ê ñëå�äóþùåé ñèñòåìå:�� = �(GH�)�1; �� = (GH�)�1:

Óñëîâèåì åå ñîâìåñòíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåH�HG�G = �C�10 ;ãäå C0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïðè âûïîëíåíèèýòîãî óñëîâèÿ óðàâíåíèå äëÿ � ïðèíèìàåò ñëåäóþ�ùèé âèä ���� = C0:Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå åñòü íå ÷òî èíîå, êàê óðàâíå�íèå ýéêîíàëà: (�r)2 � (�s)2 = C0:Ïîñëåäíåå ñâîäèòñÿ çàìåíîé ïåðåìåííûõ�r =pjC0j hU(�; �);�s =pjC0j shU(�; �); C0 > 0�r =pjC0j shU(�; �);�s =pjC0j hU(�; �); C0 < 0ê êâàçèëèíåéíîìó óðàâíåíèþ îïðîêèäûâàþùèõñÿâîëí ñëåäóþùåãî âèäà:Us � thUUr = 0;êîòîðîå èìååò èçâåñòíîå ðåøåíèå â âèäå íåÿâíîé�óíêöèè (ñì., íàïðèìåð, [12℄)�(U; r thU + s) = P0 = onst;ãäå � � ïðîèçâîëüíàÿ �óíêöèÿ äâóõ àðãóìåíòîâ, àP0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.Ìû ïðîàíàëèçèðîâàëè äèíàìèêó ñèñòåìû íàïðèìåðå íåñêîëüêèõ êëàññîâ òî÷íûõ ðåøåíèé óðàâ�íåíèÿ (8). Ñðåäè ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî÷òè âñåÿâëÿþòñÿ ìíîãîçíà÷íûìè. Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòå�ìå â ðàññìàòðèâàåìîì ðåæèìå ìîãóò íàáëþäàòüñÿíåóñòîé÷èâîñòè òèïà îáðóøåíèÿ âîëí. Ýòîò ðåæèìâ ñèëó ý��åêòîâ îáðóøåíèÿ ìîæåò ñóùåñòâîâàòüëèøü ñðàâíèòåëüíî êîðîòêîå âðåìÿ, ïîñëå ÷åãî â ñè�ñòåìå íåëüçÿ íå ó÷èòûâàòü äèññèïàòèâíûå ý��åê�òû. Ýòî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî â óðàâíåíèè (8) äèññè�ïàòèâíûå ý��åêòû èãðàþò íåçíà÷èòåëüíóþ ðîëü. Âðåçóëüòàòå âîçíèêàåò çàäà÷à îïèñàíèÿ äèññèïàòèâ�íûõ ý��åêòîâ â äàííîé ñèñòåìå. Èññëåäîâàòü äèíà�ìèêó ñèñòåìû àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè â ýòîì ñëó�÷àå ñòàíîâèòñÿ ïðîáëåìàòè÷íî. Îäíàêî ñóùåñòâóåòîïðåäåëåííûé òèï ëèíèé, äëÿ êîòîðûõ ìîæíî óêà�çàòü íåêîòîðûå âàæíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå îòíî�ñÿòñÿ ê àêòèâíîìó ðåæèìó, â êîòîðîì îáðóøåíèÿíåò. Òàêîé âàðèàíò ëèíèè áûë ðàññìîòðåí àâòîðîìðàíåå [8℄.597



Â. Ì. Æóðàâëåâ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 20067. ÄÈÑÑÈÏÀÒÈÂÍÛÉ ÀÊÒÈÂÍÛÉ �ÅÆÈÌÓðàâíåíèå äëÿ ñèñòåìû â àêòèâíîì ðåæèìå (ñì.ðèñ. 1) ìîæåò áûòü íåñêîëüêî ìîäè�èöèðîâàíî, åñëèïðåäïîëîæèòü, ÷òî áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå� = �" ; �1 = �+ Æ = �+ Æ" ; � = �Æ = gld"2 :Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå äëÿ ñèñòåìû ïðèîáðåòàåòâèä��� �4 ��� ln� + 1��� ��� 1� + �� ++ (� + d)� ��� � ���� ln� + d�ln� = 0:Ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò äâà äèññèïàòèâíûõ ñëà�ãàåìûõ â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ (8). Àíàëèç ýòî�ãî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòü, àíàëîãè÷íóþñëîæíîñòè ñàìîãî èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìóðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðèd = ��. Ýòîò âàðèàíò óðàâíåíèÿ â èññëåäóåìîé ñè�ñòåìå âîçìîæåí, åñëè ïîãîííîå ñîïðîòèâëåíèå R1 áó�äåò îòðèöàòåëüíûì. �åàëèçîâàòüñÿ òàêîé ýëåìåíò âáèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìå, íàïðèìåð íåðâíîì âîëîêíå,ìîæåò â �îðìå, àíàëîãè÷íîé áèîëîãè÷åñêîé ìåì�áðàíå ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì àêòèâíûì ýëåìåíòîì,âêëþ÷åííûì â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, è ïîäõîäÿ�ùèì âûáîðîì åãî ðàáî÷åé òî÷êè ñ äîïîëíèòåëüíûìèñòî÷íèêîì ÝÄÑ. Åñëè òåïåðü ïðåäïîëîæèòü, ÷òîïàðàìåòð � ìàë, è îñòàâèòü â óðàâíåíèè òîëüêî ÷ëå�íû äî ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî � âêëþ÷èòåëüíî, òî â ýòîìñëó÷àå óðàâíåíèå ïðèîáðåòàåò âèä4 �2�� �� ln� +� ��� � ���� 1� + �� = 0: (44)Ýòî óðàâíåíèå èññëåäîâàëîñü â ðàáîòå [8℄. Îíî ïå�ðåõîäèò â óðàâíåíèå (8) â ïðåäåëå � ! 0, îäíàêîäèíàìèêà âîëí, îïèñûâàåìûõ ýòèì óðàâíåíèåì, óæåäðóãàÿ.7.1. Êîìïëåìåíòàðíûå òî÷íûå ðåøåíèÿÊàê áûëî îòìå÷åíî ðàíåå [8℄, èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ�åò îñîáûé êëàññ ðåøåíèé â ãèïåðáîëè÷åñêèõ �óíê�öèÿõ. Âàæíîñòü ýòèõ ðåøåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òîîíè îáðàçóþò ìíîæåñòâà êîìïëåìåíòàðíûõ ðåøå�íèé. Ñðåäè äðóãèõ ðàññìîòðåííûõ ðàíåå ðåäóêöèéèñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ìîäåëè äâóõïðîâîäíîé ëèíèèäàííîå óðàâíåíèå âûäåëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå øèðî�êèì êëàññîì ñóïåðïîçèöèîííûõ ðåøåíèé. Ýòî óêà�çûâàåò íà íåêîòîðóþ âûäåëåííîñòü ýòîãî óðàâíåíèÿñðåäè äðóãèõ ðåäóêöèåé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Ïðîñòåéøåå ðåøåíèå, îáðàçóþùåå êîìïëåìåíòàð�íûå ãðóïïû, èìååò ñëåäóþùóþ �îðìó:� = 4�BCe�(���) +Be��� + Ce�� ; (45)ãäå B è C � ïðîèçâîëüíûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿí�íûå. �åøåíèå (45), ïåðåñ÷èòàííîå äëÿ íàïðÿæåíèÿu â ëèíèè, íåñèíãóëÿðíî, åñëè � íå èìååò íóëåé âîâñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Óñëîâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿîäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâB > 0; C > 0; � < 0:Ýòî ðåøåíèå àíàëîãè÷íî äâóõêèíêîâîìó ðåøåíèþ âðåæèìå ïåðåêëþ÷åíèÿ.Äðóãîé âàæíûé êëàññ êîìïëåìåíòàðíûõ ðåøå�íèé èìååò âèä� = 4BC�e�2��+�� + B16C�e�2����� ++Be�2�� + Ce��: (46)Ýòî ðåøåíèå òàêæå áóäåò íåñèíãóëÿðíûì â ñëó÷àå� < 0, B > 0, C > 0. Åùå îäíó îáëàñòü çíà÷åíèéïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå äëÿ íàïðÿæåíèÿíåñèíãóëÿðíî, ìîæíî ëåãêî óñòàíîâèòü, åñëè ïðåä�ñòàâèòü åãî â ñëåäóþùåì âèäå:� = Be�2��h1+sign(C�) h(��+�)i+Ce��� ; (47)ãäå � = ln(8jC�j). Îòñþäà âèäíî, ÷òî ýòî ðåøåíèåòàêæå ïîëîæèòåëüíî, åñëè B < 0 è C > B ïðè óñëî�âèè C� > 0. �ðà�èêè ðåøåíèÿ äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5. Ïîñêîëüêó â ñèñòåìå â ðàñ�ñìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ãåíåðèðóåòñÿ îñòðûé èìïóëüñ,óäîáíåå íà ãðà�èêå èçîáðàæàòü íàïðÿæåíèå, à íåíàïðÿæåííîñòü.Àíàëèç ðåøåíèé äàííîãî òèïà ïîêàçûâàåò, ÷òîêàê è äëÿ (45), íàïðÿæåíèå â ëèíèè ðàñïðåäåëåíîòàêèì îáðàçîì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâà èëè òðè ó÷àñò�êà ñ ïîñòîÿííîé ïðîäîëüíîé íàïðÿæåííîñòüþ ïî�ëÿ, ò. å. ëèíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåñêîëüêî ïîñëå�äîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõ êîíäåíñàòîðîâ, ðàññòîÿíèåìåæäó îáêëàäêàìè êîòîðûõ ðàñòåò èëè óìåíüøàåò�ñÿ ïðè ïîñòîÿííîé íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ìåæäó íè�ìè. �îëü îáêëàäîê èãðàåò ïåðåìåùàþùàÿñÿ îáëàñòüñ ïåðåìåííîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà. Ýòè îáëàñòè ïå�ðåçàðÿäêè íà ðèñ. 5 ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòÿì ñìåíûçíàêà íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ. Ïðè äîñòèæåíèè íåêî�òîðîãî îïðåäåëåííîãî óðîâíÿ íàïðÿæåíèÿ â ëèíèèìîæåò ãåíåðèðîâàòüñÿ èìïóëüñ íàïðÿæåíèÿ. Íàïðè�ìåð, äëÿ ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 5, êîãäàíàïðÿæåíèå â íåêîòîðîé òî÷êå ëèíèè äîñòèãàåò çíà�÷åíèÿ, ðàâíîãî íåêîòîðîìó êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ,598
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�èñ. 5. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèÿ âäîëü ëèíèè âñëó÷àå B = �1, C = 2, � = 1, V = 0:5, � = 0:1 âìîìåíòû âðåìåíè t = �30 (1 ), �20 (2 ), �10 (3 ),0 (4 ), 10 (5 ), 20 (6 ), 30 (7 ), 40 (8 ), 50 (9 )â ýòîé òî÷êå �îðìèðóåòñÿ îñòðûé èìïóëüñ, ðàñïðî�ñòðàíÿþùèéñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ïðè ýòîììåæäó òî÷êîé ðîæäåíèÿ èìïóëüñà è òåêóùèì åãîïîëîæåíèåì �îðìèðóåòñÿ íîâàÿ îáëàñòü ñ ïîñòîÿí�íîé íàïðÿæåííîñòüþ ïîëÿ, îòëè÷íîé îò íàïðÿæåí�íîñòè â óæå èìåþùèõñÿ îáëàñòÿõ, ò. å. ïîÿâëÿåòñÿíîâûé ïðîäîëüíûé êîíäåíñàòîð, à îñòàëüíûå ïåðå�çàðÿæàþòñÿ. Ñàìîìó èìïóëüñó ñîîòâåòñòâóåò î÷åíüóçêàÿ îáëàñòü ïåðåçàðÿäêè ñðåäû â ëèíèè. Çàìåòèì,÷òî êèíêîâûå ðåøåíèÿ è â ðåæèìå ïåðåêëþ÷åíèÿ, èâ àêòèâíîì áåçäèññèïàòèâíîì ðåæèìå òàêæå ìîæ�íî èíòåðïðåòèðîâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ àíàëîãè÷íîéìîäåëè ïðîäîëüíûõ êîíäåíñàòîðîâ. Ýòî îáùåå íà�áëþäåíèå êà÷åñòâåííî ñîâïàäàåò ñ îáùèì îïèñàíè�åì ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçáóæäåíèÿ â íåðâ�íîì âîëîêíå ñîãëàñíî êàëèé-íàòðèåâîìó ìåõàíèçìóÕîäæêèíà �Õàêñëè [2; 3; 13; 14℄.�åøåíèå (47) äåìîíñòðèðóåò òèïè÷íîå äëÿ àâòî�âîëíîâûõ ñèñòåì âîçíèêíîâåíèå èìïóëüñà âîçáóæäå�íèÿ ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî ñðåä�íåãî óðîâíÿ âîçáóäèìîñòè ñðåäû. Ïîäîáíàÿ ïî ñó�òè ñèòóàöèÿ ïðèâåäåíà íà ýïþðàõ íàïðÿæåíèÿ âêíèãå [13, ñòð. 364℄, ãäå äåìîíñòðèðóåòñÿ ïîÿâëå�íèå îñòðîãî èìïóëüñà â íåðâíîì âîëîêíå ïðè äî�ñòèæåíèè âåðøèíû ïî÷òè òðåóãîëüíîãî èìïóëüñàíàïðÿæåíèÿ íåêîòîðîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ. Åäèí�ñòâåííîå ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî íà ýïþðàõâ [13℄ íà÷àëüíûé òðåóãîëüíûé èìïóëüñ ðàñòåò, à âíàøåì ñëó÷àå óáûâàåò. Ýòîò �àêò êà÷åñòâåííîãî ñîâ�ïàäåíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ñ ðåàëüíîé äèíàìèêîéèìïóëüñîâ â íåðâíîì âîëîêíå ãîâîðèò î òîì, ÷òî
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�èñ. 6. �àñïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîñòè âäîëü ëèíèèâ ñëó÷àå B = �1, A = 2, C = 1, � = �1, V = �0:5,� = 1 äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíèt = �20 (1 ), �15 (2 ), �10 (3 ), �5 (4 ), 0 (5 ), 5 (6 ),10 (7 ), 15 (8 ), 20 (9 ), 25 (10 ), 30 (11 )èìåííî â òàêîì âàðèàíòå ðàññìàòðèâàåìàÿ àêòèâíàÿäâóõïðîâîäíàÿ ëèíèÿ íàèáîëåå èíòåðåñíà ñ òî÷êèçðåíèÿ ïðèëîæåíèÿ åå â êà÷åñòâå ìîäåëè äëÿ îïèñà�íèÿ ðàáîòû íåðâíîãî âîëîêíà. Ýòîò �àêò ïîçâîëÿåòíàäåÿòüñÿ, ÷òî òàêàÿ ìîäåëü ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿè â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëóïðîâîäíè�êîâîãî ãåíåðàòîðà êîðîòêèõ èìïóëüñîâ.7.2. Ñóïåðïîçèöèîííûå ðåøåíèÿÍàëè÷èå ñóïåðïîçèöèîííûõ ðåøåíèé, ïîëó÷àå�ìûõ èç êîìïëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé (45) è (46), áû�ëî îòìå÷åíî â ðàáîòå [8℄. Çäåñü ìû ïîñòðîèì îáîá�ùåííûé êëàññ ñóïåðïîçèöèîííûõ ðåøåíèé óðàâíå�íèÿ (44) è ïîêàæåì, ÷òî ýòîò êëàññ îêàçûâàåòñÿ âåñü�ìà øèðîêèì äëÿ òîãî, ÷òîáû äàííîå óðàâíåíèå ìîã�ëî ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ïåðñïåêòèâíîé ìîäå�ëè ìíîãîèìïóëüñíîé äèíàìèêè â íåðâíîì âîëîêíå(èëè ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ãåíåðàòîðàõ èìïóëüñîâ).Ïîñëåäíåå âàæíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèìåíåíèÿ äàí�íîé ìîäåëüíîé ëèíèè ê îïèñàíèþ íåðâíîãî âîëîêíàêàê ýëåìåíòà èí�îðìàöèîííîé ñèñòåìû.Ïðåäñòàâèì ðåøåíèÿ (45) è (47) â ñëåäóþùåì îá�ùåì âèäå:�(�; �) = Be�q��Fq(�; C) + Ce��: (48)Ïðè ýòîì ðåøåíèÿì (45) è (47) ñîîòâåòñòâóþòq = 1; F1(�; C) = 4Ce�� + 1;è q = 2; F2(�; C) = 1 + sign(C�) h(�� + �):599



Â. Ì. Æóðàâëåâ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñóïåðïîçèöèîííûå ðåøåíèÿðàíãîâ r = 2 è r = 3, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîñòðîåíûèç ðåøåíèé (48),�i(�; �) = Bie�q��Fq(�; Ci) + Cie�� ; i = 1; 2; 3;ïðè óñëîâèè Ci = C, i = 1; 2; 3. Ïðè r = 2 èç óñëîâèÿêîìïëåìåíòàðíîñòè �1 + �2 = f(�)g(�) (ñì. Ïðèëî�æåíèå) ñëåäóåò B1 +B2 = 0:Ñîîòâåòñòâóþùåå ñóïåðïîçèöèîííîå ðåøåíèå èìååòâèä

� = �1�2�1+�2 = 12C e��� �B1e�q��Fq(�; C)+Ce����� ��B1e�q��Fq(�; C) + Ce��� == 12C e��� ��B21e�2q��F 2q (�; C) + C2e2��� :Ïîñëåäíåå ðåøåíèå íåñèíãóëÿðíî, åñëè B1 = i�, ãäå� � ïðîèçâîëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî è C > 0.Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî çàòðàâî÷íûå ðåøå�íèÿ ìîãóò áûòü êîìïëåêñíûìè, à ñóïåðïîçèöèîííîåðåøåíèå � âåùåñòâåííûì. Ïðèìåðîì òàêîãî êëàññàñóïåðïîçèöèîííûõ ðåøåíèé ðàíãà r = 2 ñëóæèò ðå�øåíèå ñ C1 = �C2 = iC (C1+C2 = 0) è B1 = A+ iB,B2 = A�iB äëÿ ñëó÷àÿ q = 2, êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àåáóäåò èìåòü âèä� = e2�� e�4�� [A�B hf�� + �g℄2 + �Ce��� + e�2�� [B +A h(�� + �)℄	22[A�B h(�� + �)℄ ;ãäå C > 0. Ýòè ðåøåíèÿ íåñèíãóëÿðíû, åñëè B � 0,A � �B. Ïðèìåð ñóïåðïîçèöèîííîãî ðåøåíèÿ ðàíãà2 òàêîãî òèïà äëÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ïðåäñòàâëåííà ðèñ. 6. �ðà�èê äëÿ íàïðÿæåíèÿ áóäåò ñîäåðæàòüäâà èìïóëüñà, íî ìåíåå çàìåòíûõ, ÷åì íà ðèñ. 5. �è�ñóíîê 6 äåìîíñòðèðóåò ðàñïàä îäíîãî êèíêà íà äâàêèíêà, äâèæóùèõñÿ ñ ðàçíûìè ñêîðîñòÿìè â òîì æåíàïðàâëåíèè. Ïðè A+B ! 0 êèíê äî ðàñïàäà è êèí�êè ïîñëå ðàñïàäà ïðèîáðåòàþò áîëåå ñëîæíóþ �îð�ìó. Îáëàñòÿì ñìåíû çíàêà íàïðÿæåííîñòè ñîîòâåò�ñòâóþò îáëàñòè ïåðåçàðÿäêè ëèíèè.Â ñëó÷àå r = 3 óñëîâèÿ êîìïëåìåíòàðíîñòè ðåøå�íèé (48) ïðè óñëîâèè Ci = C èìåþò âèäB1 +B2 +B3 = 0; B1B2 +B3B2 +B1B3 = 0:�åøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ñëå�äóþùåì âèäåB1 = �; B2 = �2 ��1 + ip3� ;B3 = �2 ��1� ip3� ;èëè Bk = �e2i�(k�1)=3; k = 1; 2; 3:Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùèå ñóïåðïîçèöèîííûå

ðåøåíèÿ:� = �1�2�3�1�2 +�3�2 +�1�3 == 13C2 e�2�� ��e�q��Fq(�; C) + Ce�����(���2 e�q��Fq(�; C) + Ce���2++ 3�24 e�2q��F 2q (�; C)) == 13C2 e�2�� ��3e�3q��F 3q (�; C) + C3e3��� :Ýòè ðåøåíèÿ íåñèíãóëÿðíû ïðè � > 0, C > 0.�åøåíèå ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà ïîëó÷àåòñÿ ñëåäó�þùèì îáðàçîì. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå êîìïëåìåí�òàðíîñòè r ðåøåíèé (48) ïðè óñëîâèè Ci = C,i = 1; 2; : : : ; r ìîæíî çàïèñàòü â âèäåa1 = B1 +B2 + : : :+Br = 0;a2 = Xj=1;k<j BkBj = 0;...ar�1 = rXk=1 rYj=1;j 6=k Bj = 0: (49)
Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ñîîòíîøåíèé ýêâèâàëåíòíà òðå�áîâàíèþ, ÷òî àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîðÿäêà r,Br + a1Br�1 + : : :+ ar�1B1 + ar = 0;600



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006 Àâòîâîëíû â àêòèâíîé äâóõïðîâîäíîé ëèíèè : : :îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé B, èìåþùåå êîðíè B1,B2; : : : ; Br, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (49), ýêâèâà�ëåíòíî óðàâíåíèþrYk=1(B �Bk) � Br + (�1)rB1B2 : : : Br = 0: (50)Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ðåøåíèÿ (49) ìîæíî çàïèñàòü âñëåäóþùåì âèäå:Bk = �e2i�(k�1)=r ;ãäå � � ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Â ñè�ëó (50) èìååìrYk=1�k = (�1)re�rq��F rq (�; C) rYk=1[G(�; �) �Bk℄ == �re�rq��F rq (�; C) + Crer��;ãäå G(�; �) = Ce�(�+q�)F�1q (�; C):Îòñþäà ïîëó÷àåì âèä ñóïåðïîçèöèîííûõ ðåøåíèéïðîèçâîëüíîãî ðàíãà r:� = 1rCr�1 e�(r�1)� �� rYk=1 h�e2i�(k�1)=re�q��Fq(�; C) + Ce��i == 1rCr�1 e�(r�1)� ��re�rq��F rq (�; C)+Crer��� : (51)Ïðè � > 0 è C > 0 ðåøåíèÿ íåñèíãóëÿðíû. Ýòè ðå�øåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì r ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäèíêèíê â íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ, äâèæóùèéñÿ ñ ïîñòî�ÿííîé ñêîðîñòüþ, íî ïðè äîñòèæåíèè òî÷êè x = 0èçìåíÿþùèé íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ íà îáðàòíîå èìåíÿþùèé ñâîþ �îðìó. Îò çíà÷åíèÿ ðàíãà çàâèñÿòëèøü êðóòèçíà �ðîíòà êèíêà è åãî àìïëèòóäà, êî�òîðàÿ ìåíÿåòñÿ äèñêðåòíî ïðîïîðöèîíàëüíî ïðîèç�âåäåíèþ ðàíãà íà �. Äëÿ óäîáñòâà êëàññè�èêàöèè

ýòè ðåøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå, àíàëîãè÷�íîì (48): � = Pe�rq��Frq(�;Q) +Qe��; (52)ãäå Q = C=r, P = �r,Frq = 1rrCr�1 e�(r�1)�F rq (�; rC):Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ñàìè ðåøåíèÿ (52) îáðà�çóþò êîìïëåìåíòàðíûå ïàðû, âçÿòûå êàê äëÿ îäè�íàêîâûõ ðàíãîâ r1 = r2 è ÷èñåë q1 = q2, òàê è äëÿäâóõ ðàçëè÷íûõ ðàíãîâ r1 è r2 è, âîîáùå ãîâîðÿ,ðàçëè÷íûõ q = 1; 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîâòîðÿþòñÿâû÷èñëåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ðàíãîì r, íî óæå ñ îáîá�ùåííûìè ðåøåíèÿìè (48). Âî âòîðîì ñëó÷àå óñëîâèåêîìïëåìåíòàðíîñòè ïàðû òàêèõ ðåøåíèé ìîæíî çà�ïèñàòü â âèäåP1e�r1q1��Fr1q1(�;Q1) +Q1e�� ++ P2e�r2q2��Fr2q2(�;Q2) +Q2e�� = f(�)g(�):Êàê âèäíî, óñëîâèå êîìïëåìåíòàðíîñòè âûïîëíÿåò�ñÿ ïðè r1 6= r2, åñëè òîëüêî Q1 + Q2 = 0 è r1q1 == r2q2 = p. Â ñèëó òîãî, ÷òî q = 1; 2, èìååì äâàîñíîâíûõ âàðèàíòà: r2 = r1 = pè r2 = 2r1 = 2p:Îòñþäà ïîëó÷àåì g(�) = e�p�� ;f(�) = P1Fr1q1(�;Q1) + P2Fr2q2(�;�Q1):Ñîîòâåòñòâóþùèå ñóïåðïîçèöèîííûå ðåøåíèÿ ïðè�ìóò ñëåäóþùèé âèä:� = ep�� �P1e�p��Fr1q1(�;Q1) +Q1e��� �P2e�p��Fr2q2(�;�Q1)�Q1e���P1Fr1q1(�;Q1) + P2Fr2q2(�;�Q1) :Ýòè ðåøåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, îïÿòü ìîãóò îáðàçî�âûâàòü êîìïëåìåíòàðíûå ïàðû è, âîçìîæíî, äàæåñîâîêóïíîñòè áîëåå âûñîêèõ ðàíãîâ. Ñðåäè íèõ åñòüíåñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò îïÿòüïîÿâëåíèå îñòðûõ èìïóëüñîâ. Ïîëíîñòüþ âñå âîç�ìîæíûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìûå òàêèì îáðàçîì, ïîêàíå èññëåäîâàíû.
8. ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÑÈÑÒÅÌÛÂ ÖÅËÎÌÂ çàêëþ÷åíèå îáðàòèì âíèìàíèå íà ñóùåñòâîâà�íèå ñïåöèàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ äëÿ èñõîäíîéñèñòåìû â îáùåì ñëó÷àå. Â êîíóñíûõ ïåðåìåííûõ� = r+ s, � = r� s ïîñëå ïîäõîäÿùåãî ïðèâåäåíèÿ êáåçðàçìåðíîìó âèäó óðàâíåíèå (5) çàïèøåòñÿ êàê601



Â. Ì. Æóðàâëåâ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006�4 �2���� v+��(v)+� ���� ����hv+��(v)i = 0: (53)Çäåñü �(v) = J(v0v)=j1 � áåçðàçìåðíûé òîê ÷åðåçàêòèâíûé ýëåìåíò, v = u=u0 � áåçðàçìåðíîå íàïðÿ�æåíèå. Äàííîå óðàâíåíèå äîïóñêàåò íàáîð çàêîíîâñîõðàíåíèÿ ñëåäóþùåãî îáùåãî âèäà:��� �e��+�� �4P ��� v + Av + C�(v)���� ��� �e��+�� �4Q ��� v +Bv +D�(v)�� = 0; (54)ãäå �, �, P , Q, A, B, C, D � ïîñòîÿííûå. �àñêðû�âàÿ ñêîáêè, ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæåì ïðèâåñòè êâèäó4(P�Q) �2���� v+(A�4�Q) ��� v�(B�4�P ) ��� v++ (�A � �B)v + (�C � �D)�(v) ++ C ��� �(v)�D ��� �(v) = 0:Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñ óðàâíåíèåì (53),íàõîäèì, ÷òî îíè ñîâïàäàþò â ñëó÷àå, åñëè ïîñòîÿí�íûå âûáðàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:� = �� �=�; A = 4�Q� (P �Q);B = 4�P � (P �Q); C = D = ��(P �Q); (55)ïðè óñëîâèè, ÷òî ïàðàìåòð � óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå�íèþ 2�2 � ��+ � = 0; (56)à ïîñòîÿííûå P è Q ïðîèçâîëüíû. Èìåþòñÿ äâà ðå�øåíèÿ óðàâíåíèÿ (56):�1;2 = �� �; (57)ãäå � = �=2�, � = p�(�� 1=2). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïà�ðàìåòðû P è Q ïðîèçâîëüíû, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî èñ�õîäíîå óðàâíåíèå îáëàäàåò íåêîòîðûì íàáîðîì çàêî�íîâ ñîõðàíåíèÿ (54). Ýòè çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ìîãóòáûòü ïîëåçíûìè, êàê è â ñëó÷àå àíàëèçà àêòèâíîãîáåçäèññèïàòèâíîãî ðåæèìà, íî â îñíîâíîì ïðè ïðî�âåäåíèè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ äèíàìèêè äàííîé ñè�ñòåìû â ñèëó ñëîæíîñòè âûòåêàþùèõ èç íåãî ñëåä�ñòâèé äëÿ îòûñêàíèÿ òî÷íûõ ðåøåíèé.9. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ�àññìîòðåííàÿ â ðàáîòå ñèñòåìà, îïèñûâàåìàÿ ñïîìîùüþ ìîäåëè äâóõïðîâîäíîé íåëèíåéíîé àêòèâ�íîé ëèíèè ìîæåò íàõîäèòüñÿ â òðåõ îñíîâíûõ ðåæè�ìàõ: ïåðåêëþ÷åíèÿ, íåàêòèâíîì è àêòèâíîì. Êàæ�äûé èç ýòèõ ðåæèìîâ îòëè÷àåòñÿ îò äðóãîãî ñêî�ðîñòüþ èçìåíåíèÿ íàïðÿæåíèÿ âî âðåìåíè è âäîëü

êîîðäèíàò, ÷òî â íóëåâîì ïîðÿäêå ïî ìàëîìó ïàðà�ìåòðó " = exp(�U0=u0) ïðèâîäèò ê òðåì ðàçëè÷�íûì óðàâíåíèÿì, îïèñûâàþùèì äèíàìèêó â ëèíèè.Â ðàáîòå áûëè â îñíîâíîì ðàññìîòðåíû ðåæèì ïå�ðåêëþ÷åíèÿ è àêòèâíûé ðåæèì â äâóõ âàðèàíòàõ,áåçäèññèïàòèâíîì è ñ äèññèïàöèåé. Íàèáîëåå èíòå�ðåñíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé ÿâëÿåòñÿ àêòèâ�íûé äèññèïàòèâíûé ðåæèì. Â ðàññìîòðåííûõ ðåæè�ìàõ óïðîùåííàÿ �èçè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîöåññîâ ñî�ñòîèò â òîì, ÷òî âñÿ ëèíèÿ ðàñïàäàåòñÿ íà ñîâî�êóïíîñòü ïðîäîëüíûõ ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíåííûõêîíäåíñàòîðîâ, îáêëàäêàìè êîòîðûõ ñëóæàò ïåðåìå�ùàþùèåñÿ ëîêàëèçîâàííûå â ïðîñòðàíñòâå îáëàñòèçàðÿäîâ. Ïàðàëëåëüíî ýòèì êîíäåíñàòîðàì âêëþ÷à�åòñÿ ïîñòîÿííîå àêòèâíîå ñîïðîòèâëåíèå, êîòîðîåñîçäàåò ìåæäó îáêëàäêàìè ïîñòîÿííóþ íàïðÿæåí�íîñòü ïðîäîëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. �àññòîÿíèÿìåæäó îáêëàäêàìè èçìåíÿþòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðî�ñòüþ, íî ïðè âçàèìîäåéñòâèè äðóã ñ äðóãîì ìîãóòïîðîæäàòü íîâûå ïðîäîëüíûå êîíäåíñàòîðû òàêîãîæå òèïà. Â íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ òàêèå êîíäåíñàòîðûñîîòâåòñòâóþò êèíêîâûì ðåøåíèÿì, êîòîðûå ïðî�ñëåæèâàþòñÿ âî âñåõ ðåæèìàõ. Òàêàÿ êàðòèíà ìî�æåò áûòü ñîïîñòàâëåíà îáùåé êàðòèíå ðàñïðîñòðà�íåíèÿ âîçáóæäåíèé â íåðâíîì âîëîêíå [2; 3; 13; 14℄,ñâÿçàííûõ ñ êàëèé-íàòðèåâûì ìåõàíèçìîì. Ïîêàçà�íî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò òèïà ðåæèìà â ëèíèè ìîãóòíàáëþäàòüñÿ ðàçëè÷íûå àâòîâîëíîâûå, äèññèïàòèâ�íûå è äèñïåðñèîííûå ý��åêòû, íàïðèìåð, îáðóøå�íèå âîëí â àêòèâíîì áåçäèññèïàòèâíîì ðåæèìå. Îä�íèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ñâîéñòâ ðàññìàòðèâàåìîéñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà âî âñåõ ðåæèìàõ îá�ëàäàåò ñïåöèàëüíûì ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè. Îä�íàêî òîëüêî â àêòèâíîì äèññèïàòèâíîì ðåæèìå ýòîòïðèíöèï ïðèâîäèò ê áîëüøîé ñîâîêóïíîñòè íåòðèâè�àëüíûõ êîìïëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé, êîòîðûå ìîãóòðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ìîäåëü ñëîæíîé èí�îðìàöèîí�íîé ñèñòåìû òèïà íåðâíîãî âîëîêíà. Â ýòîì ðåæèìåñèñòåìà ìîæåò ãåíåðèðîâàòü èìïóëüñû è îáëàñòè ïå�ðåçàðÿäêè (êèíêîâûå ðåøåíèÿ). Òàêàÿ æå ñèñòåìà,ïî-âèäèìîìó, ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà è â �îðìåïîëóïðîâîäíèêîâîãî ðàñïðåäåëåííîãî p�n-ïåðåõîäà.Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅÏðèíöèï ñóïåðïîçèöèèÏîêàæåì íà ïðèìåðå äâóõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ(8) íàëè÷èå ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè äëÿ âñåõ ìîäå�ëåé. Àíàëîãè÷íûé ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè áûë îáíà�ðóæåí ðàíåå [15℄ äëÿ óðàâíåíèÿ602



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006 Àâòîâîëíû â àêòèâíîé äâóõïðîâîäíîé ëèíèè : : :ut +�lnu+ �u = 0;ãäå � � äâóìåðíûé îïåðàòîð Ëàïëàñà.Ïóñòü �1 è �2 � äâà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøå�íèÿ óðàâíåíèÿ (44):4 �2�� �� ln�i + ��i � 1�2i ���i�� � ��i�� � = 0;i = 1; 2:Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ äëÿ �1 è �2, ïîëó÷àåì4 �2�� �� ln(�1�2) + �� 1�1 + 1�2���� ��� � ����� 1�1 + 1�2� = 0:Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå�1 + �2 = f(�)g(�); (Ï.1)ãäå f(�) è g(�) � ïðîèçâîëüíûå äè��åðåíöèðóåìûå�óíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà, ñîîòâåòñòâåííî � è �.Óñëîâèÿ òàêîãî òèïà äàëåå áóäåì íàçûâàòü óñëîâèÿ�ìè êîìïëåìåíòàðíîñòè ðåøåíèé. Òîãäà â ñèëó òîãî,÷òî �2���� ln[f(�)g(�)℄ = 0;íàõîäèì, ÷òî �óíêöèÿ� = �1�2�1 + �2 (Ï.2)óäîâëåòâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ (8):4 �2�� �� ln� + �� � 1�2 ����� � ���� � = 0:Ýòî íàáëþäåíèå îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå (8) îáëà�äàåò ñïåöè�è÷åñêèì ïðèíöèïîì ñóïåðïîçèöèè ðåøå�íèé, îáëàäàþùèõ óñëîâèåì êîìïëåìåíòàðíîñòè:1� = 1�1 + 1�2 : (Ï.3)Êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ íåëèíåéíîé äè��óçèè[15; 16℄, ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè äëÿ óðàâíåíèÿ (8)ìîæíî îáîáùèòü, ðàññìàòðèâàÿ òàêèå r ëèíåéíî-íå-çàâèñèìûõ ðåøåíèé �i; i = 1; : : : ; r èñõîäíîãî óðàâ�íåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå êîìïëåìåí�òàðíîñòè ñëåäóþùåãî âèäà:rXk=1 rYi=1;k 6=i �i = f(�)g(�): (Ï.4)

Åñëè ýòî óñëîâèå èìååò ìåñòî, òî �óíêöèÿ �, ñâÿ�çàííàÿ ñ �i ñîîòíîøåíèåì1� = rXi=1 1�i ; (Ï.5)âíîâü áóäåò ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. ×èñëî ráóäåì íàçûâàòü ðàíãîì ñóïåðïîçèöèîííîãî ðåøåíèÿèëè ðàíãîì êîìïëåìåíòàðíîñòè.Âîîáùå, ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå îáîáùåíèå.Ïóñòü L1 è L2 � äâà äè��åðåíöèàëüíûõ îïåðàòî�ðà ïî êîîðäèíàòíûì ïåðåìåííûì x�; � = 1; : : : ; N .Òîãäà óðàâíåíèå L1lnu+ L2u = 0äîïóñêàåò ðàññìîòðåííûé âûøå ïðèíöèï ñóïåðïîçè�öèè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëèuk = ��1k ; k = 1; : : : ; r;� ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèåóñëîâèþ êîìïëåìåíòàðíîñòèrXk=1 rYi=1;k 6=i �i = F (x1; : : : ; xN );ãäå F (x1; : : : ; xN )� êàêàÿ-ëèáî �óíêöèÿ, óäîâëåòâî�ðÿþùàÿ óðàâíåíèþ L1lnF = 0;òî �óíêöèÿU = 1� = u1+u2+ : : :+ur = 1�1+ 1�2+ : : :+ 1�ròàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.Íàèáîëåå âàæíûì è ñëîæíûì ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïî�ñòðîåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèé äàííîãî òèïà ñ ïîìî�ùüþ ïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèåâ ÿâíîì âèäå ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþêîìïëåìåíòàðíîñòè. Îòûñêàíèå òàêèõ ïðîñòåéøèõ(çàòðàâî÷íûõ) ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåíòðàëü�íîé ïðîáëåìîé ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàññìîòðåííîãîïðèíöèïà ñóïåðïîçèöèè.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. Ï. Ñ. Ëàíäà, Íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ è âîëíû, Íàó�êà, Ìîñêâà (1997).2. Ý. Ñêîòò, Âîëíû â àêòèâíûõ è íåëèíåéíûõ ñðå�äàõ â ïðèëîæåíèè ê ýëåêòðîíèêå, Ñîâåòñêîå ðàäèî,Ìîñêâà (1977).603
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