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ÊÂÀÇÈÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÎÄÍÎÌÅ�ÍÎÉÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÒÎ×ÊÈ�. Â. Øïàòàêîâñêàÿ *Èíñòèòóò ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê125047, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24 àâãóñòà 2005 ã.Íà ïðèìåðå îïèñàíèÿ ñâîéñòâ îäíîìåðíîé êâàíòîâîé òî÷êè ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå ðàçâèò ïîñëåäîâà-òåëüíî êâàçèêëàññè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ, ïðèãîäíûé è äëÿ ñèñòåì áîëüøåé ðàçìåðíîñòè â ñëó÷àåðàçäåëÿþùèõñÿ ïåðåìåííûõ. Â ìîäåëè Òîìàñà �Ôåðìè 
 áèêâàäðàòè÷íûì ïîòåíöèàëîì êîí�àéíìåíòàâû÷èñëÿþòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííûé ïîòåíöèàë, ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè è ïîëíàÿ ýíåð-ãèÿ ýëåêòðîíîâ êàê �óíêöèÿ ÷èñëà ÷àñòèö è ý��åêòèâíîãî çàðÿäà ýëåêòðîíîâ. Èñïîëüçóåòñÿ ñêåéëèíãïî ÷èñëó ÷àñòèö. Âûâîäèòñÿ óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè. Ïðèâîäèòñÿ âûâîä àíàëèòè-÷åñêèõ âûðàæåíèé, ïî êîòîðûì íà îñíîâå ìîäåëè Òîìàñà �Ôåðìè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâåííûåîñöèëëÿöèè ïëîòíîñòè, ãðàäèåíòíàÿ è îáîëî÷å÷íàÿ ïîïðàâêè ê ïîëíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ. Èññëåäóåòñÿçàâèñèìîñòü îáîëî÷å÷íûõ ý��åêòîâ îò êîíñòàíòû âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ òî÷íûìèðàñ÷åòàìè ìåòîäîì �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè. Îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ïîïðàâêîéÑòðóòèíñêîãî.PACS: 73.23.Hk, 05.45.Mt, 71.10.Ca, 71.15.Mb1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÊâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå � ý��åêòèâ�íûé ñïîñîá îïèñàíèÿ ñâîéñòâ íàíîîáúåêòîâ (êëàñ�òåðîâ, êâàíòîâûõ òî÷åê, íàíîïðîâîäíèêîâ è ò. ä.).Ýòè ñèñòåìû ñîäåðæàò äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî÷àñòèö è ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû ìåòîäàìè êëàñ�ñè÷åñêîé �èçèêè, îäíàêî ïðîÿâëÿþò è êâàíòîâûåñâîéñòâà, êîòîðûå, êàê îêàçàëîñü, íàãëÿäíî îáúÿñ�íÿþòñÿ â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè íà ÿçû�êå êëàññè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà âñîîòâåòñòâóþùåì ïîòåíöèàëå (ñì., íàïðèìåð, ìîíî�ãðà�èþ [1℄).Â äàííîé ðàáîòå â êâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëè�æåíèè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè(ïëîòíîñòü, ñàìîñîãëàñîâàííûé ïîòåíöèàë) è ïîë�íàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ â êâàíòîâîé òî÷êå � ìà�ëåíüêîì ïðîâîäÿùåì ñãóñòêå ýëåêòðîíîâ â îãðàíè�÷èâàþùåì ïîòåíöèàëå. Íà ïðèìåðå îäíîìåðíîãî èñ�ñëåäîâàíèÿ ïðåäëîæåí ý��åêòèâíûé àëãîðèòì ðàñ�÷åòà ñâîéñòâ íå òîëüêî îäíîìåðíîé ñèñòåìû, íî èñèñòåì áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè ñ ðàçäåëÿþùè�*E-mail: shpat�imamod.ru

ìèñÿ ïåðåìåííûìè, â êîòîðûõ ìîæíî ÿâíî âûïè�ñàòü óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ. Ýòîò àëãîðèòì îòëè÷åíîò êâàçèêëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà, îïèñàííîãî â îáçî�ðå [1℄, è îñíîâàí íå íà ïëîòíîñòè óðîâíåé g(E), àíà èíòåãðàëüíîé îò íåå âåëè÷èíå � ÷èñëå ñîñòîÿíèéN(�) = R � g(E) dE. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îòëè÷åíè îò ìåòîäà Ñòðóòèíñêîãî [1�3℄, â êîòîðîì çàâèñè�ìîñòü õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû îò ÷èñëà ÷àñòèö ïðåä�ñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû îñíîâíîé, ïëàâíîé, ñîñòàâ�ëÿþùåé è ïîïðàâî÷íîé, îñöèëëèðóþùåé.Â íàøåé ðàáîòå ãëàâíàÿ ÷àñòü õàðàêòåðèñòèêñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ â ðàìêàõ ìîäåëè Òîìà-ñà �Ôåðìè. Îñòàëüíûå ý��åêòû ó÷èòûâàþòñÿâ âèäå àääèòèâíûõ ïîïðàâîê, ðàññ÷èòûâàåìûõíà åå îñíîâå àíàëèòè÷åñêè, â îòëè÷èå îò ìåòîäàÑòðóòèíñêîãî, â êîòîðîì äëÿ ýòîé öåëè ïðèõîäèòñÿðåøàòü îäíî÷àñòè÷íûå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà.Ïîäîáíûé ïîäõîä ÷àñòè÷íî èñïîëüçîâàëñÿ íàìè äëÿðàñ÷åòà êâàçèêëàññè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿâåùåñòâà [4�7℄, äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ìåòàë�ëè÷åñêèõ êëàñòåðîâ è äðóãèõ ýëåêòðîí-èîííûõêîìïëåêñîâ [8�10℄.�àññìàòðèâàåìûé îäíîìåðíûé ïðèìåð (ñì. [11℄)ñîîòâåòñòâóåò òðåõìåðíîé ñèñòåìå, èíâàðèàíòíîé â533



�. Â. Øïàòàêîâñêàÿ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006ïîïåðå÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ y è z. Õîòÿ ýòîò ïðèìåðè íå èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîãî çíà÷åíèÿ, îí õîðîøîèëëþñòðèðóåò ïðåäëàãàåìûé êâàçèêëàññè÷åñêèé ìå�òîä.Äàëåå â ðàçä. 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü Òîìà�ñà �Ôåðìè îäíîìåðíîé êâàíòîâîé òî÷êè ñ áèêâàäðà�òè÷íûì ïîòåíöèàëîì êîí�àéíìåíòà, â ðàçä. 3 ïðè�âîäèòñÿ âûâîä âûðàæåíèé ìîäåëè Òîìàñà �Ôåðìèè ïîïðàâîê ê íåé íà îñíîâå êâàçèêëàññè÷åñêîãîïðèáëèæåíèÿ â òåîðèè �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè Êî�íà �Øýìà, â ðàçä. 4 âûâîäèòñÿ óñëîâèå êâàíòîâàíèÿäëÿ óðîâíåé ýíåðãèè â ñàìîñîãëàñîâàííîì ïîòåíöèà-ëå êâàíòîâîé òî÷êè, ðàçä. 5 è 6 ïîñâÿùåíû âûâî�äó àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ ãðàäèåíòíûõ, îñ�öèëëÿöèîííûõ, îáîëî÷å÷íûõ ïîïðàâîê ê ïëîòíîñòèè ïîëíîé ýíåðãèè. Â ðàçä. 7 îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòà�òû ðàñ÷åòîâ. Â Çàêëþ÷åíèè ìû êðàòêî îïèñûâàåìïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå è îáñóæäàåì âîçìîæíîåïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà äëÿ ðàñ÷åòàõàðàêòåðèñòèê ðåàëüíûõ ñèñòåì.2. ÎÄÍÎÌÅ�ÍÀß ÌÎÄÅËÜÒÎÌÀÑÀ�ÔÅ�ÌÈÏðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ êâàçèêëàññè÷íîñòè� = 12� ����d�dx ���� = ~PL � 1(� = h=p � äëèíà âîëíû äå Áðîéëÿ, P � õàðàêòåð�íûé èìïóëüñ, L � õàðàêòåðíàÿ äëèíà íåîäíîðîäíî�ñòè) �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿN âçàèìîäåéñòâóþùèõ÷àñòèö âî âíåøíåì ïîòåíöèàëå Vext(x) ïðèáëèæåííîîïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ Òîìàñà �Ôåðìè1) [12℄f(x; p) = � �p2�(x)�p2� ; p2�(x) = 2m(��V (x)): (1)Çäåñü �(x) � ñòóïåí÷àòàÿ �óíêöèÿ Õýâèñàéäà, � �õèìè÷åñêèé, V (x) = Vext+Vint � ñàìîñîãëàñîâàííûéïîòåíöèàëû, Vint(x) � ïîòåíöèàë âçàèìîäåéñòâèÿýëåêòðîíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ Ïóàññîíà:V 00int(x) = �4�e2n(x);ò. å. Vint[n(x)℄ = �2�e2 1Z�1 n(y)jx� yj dy; (2)1) Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïàðàìåòð êâàçèêëàññè÷íîñòèîáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ÷èñëó ýëåêòðîíîâ â ñèñòåìå,� / N�1, â äâóìåðíîì � / N�1=2, â òðåõìåðíîì � / N�1=3.

e � ý��åêòèâíûé çàðÿä ýëåêòðîíîâ, øòðèõ çäåñüè íèæå îçíà÷àåò äè��åðåíöèðîâàíèå ïî x. Îòñþäàäëÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè n(x) è ïëîòíîñòè êèíå�òè÷åñêîé ýíåðãèè ÷àñòèö t(x) èìååì (ñïèí íå ó÷èòû�âàåòñÿ)n(x) = nTF (x) = 12�~ 1Z�1 f(x; p) dp = p�(x)�~ ; (3)t(x) = tTF (x) = 12�~ 1Z�1 p22mf(x; p) dp == ~26m�2n3(x): (4)Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿíîðìèðîâêè íà ÷èñëî ÷àñòèö1Z�1 n(x) dx = N: (5)Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ â ðàññìàòðèâàåìîé ìî�äåëè ðàâíàETF = 1Z�1 n(x) �� � ~26m�2n2(x) + Vext(x) + 12Vint(x)� dx: (6)Âîçâîäÿ â êâàäðàò âûðàæåíèå (3), äè��åðåíöèðóÿçàòåì äâàæäû ïî x è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Ïóàñ�ñîíà, ïîëó÷àåì äè��åðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Òîìà�ñà �Ôåðìè äëÿ ïëîòíîñòè â îäíîìåðíîì ñëó÷àå:�2 ~22m [n2(x)℄00 � 4�e2n(x) + V 00ext(x) = 0; (7)êîòîðîå äîëæíî ðåøàòü
ÿ ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìè�ðîâêè (5).Äî ýòîãî ìîìåíòà ìû íå êîíêðåòèçèðîâàëè âèäâíåøíåãî ïîòåíöèàëà Vext(x), ò. å. ïðèâåäåííûå âû�øå âûðàæåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ëþáîé îäíîìåðíîé ñèñ-òåìå âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïî çàêîíó (2) ÷àñòèö. Íè�æå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäíîìåðíóþ êâàíòîâóþòî÷êó ñ áèêâàäðàòè÷íûì îãðàíè÷èâàþùèì ïîòåíöè�àëîì Vext(x) = gx4:Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèè (7)V 00ext(x) = 12gx2;534
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Xl"0 1 2 3�7�6

�5 �"
V N = 1; e = 1X�Xr" x�èñ. 1. Ñàìîñîãëàñîâàííûé ïîòåíöèàëV (x) = V (�x) â êâàíòîâîé òî÷êå. �àñ÷åò ïîìîäåëè Òîìàñà �Ôåðìè äëÿ çàðÿäà e = 1 è ÷èñëàýëåêòðîíîâ N = 1 � æèðíàÿ ëèíèÿ. Ïóíêòèðíûåëèíèè: õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë � è óðîâåíü ýíåðãèè"; Xl", Xr" � ëåâàÿ è ïðàâàÿ òî÷êè ïîâîðîòà,X� � ïðàâàÿ òî÷êà ïîâîðîòà äëÿ ýíåðãèè, ðàâíîéõèìè÷åñêîìó ïîòåíöèàëó �à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò íóëåâîé ïëîò-íîñòè íà áåñêîíå÷íîñòè è ñèììåòðè÷íîìó ïîâåäå�íèþ åå â íóëå: n0(0) = 0:Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî òîëüêî äëÿ áèêâàäðàòè÷íîãîâíåøíåãî ïîòåíöèàëà óðàâíåíèå (7) ñ óñëîâèåì íîð�ìèðîâêè (5) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ïîäîáèÿ (ñêåéëèí�ãà) ïî ÷èñëó ÷àñòèö N . ÇàìåíàxN = x1N1=3; nN (x) = n1(x1)N2=3;�N = �1N4=3;VN = V1N4=3; EN = E1N7=3 (8)ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ âèäà (7) äëÿ �óíêöèè n1(x1)ñ óñëîâèåì íîðìèðîâêè1Z�1 n1(x1) dx1 = 1: (9)Çäåñü è äàëåå ìû îïóñêàåì èíäåêñ ¾TF¿. Òàêèì îá�ðàçîì, äîñòàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó òîëüêî äëÿ N = 1.Ó÷èòûâàÿ ñèììåòðèþ, íàõîäèì ðåøåíèå óðàâíå�íèÿ (7) ïðè x � 0 ÷èñëåííî, èòåðàöèÿìè ïî íåëèíåé�íîñòè òàê, ÷òîáû óñëîâèå íîðìèðîâêè (9) âûïîëíÿ�ëîñü ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ (äëÿ äàëüíåéøåãî ñðàâ�íåíèÿ ñ èìåþùèìèñÿ â ëèòåðàòóðå äàííûìè âñþäó âðàñ÷åòàõ ïîëàãàåì g = 0:5; m = ~ = 1, à e èçìåðÿåìâ åäèíèöàõ ýëåêòðîííîãî çàðÿäà).�åçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ çíà÷åíèÿ ïàðàìåò�ðà e = 1 ïîêàçûâàþò (ðèñ. 1), ÷òî ñàìîñîãëàñîâàí�

íûé ïîòåíöèàë V1(x) èìååò âèä ñèììåòðè÷íîé îòíî�ñèòåëüíî íóëÿ äâîéíîé ÿìû, ðàçäåëåííîé áàðüåðîì,ïðè÷åì õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë �1 ðàñïîëîæåí âáëè�çè ¾ãîðáà¿ ýòîãî áàðüåðà.Ïî �óíêöèè n1(x1) ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü èäðóãèå õàðàêòåðèñòèêè êâàíòîâîé òî÷êè ñ ëþáûì÷èñëîì ÷àñòèö N âîññòàíàâëèâàåì ñ ïîìîùüþ ìàñ�øòàáíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (8).Äëÿ ðàñ÷åòà ýíåðãèè E1 óäîáíî èñïîëüçîâàòü âû�ðàæåíèåE1 = 12 24�1+ X�Z0 n1(x1)�x41��2n21(x)3 � dx135 ; (10)êîòîðîå ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ èç �îðìóëû (6) ñ ó÷åòîìñèììåòðèè çàäà÷è è ñîîòíîøåíèÿ (3). Çäåñü X� �ïðàâàÿ òî÷êà ïîâîðîòà: p�(X�) = 0 (ñì. ðèñ. 1).Â òåîðèè ïðîâîäèìîñòè êâàíòîâîé òî÷êè [13℄âàæíóþ ðîëü èãðàåò âåëè÷èíà èçìåíåíèÿ ïîëíîéýíåðãèè ýëåêòðîíîâ ïðè äîáàâëåíèè â ñèñòåìó îä�íîãî ýëåêòðîíà, ò. å. õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë, à òàê�æå ïðîèçâîäíàÿ îò ýòîé âåëè÷èíû ïî ÷èñëó ÷àñòèö.Â äàííîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùåå äè��åðåíöèðî�âàíèå ïðîâîäèòñÿ àíàëèòè÷åñêè, èñõîäÿ èç ñêåéëèí�ãà (8): �(N) = �E(N)�N = 73E1N4=3;�(N) = ��(N)�N = 43�1N1=3:Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèé (8) íåòíóæäû â ðàñ÷åòå èíòåãðàëà ýíåðãèè (10). Êîëü ñêîðîèçâåñòíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7), à çíà÷èò è âåëè÷è�íà �1, èç ñêåéëèíãà (8) ñëåäóåò, ÷òîE1 = 37�1; �1 = 43�1: (11)Äëÿ e = 1 ðàñ÷åò äàåò �1 = �6:27:Â óðàâíåíèå (7) â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âõîäèò ý���åêòèâíûé çàðÿä ýëåêòðîíîâ e. Ïðåäñòàâëÿåò èíòå�ðåñ èññëåäîâàòü çàâèñèìîñòü ýíåðãèè E1 è äðóãèõ�èçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îò ýòîãî ïàðàìåòðà. Íàðèñ. 2 çàâèñèìîñòü ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè n1(x1; e)îò êîîðäèíàòû ïðåäñòàâëåíà äëÿ íåñêîëüêèõ çíà�÷åíèé e. Âèäíî, ÷òî ÷åì áîëüøå ïàðàìåòð âçàèìî�äåéñòâèÿ, òåì áîëüøå ýëåêòðîíîâ âûòàëêèâàåòñÿ èçöåíòðàëüíîé îáëàñòè êâàíòîâîé òî÷êè.Ñîãëàñíî ðàñ÷åòàì ïî ìîäåëè Òîìàñà �Ôåðìè, çà�âèñèìîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà �1(e) è ñîîòâåò�ñòâåííî âåëè÷èí E1(e) è �1(e) (
ì. (11)) îò ïàðàìåò�ðà e â äèàïàçîíå 0:75 � e � 3 õîðîøî îïèñûâàåòñÿñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:ln�1(e) = 0:26 e3 � 2:00 e2 + 6:19 e� 2:66:535
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1 2 300:10:2
0:30:40:5n 2 31e = 0 N = 1

x�èñ. 2. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîí-íîé ïëîòíîñòè n(x) = n(�x) â îäíîìåðíîé êâàíòî-âîé òî÷êå. �åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ìîäåëè Òîìàñà �Ôåðìè äëÿ ÷èñëà ýëåêòðîíîâ N = 1 è ðàçëè÷íûõçíà÷åíèé ïàðàìåòðà âçàèìîäåéñòâèÿ (çàðÿäà ýëåê-òðîíîâ) e = 0; 1; 2; 3Ñðàâíåíèå ñ òî÷íûìè ïîòåíöèàëîì è ïëîòíîñ-òüþ, ðàññ÷èòàííûìè ïî ìåòîäó Êîíà �Øýìà â òåî-ðèè �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè, ïîêàçûâàåò, ÷òî ñàìî�ñîãëàñîâàííûé ïîòåíöèàë Òîìàñà �Ôåðìè ïðàêòè÷å�ñêè ñîâïàäàåò ñ òî÷íûì, ïëîòíîñòü æå îïèñûâàåòñÿâ ìîäåëè Òîìàñà �Ôåðìè óñðåäíåííî, áåç ó÷åòà ïðî�ñòðàíñòâåííûõ îñöèëëÿöèé. Â ïîëíîé ýíåðãèè ìî�äåëü Òîìàñà �Ôåðìè íå îïèñûâàåò ãðàäèåíòíûå èîáîëî÷å÷íûå ý��åêòû. Àëãîðèòì ââåäåíèÿ ýòèõ ý���åêòîâ â ìîäåëü Òîìàñà �Ôåðìè ïðåäëàãàåòñÿ íè�æå.
3. ÊÂÀÇÈÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÅÏ�ÈÁËÈÆÅÍÈÅÏðèìåíèì èíîé ñïîñîá âûâîäà âûðàæåíèé ìîäå�ëè Òîìàñà �Ôåðìè, êîòîðûé ïîçâîëèò ïîëó÷èòü òàê�æå �îðìóëû äëÿ ïîïðàâîê ê íåé ñëåäóþùåãî ïî�ðÿäêà ïî ïàðàìåòðó êâàçèêëàññè÷íîñòè. Ýòîò ñïîñîáîñíîâàí íà êâàçèêëàññè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè ïîä�õîäà Êîíà �Øýìà â òåîðèè �óíêöèîíàëà ïëîòíîñ-òè [14℄.Â îáùåì ñëó÷àå èñõîäíûé �óíêöèîíàë ýíåðãèè âîäíîìåðíîé çàäà÷å äëÿ N âçàèìîäåéñòâóþùèõ ýëåê�òðîíîâ âî âíåøíåì ïîòåíöèàëå Vext(x) áåç ó÷åòà îá�

ìåííî-êîððåëÿöèîííûõ ý��åêòîâ èìååò âèäE[n℄ = T [n℄ + 1Z�1 Vext(x)n(x) dx ++ 12 1Z�1 Vint(x)n(x) dx: (12)Ïðèáëèæåíèå Êîíà �Øýìà äëÿ ïëîòíîñòè è êèíåòè�÷åñêîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîân(x) = NXk=1 j k(x)j2; 1Z�1 j k(x)j2dx = 1; (13)T [n℄ = 1Z�1 NXk=1 ~22m d2dx2 j k(x)j2dx (14)ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì äëÿ îäíî÷àñòè÷�íûõ �óíêöèé:�� ~22m d2dx2 + V (x)� k(x) = �k k(x): (15)Áóäåì ðåøàòü èõ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé êâàí�òîâîé òî÷êè ñ ïîòåíöèàëîì Òîìàñà �Ôåðìè âêâàçèêëàññè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Ïðåîáðàçîâàíèå (x) = ei�(x)=~ è ðàçëîæåíèå �(x) ïî ñòåïåíÿì ~=i(ñì., íàïðèìåð, [15℄) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó âû�ðàæåíèþ äëÿ íîðìèðîâàííîé íà åäèíèöó âîëíîâîé�óíêöèè: (x) = Cpp(x) expf�~2�3 + : : : g �� 
os�S(X l; x)~ � �l + : : :�Çäåñü S(X l; x) = xZXl p(y) dy;�3(x) = mV 008p4 + 5(mV 0)216p6 ;p2 = p2"(x) = 2m(" � V (x)), X l � ëåâàÿ òî÷êà ïîâî�ðîòà, �l � �àçà, çàâèñÿùàÿ îò ïîâåäåíèÿ ïîòåíöèà�ëà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîâîðîòà X l (äëÿ ëèíåéíîãîïîâåäåíèÿ �l = �=4), ìíîãîòî÷èå îáîçíà÷àåò ÷ëåíûáîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ïî ~.Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïëîòíîñòè èìååìn(x) = 12 NXk=1 jCkj2pk(x) expf�2~2�3(k; x) + : : : g �� �1 + 
os�2Sk(X l; x)~ � 2�l + : : :�� ; (16)536



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü îäíîìåðíîé êâàíòîâîé òî÷êèpk(x) � p�k(x):Ïîëàãàÿ ~ ! 0, ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîå âûðàæå�íèå äëÿ êâàçèêëàññè÷åñêîé âîëíîâîé �óíêöèè: k(x) = Ckppk(x) 
os�Sk(X l; x)~ � �l� : (17)Íîðìèðîâî÷íûå êîý��èöèåíòû jCkj2 â ãëàâíîì ïðè�áëèæåíèè ïî ïàðàìåòðó êâàçèêëàññè÷íîñòè � îïðå�äåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (13):jCkj2 = 20� XrZXl dxpk(x)1A�1 = 2m�dS0kd�k ��1 ;S0k � S0�k = XrZXl pk(x) dx: (18)Çäåñü Xr � ïðàâàÿ òî÷êà ïîâîðîòà, êîòîðîé ñîîò�âåòñòâóåò �àçà �r. Óðîâíè ýíåðãèè äëÿ ïîòåíöèà�ëà V (x) ðàññìîòðåííîãî âûøå âèäà îïðåäåëÿþòñÿèç óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ Áîðà �Çîììåð�åëüäà, âû�âîä êîòîðîãî ïðèâîäèòñÿ íèæå.4. ÓÑËÎÂÈÅ ÊÂÀÍÒÎÂÀÍÈß ÄËßÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÒÎ×ÊÈÑòàíäàðòíîå âûðàæåíèå Áîðà �Çîììåð�åëü-äà [15℄ S0�k = ~(k� + �r + �l) (19)ñ �r = �l = �=4 îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìûì ïðèýíåðãèÿõ, áëèçêèõ ê âåðøèíå áàðüåðà V (0) (ñì.ðèñ. 1). Ïðàâèëüíîå óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ ïîëó÷à�åì, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà (15) äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöèàëàV (x) = V (0)�jV 00(0)j2 x2; V 00(0) = �4�e2n(0) (20)è ñøèâàÿ åãî àñèìïòîòèêè ñëåâà è ñïðàâà ñ ñîîòâåò�ñòâóþùèìè êâàçèêëàññè÷åñêèìè �óíêöèÿìè. Â ðå�çóëüòàòå ïðèõîäèì ê èñïðàâëåííîìó óñëîâèþ êâàí�òîâàíèÿ: S0� =~ = (2k + 1)� + 
�" ;S0� � S�(�X�; X�) = 2S�(0; X�); (21)
�" = d2�2 �1� ln jd2� j2 �+ arg��1 + id2�2 ��� ��4 + ar
tg�th �d2�4 �� :

−2 −1 0 1 2
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�èñ. 3. Ôàçû 
�� èç óñëîâèÿ êâàíòîâàíèÿ (21) (æèð-íûå ëèíèè) è èõ ïðîèçâîäíûå d
�� =dd2 (32) (ïóíê-òèð) êàê �óíêöèè ïàðàìåòðà d2Çäåñü S0� � êëàññè÷åñêîå äåéñòâèå äëÿ äâèæåíèÿýëåêòðîíà ñ ýíåðãèåé � ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè ïîâî�ðîòà X l = �X� è Xr = +X�, �(z) � ãàììà-�óíêöèÿêîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà, âåëè÷èíàd2� = p2�(0)~p4�me2n(0) (22)õàðàêòåðèçóåò áëèçîñòü ýíåðãèè � ê ¾ãîðáó¿ ïîòåí�öèàëà V (0) (ñì. ðèñ. 1). Çàìåòèì, ÷òî çíàê ïàðà�ìåòðà d2� ñîâïàäàåò ñî çíàêîì êâàäðàòà èìïóëüñàp2�(0) è ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îòðè�öàòåëüíûì ñîîòâåòñòâåííî â îáëàñòÿõ êëàññè÷åñêèðàçðåøåííîãî è çàïðåùåííîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû.Âûðàæåíèå (21) ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà óðî�âåíü ýíåðãèè � ðàñïîëîæåí âûøå ¾ãîðáà¿ ïîòåíöè�àëà: � > V (0), d2� > 0. Â ñëó÷àå � < V (0), d2� < 0â êàæäîé èç ÿì ñèììåòðè÷íî èìåþòñÿ ïî äâå òî÷êèïîâîðîòà è â êà÷åñòâå S0� â (21) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòüèíîå âûðàæåíèå äëÿ äåéñòâèÿ:S0� = 2S�(X l�; Xr� );ãäå X l�; Xr� � ëåâàÿ è ïðàâàÿ òî÷êè ïîâîðîòà â ïðà�âîé ÿìå (ðèñ. 1).Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî �àçû 
� çàâèñÿò îò ýíåð�ãèè ÷åðåç ïàðàìåòð d2� (22) (ðèñ. 3). Èìåííî çà ñ÷åòýòîé çàâèñèìîñòè óñëîâèå êâàíòîâàíèÿ (21) ïëàâíîñîåäèíÿåò äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ: ïðîçðà÷íûé áà�ðüåð, êîãäà ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ãîðàçäî âûøå ãîð�áà (d2� ! 1; 
�� =� ! �1=2), è íåïðîíèöàåìûé áà�ðüåð, êîãäà ÷àñòèöà ¾çàïåðòà¿ â îäíîé èç äâóõ ÿì(d2� ! �1, 
�� ! 0) è èìååòñÿ äâóêðàòíî âûðîæäåí�íûé óðîâåíü.537



�. Â. Øïàòàêîâñêàÿ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 20065. ÏÎÏ�ÀÂÊÈ Ê ÏËÎÒÍÎÑÒÈÄëÿ íàõîæäåíèÿ ñëåäóþùèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿïî ïàðàìåòðó êâàçèêëàññè÷íîñòè ïðèìåíèì ïðè ïå�ðåõîäå îò ñóììû ê èíòåãðàëó â (16) �îðìóëó Ïóàñ�ñîíà. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (18) è (21), ïîëó÷àåìn(x) � n(x; �) � m2�~ ��Xa=�8<: �Z d�p�(x) + 2 1Xs=1 �Z d�p�(x) 
os [2�ska(�)℄ ++ 1Xs=�1 �Z d�p�(x) 
os�2S�(x)~ � 2�0��� 
os [2�ska(�)℄� 2~2 �Z d�p�(x)�3(�; x)9=; == nTF (x) + Ænsh(x) + Ænos
(x) + Æn(2)qu (x): (23)Çäåñü �óíêöèÿ ka(�) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äåéñòâèåS0� ñîãëàñíî óñëîâèþ êâàíòîâàíèÿ (21), íåïðåðûâíîïðîäîëæåííîìó äëÿ íåöåëûõ k, è èìååò äâå âåòâèa = + è a = �, ñîîòâåòñòâóþùèå 
�" . Â âûðàæå�íèè (23) ïåðâîå ñëàãàåìîå � ýòî ïëîòíîñòü ïî ìîäå�ëè Òîìàñà �Ôåðìè (3), âòîðîå ñëàãàåìîå îïèñûâàåòâëèÿíèå äèñêðåòíîñòè ñïåêòðà ýëåêòðîíîâ � îáîëî�÷å÷íûå ý��åêòû. Òðåòüå ñëàãàåìîå îòðàæàåò âîë�íîâûå ñâîéñòâà ýëåêòðîíîâ � îñöèëëÿöèîííûå ý���åêòû. Èç-çà óñðåäíåíèÿ îñöèëëèðóþùèõ �óíêöèéïðè èíòåãðèðîâàíèè ïî � âòîðîé è òðåòèé ÷ëåíû èìå�þò ñëåäóþùèé ïîðÿäîê ïî � ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëàãà�åìûì (3).Íàêîíåö, ïîñëåäíèé ÷ëåí � êâàíòîâàÿ ãðàäèåíò�íàÿ ïîïðàâêà � îïèñûâàåò âêëàä ý��åêòîâ íåîäíî�ðîäíîñòè ïîòåíöèàëà è èìååò êâàäðàòè÷íûé ïîðÿ�äîê ïî ïàðàìåòðó êâàçèêëàññè÷íîñòè ïî ñðàâíåíèþñ âåëè÷èíîé (3).Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî êâàçèêëàññè÷åñêèéïîäõîä, èíòåãðàëû è ñóììû â (23) ìîæíî âû÷èñëèòüàíàëèòè÷åñêè.�ðàäèåíòíûå ý��åêòû. Ïðÿìîå èíòåãðèðîâàíèåïî ýíåðãèè äàåò âûðàæåíèå äëÿ ãðàäèåíòíîé ïîïðàâ�êè ê ïëîòíîñòè:Æn(2)qu (x) = ~8�p5�(x) �(mV 0)2+23p2�(x)mV 00(x)� : (24)Èñïîëüçóÿ ñêåéëèíã (8) è âûäåëÿÿ â �îðìóëå (24)çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà ÷àñòèö:Æn(2)qu (x;N) = N�4=3Æn(2)qu (x; 1);óáåæäàåìñÿ, ÷òî äëÿ ãðàäèåíòíîé ïîïðàâêè òàêæåñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî ïîäîáèÿ, ïðè÷åì ýòà ïîïðàâêà

èìååò ïîðÿäîê �2 / N�2 ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëîòíîñòüþâ ìîäåëè Òîìàñà �Ôåðìè.Îñöèëëÿöèîííûå ý��åêòû. �àññìîòðèì ïðî�ñòðàíñòâåííûå îñöèëëÿöèè ïëîòíîñòè. Èíòåãðèðóÿïî ÷àñòÿì òðåòèé ÷ëåí â �îðìóëå (23), îñòàâ�ëÿåì ãëàâíîå ïî ïàðàìåòðó êâàçèêëàññè÷íîñòèâíåèíòåãðàëüíîå ñëàãàåìîå è ó÷èòûâàåì, ÷òîS0�TF =�~ = N � öåëîå ÷èñëî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷à�åì Ænos
(x) � � m 
os�2S�(x)~ �2p�(x)T 0� sin��T�(x)T 0� � : (25)Çäåñü � = �TF , S�(x); T�(x) = dS�(x)=d� � êëàññè�÷åñêèå äåéñòâèå è âðåìÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðîíà ñ ýíåð�ãèåé � îò ëåâîé òî÷êè ïîâîðîòà X l = �X� äî òî÷êèx, T 0� = T�(X�) � âðåìÿ äâèæåíèÿ ìåæäó äâóìÿòî÷êàìè ïîâîðîòà �X� è +X�, X� � ïðàâàÿ òî÷êàïîâîðîòà (ñì. ðèñ. 1). Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïîëó�÷åííîãî âûðàæåíèÿ (25) èñêëþ÷àåò îêðåñòíîñòè òî�÷åê ïîâîðîòà.Èññëåäóÿ çàâèñèìîñòü îñöèëëÿöèîííîé ïîïðàâ�êè (25) îò ÷èñëà ÷àñòèö, ïîêàæåì, ÷òî õîòÿ îñöèë�ëÿöèîííàÿ ïîïðàâêà ê ïëîòíîñòè èìååò áîëåå ñëîæ�íóþ çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà ÷àñòèö, îíà òàêæå ìîæåòáûòü ðàññ÷èòàíà íà îñíîâå ðåøåíèÿ çàäà÷è Òîìà�ñà �Ôåðìè ñ N = 1. �àññìàòðèâàÿ îòäåëüíî àìïëè�òóäíûé è �àçîâûé ìíîæèòåëè:Ænos
(x;N) = A(x;N) 
os[�(x;N)℄è ïðèìåíÿÿ �îðìóëû (8), ïîëó÷àåìA(x;N) = A(x; 1)N�1=3; �(x;N) = �(x; 1)N:Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé ïëîòíî�ñòè èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ïàðàìåòðóêâàçèêëàññè÷íîñòè �, ò. å. îñöèëëÿöèîííûå ý��åê�òû âíîñÿò áîëåå çàìåòíûé âêëàä â ïëîòíîñòü, ÷åìãðàäèåíòíûå ý��åêòû.Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå �îðìóëû (25) ìû íåó÷èòûâàëè ðàçíèöó ñîñòîÿíèé ñ a = + è a = �.Îáîëî÷å÷íûå ý��åêòû. Åñëè ïðîèíòåãðèðîâàòüïî ïðîñòðàíñòâó ïåðâûå äâà ÷ëåíà â �îðìóëå (23) èó÷åñòü ðàñùåïëåíèå óðîâíåé ñîãëàñíî óñëîâèþ êâàí�òîâàíèÿ (21), òî ïîëó÷èì ñòóïåí÷àòóþ �óíêöèþ çà�âèñèìîñòè ÷èñëà ñîñòîÿíèé îò õèìè÷åñêîãî ïîòåíöè�àëà:N(�) = S0��~ + 1� 1Xs=1 (�1)ss ��(sin"s S0�~ �
+� !#+sin"s S0�~ � 
�� !#) ; (26)538



ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006 Êâàçèêëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü îäíîìåðíîé êâàíòîâîé òî÷êèêîòîðàÿ âûðàæàåò òîò �àêò, ÷òî ïðè ïåðåñå÷åíèèõèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì óðîâíÿ ýíåðãèè ÷èñëî ñî�ñòîÿíèé ìåíÿåòñÿ äèñêðåòíî íà åäèíèöó. Èç �îðìó�ëû (26) âèäíî, ÷òî îáîëî÷å÷íàÿ ïîïðàâêà ê ÷èñëóñîñòîÿíèé èìååò ïåðâûé ïîðÿäîê ìàëîñòè ïî ïàðà�ìåòðó �, òàê êàê àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé âî âòîðîì÷ëåíå íå çàâèñèò îò N , à ïåðâûé, ÒÔ-÷ëåí, ïðîïîð�öèîíàëåí ÷èñëó ÷àñòèö.6. ÏÎÏ�ÀÂÊÈ Ê ÝÍÅ��ÈÈÑóùåñòâåííî, ÷òî âû÷èñëåíèå âñåõ îáñóæäàåìûõïîïðàâîê â ïðåäïîëîæåíèè èõ ìàëîñòè âîçìîæíî íàîñíîâå òîëüêî õàðàêòåðèñòèê ìîäåëè Òîìàñà �Ôåð-ìè, à âêëàä êàæäîé èç íèõ â ýíåðãèþ ìîæíî ó÷èòû�âàòü àääèòèâíî, èñïîëüçóÿ �îðìóëó [4℄ÆE = � �TFZ�1 d�0 Z Æn(x; �0) dx == � �TFZ�1 ÆN(�0) d�0: (27)Îòìåòèì, ÷òî âèä, ïîäîáíûé (27), èìååò è ïîïðàâêàÑòðóòèíñêîãî, îïèñûâàþùàÿ îáîëî÷å÷íûå ý��åêòûâ ÿäðå (ñì., íàïðèìåð, �îðìóëó (4.183) èç ìîíîãðà��èè [1℄): ÆE = �Z�1 (�0 � �)Æg(�0) d�0; (28)ãäå Æg(�0) � ïîïðàâêà ê ïëîòíîñòè óðîâíåé. Â ñàìîìäåëå, èíòåãðèðóÿ (28) ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ ñâÿçüïëîòíîñòè è ÷èñëà óðîâíåé:ÆN(�) = �Z�1 Æg(�0) d�0;ïðèõîäèì ê �îðìóëå (27). Îäíàêî, êàê áûëî ïîêà�çàíî â ðàáîòå [4℄, �îðìóëà (27) (à çíà÷èò è (28))èìååò áîëåå îáùèé õàðàêòåð è ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿê ðàñ÷åòó íå òîëüêî îáîëî÷å÷íûõ, íî è ëþáûõ ìàëûõïîïðàâîê ê ìîäåëè Òîìàñà �Ôåðìè.Èññëåäóåì òåïåðü âêëàä îáñóæäàåìûõ ý��åêòîââ ýíåðãèþ, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (27). Ñðàçó îòìå�òèì, ÷òî â ñèëó óñðåäíåíèÿ ïðè äâîéíîì èíòåãðè�ðîâàíèè ðîëü îñöèëëÿöèîííûõ ý��åêòîâ ïðåíåáðå�æèìî ìàëà, ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ íà ãðàäèåíòíîì èîáîëî÷å÷íîì ñëàãàåìûõ.

�ðàäèåíòíûå ý��åêòû. Âûðàæåíèå äëÿ ãðàäè�åíòíîé ïîïðàâêè ê ýíåðãèè ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåä�ñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì �îðìóëû (24) ïî �0 è çà�ìåíîé èìïóëüñà íà ïëîòíîñòü ñîãëàñíî �îðìóëå (3):ÆE(2)qu = � ~212m Z � (n0)22n + n00� dx: (29)Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå Òîìàñà �Ôåðìè (7) è ñêåéëèíã(8), âûðàæåíèå äëÿ êîíå÷íîé ÷àñòè ÆE(2)qu ëåãêî ïðè�âåñòè ê ñëåäóþùåìó âèäó:ÆE(2)qu (N) = 12� 24 X�Z0 x2p�(x)dx� 23 e2X�35 == ÆE(2)qu (1)N1=3: (30)Òàêèì îáðàçîì, ãðàäèåíòíàÿ ïîïðàâêà èìååò ïîðÿ�äîê �2 / N�2 îòíîñèòåëüíî ýíåðãèè â ìîäåëè Òîìà�ñà �Ôåðìè.Îáîëî÷å÷íûå ý��åêòû. Ôîðìóëó äëÿ îáîëî÷å÷�íîé ïîïðàâêè ê ýíåðãèè ïîëó÷àåì, ïîäñòàâëÿÿ âòî�ðîå ñëàãàåìîå (26) â (27), èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì èîñòàâëÿÿ òîëüêî îñíîâíîé âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí2).Â ðåçóëüòàòå èìååìÆEsh = ~� 1Xs=1 (�1)ss2 ��8>><>>:
os[s(S0�=~� 
+� )℄T 0� � ~d
+�d� + 
os[s(S0�=~� 
�� )℄T 0� � ~d
��d� 9>>=>>; : (31)Ôàçû 
�� (21) è èõ ïðîèçâîäíûåd
��d� = mp4�e2n(0) �� "Re  1 + id2�2 !� ln jd2�j2 � �2 
h ��d2�=2�# (32)îïðåäåëÿþò ðåçóëüòàò èíòåð�åðåíöèè ïðè ñëîæå�íèè äâóõ ñóìì. Çäåñü  (z) � ïñè-�óíêöèÿ Ýéëåðà, (z) = d ln �(z)=dz: Ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ðàñõîäèìîñòüïðîèçâîäíûõ (32) ïðè d2� = 0, êàê áóäåò ïîêàçàíî íè�æå, ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà àìïëèòóäó îáîëî÷å÷íûõîñöèëëÿöèé.Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû d2� îò ÷èñëà ÷àñòèö îïðå�äåëÿåì, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (22) è (8):d2�(N) = d2�(1)N:2) Ýòî ïðàâîìåðíî, åñëè ïðîèçâîäíàÿ àðãóìåíòà ñèíóñàâ (26) íå ìàëà. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî �îðìó�ëà (31) íåïðèìåíèìà.539
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�� (21) è èõ ïðîèçâîäíûå � èçâåñò�íûå �óíêöèè d2�, à äëÿ äåéñòâèÿ è âðåìåíè òàêæåñïðàâåäëèâ ñêåéëèíã:S0�(N) = S0�(1)N; T 0�(N) = T 0�(1)N�1=3;îáîëî÷å÷íàÿ ïîïðàâêà ê ýíåðãèè (31) äëÿ ëþáîãî÷èñëà ÷àñòèö òàêæå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà íà îñíî�âå îäíîãî ðàñ÷åòà ñ N = 1. Àìïëèòóäà îáîëî÷å÷íûõîñöèëëÿöèé, êàê è ãðàäèåíòíàÿ ïîïðàâêà (30), èìå�åò çàâèñèìîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíóþ N1=3 îò ÷èñëà÷àñòèö, ò. å. ïîðÿäêà �2 îòíîñèòåëüíî ãëàâíîãî òî�ìàñ-�åðìèåâñêîãî ÷ëåíà.7. �ÅÇÓËÜÒÀÒÛ �ÀÑ×ÅÒÎÂÏðèìåíèì èçëîæåííûé âûøå ïîäõîä ê ðàñ÷å�òó õàðàêòåðèñòèê îäíîìåðíîé êâàíòîâîé òî÷êè ñN � 4. Ìû áóäåì ñðàâíèâàòü íàøè ðåçóëüòàòû ñðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [11℄, â êîòîðîé äëÿ ýòîé öå�ëè ïðèìåíÿëèñü ìåòîä �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè Êî�íà �Øýìà [14℄ è ìåòîä Ñòðóòèíñêîãî [1�3℄.Ýëåêòðîííàÿ ïëîòíîñòü. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëå�íû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè âêâàíòîâîé òî÷êå ñ êîíñòàíòîé âçàèìîäåéñòâèÿ e = 1ïî ìîäåëè Òîìàñà �Ôåðìè ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòàîñöèëëÿöèîííîé ïîïðàâêè (25) äëÿ ðàçíûõ ÷èñåëýëåêòðîíîâ â ñðàâíåíèè ñ òî÷íûì ÷èñëåííûì ðàñ�÷åòîì [11℄ ïî ìîäåëè Êîíà �Øýìà (13)�(15).Â êâàíòîâîé òî÷êå ñ ÷èñëîì ÷àñòèö N = 20
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�èñ. 4. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîí-íîé ïëîòíîñòè n(x) â îäíîìåðíîé êâàíòîâîé òî÷êå.�åçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïî ìîäåëè Òîìàñà �Ôåðìè áåçó÷åòà (øòðèõîâûå ëèíèè) è ñ ó÷åòîì (æèðíûå ëè-íèè) îñöèëëÿöèîííîé ïîïðàâêè (25) â ñðàâíåíèè ñòî÷íûì ðàñ÷åòîì [11℄ ìåòîäîì �óíêöèîíàëà ïëîò-íîñòè (òîíêèå ëèíèè). Çàðÿä ýëåêòðîíîâ e = 1, ÷èñ-ëî ýëåêòðîíîâ N = 5 (âíèçó), N = 20 (ââåðõó)
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�èñ. 5. Êâàíòîâàÿ ïîïðàâêà dEqu (30) ê ïîëíîéýíåðãèè ýëåêòðîíîâ (æèðíàÿ ëèíèÿ) è åå ñóììà ñîáîëî÷å÷íîé ïîïðàâêîé dEsh (31) (òîíêàÿ ëèíèÿ)êàê �óíêöèè ÷èñëà ýëåêòðîíîâ N â êâàíòîâîé òî÷-êå. Æèðíûå òî÷êè � ðàçíîñòü ìåæäó çíà÷åíèÿìèïîëíîé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ, ðàññ÷èòàííûìè ìåòî-äîì �óíêöèîíàëà ïëîòíîñòè [11℄ è ïî ìîäåëè Òî-ìàñà �Ôåðìè. Çàðÿä ýëåêòðîíîâ e = 1íàøè àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ âñþäó, êðîìå ìà�ëûõ îêðåñòíîñòåé òî÷åê ïîâîðîòà, äàþò ïðàêòè÷å�ñêîå ñîâïàäåíèå ñ êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèì ðàñ÷åòîì.Äëÿ ìàëîãî ÷èñëà ÷àñòèö N = 5 êâàçèêëàññè÷å�ñêîå ïðèáëèæåíèå, êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, äàåò íåñòîëü õîðîøèé ðåçóëüòàò, õîòÿ òàêæå íåïëîõî îïèñû�âàåò �àçó è àìïëèòóäó îñöèëëÿöèé ïëîòíîñòè.Ôîðìóëà (25) ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè ïîç�âîëÿåò îöåíèòü çíà÷åíèå îñöèëëÿöèîííîé ïîïðàâêèâ íóëå â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ÷àñòèö:Ænos
(0) = � (�1)N2p�(0)T 0� :Îòñþäà âèäíî, íàïðèìåð, ÷òî äîáàâëåíèå îäíîãîýëåêòðîíà â êâàíòîâóþ òî÷êó ñ íå÷åòíûì ÷èñëîìýëåêòðîíîâ óìåíüøàåò ýëåêòðîííóþ ïëîòíîñòü â ååöåíòðå.Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ýëåêòðîíîâ. �åçóëüòàòû ðàñ÷å�òîâ êâàíòîâîé ãðàäèåíòíîé ïîïðàâêè ê ïîëíîé ýíåð�ãèè ïî �îðìóëå (30) äëÿ e = 1 ñîîòâåòñòâóþò àíàëè�òè÷åñêîé çàâèñèìîñòè:ÆE(2)qu (N) = 0:13N1=3è ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 5. Íà ýòîì æå ðèñóíêå ìûïðèâîäèì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñóììû ãðàäèåíòíîéè îáîëî÷å÷íîé (31) ïîïðàâîê â ñðàâíåíèè ñ âçÿ�òîé èç ðàáîòû [11℄ ðàçíèöåé ìåæäó òî÷íûì çíà÷å�íèåì ïîëíîé ýíåðãèè, ðàññ÷èòàííîé ïî ìîäåëè Êî�íà �Øýìà (13)�(15), è òîé æå âåëè÷èíîé ïî ìîäåëè540
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�èñ. 6. Îáîëî÷å÷íàÿ ïîïðàâêà dEsh (31) (ñïëîø-íûå ëèíèè, ëåâàÿ øêàëà) è ïàðàìåòð d2� (22) (øòðè-õîâûå ëèíèè, ïðàâàÿ øêàëà) êàê �óíêöèè ÷èñëàýëåêòðîíîâN â êâàíòîâîé òî÷êå ïðè ðàçëè÷íûõ çíà-÷åíèÿõ çàðÿäà ýëåêòðîíîâÒîìàñà �Ôåðìè. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [11℄, ýòà ðàç�íèöà ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ãëàâíîé ïîïðàâêîéÑòðóòèíñêîãî. Òàêèì îáðàçîì, ïîïðàâêà Ñòðóòèí�ñêîãî, äëÿ ðàñ÷åòà êîòîðîé â ðàáîòå [11℄ ÷èñëåííî ðå�øàëîñü óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà (15) ñ ïîòåíöèàëîìÒîìàñà �Ôåðìè, ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà àíàëèòè÷å�ñêè êàê ñóììà îáîëî÷å÷íîé (31) è ãðàäèåíòíîé (30)ïîïðàâîê. Èç âûðàæåíèé äëÿ ýòèõ ïîïðàâîê ìîæíîîïðåäåëèòü ïåðèîä è àìïëèòóäó îñöèëëÿöèé è èñ�ñëåäîâàòü èõ çàâèñèìîñòü îò êîíñòàíòû âçàèìîäåé�ñòâèÿ (çàðÿäà ýëåêòðîíà) e.Íà ðèñ. 6 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà îáîëî�÷å÷íîé ïîïðàâêè (31) êàê �óíêöèè ÷èñëà ýëåêòðî�íîâ â êâàíòîâîé òî÷êå äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé çà�ðÿäà ýëåêòðîíîâ e. Íà òîì æå ðèñóíêå ïðåäñòàâëå�íû ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè d2�(N). Íà ðèñóí�êå âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà âçàèìîäåéñòâèÿ÷àñòèö e àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé óâåëè÷èâàåòñÿ èäåðæèòñÿ ïîñòîÿííîé äëÿ âñå áîëüøèõ ÷èñåë N . Òà�êîå æå óâåëè÷åíèå è ïîñòîÿíñòâî àìïëèòóäû îñöèë�ëÿöèé â äèàïàçîíå N = 2�20 áûëî ïîëó÷åíî è â ÷èñ�ëåííîì òî÷íîì ðàñ÷åòå [11℄ äëÿ çàðÿäà ýëåêòðîíîâe = 1:5. Íàø ìåòîä ïîçâîëÿåò îáúÿñíèòü çàêîí ýòîãîðîñòà. Êàê ñëåäóåò èç âûðàæåíèÿ (31), îí îïðåäåëÿ�

åòñÿ �àçàìè 
�� (21) è èõ ïðîèçâîäíûìè (32), êîòî�ðûå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû d2� (22), õàðàêòåðèçóþùåéáëèçîñòü õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ñèñòåìû ê öåíò-ðàëüíîìó ìàêñèìóìó ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîòåíöèà-ëà V (0) (ðèñ. 1). Ôóíêöèÿ æå d2�(e) ñ ðîñòîì e î÷åíüáûñòðî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, ò. å. â îáëàñòü ëîãàðè��ìè÷åñêîé îñîáåííîñòè ïðîèçâîäíûõ (32) (ðèñ. 2), ñêîòîðîé è ñâÿçàíî ñóùåñòâåííîå èçìåíåíèå âèäà îáî�ëî÷å÷íûõ îñöèëëÿöèé.8. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ íàñòîÿùåé ðàáîòå íà ïðèìåðå êâàíòîâîé òî÷êèáûë ïðîäåìîíñòðèðîâàí êâàçèêëàññè÷åñêèé ñïîñîáîïèñàíèÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû âçàèìîäåéñòâóþùèõýëåêòðîíîâ.Ñíà÷àëà ñâîéñòâà êâàíòîâîé òî÷êè, èõ çàâèñè�ìîñòü îò ÷èñëà ÷àñòèö N è ïàðàìåòðà âçàèìîäåé�ñòâèÿ (çàðÿäà ýëåêòðîíîâ e) áûëè äåòàëüíî èññëåäî�âàíû ñ ïîìîùüþ ìîäåëè Òîìàñà �Ôåðìè. Áûëî ïîêà�çàíî, ÷òî â ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå áèêâàäðàòè÷íîãîïîòåíöèàëà êîí�àéíìåíòà çàäà÷à Òîìàñà �Ôåðìèäîïóñêàåò ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïî ÷èñëó ÷àñ�òèö (ñêåéëèíã), ò. å. äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè òîëüêîîäèí ðàñ÷åò ñ N = 1, à ïî íåìó ðåçóëüòàòû äëÿëþáîãî ÷èñëà ÷àñòèö ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòî èçìåíåíè�åì ìàñøòàáà. Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ ñâÿçüìåæäó �èçè÷åñêè âàæíûìè â òåîðèè ïðîâîäèìîñòèêâàíòîâîé òî÷êè âåëè÷èíàìè.×òîáû îáîáùèòü ìîäåëü Òîìàñà �Ôåðìè è ââå�ñòè â íåå îñöèëëÿöèîííûå, îáîëî÷å÷íûå è ãðàäèåíò�íûå ý��åêòû, ïðè ðåøåíèè îäíî÷àñòè÷íûõ óðàâíå�íèé Êîíà �Øýìà ñ ïîòåíöèàëîì Òîìàñà �Ôåðìè áû�ëî èñïîëüçîâàíî êâàçèêëàññè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå èïðîâåäåíî ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ýëåêòðîí�íîé ïëîòíîñòè ïî ïàðàìåòðó êâàçèêëàññè÷íîñòè.�ëàâíûé ÷ëåí ýòîãî ðàçëîæåíèÿ � òîìàñ-�åðìè-åâñêèé, ñëåäóþùèå òðè ÷ëåíà îïèñûâàþò ñîîòâåò�ñòâåííî îáîëî÷å÷íûå, îñöèëëÿöèîííûå è ãðàäèåíò�íûå ý��åêòû. Äëÿ àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ îáîëî÷å÷�íûõ ý��åêòîâ áûëî âûâåäåíî óñëîâèå êâàíòîâàíèÿóðîâíåé ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ â ðàññìàòðèâàåìîé ñè�ñòåìå è èññëåäîâàíà åãî çàâèñèìîñòü îò ÷èñëà ÷àñ�òèö â êâàíòîâîé òî÷êå è îò ïàðàìåòðà èõ âçàèìîäåé�ñòâèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè â ìîäåëè Òîìàñà �Ôåðìèèìååòñÿ ñêåéëèíã, òî åãî ìîæíî ïðèìåíèòü è ê ðàñ�÷åòó ïîïðàâîê.Ïðîâåäåííîå ñðàâíåíèå íàøèõ ðåçóëüòàòîâ ñèìåþùèìèñÿ â ëèòåðàòóðå òî÷íûìè êâàíòîâîìåõà�íè÷åñêèìè ðàñ÷åòàìè ïîêàçàëî, ÷òî îíè ïðàêòè÷å�ñêè ñîâïàäàþò, à èñïîëüçóåìûå íàìè àíàëèòè÷åñêèå541



�. Â. Øïàòàêîâñêàÿ ÆÝÒÔ, òîì 129, âûï. 3, 2006âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò îáúÿñíÿòü ý��åêòû, ïîëó�÷åííûå â ýòèõ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ. Òàêèì îáðàçîì,èìåÿ äàëüíåéøåé öåëüþ îïèñàíèå ðåàëüíûõ ñèñòåì,íàïðèìåð, ñèììåòðè÷íûõ äâóìåðíûõ êâàíòîâûõòî÷åê, äëÿ êîòîðûõ â ëèòåðàòóðå èñïîëüçóþòñÿáîëåå ñëîæíûå ìåòîäû [16�18℄, ìû íà ðàññìîò�ðåííîì ïðèìåðå ïîêàçàëè ý��åêòèâíîñòü íàøåãîêâàçèêëàññè÷åñêîãî ìåòîäà. Ìû ïîäðîáíî îïèñàëèàëãîðèòì åãî ïðèìåíåíèÿ è ïðîäåìîíñòðèðîâàëè,÷òî ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèìè ìåòîäàìè, îïèñàííûìèâ îáçîðå [1℄, äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-ñèììåòðè÷íûõñèñòåì íàøè ãîðàçäî áîëåå ïðîñòûå âûðàæåíèÿ íåòîëüêî ïîçâîëÿþò ðåøèòü çàäà÷ó äî êîíöà ñ õîðî�øèìè êîëè÷åñòâåííûìè ðåçóëüòàòàìè, íî è äàþòâîçìîæíîñòü èõ äåòàëüíîãî àíàëèçà è ïðîçðà÷íîé�èçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè.Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü Î. Èëèåâó, àòàêæå áëàãîäàðèò Â. ß. Êàðïîâó çà ïîìîùü â ÷èñ�ëåííûõ ðàñ÷åòàõ.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå�ÔÔÈ (ãðàíòû ��03-01-00438, 05-01-00631) èÌèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè �Ô (ãðàíòÍØ-2060.2003.2).ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. M. Bra
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