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ÒÓ�ÁÓËÅÍÒÍÛÉ ÏÎ��ÀÍÈ×ÍÛÉ ÑËÎÉÍÀ ÏËÀÑÒÈÍÅ Ñ ÎÒÑÎÑÎÌÈ. È. Âèãäîðîâè÷ *Öåíòðàëüíûé èíñòèòóò àâèàöèîííîãî ìîòîðîñòðîåíèÿ èì. Ï. È. Áàðàíîâà111116, Ìîñêâà, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24 ìàÿ 2005 ã.Ïðåäëàãàåòñÿ òåîðèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ íà îñíîâå àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà óðàâíåíèé �åéíîëüäñà è ñîîá-ðàæåíèé ðàçìåðíîñòè áåç èñïîëüçîâàíèÿ êàêèõ-ëèáî ñïåöèàëüíûõ ãèïîòåç çàìûêàíèÿ ïîëó÷èòü ïîëíîåðåøåíèå çàäà÷è î òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà ïëàñòèíå ñ ðàâíîìåðíûì îòñîñîì. Õàðàêòåðèñòèêèïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ îòñîñîì âî âñåì âîçìîæíîì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ ðàññ÷èòàíû íà îñíîâå äàííûõ,èçâåñòíûõ äëÿ îäíîãî ýòàëîííîãî òå÷åíèÿ, â êà÷åñòâå êîòîðîãî âûáðàíî òå÷åíèå â ïîãðàíè÷íîì ñëîåíà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå. Ïðî�èëè ñêîðîñòè è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, ðàñïðåäåëåíèå òðåíèÿ íàñòåíêå è èíòåãðàëüíûå ïàðàìåòðû ïîëó÷åíû òîëüêî íà îñíîâå ïðî�èëÿ ñêîðîñòè, èçâåñòíîãî äëÿ íåïðî-íèöàåìîé ïëàñòèíû. Íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ �åéíîëüäñà ðàññ÷èòàíû íà îñíîâå àíàëîãè÷íûõ äàííûõäëÿ ýòàëîííîãî òå÷åíèÿ. �åçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ.PACS: 44.05.+e, 44.20.+b, 47.27.-i1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÒóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé òðàäèöèîííîÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïðèìåíåíèÿ ðàçíîãî ðîäà ïðè�áëèæåííûõ ðàñ÷åòíûõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà ïî�ëóýìïèðè÷åñêèõ ãèïîòåçàõ î õàðàêòåðå ìîëÿðíîãîîáìåíà, ìîäåëüíûõ óðàâíåíèÿõ òóðáóëåíòíîñòè èò. ä. Ê ÷èñëó íåìíîãèõ èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòî�ðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû áåç �îðìóëèðîâêè ñïåöè�àëüíûõ ãèïîòåç, îòíîñÿòñÿ (åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ãèä�ðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷åé ïðè áåçãðàäèåíòíîì òå÷å�íèè) çàêîí ñòåíêè Ïðàíäòëÿ, çàêîí äå�åêòà ñêîðî�ñòè Êàðìàíà, ëîãàðè�ìè÷åñêèé ïðî�èëü ñêîðîñòè,çàêîí òðåíèÿ Êàðìàíà, à òàêæå íåêîòîðûå ïðàâèëàïîäîáèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà �åéíîëüäñà.Ïåðå÷èñëåííûå ñîîòíîøåíèÿ óñëîâíî ìîæíî íà�çâàòü ¾òî÷íûìè¿, ïîñêîëüêó ïðè âåñüìà îáùèõ ïðåä�ïîëîæåíèÿõ îíè ïîëó÷åíû [1�3℄ (ñì. òàêæå [4℄) òîëü�êî íà îñíîâå àíàëèçà ðàçìåðíîñòåé.Êàê áûëî ïîêàçàíî [5�9℄, êðóã ¾òî÷íûõ¿ ðåøå�íèé äëÿ òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìîæåòáûòü ñóùåñòâåííî ðàñøèðåí. Èäåÿ [5�7℄ ñîñòîèò âèñïîëüçîâàíèè òîãî �àêòà, ÷òî òå÷åíèå â ïðèñòåíî÷�íîé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñî âäóâîì è îòñîñîì*E-mail: ivigdorovi
h�
iam.ru

îïðåäåëÿåòñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì çàäàííûõ ïàðàìåò�ðîâ. Ïîýòîìó ìåæäó òóðáóëåíòíûì êàñàòåëüíûì íà�ïðÿæåíèåì è ãðàäèåíòîì óñðåäíåííîé ñêîðîñòè ñó�ùåñòâóåò óíèâåðñàëüíàÿ ñâÿçü. Äëÿ ãèäðîäèíàìè÷å�ñêîé çàäà÷è ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè óðàâíåíèå êîëè÷å�ñòâà äâèæåíèÿ ê îáûêíîâåííîìó äè��åðåíöèàëüíî�ìó óðàâíåíèþ ïåðâîãî ïîðÿäêà, èññëåäîâàíèå êîòî�ðîãî äàåò ïðàâèëî ïîäîáèÿ äëÿ ïðî�èëÿ ñêîðîñòè,îáîáùàþùåå ëîãàðè�ìè÷åñêèé çàêîí íà ñëó÷àé íà�ëè÷èÿ ïîòîêà ìàññû íà ñòåíêå.Òàêàÿ ñõåìà ðàññóæäåíèé îñíîâûâàåòñÿ íà òåõæå �èçè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî è êëàññè÷å�ñêèé ìåòîä [1�3℄, íî, â îòëè÷èå îò íåãî, êðîìå àíàëè�çà ðàçìåðíîñòåé ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò óðàâíåíèÿäâèæåíèÿ.Ïîäõîä, èçëîæåííûé â ðàáîòàõ [5�7℄, ìîæåò áûòüðàñïðîñòðàíåí íà äðóãèå çàäà÷è ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ,çàâèñÿùèå îò êîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ. Ê íèì,íàïðèìåð, îòíîñèòñÿ áåçãðàäèåíòíîå òå÷åíèå íà ïëà�ñòèíå ñ ðàâíîìåðíûì âäóâîì èëè îòñîñîì. Â ýòîìñëó÷àå, êàê áûëî ïîêàçàíî [8, 9℄, êîìïîíåíòû òåíçî�ðà �åéíîëüäñà âî âñåì ïîãðàíè÷íîì ñëîå åñòü óíè�âåðñàëüíûå �óíêöèè ãðàäèåíòà ïðîäîëüíîé ñêîðî�ñòè. Ïðè îòñîñå [9℄ ýòè çàâèñèìîñòè ìîãóò áûòü ïîë�íîñòüþ îïðåäåëåíû ïî äàííûì, èçâåñòíûì äëÿ îäíî�ãî ýòàëîííîãî òå÷åíèÿ, â êà÷åñòâå êîòîðîãî óäîáíî859



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005âûáðàòü íàèáîëåå ïîëíî èçó÷åííîå òå÷åíèå â ïîãðà�íè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå. Â ÷àñòíî�ñòè, äëÿ çàäàíèÿ ñâÿçè ìåæäó êàñàòåëüíûì íàïðÿ�æåíèåì è ãðàäèåíòîì ñêîðîñòè íåîáõîäèìî çíàòüòîëüêî ïðî�èëü ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè â ýòàëîííîìòå÷åíèè.Âûâåäåííîå òàêèì ïóòåì óñëîâèå çàìûêàíèÿ ïðè�ìåíåíî â íàñòîÿùåé ðàáîòå ê ðåøåíèþ çàäà÷è âîâñåì äèàïàçîíå ïàðàìåòðà îòñîñà. Èñïîëüçóåòñÿ ðàç�ðàáîòàííûé [10, 11℄ ìåòîä àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøå�íèÿ óðàâíåíèé òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿïðè áîëüøèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà.Ïîëó÷åííîå ¾òî÷íîå¿ ðåøåíèå äëÿ ïðî�èëåé ñêî�ðîñòè, êîìïîíåíò ðåéíîëüäñîâûõ íàïðÿæåíèé, òðå�íèÿ íà ñòåíêå, èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ñîïîñòàâ�ëåíî â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ ñ èìåþùèìèñÿ ðåçóëüòà�òàìè ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ýêñïåðè�ìåíòàëüíûìè äàííûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò êðèòè÷åñêèîöåíèòü òî÷íîñòü ïîñëåäíèõ.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È�àññìîòðèì òå÷åíèå íåñæèìàåìîé æèäêîñòè âòóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà ïëîñêîé ãëàäêîéïëàñòèíå, îáòåêàåìîé ðàâíîìåðíûì ïîòîêîì ñ ïîñòî�ÿííîé ïî äëèíå ïëàñòèíû ñêîðîñòüþ Ue íà âíåøíåéãðàíèöå ñëîÿ è ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ îòñîñà vw, íà�ïðàâëåííîé ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Ïðåäïîëî�æèì, ÷òî òóðáóëåíòíîå òå÷åíèå ðàçâèâàåòñÿ íåïî�ñðåäñòâåííî îò ïåðåäíåé êðîìêè ïëàñòèíû. Óðîâåíüòóðáóëåíòíûõ ïóëüñàöèé â íàáåãàþùåì ïîòîêå áó�äåì ñ÷èòàòü ïðåíåáðåæèìî ìàëûì è íå îêàçûâàþ�ùèì âëèÿíèÿ íà òå÷åíèå â ïîãðàíè÷íîì ñëîå.2.1. Óñëîâèå çàìûêàíèÿÂñå óñðåäíåííûå âåëè÷èíû, â ÷àñòíîñòè, ãðàäè�åíò ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè, òóðáóëåíòíîå êàñàòåëüíîåíàïðÿæåíèå, òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ � ÿâëÿþò�ñÿ �óíêöèÿìè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò x, y è îïðåäå�ëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è�u�y = F1 (x; y; �; vw; Ue) ;hu0v0i = F2 (x; y; �; vw; Ue) ;� = F3 (x; �; vw; Ue) : (1)Çäåñü � � êîý��èöèåíò êèíåìàòè÷åñêîé âÿçêîñòè,íà÷àëî äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàõîäèòñÿ íàïåðåäíåé êðîìêå ïëàñòèíû. Â äàëüíåéøåì áóäåò äà�íî êîíêðåòíîå îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû �, êîòîðóþ

ïîêà áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê íåêîòîðûé õàðàêòåð�íûé ïîïåðå÷íûé ìàñøòàá òå÷åíèÿ â ïîãðàíè÷íîìñëîå.Âûðàçèì òåïåðü x è Ue èç ïåðâîãî è òðåòüåãîóðàâíåíèé (1) è ïîäñòàâèì âî âòîðîå óðàâíåíèå (1),â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èìhu0v0i = F4�y; �; vw;�; �u�y� :Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ñîîòíîøåíèþ �-òåîðåìó, áóäåìèìåòühu0v0i = ��y �u�y�2 S(Rl; �; �); Rl = y2� �u�y ;� = vwRl y�u=�y ; � = y� : (2)Êàê è �óíêöèè F1; : : : ; F4, �óíêöèÿ S óíèâåðñàëüíàäëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà òå÷åíèé, çàâèñÿùèõ îòòðåõ ïàðàìåòðîâ �, vw, Ue. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíàíåïðåðûâíà ïðè0 � Rl �1; �1 � � � 0; 0 � � <1;äè��åðåíöèðóåìà âíóòðè ýòîé îáëàñòè è óäîâëåòâî�ðÿåò óñëîâèþ S(1; 0; 0) 6= 0;êîòîðîå, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [7℄, ÿâëÿåòñÿ óñëîâè�åì ñóùåñòâîâàíèÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîãî ïðî�èëÿ ñêî�ðîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîé ïëà�ñòèíå (ýòàëîííîì òå÷åíèè).Ñîîòíîøåíèå (2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âûðàæåíèåêàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ ÷åðåç ãðàäèåíò óñðåäíåí�íîé ñêîðîñòè. Ïîñêîëüêó âëèÿíèå ñêîðîñòè îòñîñàíà ýòó çàâèñèìîñòü äîëæíî óáûâàòü ïî ìåðå óäàëå�íèÿ îò ñòåíêè, ïàðàìåòð � âûáðàí òàê, ÷òî â çíàìå�íàòåëå ñòîèò ëîêàëüíîå ÷èñëî �åéíîëüäñà Rl.Äëÿ íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé �åéíîëüäñà àíàëî�ãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷èìhu02i = �y �u�y�2 S1(Rl; �; �);hv02i = �y �u�y�2 S2(Rl; �; �);hw02i = �y �u�y�2 S3(Rl; �; �): (3)Çäåñü S1, S2, S3 � íåêîòîðûå óíèâåðñàëüíûå �óíê�öèè. Îäíàêî óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ìîæíî ïîñòà�âèòü òîëüêî äëÿ �óíêöèè S2, îïèñûâàþùåé ïîâå�äåíèå êîìïîíåíòû òåíçîðà �åéíîëüäñà, ñâÿçàííîé ñïîïåðå÷íûìè ïóëüñàöèÿìè ñêîðîñòè. Ñîãëàñíî òåî-ðåòè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì [12, 13℄, êîòîðûå ïîä�òâåðæäàþòñÿ äàííûìè èçìåðåíèé, ýòà êîìïîíåíòà860



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005 Òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé íà ïëàñòèíå ñ îòñîñîìâåäåò ñåáÿ ó ñòåíêè àíàëîãè÷íî êàñàòåëüíîìó íàïðÿ�æåíèþ. Òàêèì îáðàçîì, âåëè÷èíàS2(1; 0; 0) = ({=�2)2 (4)ñóùåñòâóåò è íå ðàâíà íóëþ. Çäåñü { = 0:41 � ïî�ñòîÿííàÿ Êàðìàíà, ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûìïîñòîÿííàÿ �2 = 0:95 [4℄.Ïîâåäåíèå êîìïîíåíò hu02i, hw02i, ñâÿçàííûõ ñïóëüñàöèÿìè ñêîðîñòè â íàïðàâëåíèÿõ, ïàðàëëåëü�íûõ ñòåíêå, èìååò áîëåå ñëîæíûé õàðàêòåð, ñîãëàñ�íî êîòîðîìóS1(1; 0; �) = �A1{2 ln � +O(1);S3(1; 0; �) = �A3{2 ln � +O(1); � ! 0; (5)ãäå A1, A3 � óíèâåðñàëüíûå ïîñòîÿííûå. Ïî äàí�íûì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ âòóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîéïëàñòèíå [14℄, âûïîëíåííîãî ïðè íèçêèõ ÷èñëàõ �åé�íîëüäñà (âïëîòü äî ÷èñëà �åéíîëüäñà, îáðàçîâàííî�ãî ïî òîëùèíå âûòåñíåíèÿ, RÆ� = 2000)1),A1 = 1:1; A3 = 0:36: (6)Óñëîâèÿ äëÿ �óíêöèé S, S1, S2, S3 ñ�îðìóëè�ðîâàíû íà îñíîâå ñëåäóþùèõ �èçè÷åñêèõ ïðåäïîëî�æåíèé [12, 13℄: âÿçêîñòü ñóùåñòâåííà ëèøü â òîíêîéïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè (âÿçêîì ïîäñëîå), à âíåøíèéìàñøòàá (òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ) íå âëèÿåò íàïîâåäåíèå âáëèçè ñòåíêè êîìïîíåíò hu0v0i è hv02i, íîâ ñèëó ñóùåñòâåííîé àíèçîòðîïèè ïðèñòåííûõ âèõ-ðåé ñîõðàíÿåò ñâîå âëèÿíèå íà êîìïîíåíòû hu02i,hw02i. 2.2. Çàìåíà ïåðåìåííûõÂ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å �óíêöèÿ òîêà óñðåä�íåííîãî òå÷åíèÿ  (x; y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñ íóëåâûì ãðàäèåíòîì äàâëåíèÿ: y xy �  x yy = (� yy � hu0v0i)y ;x > 0; y = 0 :  y = 0;  x = �vw;y !1 :  y ! Ue; hu0v0i ! 0: (7)Ïåðåéäåì â óðàâíåíèè (7) ê íîâûì ïåðåìåííûìïî �îðìóëàì [10℄ = Ue�	(�; �); �(�) = dR�dRx ; � = lnR�;Rx = Uex� ; R� = Ue�� : (8)1) Â óêàçàííîé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ äðóãîå çíà÷åíèåA3 = 0:66, ÷òî, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ îïå÷àòêîé, ïîñêîëüêóîáðàáîòêà ðàñ÷åòíûõ äàííûõ ðàáîòû [14℄ äàåò âåëè÷èíó (6).

Â êà÷åñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ � è � âûáðàíûëîãàðè�ì ÷èñëà �åéíîëüäñà, îáðàçîâàííîãî ïî òîë�ùèíå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, è îòíîñèòåëüíîå ðàññòîÿ�íèå äî ñòåíêè. Êðîìå áåçðàçìåðíîé �óíêöèè òîêà	(�; �) ââåäåíà âòîðàÿ íåèçâåñòíàÿ �óíêöèÿ �(�),èìåþùàÿ �èçè÷åñêèé ñìûñë ñêîðîñòè ïðîäîëüíîãîèçìåíåíèÿ ìàñøòàáà �. Ñ ó÷åòîì (2) äëÿ 	(�; �) è�(�) ïîëó÷èì óðàâíåíèå [10℄�[	�	�� �	��(	 +	�)℄ == h(�	��)2 S(Rl; �; �) + e��	��i� ;Rl = e��2	��; � = B (�Rl	��)�1 ; (9)� > �1; � = 0 :	� = 0; �(	+	�) = �B; (10)� !1 : 	� ! 1; �	��pS(Rl; �; �)! 0: (11)Çäåñü B = vw=Ue � ïàðàìåòð îòñîñà. Ñîîòíîøå�íèÿ (10) çàäàþò óñëîâèÿ íà ïëàñòèíå, (11) � íàâíåøíåé ãðàíèöå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ñ ó÷åòîì ïî�ðÿäêà äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà âíåøíåéãðàíèöå ïîñòàâëåíî äâà óñëîâèÿ � äëÿ ñêîðîñòè èêàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ.Áóäåì èñêàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ðå�øåíèÿ çàäà÷è (9)�(11) ïðè � !1. Ââåäåì ìàëûéïàðàìåòð " è íîâóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ� = "�; 1=� = O(1):Òàêèì îáðàçîì, ìàëûé ïàðàìåòð â íàñòîÿùåé çàäà�÷å åñòü âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ ëîãàðè�ìó ÷èñëà �åé�íîëüäñà, îáðàçîâàííîãî ïî õàðàêòåðíîìó ïîïåðå÷íî�ìó ìàñøòàáó òå÷åíèÿ.Ñêîðîñòü îòñîñà íà ñòåíêå çàäàäèì â âèäåB = "2b; b = O(1); (12)ò. å. áóäåì ïðåäïîëàãàòü êâàäðàòè÷íûé ïîðÿäîê ìà�ëîñòè âåëè÷èíû ïîïåðå÷íîé ñêîðîñòè íà ñòåíêå.Àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèÿ ïî ìàëî�ìó ïàðàìåòðó " áóäóò èìåòü ðàçëè÷íûé âèä äëÿðàçíûõ õàðàêòåðíûõ îáëàñòåé òå÷åíèÿ. Â íàïðàâëå�íèè, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ñòåíêå, âîçíèêàþò äâå òàêèåîáëàñòè: âíåøíÿÿ îáëàñòü, ãäå ìîëåêóëÿðíîé âÿçêî�ñòüþ â óðàâíåíèè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ìîæíî ïðåíå�áðå÷ü, à õàðàêòåðíûì ìàñøòàáîì ÿâëÿåòñÿ òîëùèíàïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, è ïðèñòåíî÷íàÿ îáëàñòü, õàðàê�òåðíûé ìàñøòàá êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿðàâåíñòâà ïî ïîðÿäêó âåëè÷èí òóðáóëåíòíûõ è âÿç�êèõ íàïðÿæåíèé.861



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 20053. Ï�ÈÑÒÅÍÎ×ÍÀß ÎÁËÀÑÒÜÂ ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè èñïîëüçóåì ïåðåìåííûåy+ = yUep
f=2� ; u+ =  yUep
f=2 ;v+ = vwUep
f=2 : (13)Çäåñü 
f � êîý��èöèåíò òðåíèÿ íà ïëàñòèíå.Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [7℄, ïîñêîëüêó ïðè îòñî�ñå v+ � ìàëàÿ âåëè÷èíà (äàëåå áóäåò äàíà îöåíêàv+ = O(")), ïðî�èëè ñêîðîñòè è êàñàòåëüíîãî íàïðÿ�æåíèÿ â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè ìîæíî ïðåäñòàâèòü÷åðåç ïðî�èëü ñêîðîñòè u0+(y+), îòâå÷àþùèé ÷àñò�íîìó ñëó÷àþ òå÷åíèÿ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðî�íèöàåìîé ïëàñòèíå:E � 2v+ �p1 + v+u+ � 1� = u0+(y+) +O(v+); (14)2v+  sdu+dy+�hu0v0i+�1! = u0+(y+)+O(v+);y+ � 0: (15)Ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ ïîïåðå÷íóþ ïóëüñàöèþñêîðîñòè òàêæå ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èçâåñòíûå�óíêöèè:phv02i+ =qhv02i0+(y+)+ v+2�2u0+(y+)+O(v+);y+ � 0: (16)Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (16) çàäàåò ïðî��èëü ðàññìàòðèâàåìîé âåëè÷èíû â ýòàëîííîì òå÷å�íèè. Êîíñòàíòà �2 îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì (4). Â�îðìóëàõ (14)�(16) îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà O(v+)ðàâíîìåðíî ïðèãîäíà ïðè âñåõ y+ � 0.Âíå âÿçêîãî ïîäñëîÿ �óíêöèÿ u0+ èìååò ëîãàðè��ìè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó:u0+(y+) = 1{ (ln y+ + C0) + w+(y+);w+(y+) = O �y��+ � ; y+ !1; � > 0: (17)�îëü ïîñòîÿííîé Êàðìàíà { èãðàåò âåëè÷èíàpS(1; 0; 0). Ñîãëàñíî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûìC0 = 2:05 [4℄.4. ÂÍÅØÍßß ÎÁËÀÑÒÜÂ ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñ îòñîñîì â îáùåì ñëó÷àåîáðàçóþòñÿ äâå õàðàêòåðíûå çîíû âäîëü ïî ïîòî�êó [11; 15℄. Íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ïëàñòèíû ðåàëè�çóåòñÿ ðåæèì óìåðåííîãî îòñîñà, ïðè êîòîðîì íà�ïðÿæåíèå ñäâèãà íà ñòåíêå èìååò òîò æå ïîðÿäîê,

÷òî è âî âíåøíåé îáëàñòè. Ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðî�ñòè îòñîñà ïî ìåðå ðîñòà ÷èñëà �åéíîëüäñà çà çîíîéóìåðåííîãî îòñîñà óñòàíàâëèâàåòñÿ ðåæèì ñèëüíîãîîòñîñà, êîãäà êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà ñòåíêå íà�ìíîãî ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèÿ ýòîé âåëè÷èíû âî âíåø�íåé îáëàñòè. Ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû êîìïîíåíòû òåí�çîðà �åéíîëüäñà âî âíåøíåé îáëàñòè ñîâïàäàþò ñ�2(�). Ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [11℄ ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿóìåðåííîãî îòñîñà èìååò îñîáåííîñòü ïðè� = 2{(�b)�1=2;ñîîòâåòñòâóþùóþ îáðàùåíèþ â íóëü ãëàâíîãî ÷ëåíàðàçëîæåíèÿ �óíêöèè �(�).Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äàëåå îêðåñòíîñòü ýòîéîñîáîé òî÷êè (èëè ëèíèè äëÿ �óíêöèé, çàâèñÿùèõîò ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû), ãäå èìååò ìåñòî ñèëü�íûé îòñîñ. Ïåðåéäåì ê íîâîé ïåðåìåííîé s = O(1)ïî �îðìóëå [15℄s = � � 2{(�B)�1=2 � k ln(�B) == "�1[� � 2{(�b)�1=2℄� 2k ln "� k ln(�b); (18)ãäå k � íåêîòîðàÿ ïîäëåæàùàÿ îïðåäåëåíèþ ïîñòî�ÿííàÿ.Ïðè óìåðåííîì îòñîñå �óíêöèÿ �(�) èìååò ïî�ðÿäîê " è, êàê ñêàçàíî âûøå, â îñîáîé òî÷êå îáðà�ùàåòñÿ â íóëü â ãëàâíîì ÷ëåíå [11℄. Â ñîîòâåòñòâèèñ ýòèì ïðè ñèëüíîì îòñîñå ðåøåíèå áóäåì èñêàòü ââèäå [15℄ �(�) = �"2b �(s) +O("3); (19)	(�; �) = 	w(�) + � � "2b g(s; �) +O("3): (20)Çäåñü 	w(�) � çíà÷åíèå �óíêöèè òîêà íà ñòåíêå, ïî�ýòîìó g(s; 0) = 0. Èç âòîðîãî óñëîâèÿ íà ñòåíêå (10)â ñèëó (12), (19) èìååì	w(�) + d	w(�)d� = 1�(s) +O("): (21)Ïîäñòàíîâêà ðàçëîæåíèé (19)�(21) â óðàâíå�íèå (9) ñ ó÷åòîì (18) ïîñëå ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà"! 0, s = O(1), 1=� = O(1) äàåò äëÿ �óíêöèég(s; �) è �(s) óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ:h(�g��)2 Si� + (1 + ��)g�� = �gs� ;g(s; 0) = g�(s;1) = 0; lim�!1 �g��pS = 0: (22)Çäåñü è äàëåå äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè S îáîçíà÷àåòS(1; 0; �).862



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005 Òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé íà ïëàñòèíå ñ îòñîñîìÑëó÷àþ óìåðåííîãî îòñîñà îòâå÷àåò ïðåäåëüíûéïåðåõîä â óðàâíåíèè (22):s! �1; �(s)!1; g(s; �)! �(s)f(�); (23)ãäå �óíêöèÿ f(�) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîé çàäà÷å äëÿîáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:�(�f 00)2S�0 + �f 00 = 0;f(0) = f 0(1) = 0; lim�!1 �f 00pS = 0: (24)�åøåíèå êðàåâîé çàäà÷è (24) åñòüf 0(�) = � 1Z� � d�2�pS ; �(�) = 1Z� d�pS : (25)Ôóíêöèÿ f 0(�) çàäàåò ïðî�èëü ñêîðîñòè â ïîãðàíè÷�íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå [10℄. Åå àñèì�ïòîòèêà íà ñòåíêå, êàê ñëåäóåò èç (25), èìååò âèäf 0(�) = F1{ (ln � +A0 � lnF1) +O(��);� ! 0; � > 0; F1 �p�f(1) = �(0)2 ; (26)ãäå A0 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ïîñëåäíåå ðàâåí�ñòâî (26) ïîëó÷åíî ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ âûðàæå�íèÿ (25) ñ ïîñëåäóþùèì âçÿòèåì èíòåãðàëà ïî ÷àñ-òÿì.Äðóãîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé, � = 0, îòâå÷àåòàñèìïòîòè÷åñêîìó ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ ñ îòñîñîì �îäíîìåðíîìó òå÷åíèþ, â êîòîðîì âñå óñðåäíåííûåâåëè÷èíû çàâèñÿò òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî ñòåí�êè [9℄. Òàêîå òå÷åíèå íà ïëàñòèíå äîñòèãàåòñÿ äàëå�êî âíèç ïî ïîòîêó. Ïîëàãàÿ â (22) � = 0, ïîëó÷èì,÷òî �óíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò îáûêíîâåííîìó äè���åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:�(�g00)2S�0 + g00 = 0;g(0) = g0(1) = 0; lim�!1 �g00pS = 0; (27)è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäåg0 = �h24 ; h(�) = 1Z� d��pS : (28)Èç âûðàæåíèÿ (28) äëÿ �óíêöèè h(�) ïîëó÷èì ëîãà�ðè�ìè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó íà ñòåíêå:h(�) = � 1{ (ln � +A1 � lnF1) +O(��);� ! 0; � > 0; (29)

ãäå A1 � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ.Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (22) îïèñû�âàþò âñå ñåìåéñòâî ïðî�èëåé ñêîðîñòè â òóðáóëåíò�íîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñ îòñîñîì, âêëþ÷àÿ ïðåäåëü�íûå ñëó÷àè íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíû è àñèìïòîòè�÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ.Óðàâíåíèå (22) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë â âèäå(�g��)2S + (1 + ��)g� � �(g + gs) = G; (30)G(s) = ��(s) �g(s;1) + ddsg(s;1)� : (31)Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå �óíêöèþ 
(s; �),ñâÿçàííóþ ñ g(s; �) ðàâåíñòâîìg� = �
2=4� 
pG: (32)Ïîäñòàâëÿÿ (32) â (30), áóäåì èìåòü(�
�)2S = 1 +O(�); � ! 0:Îòñþäà ïîëó÷èì àñèìïòîòèêó �óíêöèè 
(s; �) íàñòåíêå:
(s; �) = � 1{ [ln � +A(s)� lnF1℄� w(s; �);w(s; �) = O(��); � ! 0; � > 0; (33)ãäå A(s) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ.5. Ñ�ÀÙÈÂÀÍÈÅ �ÅØÅÍÈÉÊîý��èöèåíò òðåíèÿ íà ïëàñòèíå áóäåì èñêàòüâ âèäå [15℄ 
f2 = �"2b+ "4b2t(s) +O("5): (34)Ïðîâåäåì òåïåðü àñèìïòîòè÷åñêîå ñðàùèâàíèåðåøåíèé âî âíåøíåé è ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòÿõ ïîãðà�íè÷íîãî ñëîÿ, îïèðàÿñü íà ñîîòíîøåíèÿ (14), (17) è(32), (33). Ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè ñòåíêè y+, u+è âíåøíèìè ïåðåìåííûìè �, 	� çàäàåòñÿ ðàâåíñòâà�ìè (13), ïåðâîå èç êîòîðûõ íà îñíîâàíèè (18) ìîæíîçàïèñàòü â âèäåy+ = "2k(�b)kr
f2 exp� 2{"p�b + s� �: (35)Èç �îðìóë (12), (34) ïîëó÷èìv+ = �"p�b+O("2): (36)Ñîãëàñíî (20), (32) áóäåì èìåòü	� = 1+"2b �
2(s; �)4 +
(s; �)pG(s)�+O("3): (37)863



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005Ïåðåéäåì â (14) ê âíåøíèì ïåðåìåííûì ïî �îð�ìóëàì (13), (35) ñ ó÷åòîì (34), (36), (37) è ïðès = O(1), 1=� = O(1) ðàçëîæèì îáå ÷àñòè ðàâåí�ñòâà (14) ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó " äî ÷ëåíîâ ïîðÿä�êà åäèíèöû âêëþ÷èòåëüíî. �àçëîæåíèå ëåâîé ÷àñòèçàïèñàííîãî âî âíåøíèõ ïåðåìåííûõ ðàâåíñòâà (14)èìååò âèä 2"p�b �q
2 + 4
pG+ 4t+O("): (38)�àçëîæåíèå ïðàâîé ÷àñòè íà îñíîâàíèè àñèìïòîòè�÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (17) åñòü2"p�b + 2k + 1{ ln "+ 1{ �ln � + s ++ �k + 12� ln(�b) + C0�+O("): (39)Ïðèðàâíèâàÿ â (38), (39) ïîäîáíûå ÷ëåíû, áóäåìèìåòü k = �1=2 èq
2 + 4
pG+ 4t = � 1{ (ln � + s+ C0):Ñîïîñòàâèâ òåïåðü, ñîãëàñíî ïðèíöèïó àñèìïòîòè÷å�ñêîãî ñðàùèâàíèÿ [16℄, ýòî ðàâåíñòâî ñ àñèìïòîòè�êîé (33), ïîëó÷èì äâà ñîîòíîøåíèÿ:t(s) = G(s); (40)A(s)� lnF1 = s+ C0 � 2{pG(s); (41)ïîñëåäíåå èç êîòîðûõ ïîçâîëÿåò çàìêíóòü êðàåâóþçàäà÷ó (22) äëÿ äâóõ èñêîìûõ �óíêöèé g(s; �) è�(s), à ïåðâîå ñ ó÷åòîì (31) åñòü ïðåäñòàâëåíèå òðå�íèÿ íà ñòåíêå ÷åðåç ðåøåíèå ýòîé êðàåâîé çàäà÷è.Ñîîòíîøåíèå (40) ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü èç èíòå�ãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ èìïóëüñîâ äëÿ ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ.Äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (22) ñ äîïîëíèòåëü�íûì óñëîâèåì (41) íåîáõîäèìî çíàòü òîëüêî �óíê�öèþ S(1; 0; �). Â ñèëó óðàâíåíèÿ (24) ýòà �óíêöèÿîäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ñ f 0(�) è ìîæåò áûòü âûðàæåíà÷åðåç íåå â êâàäðàòóðàõS = f � f(1)� �f 0(�f 00)2 : (42)Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ f 0(�) çàäàåò ïðî�èëü ñêîðî�ñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå,îíà õîðîøî èçâåñòíà èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ.Äëÿ åå âû÷èñëåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü ýìïèðè÷å�ñêóþ �îðìóëó Êîóëñà [17℄:f 0(�)F1 = 1{ [ln � � 0:55(1 + 
os(��))℄ ; (43)

0 < � � 1; F1 = 1:55{ ; � = y� :Çäåñü � � ðàññòîÿíèå äî ñòåíêè, íà êîòîðîì ïðî�äîëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ óñðåäíåííîé ñêîðîñòè íà0.5% îòëè÷àåòñÿ îò Ue. Èìåííî òàê è âûáåðåì òîë�ùèíó ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ñâÿçàâ åå êîíêðåòíîå îïðå�äåëåíèå ñî ñïîñîáîì çàäàíèÿ ïðî�èëÿ ñêîðîñòè âýòàëîííîì òå÷åíèè.6. ÇÀÊÎÍÛ ÏÎÄÎÁÈß6.1. Òðåíèå è òîëùèíà âûòåñíåíèÿÂâåäåì ïåðåìåííûå ïîäîáèÿZf Æ�x g � (�B)1=2�1 exp� �2{p�B�Rf Æ�x g: (44)Íà îñíîâàíèè (20) òîëùèíà âûòåñíåíèÿ ðàâíàÆ� = �"2be�[g(s;1) +O(")℄: (45)Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ �óíêöèè �(�) (8) èìååìRx = �Z�1 de��(�) :Ýòè äâà ðàâåíñòâà âìåñòå ñ (18), (19) â îáëàñòè ñèëü�íîãî îòñîñà äàþòZÆ� = �g(s;1)es +O("); (46)Zx = sZ�1 es�(s) ds+O("): (47)Ïðåäñòàâëåíèÿ (46), (47), �îðìóëèðîâêà êðàåâîéçàäà÷è äëÿ �óíêöèé g(s; �) è �(s) (22), (31), (41),à òàêæå âûðàæåíèå äëÿ t(s) (40) ïîçâîëÿþò çàêëþ�÷èòü, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ïðàâèëà ïîäîáèÿäëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òðåíèÿ è òîëùèíû âûòåñíåíèÿíà ïëàñòèíå ïðè ñèëüíîì îòñîñå:lnZf Æ�x g = �f 12g(t) +O �p�B � ;t = 
f=2 +BB2 +O �p�B � ; (48)ãäå �1, �2 � óíèâåðñàëüíûå �óíêöèè.Íà ðèñ. 1à â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (44), (48) ïðåä�ñòàâëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [18, 19℄ ïî ðàñ�ïðåäåëåíèþ òðåíèÿ íà ïëàñòèíå. Äèàïàçîí ÷èñåë�åéíîëüäñà è ïàðàìåòðà îòñîñà, 4 � Rx � 10�5 � 20,1:2 � �B � 103 � 2:4 [18℄ è 3:8 � Rx � 10�5 � 35,864
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�15 �11 �7 �3lnZÆ�018
36 à�p
f=2 +BB á

�15�12�9�6
�3lnZÆ�
�23 �18 �13 �8 �3lnZx�èñ. 1. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå [18, 19℄ ïî ðàñïðåäåëåíèþ òðåíèÿ íà ïëàñòèíå (à) è òîëùèíû âûòåñíåíèÿ (á )â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ äëÿ îáëàñòè ñèëüíîãî îòñîñà è ðàñ÷åòíûå êðèâûå (ñïëîøíûå); Æ � [18℄, � � [19℄ (íåïðÿìûåìåòîäû), � � [19℄ (ïëàâàþùèå ýëåìåíòû)1 � �B � 103 � 3:6 [19℄, ñîîòâåòñòâóåò ðàçâèòîìóòóðáóëåíòíîìó òå÷åíèþ â ïîãðàíè÷íîì ñëîå. Â ðà�áîòå [18℄ òðåíèå îïðåäåëÿëîñü íåïðÿìûì ìåòîäîì,ïóòåì îáðàáîòêè èçìåðåííûõ ïðî�èëåé ñêîðîñòè,â [19℄ � òðåìÿ ðàçëè÷íûìè íåïðÿìûìè ìåòîäàìè,à òàêæå íåïîñðåäñòâåííî ñ ïîìîùüþ ¾ïëàâàþùèõýëåìåíòîâ¿ íà îáòåêàåìîé ïîâåðõíîñòè.Ìàëûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé ZÆ� îòâå÷àþò óìå�ðåííîìó îòñîñó. Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñ�îðìóëèðîâàí�íûì ïðàâèëîì ïîäîáèÿ ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ZÆ�âñå ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè íà ðèñ. 1à íà÷èíà�þò ñëåäîâàòü îäíîé êðèâîé è ïðèáëèæàþòñÿ ê ðàñ�÷åòíîé çàâèñèìîñòè, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (22), (41) (ñì.ðàçä. 10).Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå èç ðàáîò [18, 19℄ äëÿðàñïðåäåëåíèÿ òîëùèíû âûòåñíåíèÿ ïðåäñòàâëåíûíà ðèñ. 2á. Âèäíî, ÷òî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, ïî�ñòðîåííûå â ïåðåìåííûõ (44), ìîãóò áûòü îïèñàíûîäíîé êðèâîé, êîòîðàÿ, îäíàêî, áëèçêà ê ðàñ÷åòíîéçàâèñèìîñòè òîëüêî íà íåáîëüøîì ó÷àñòêå, îòâå÷à�þùåì îáëàñòè ñèëüíîãî îòñîñà.6.2. Ñêîðîñòü è êîìïîíåíòû òåíçîðà�åéíîëüäñà�àçðåøèâ (37) êàê êâàäðàòíîå óðàâíåíèå îòíîñè�òåëüíî 
, ñ ó÷åòîì (40) ïîëó÷èìEe �E = 2(Ue � u)Ue �p
f=2+B+p
f=2+Bu=Ue � == 
(q; �) +O �p
f � ; (49)

q � Bp
f=2+B = � 1pt+O �p
f � ; �1 � q � 0:Çäåñü èñïîëüçîâàíî îáîçíà÷åíèå (14), Ee � çíà÷å�íèå, êîòîðîå �óíêöèÿ E ïðèíèìàåò íà âíåøíåé ãðà�íèöå ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ. Ñîîòíîøåíèå (49) ïîêàçû�âàåò, ÷òî ïðî�èëè ñêîðîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñîòñîñîì âíå âÿçêîãî ïîäñëîÿ ìîãóò áûòü îïèñàíûñåìåéñòâîì êðèâûõ, çàâèñÿùèõ îò îäíîãî ïàðàìåò�ðà q. Ïðè q = 0 ïðàâèëî ïîäîáèÿ (49) âûðàæàåòèçâåñòíûé çàêîí äå�åêòà ñêîðîñòè äëÿ íåïðîíèöà�åìîé ïëàñòèíû è íà îñíîâàíèè (23), (31), (40) áóäåìèìåòü 
(0; �) = �f 0(�)F1 : (50)Äðóãîé ïðåäåëüíûé ñëó÷àé q = �1 îòâå÷àåò àñèìï-òîòè÷åñêîìó ïîãðàíè÷íîìó ñëîþ, êîãäà
(�1; �) = h(�):Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ óäîáíî èñïîëü�çîâàòü ïîïåðå÷íûé ìàñøòàá, îïðåäåëåííûé ðàâåí�ñòâîì �� = 1Z0 (Ee �E) dy: (51)Â ÷àñòíîì ñëó÷àå íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíû ýòà âåëè�÷èíà, ðàâíàÿ Æ�=p
f=2, åñòü òîëùèíà ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ, ââåäåííàÿ Êëàóçåðîì [20℄. Ñâÿçü ìåæäó �� è� ñîãëàñíî (49) èìååò âèä��� = 1Z0 
(q; �) d� +O �p
f � : (52)13 ÆÝÒÔ, âûï. 4 (10) 865
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y/∆∗ y/∆∗�èñ. 2. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ïðî�èëè ñêîðîñòè [21℄ â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ: Rx � 10�5 = 4:0 (Æ), 6:8 (�), 9:3 (4),12 (B), 15 (�), 20 (O); à � B = �0:0012, �0:036 � q � �0:029, á � B = �0:0024, �0:1 � q � �0:072Îòñþäà ïðè q = 0 â ñèëó (50) ïîëó÷èì��� = F1 +O �p
f � :Íà ðèñ. 2 â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (49) ïîñòðîå�íû ïðî�èëè ñêîðîñòè â òóðáóëåíòíîì ïîãðàíè÷íîìñëîå íà ïëàñòèíå ñ îòñîñîì, èçìåðåííûå ïðè ðàç�íûõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà äëÿ äâóõ çíà÷åíèé âåëè÷è�íû B [21℄. Äèàïàçîí èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà ïîäîáèÿ qóêàçàí â ïîäïèñè ê ðèñ. 2. Ñïëîøíûå êðèâûå � ïðî��èëè ñêîðîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöà�åìîé ïëàñòèíå. Ïîñêîëüêó äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõäàííûõ ïàðàìåòð q ìàë, âñå ïðî�èëè ñêîðîñòè â ñî�ãëàñèè ñ çàêîíîì ïîäîáèÿ (49) äîñòàòî÷íî áëèçêîðàñïîëîæåíû ê êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé íåïðîíè�öàåìîé ïëàñòèíå. Îò íåå îòêëîíÿþòñÿ òîëüêî òî÷êè,îòâå÷àþùèå âÿçêîìó ïîäñëîþ.Êîìïîíåíòû òåíçîðà �åéíîëüäñà òàêæå ïîä÷èíÿ�þòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêèì çàêîíàì ïîäîáèÿ. Ïîä�ñòàâëÿÿ (37) â (2) è (3), ïîëó÷èìp��u=�y � hu0v0iUe �p
f=2 +B �B� == Q(q; �)pS(1; 0; �) +O �p
f � ; (53)phv02iUe �p
f=2 +B �B� == Q(q; �)pS2(1; 0; �) +O �p
f � ; (54)Q(q; �) = �
�(q; �)1� q �q
(q; �)2 � 1� ; �1 � q � 0:

Ôîðìóëû äëÿ êîìïîíåíò hu02i è hw02i ïîëíîñòüþ àíà�ëîãè÷íû çàïèñè (54). Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êàñàòåëüíî�ãî íàïðÿæåíèÿ è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïîïåðå÷íîéïóëüñàöèè ñêîðîñòè äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ âñþäó âíåâÿçêîãî ïîäñëîÿ. Îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè çàêîíîâ ïî�äîáèÿ äëÿ ïðîäîëüíûõ ïóëüñàöèé �óæå è ó ñòåíêèîãðàíè÷åíà îáëàñòüþ, ãäå ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè�÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ (5).Ôîðìóëû (53) â ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿõ q = 0 èq = �1 â ñèëó óðàâíåíèé (24), (27) ñîîòâåòñòâåí�íî ïðèíèìàþò âèä� �u=�y� hu0v0i
fU2e =2 = 1+�f 0(�)�f(�)f(1) +O �p
f � ;p��u=�y � hu0v0i�vw = h(�)2 +O �p
f � : (55)Èñïîëüçóÿ (4), (5) è àñèìïòîòèêó (33), äëÿ êîì�ïîíåíò ðåéíîëüäñîâûõ íàïðÿæåíèé ïîëó÷èì ñëåäó�þùèå ðàçëîæåíèÿ:s� �u�y � hu0v0i = vw2{ ln � +O(1);3phu02i = � 3rA1v2w4{2 ln � +O(1);phv02i = vw2{�2 ln � +O(1);3phw02i = � 3rA3v2w4{2 ln � +O(1); � ! 0; (56)
êîòîðûå ïîêàçûâàþò, ÷òî âáëèçè ñòåíêè ñóùåñòâó�åò îáëàñòü, ãäå êîðåíü èç êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿè ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïîïåðå÷íàÿ ïóëüñàöèÿ ñêî�ðîñòè ïðîïîðöèîíàëüíû ëîãàðè�ìó ðàññòîÿíèÿ äî866
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12 �By=Æ�; y=�� �By=Æ�; y=�� �By=Æ�; y=���èñ. 3. Ïðî�èëè ñêîðîñòè (à, á ) è òóðáóëåíòíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ (â) â àñèìïòîòè÷åñêîì ïîãðàíè÷íîìñëîå: ñïëîøíûå êðèâûå � ðàñ÷åò ïî �îðìóëå (28), øòðèõîâûå êðèâûå � ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå [22, 23℄.Â êà÷åñòâå ïîïåðå÷íîãî ìàñøòàáà èñïîëüçóþòñÿ �� (1 ) è �Æ�=B (2 )ñòåíêè, à ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå ïðîäîëüíûå ïóëüñà�öèè � ëîãàðè�ìó â ñòåïåíè 3=2. Âñå âõîäÿùèå â (56)ïîñòîÿííûå èçâåñòíû èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõäëÿ íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíû.6.3. Àñèìïòîòè÷åñêèé ïîãðàíè÷íûé ñëîéÂ ñëó÷àå àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿñîîòíîøåíèÿ (49), (51) ïðèíèìàþò âèä2rUe � u�vw = h(�) +O �p
f � ; (57)�� = 2 1Z0 rUe � u�vw dy:Èíòåãðèðîâàíèå âûðàæåíèÿ (28) ñ ïîñëåäóþùèìâçÿòèåì èíòåãðàëà ïî ÷àñòÿì äàåò1Z0 h d� = 2F1:Îòñþäà ��� = 2F1 +O �p
f � :Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà (52) ïðè q = 0è q = �1 ðàçëè÷àþòñÿ â äâà ðàçà.Âîçâåäÿ îáå ÷àñòè (57) â êâàäðàò è ïðîèíòåãðè�ðîâàâ ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïîïåðåê ñëîÿ, ïðèäåì êñîîòíîøåíèþ� Æ�B� = 1Z0 h24 d� +O �p
f � :

Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî1Z0 h24 d� = F1D{ ; D = A0 �A1; (58)äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîòîðîãî çàïèøåì, ïðèíèìàÿ âî âíè�ìàíèå (28), èíòåãðàë (25) â âèäåf 0 = 1Z� �h0 d�2 = �h�2 + �h24 + 1Z� h24 d�: (59)Ïîëàãàÿ çäåñü, ÷òî � = 0, èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåä�ñòàâëåíèé (26), (29) ïîëó÷èì èñêîìûé ðåçóëüòàò.Íà ðèñ. 3à, á ïðåäñòàâëåíû ïðî�èëè ñêîðîñòèâ àñèìïòîòè÷åñêîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ñ îòñîñîì, ñî�îòâåòñòâåííî, â ëèíåéíîì è ïîëóëîãàðè�ìè÷åñêîììàñøòàáàõ, à íà ðèñ. 3â � ïðî�èëü òóðáóëåíòíîãîêàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ. Ñïëîøíûì êðèâûì îòâå�÷àåò ðàñ÷åò ïî �îðìóëå (28). Øòðèõîâûå êðèâûå ïî�ñòðîåíû ïî ðåçóëüòàòàì ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëè�ðîâàíèÿ òå÷åíèÿ, âûïîëíåííîãî äëÿ B = �0:00361è RÆ� = 1000 [22, 23℄. Íåñìîòðÿ íà íåáîëüøîå ÷èñ�ëî �åéíîëüäñà, ïðè êîòîðîì ïðîâîäèëîñü ìîäåëèðî�âàíèå, âíå âÿçêîãî ïîäñëîÿ ñïëîøíûå è øòðèõîâûåêðèâûå íà ðèñ. 3à, á âåñüìà áëèçêè è äîñòàòî÷íîáëèçêè íà ðèñ. 3â. Íà ðèñ. 3á, â âèäíî, ÷òî â ñî�îòâåòñòâèè ñ âûâîäàìè òåîðèè øòðèõîâûå êðèâûåèìåþò îòíîñèòåëüíî êîðîòêèé, â ñèëó íèçêîãî ÷èñ�ëà �åéíîëüäñà, ëîãàðè�ìè÷åñêèé ó÷àñòîê, íàêëîíêîòîðîãî ïðèáëèçèòåëüíî ðàâåí íàêëîíó ñïëîøíûõêðèâûõ.867 13*



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005
1
2310�4 10�3 10�2 10�10

5
103phu02i(��w)2=3 ;ph�02i��w ; 3phw02i(��w)2=3

y=���èñ. 4. Ïðî�èëè ñðåäíåêâàäðàòè÷íûõ ïóëüñàöèé âàñèìïòîòè÷åñêîì ïîãðàíè÷íîì ñëîå ïî äàííûì ðà-áîò [22, 23℄: 1 � hu02i, 2 � hv02i, 3 � hw02iÔîðìà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ [21℄ è ðàñ÷åòíûõ[22, 23℄ ïðî�èëåé ñêîðîñòè è êàñàòåëüíîãî íàïðÿæå�íèÿ, ïîñòðîåííûõ íà ðèñ. 2, 3 â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿäëÿ âíåøíåé îáëàñòè, íàõîäèòñÿ â õîðîøåì ñîîò�âåòñòâèè ñ òåîðèåé. Ýòè æå äàííûå â ïåðåìåííûõïîäîáèÿ äëÿ ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè íå ñëåäóþò çà�êîíàì ïîäîáèÿ (14), (15). Ïðî�èëè ñêîðîñòè èìåþòëîãàðè�ìè÷åñêèé ó÷àñòîê ñ íàêëîíîì, áëèçêèì êâåëè÷èíå 1={, îäíàêî çàìåòíî ñäâèíóòû ïî îòíî�øåíèþ ê ïðî�èëþ ñêîðîñòè äëÿ íåïðîíèöàåìîéïëàñòèíû. Äëÿ ðàñ÷åòíûõ äàííûõ [22, 23℄ òàêîåðàñõîæäåíèå ìîæíî îáúÿñíèòü íèçêèì ÷èñëîì �åé�íîëüäñà, ïðè êîòîðîì ïðîâîäèëîñü ìîäåëèðîâàíèå,äëÿ äàííûõ ýêñïåðèìåíòà [21℄ � ïîãðåøíîñòÿìè èç�ìåðåíèé ñêîðîñòè â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè, êîòîðûå,êàê óêàçàíî â ðàáîòå [24℄, äàåò ïðè âäóâå è îòñîñåìåòîäèêà, èñïîëüçóþùàÿ òðóáêó Ïèòî �Ïðàíäòëÿ.Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû ïðî�èëè ñðåäíåêâàäðà�òè÷íûõ ïóëüñàöèé ñêîðîñòè â àñèìïòîòè÷åñêîì ïî�ãðàíè÷íîì ñëîå ñ îòñîñîì [22, 23℄. Äëÿ ñðàâíåíèÿòàì æå äàíû îòðåçêè ïðÿìûõ ñ íàêëîíîì, ñîîòâåò�ñòâóþùèì ïðàâûì ÷àñòÿì àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåä�ñòàâëåíèé (56), â êîòîðûõ âñå ïîñòîÿííûå âûáðàíûïî äàííûì, èçâåñòíûì äëÿ íåïðîíèöàåìîé ïëàñòè�íû. Êàê âèäíî íà ðèñ. 4, ïî êðàéíåé ìåðå êðèâûå 2è 3, îòâå÷àþùèå ïóëüñàöèÿì â íàïðàâëåíèè îñåé yè z, èìåþò âûðàæåííûå ëîãàðè�ìè÷åñêèå ó÷àñòêè.

6.4. Ôîðìïàðàìåòðû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿÏðî�èëü ñêîðîñòè âî âíåøíåé îáëàñòè íà îñíî�âàíèè (20) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäåUe � uvw = g�(s; �) + "g1(s; �; ");g1(s; �; ") = O(1); "! 0:Îòñþäà äëÿ èíòåãðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ïîãðàíè÷íî�ãî ñëîÿ ïîëó÷èìÆ�B� = g(s;1) + "I1(s);�B� = g(s;1) + "I1(s) ++Bg(s;1)I(s) +O("3);Æ��2B� = g(s;1) + "I1(s) ++ 3B2 g(s;1)I(s) +O("3); (60)
I1(s) = 1Z0 g1(s; �; ") d�;I(s) = � 1Z0 [g�(s; �)℄2 d�g(s;1) :Çäåñü �, Æ�� � òîëùèíû ïîòåðè, ñîîòâåòñòâåííî, èì�ïóëüñà è ýíåðãèè. Èç (60) ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ1B �1� �Æ�� = I(s) +O(");1B �23 � Æ��Æ� � = I(s) +O(");êîòîðûå âìåñòå ñ (40) äàþò çàâèñèìîñòü �îðìïàðà�ìåòðîâ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ îò ñêîðîñòè îòñîñà è òðå�íèÿ íà ïëàñòèíå. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïðåäñòà�âèòü â âèäå 1� �=Æ�p
f=2 +B �B = �(q) +O �p
f � ;2=3� Æ��=Æ�p
f=2 +B �B = �(q) +O �p
f � ; (61)�(q) = qI(s)q � 1 :Íà îñíîâàíèè (32) è (50) â ïðåäåëüíîì ñëó÷àåíåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíû�(0) = 1Z0 f 02 d�F 31 :868
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�èñ. 5. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ �îðìïàðà-ìåòðà ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ [18, 19℄ â ïåðåìåííûõ ïî-äîáèÿ è ðàñ÷åòíàÿ êðèâàÿ. Îáîçíà÷åíèÿ ýêñïåðè-ìåíòàëüíûõ òî÷åê òàêèå æå, êàê íà ðèñ. 1Ýòîò èíòåãðàë èçâåñòåí êàê �îðìïàðàìåòð Êëàóçå�ðà [20℄; âû÷èñëåíèÿ, îñíîâàííûå íà �îðìóëå Êîóë�ñà (43), äàþò �(0) = 6:61: (62)Äðóãîìó ïðåäåëüíîìó ñëó÷àþ àñèìïòîòè÷åñêîãîïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ îòâå÷àåò âåëè÷èíà�(�1) = { 1R0 h4 d�16F1D :×èñëåííîå çíà÷åíèå �(�1) = 39:3. Èñïîëüçóÿ åãî ñïîìîùüþ (61) ïðè B = �0:00361 ìîæíî îïðåäåëèòüâåëè÷èíó �îðìïàðàìåòðà äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî�ãðàíè÷íîãî ñëîÿ Æ�=� = 1:17; ñîãëàñíî ðàñ÷åòíûìäàííûì [22, 23℄ ýòà âåëè÷èíà ðàâíà 1:29.Íà ðèñ. 5 â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ (61) ïðåäñòàâ�ëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿ �îðìïàðàìåòðàïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ [18, 19℄. Òàì æå äàíà ðàñ÷åòíàÿêðèâàÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðàçä. 10. Ïî ðåçóëüòàòàì èçìå�ðåíèé [18℄ �îðìïàðàìåòð Êëàóçåðà ëåæèò â èíòåð�âàëå 6.4�6.9, èçìåðåíèÿ [19℄ äàþò çíà÷åíèÿ 5.6�6.4,÷òî çàìåòíî íèæå ðåêîìåíäîâàííîé â [20℄ âåëè÷èíû6.8 è çíà÷åíèÿ (62), ïðèíÿòîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå.Äàííûå [19℄, ïîëó÷åííûå ïðè îòñîñå, òàêæå ëåæàòíèæå ðàñ÷åòíîé êðèâîé.

7. �ÅÆÈÌ, ÁËÈÇÊÈÉ Ê �ÅÆÈÌÓÓÌÅ�ÅÍÍÎ�Î ÎÒÑÎÑÀÑóììà �f 0 � h2=4äâóõ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé �óíêöèè g� ÿâëÿåòñÿ ðå�øåíèåì óðàâíåíèÿ (22) ñ íóëåâîé ïðàâîé ÷àñòüþ.Ñäåëàåì â óðàâíåíèè (22) ïîäñòàíîâêóg� = �f 0 � h2=4 + '� (63)è îò ïåðåìåííîé s ïåðåéäåì ê íåçàâèñèìîé ïåðåìåí�íîé � = 1=�. Ïàðà �óíêöèé '(�; �) è
(�) = �d�ds = d��2ds (64)áóäåò óäîâëåòâîðÿòü êðàåâîé çàäà÷å(� + �h)��pS'���� + � ���pS'���2�� == 
 ��2'�� � f 0� ; (65)'(�; 0) = '�(�;1) = 0; lim�!1 �pS'�� = 0; (66)s(�) = A(�) � lnF1 � C0 � 2{pt(�); (67)t(�) = F 21�2 + F1D{� � F 21
(�)� � '(�;1)� �� �
(�)d'(�;1)d� ; 0 � � <1: (68)Âûðàæåíèå (68) åñòü ñîîòíîøåíèå (31), ïåðåïèñàí�íîå ñ ó÷åòîì (63), ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíî ðàâåí�ñòâî (58).7.1. Àñèìïòîòèêà ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷èÀñèìïòîòèêó ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (65)�(67)ïðè � ! 0 áóäåì èñêàòü â âèäå ðåãóëÿðíûõ ðàçëî�æåíèé ïî ïåðåìåííîé � :'(�; �) = '0(�) + �'1(�) +O ��2� ; (69)s(�) = �1��1 + �2 +O(�): (70)Ïðîäè��åðåíöèðîâàâ (70), ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ�óíêöèè 
(�) (64) ïîëó÷èì
(�) = 
(0) +O ��2� : (71)869



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005Íà îñíîâàíèè (68), (69), (71) áóäåì èìåòüpt = F1��1 +O(1); � ! 0: (72)Ïåðåõîäÿ â (32) ê ïðåäåëó ïðè � ! 0 è ïðèíèìàÿ âîâíèìàíèå (40), (72), ïîëó÷èì
 = �f 0=F1 +O(�):Ñëåäîâàòåëüíî, A(�) = A0 + O(�) è äè��åðåíöèðî�âàíèå ðàâåíñòâà (67) ñ ó÷åòîì (72) è (64) äàåò
(0) = 1=2{F1:Ïîäñòàíîâêà (69), (71) â (65) äàåò äëÿ �óíêöèé'0, '1 ëèíåéíûå îáûêíîâåííûå äè��åðåíöèàëüíûåóðàâíåíèÿ: ���pS'000�0 + f 02{F1 = 0; (73)���pS'001�0+ h(�'000 )2 Si0+h��pS'000�0 = 0: (74)�åøåíèå óðàâíåíèÿ (73), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî�âèÿì â íàáåãàþùåì ïîòîêå (66), åñòü'00 = 1Z� N1 d�2{�pS = hN1 �N22{ ; (75)N1 = � 1Z� f 0 d�F1� ; N2 = � 1Z� hf 0 d�F1� :Óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì íà âíåøíåé ãðàíèöåñëîÿ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (74) ñ ó÷åòîì (75) èìååò âèä'01 = � 1Z� N3 d�2{F1�pS = N4 � hN32{F1 ; (76)N3 = 1Z� �N1{ � h� f 0 d��2 ;N4 = 1Z� �N1{ � h� hf 0 d��2 :Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ S çàäàíà âûðàæåíèåì (42),âòîðîé èíòåãðàë (25) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí â êîíå÷�íîì âèäå: � = 2pf � f(1)� �f 0:

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåîáõîäèìûõ â äàëüíåéøåì âå�ëè÷èí '0(1), '1(1) èñïîëüçóåì ïåðâûé èíòåãðàëóðàâíåíèÿ (65), êîòîðûé èìååò âèä�pS(� + �h)'�� + � ��pS'���2 ++ (� + �)'� � '+
 �f � �2'�� == 
 �f(1)� �2 d'(�;1)d� �� '(�;1): (77)Ïîäñòàâèì (69), (71) â óðàâíåíèå (77) è, ïðèíèìàÿâî âíèìàíèå (75), (76), íàéäåì çíà÷åíèå ëåâîé ÷àñòèóðàâíåíèÿ (77) ïðè � = 0. Â ðåçóëüòàòå áóäåì èìåòü'0(1) = F1{ �N1(0)� 12� ;'1(1) = N2(0)� 2N3(0)2{ � N21 (0)4{2 : (78)Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì èç (77) íàéäåì àñèìïòî�òè÷åñêîå ðàçëîæåíèå çàäàííîé ðàâåíñòâîì (68) âå�ëè÷èíû t, îòêóäà ïîëó÷èìpt = F1� + a0 + a1�F1 +O ��2� ; � ! 0; (79)a0 = D �N1(0)2{ ;a1 = 2N3(0)�N2(0)4{ � D2 � 2DN1(0)8{2 :7.2. Àñèìïòîòèêà óíèâåðñàëüíûõ �óíêöèéÒåïåðü ðàçëîæåíèå �óíêöèè 
 äëÿ ðåæèìà, áëèç�êîãî ê ðåæèìó óìåðåííîãî îòñîñà, áóäåì èñêàòü ââèäå
(q; �) = �f 0(�)F1 +
1(�)pt +
2(�)t +O �t�3=2� ;t!1: (80)Ïîäñòàâèì (80) â ðàâåíñòâî (32) è, èñïîëüçóÿ ðàç�ëîæåíèå (79), ñîïîñòàâèì ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèåñ (63), (69). Â ðåçóëüòàòå, ïðèíèìàÿ âî âíèìà�íèå (75), (76), ïîëó÷èì
1 = h24 � f 024F 21 + a0f 0F1 � hN1 �N22{ ;
2 = (
1 + 2a1)f 02F1 + hN3 �N42{ : (81)Îòñþäà ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé äëÿ êîý��èöèåíòîâ a0,a1 è àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé (26), (29) íàé�äåì 
1(0) = D2 � 2DN1(0)4{2 + N2(0)2{ ;
2(0) = DN3(0)2{2 � N4(0)2{ : (82)870



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005 Òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé íà ïëàñòèíå ñ îòñîñîìÒàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ (80) èìå�åò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó, à �óíêöèè 
1, 
2îñîáåííîñòåé íà ñòåíêå íå èìåþò. �àñ÷åòû, âûïîë�íåííûå íà îñíîâå �îðìóëû (43), äàþò ñëåäóþùèåçíà÷åíèÿ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â (82):A0 = 0:230; A1 = �1:809; N1(0) = 0:601;N2(0) = 6:233; N3(0) = 3:354; N4(0) = 38:35:Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå �óíêöèè A, âõîäÿ�ùåé â (33), òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü â âèäåA = A0�{
1(0)t�1=2�{
2(0)t�1+O �t�3=2� ;t!1: (83)Âû÷èñëèì àñèìïòîòèêó �óíêöèé �1, �2, îïðåäå�ëåííûõ ñîîòíîøåíèÿìè (46), (47). Èíòåãðèðóÿ (63),ïîëó÷èì ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (58) è ðàçëîæåíèÿ (69)g(�;1) = �F 21 ��1�F1D={+'0(1)+'1(1)�+O ��2� ;� ! 0:Ñ ïîìîùüþ (79) ïåðåéäåì â ýòîì ðàçëîæåíèè ê ïåðå�ìåííîé t. Èñïîëüçóÿ (67), (78), (83), ïîëó÷èì àñèìï-òîòèêó �óíêöèè �1 â ñëåäóþùåì âèäå:�1(t) = �11 (t) + b1t�1=2 + b2t�1 +O �t�3=2� ;t!1;�11 (t) = �2{pt+ lnpt+A0 � C0; (84)b1 = D �N1(0) + 12{ � {
1(0);b2 = 2N3(0)�N2(0)4{ ++ N21 (0)�2D+2N1(0)�18{2 �{
2(0):Èíòåãðèðóÿ (47) ïî ÷àñòÿì, áóäåì èìåòü�2 = s+ln ��
(0)�+32
2(0)�2+O ��3� ; � ! 0:Ïåðåõîäÿ â ýòîì ðàçëîæåíèè ñ ïîìîùüþ (79) ê ïåðå�ìåííîé t è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (67), (83), íàéäåì�2(t) = �12 (t) +�b1 � 1{� t�1=2 ++�b2 + 12{2� t�1 + O �t�3=2� ; t!1; (85)�12 (t) = �2{pt� lnpt+A0 � C0:

8. �ÅÆÈÌ, ÁËÈÇÊÈÉ Ê �ÅÆÈÌÓÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎ�Î ÏÎ��ÀÍÈ×ÍÎ�ÎÑËÎßÄëÿ èññëåäîâàíèÿ äðóãîãî ïðåäåëüíîãî ñëó÷àÿ� ! 0, ò. å. ðåæèìà òå÷åíèÿ, áëèçêîãî ê ðåæè�ìó àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, ñäåëàåì âóðàâíåíèè (22) ïîäñòàíîâêóg� = �h2=4 + � � (86)è îò ïåðåìåííîé s ïåðåéäåì ê íåçàâèñèìîé ïåðåìåí�íîé �. Ïàðà �óíêöèé  (�; �) è
1(�) = �d�ds = 
 ���1� (87)áóäåò óäîâëåòâîðÿòü êðàåâîé çàäà÷åh��pS ���� + � ���pS ���2�� + �� �� ++
1 (� �� +  �) + h2pS = 0; (88) (�; 0) =  �(�;1) = 0; lim�!1 �pS �� = 0; (89)s(�) = A(�) � lnF1 � C0 � 2{pt(�); (90)t(�) = F1D{ �+ � (�;1)[
1(�)� �℄ ++ �2
1(�)d (�;1)d� ; 0 � � <1: (91)8.1. Çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿÊàê ñëåäóåò èç (88), �óíêöèÿ  0(�) �  (0; �) åñòüðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâ�íåíèÿh��pS 000�0 + ! 00F1 + h2pS = 0;! = F1
1(0); 0(0) =  00(1) = 0; lim�!1 �pS 000 = 0: (92)Ïåðåõîäÿ â (92) ê íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé h, äëÿ�óíêöèè z(h) =  00 ïîëó÷èì óðàâíåíèåd2zdh2 + !�pSzF1h + �2 = 0;z(0) = dz(0)dh = 0; 0 � h <1;871



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005ðåøåíèå êîòîðîãî âáëèçè ñòåíêè ìîæíî ïðåäñòàâèòüâ âèäåz = F1[Z1(!)h+Z2(!)℄+O �e�{h� ; h!1: (93)Çäåñü Z1(!), Z2(!) � íåêîòîðûå �óíêöèè, à îöåíêàîñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ñëåäóåò èç (29). Ñëåäîâàòåëüíî, 00 èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêóþ àñèìïòîòèêó íà ñòåíêå.�åøàÿ ñîîòíîøåíèå (32) ñ ó÷åòîì (86) êàê êâàä-ðàòíîå óðàâíåíèå, íàéäåì �óíêöèþ 
:
 =qh2 � 4� � + 4t� 2pt:Îòñþäà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå àñèìïòîòè÷åñêèåïðåäñòàâëåíèÿ (29), (33), (93), áóäåì èìåòüA = A1 + 2{F1�Z1(!) + 2{pt+ O ��2� ;�! 0: (94)Ïîäñòàâèì ýòî âûðàæåíèå â óñëîâèå çàìûêàíèÿ (90)è ïðîäè��åðåíöèðóåì ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïî ïå�ðåìåííîé �; ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (87), ïðèäåì êóðàâíåíèþ äëÿ ïàðàìåòðà !:2{!Z1(!) + 1 = 0: (95)Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãëàâíûõ ÷ëåíîâàñèìïòîòèêè èñêîìûõ �óíêöèé ïîëó÷åíà çàäà÷à íàñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (92), (95).Ïåðåíåñåì äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ èç ëåâîé âïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (92) è ðåøèì, ó÷èòûâàÿóñëîâèÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå ñëîÿ, ïîëó÷åííîå ðà�âåíñòâî êàê óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ èçâåñòíîéïðàâîé ÷àñòüþ. Óðàâíåíèå ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿ�ìè ñâîäèòñÿ, òàêèì îáðàçîì, ê ýêâèâàëåíòíîìó èí�òåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ 00(�) = ! 1Z� �1� h(�)h(�1)�  00(�1)F1 d�1 + f 0(�); (96)êîòîðîå, â ÷àñòíîñòè, ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü èñêî�ìóþ �óíêöèþ â âèäå ðÿäà ïî ïàðàìåòðó !. Äâà ïåð�âûõ ÷ëåíà ðÿäà åñòü 00(�) = f 0(�)+!F1 �h(�)M(�)�1�f(�)F 21 �+O �!2� ;! ! 0; M = � 1Z� f 0 d�F 21 h :Îòñþäà, èñïîëüçóÿ (26), (29), íàéäåìZ1(!) = �1 +M(0)! +O �!2� ; ! ! 0;M(0) = 0:40:×èñëåííîå ðåøåíèå èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ(96) ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè

10�1 1 101 102 103�6�30
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!
2{!Z1(!) + 1
�èñ. 6. �ðà�èê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (95)óðàâíåíèå (95) èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî êîðíåé (ãðà��èê ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ äàí íà ðèñ. 6), íà îòðè�öàòåëüíîé ïîëóîñè êîðíåé íåò. Íàèìåíüøèé êîðåíüðàâåí ! = 1:423.Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ àñèìïòîòèêà íå ìîæåòáûòü îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíà òîëüêî èç àíàëèçà ðå�øåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíå�íèÿ (88)�(90) â îêðåñòíîñòè � = 0. Îêîí÷àòåëüíûéâûáîð âåëè÷èíû ! áóäåò ñäåëàí â ðåçóëüòàòå ÷èñ�ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, ó÷èòûâàþùåãî íà÷àëüíûåóñëîâèÿ ïðè � =1 (ñì. ðàçä. 10).8.2. Àñèìïòîòèêà óíèâåðñàëüíûõ �óíêöèéÈç ðàâåíñòâà (91) áóäåì èìåòüt = �F1D{ + ! 0(1)F1 ��+O ��2� ; �! 0: (97)Àñèìïòîòèêó �óíêöèè �1, çàäàííîé ñîîòíîøåíè�åì (46), ïîëó÷èì èç (86), (90), (94):�1 = D1 + ln D{ � �F1! + { 0(1)F1D ��+O ��2� ;�! 0; D1 = A1 � C0:Ýòî âûðàæåíèå ñ ó÷åòîì (97) ïðèíèìàåò âèä�1 = D1 + ln D{ � {t!D +O �t2� ; t! 0: (98)Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé (47), (90), (94), äëÿ �óíê�öèè �2 áóäåì èìåòüexp�2 = �expD1! ln�+O(1); �! 0:Èëè ñ ó÷åòîì (97)exp�2 = �expD1! ln t+O(1); t! 0: (99)872



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005 Òóðáóëåíòíûé ïîãðàíè÷íûé ñëîé íà ïëàñòèíå ñ îòñîñîìÈñêëþ÷èâ èç (98), (99) ïàðàìåòð t, ïîëó÷èì çàâèñè�ìîñòü òîëùèíû âûòåñíåíèÿ îò ïðîäîëüíîé êîîðäè�íàòûZÆ� = D{ expD1 � 1! exp (D1 � Zx! expD1) + : : : ;Zx !1:Èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé âèäíî, ÷òî ðåæèìàñèìïòîòè÷åñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ äîñòèãàåòñÿ íåíà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò ïåðåäíåé êðîìêè, à ëèøüâ ïðåäåëå, ïðè Rx !1. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà 
f=2+Bè ðàçíîñòü ìåæäó òåêóùèì è ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿ�ìè òîëùèíû âûòåñíåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ñòðåìÿò�ñÿ ê íóëþ.9. ÇÀÊÎÍ Ò�ÅÍÈß. Ï�ÎÔÈËÈ ÑÊÎ�ÎÑÒÈÈ �ÅÉÍÎËÜÄÑÎÂÛÕ ÍÀÏ�ßÆÅÍÈÉ9.1. Óíèâåðñàëüíûé çàêîí òðåíèÿÂ ðàáîòå [11℄ ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ òðåíèÿ íàïëàñòèíå ïðè óìåðåííîì îòñîñå è â ÷àñòíîì ñëó÷àåíåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíû, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòüâ âèäåWf Æ�x g � (
f=2)1=2(
f=2 +B)�1=2 exp�2{B �r
f2 �� r
f2 +B��A0 + C0�Rf Æ�x g = O �p
f � : (100)Îáúåäèíèì òåïåðü çàâèñèìîñòè (100) è (48)â îäèí óíèâåðñàëüíûé çàêîí òðåíèÿ. Ïîäñòàâèìâ (100) âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòà òðåíèÿ (34)è ïðè t = O(1) ïåðåéäåì ê ïðåäåëó ïðè B ! �0. Âðåçóëüòàòå ïîëó÷èìlnWf Æ�x g = lnZf Æ�x g ��1f 12g(t) +O �p�B � : (101)Çäåñü �óíêöèè �11 , �12 çàäàþòñÿ âûðàæåíèÿìè(84), (85). Óíèâåðñàëüíûé çàêîí òðåíèÿ, ñïðàâåäëè�âûé âî âñåì äèàïàçîíå èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè îòñîñà,èìååò âèä lnWf Æ�x g = �f 12g(t) +O �p
f � ; (102)�i(t) � �i(t)��1i (t); i = 1; 2:Ïðè óìåðåííîì îòñîñå, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò1=t = O(B), ñîîòíîøåíèÿ (102) â ñèëó àñèìïòîòè�÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé (84), (85) ñîâïàäàþò ñ (100).Ïðè ñèëüíîì îòñîñå, êîãäà t = O(1), ðàâåíñòâî (102)íà îñíîâàíèè (101) ðàâíîñèëüíî (48).

0 0:1 0:2 0:3 0:4 0:5�1:0�0:50
0:51:01:5

� Bp
f=2 +B

� lnWÆ�

�èñ. 7. Äàííûå èçìåðåíèé [18, 19℄ êîý��èöèåí-òà òðåíèÿ íà íåïðîíèöàåìîé ïëàñòèíå è ïëàñòèíåñ îòñîñîì â óíèâåðñàëüíûõ ïåðåìåííûõ è ðàñ÷åò-íàÿ êðèâàÿ. Îáîçíà÷åíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åêòàêèå æå, êàê íà ðèñ. 1Äëÿ ðåæèìà, áëèçêîãî ê ðåæèìó óìåðåííîãî îò�ñîñà, èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé (84), (85)ïîëó÷èì�1(t) = b1t�1=2 + b2t�1 +O �t�3=2� ;�2(t) = �b1 � 1{� t�1=2 +�b2 + 12{2� t�1 ++O �t�3=2� ; t!1: (103)Äëÿ ðåæèìà, áëèçêîãî ê ðåæèìó àñèìïòîòè÷å�ñêîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ, èç (98), (99) áóäåì èìåòü�1(t) = � lnpt�D + ln D{ + 2{pt�� {t!D +O �t2� ;�2(t) = lnpt+ ln(� ln t)�D � ln! ++ 2{pt+O� 1ln t� ; t! 0: (104)
Íà ðèñ. 7 ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé [18, 19℄ äàíû â�îðìå óíèâåðñàëüíîãî çàêîíà òðåíèÿ (102). Òàì æåïîñòðîåíà âåëè÷èíà ��1 êàê �óíêöèÿ t�1=2 = �q,ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êðà�åâîé çàäà÷è. Â ñîîòâåòñòâèè ñ àñèìïòîòèêîé (103)873



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005ðàñ÷åòíàÿ êðèâàÿ èìååò â íà÷àëå êîîðäèíàò ïîëî�æèòåëüíûé íàêëîí �b1 = 1:19, äîñòèãàåò ìàêñèìó�ìà ïðè �q = 0:15 è ïðè �q !1 íà îñíîâàíèè (104)ñòðåìèòñÿ ê �1.Äàííûå èçìåðåíèé [18℄ çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ îòðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé äàæå äëÿ ñëó÷àÿ íåïðîíèöàå�ìîé ïëàñòèíû. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè [19℄ ïðèq = 0 ðàñïîëàãàþòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê íà÷àëóêîîðäèíàò, íî ñ ðîñòîì îòñîñà ñóùåñòâåííî îòêëîíÿ�þòñÿ îò òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé.Èñïîëüçîâàíèå ïåðåìåííîé WÆ� ïîçâîëÿåò âûäå�ëèòü ãëàâíóþ ÷àñòü çàâèñèìîñòè ìåæäó ÷èñëîì �åé�íîëüäñà, ñêîðîñòüþ îòñîñà è êîý��èöèåíòîì òðå�íèÿ, òàê ÷òî ïðè q = O(1) �óíêöèÿ �1 ïðåäñòàâëÿ�åò ñîáîé îòíîñèòåëüíî ìàëóþ ïîïðàâêó ê èçâåñòíî�ìó ãëàâíîìó ÷ëåíó (å¼ ýêñïåðèìåíòàëüíûå çíà÷åíèÿâû÷èñëÿþòñÿ êàê ðàçíîñòü äâóõ áîëüøèõ âåëè÷èí).Ïîýòîìó äëÿ âåëè÷èíû p
f=2 ðàçíèöà ìåæäó äàí�íûìè èçìåðåíèé [19℄ è òåîðåòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè,îïðåäåëåííûìè ñ ïîìîùüþ çàêîíà òðåíèÿ (102), íåïðåâûøàåò 7%. �àñõîæäåíèå òåîðèè è ýêñïåðèìåí�òà ìîæíî îáúÿñíèòü îòìå÷åííîé âûøå íåòî÷íîñòüþèçìåðåíèé ñêîðîñòè âáëèçè ñòåíêè, êîòîðûå â ðà�áîòå [19℄ òàêæå âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ òðóáêè Ïè�òî �Ïðàíäòëÿ.Ïåðåíåñåì �óíêöèè �11 , �12 â ëåâóþ ÷àñòü ðà�âåíñòâ (102). Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèå (48) äëÿ ïàðà�ìåòðà t, ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ ïîëó÷èìäðóãóþ �îðìó óíèâåðñàëüíîãî çàêîíà òðåíèÿ:lnZ�f Æ�x g = �f 12g(t) +O(p
f ); (105)Z�f Æ�x g � (�B)�1r
f2 exp 2{p
f=2B !Rf Æ�x g:Íà îñíîâàíèè ðàâåíñòâà (101) ïðè t = O(1) ïå�ðåìåííûå Zx, ZÆ� è Z�x, Z�Æ� ñîâïàäàþò ñ òî÷íî�ñòüþ O(p�B). Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ïðàâèëà ïî�äîáèÿ (48), ñïðàâåäëèâîãî òîëüêî â îáëàñòè ñèëü�íîãî îòñîñà, óíèâåðñàëüíûé çàêîí (105) îïèñûâàåòýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå âî âñåì äèàïàçîíå ñêî�ðîñòåé îòñîñà. Ýòî ïîêàçûâàåò ðèñ. 8à, ãäå â ïåðå�ìåííûõ (105) ïðåäñòàâëåíû òå æå äàííûå, ÷òî íàðèñ. 1à. Òåïåðü ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè ñëåäóþòîäíîé êðèâîé âî âñåì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ è äî�ñòàòî÷íî áëèçêè ê ïîñòðîåííîé ðàñ÷åòíîé çàâèñèìî�ñòè. Â ïåðåìåííûõ (105) ðàçëè÷èÿ ìåæäó ýêñïåðè�ìåíòàëüíûìè äàííûìè [18, 19℄ è òåîðåòè÷åñêîé êðè�âîé ìåíåå çàìåòíû, ÷åì â ïåðåìåííûõ (102), îäíà�êî íàèáîëüøåå ðàñõîæäåíèå òàêæå íàáëþäàåòñÿ ïðèñèëüíîì îòñîñå.Íà ðèñ. 8á ðàñïðåäåëåíèå òîëùèíû âûòåñíå�íèÿ ïðåäñòàâëåíî â ìîäè�èöèðîâàííûõ ïåðåìåí�

íûõ (105), ÷òî òàêæå ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ðàçáðîñýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê ïî ñðàâíåíèþ ñ ðèñ. 1áè ïîëó÷èòü óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîãëàñîâàíèå ñ ðàñ�÷åòíûìè äàííûìè âî âñåì äèàïàçîíå ïàðàìåòðîâ.Ñ�îðìóëèðîâàííûé âûøå óíèâåðñàëüíûé çàêîíòðåíèÿ ìîæíî âûâåñòè äðóãèì ñïîñîáîì. Ñëîæèìïî÷ëåííî ðàâåíñòâà (14) è (49), ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîìàñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ (17), (33) è ñâÿçüìåæäó ïåðåìåííûìè,y+ =r
f2 R��; (106)è ïåðåéäåì ê äâîéíîìó ïðåäåëó y+ ! 1, � ! 0. Âðåçóëüòàòå áóäåì èìåòülnR� = 2{B �r
f2 +B �r
f2 ��� lnr
f2 +A(q)� C0 � lnF1 +O �p
f � : (107)Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûðàæåíèå äëÿ òîëùèíû âû�òåñíåíèÿ (45), à òàêæå ðàâåíñòâà (41) è (46), ïîëó�÷èì, ÷òî âûðàæåíèå (107) äàåò òîò æå ðåçóëüòàò, ÷òîè ñîîòâåòñòâóþùåå âûðàæåíèå (105).9.2. Ïðî�èëè ñêîðîñòè è ðåéíîëüäñîâûõíàïðÿæåíèéÇàêîí ïîäîáèÿ (49) îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå ñêî�ðîñòè âî âñåì ïîãðàíè÷íîì ñëîå, êðîìå âÿçêîãî ïîä�ñëîÿ âáëèçè ñòåíêè, à çàêîí ïîäîáèÿ (14) ñïðàâåä�ëèâ â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè è òîé ÷àñòè âíåøíåé îá�ëàñòè, ãäå �óíêöèÿ E èìååò ëîãàðè�ìè÷åñêèé ïðî��èëü. Ñîñòàâíîå ðàçëîæåíèå, îáúåäèíÿþùåå ïðåä�ñòàâëåíèÿ (49) è (14), ìîæíî çàïèñàòü â äâóõ �îð�ìàõ:E = u0+(y+) + w(q; �) +O �p
f � ;Ee �E = 
(q; �)� w+(y+) +O �p
f � ;0 � � <1: (108)Ôóíêöèè u0+(y+) è 
(q; �) çàäàþò ðàñïðåäåëåíèÿ ñêî�ðîñòè â ïðèñòåíî÷íîé è âíåøíåé îáëàñòÿõ, à w+(y+)è w(q; �) � îòêëîíåíèå ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé îò ëîãà�ðè�ìè÷åñêîãî çàêîíà, ñîîòâåòñòâåííî, â âÿçêîì ïîä�ñëîå è âáëèçè âíåøíåé ãðàíèöû ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ .Ïðè y+ = O(1), R� ! 1 ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (108)ñîâïàäàåò ñ (14) â ñèëó ñâÿçè ìåæäó ïåðåìåííûìè �è y+ (106) è àñèìïòîòèêè �óíêöèè w(q; �) (33). Ïðè874
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36�p
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�èñ. 8. �àñïðåäåëåíèå êîý��èöèåíòà òðåíèÿ íà ïëàñòèíå (à) è òîëùèíû âûòåñíåíèÿ (á ) â óíèâåðñàëüíûõ ïåðåìåí-íûõ ïî ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòà (ñïëîøíûå êðèâûå) è ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì [18, 19℄. Îáîçíà÷åíèÿ ýêñïåðèìåí-òàëüíûõ òî÷åê òàêèå æå, êàê íà ðèñ. 11=� = O(1), R� ! 1, ó÷èòûâàÿ àñèìïòîòèêó (17),áóäåì èìåòüE = 1{ �ln � + lnR� + lnr
f2 + C0�++ w(q; �) +O �p
f � :Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âûðàæåíèÿ (49), (107), ïîëó�÷èì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ (33). Àíà�ëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíàÿ ïðè�ãîäíîñòü âòîðîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (108).Êàê ñëåäóåò èç (107), ìàñøòàáíûé êîý��èöèåíòR�p
f=2, êîòîðûé ñîãëàñíî (106) ñâÿçûâàåò ïîïå�ðå÷íûå êîîðäèíàòû âî âíåøíåé è ïðèñòåíî÷íîé îá�ëàñòÿõ, ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé äâóõ àðãóìåíòîâ, v+ è q.Ïîýòîìó íà îñíîâàíèè (108) ïîëíûé ïðî�èëü ñêîðî�ñòè òàêæå çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ, v+è q.Ïîñòðîèì òåïåðü ñîñòàâíûå ðàçëîæåíèÿ, îïèñû�âàþùèå ïîëíûå ïðî�èëè êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïîïåðå÷íîé ïóëüñàöèè ñêîðî�ñòè. Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòèêó (33), ïðåäñòàâèì ïðà�âûå ÷àñòè âûðàæåíèé (53), (54) â âèäåQ(q; �)pS(1; 0; �) = P (q; �) + �(q; �);Q(q; �)pS2(1; 0; �) = P (q; �)�2 +�2(q; �);P (q; �) = q2{(1� q) [ln � +A(q) � lnF1℄ + 11� q ;�(q; �) = O (��) ; �2(q; �) = O (��) ; � ! 0:Îáúåäèíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ ïîäîáèÿ (15), (53) è (16),

(54), ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèÿ êàñàòåëüíîãî íàïðÿæå�íèÿ:p��u=�y� hu0v0iUe �p
f=2 +B �B� = Q(q; �)pS(1; 0; �) ++ qw+(y+)2(1� q) + O �p
f � ;2v+  sdu+dy+ � hu0v0i+ � 1! == u0+(y+) + 2(1� q)�(q; �)q + O �p
f � ;è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïîïåðå÷íîé ïóëüñàöèè ñêî-ðîñòè: phv02iUe �p
f=2 +B �B� == Q(q; �)pS2(1; 0; �) + qw+(y+)2�2(1� q) ++ qv+(1� q) �qhv02i0+(y+)� 1�2�+ O �p
f � ;phv02i+ =qhv02i0+(y+) + v+2�2u0+(y+) ++ v+(1� q)q �2(q; �) +O �p
f � ; 0 � � <1;ðàâíîìåðíî ïðèãîäíûå âî âñåì ïîãðàíè÷íîì ñëîå.875



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 200510. ×ÈÑËÅÍÍÎÅ �ÅØÅÍÈÅÄëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàëèñü äâå�îðìóëèðîâêè êðàåâîé çàäà÷è. Ñíà÷àëà íà îòðåçêå0 � � � a (0:8 � a � 1:5) ðåøàëàñü çàäà÷à (65)� (67),çàòåì äëÿ 0 � � � 1=a � çàäà÷à (88)�(90).Ïåðåïèøåì (65) â âèäå��pS '���� = G1; (109)G1(�; �) = 
 ��2'�� � f 0��+ �h+ 2��pS'��è ðåøèì (109) êàê óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ èç�âåñòíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (66) íàâíåøíåé ãðàíèöå ñëîÿ, ïîëó÷èì èíòåãðî-äè��åðåí-öèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ �óíêöèè '�:'�(�; �) = 1Z� [h(�) � h(�1)℄G1(�; �1) d�1:×òîáû èñêîìàÿ �óíêöèÿ íå èìåëà îñîáåííîñòè íàñòåíêå, ñäåëàåì çàìåíó'� = hy:Â ðåçóëüòàòå äëÿ y(�; �) ïîëó÷èì óðàâíåíèåy(�; �) = 1Z� �1� h(�1)h(�) �G2(�; �1) d�1; (110)G2(�; �) = 
 ��2hy� � f 0��+ �h+ 2��pShy� � 2�y :Èç (67) ñëåäóåò óñëîâèå çàìûêàíèÿ
(�) = �2{F1 + 2{�2 dy(�; 0)d� ��1 : (111)Ñèñòåìà óðàâíåíèé (110), (111) äëÿ äâóõ �óíê�öèé y(�; �) è 
(�) ðåøàëàñü ÷èñëåííî ìåòîäîì èòåðà�öèé. �àçíîñòíàÿ ñåòêà â ïðÿìîóãîëüíèêå 0 � � � a,0 � � � 1 èìåëà ðàâíîìåðíîå ðàçáèåíèå ïî � è �2).Ïðè çàäàííîé �óíêöèè 
(�) (íà ïåðâîì øàãå èòåðà�öèé 
(�) � 
(0)) äëÿ îïðåäåëåíèÿ y(�; �) èç (110)íà êàæäîì ñëîå ïî ïåðåìåííîé � èíòåãðàë çàìåíÿë�ñÿ ñóììîé ïî �îðìóëå �ðåãîðè (ìîäè�èöèðîâàííàÿ�îðìóëà òðàïåöèé, òî÷íàÿ äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåéñòåïåíè), ÷òî ïîçâîëÿëî ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ� ïî ÿâíîé �îðìóëå âû÷èñëèòü èñêîìóþ �óíêöèþ.2) Ïîñêîëüêó, êàê ñêàçàíî âûøå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ �óíêöèèS(1; 0; �) èñïîëüçóåòñÿ �îðìóëà Êîóëñà (43), ïåðåìåííàÿ �èçìåíÿåòñÿ íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå [0; 1℄.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ïî � èñ�ïîëüçîâàëèñü çíà÷åíèÿ �óíêöèè íà òåêóùåì è ïðå�äûäóùåì ñëîÿõ ïî � (ñõåìà, òàêèì îáðàçîì, ïîëíî�ñòüþ íåÿâíàÿ ïî �). Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ y(�; �) ñ ïî�ìîùüþ ÷èñëåííîãî äè��åðåíöèðîâàíèÿ ñî ñãëàæè�âàíèåì èç (111) âû÷èñëÿëèñü íîâûå çíà÷åíèÿ 
(�).�àñ÷åò ïîêàçàë, ÷òî �óíêöèÿ 
(�) íà èíòåðâàëå0 � � � a ïî÷òè ïîñòîÿííà, è èòåðàöèîííûé ïðîöåññìîæíî çàâåðøèòü ïîñëå òðåòüåãî øàãà.Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðåøàëàñü êðàåâàÿ çàäà�÷à (88)�(90). Óðàâíåíèå (88) ïîñëå ïðåäñòàâëåíèÿ ââèäå ��pS  ���� = �H1 � 12pS ;H1(�; �) = 
1 (� �� +  �)h+ 2��pS �� ;ñâîäèòñÿ ê èíòåãðî-äè��åðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ �(�; �) = 1Z� [h(�1)� h(�)℄H1(�; �1) d�1 + f 0(�);êîòîðîå â ðåçóëüòàòå çàìåíû � = hzïðèíèìàåò âèäz(�; �) = 1Z� �h(�1)h(�) �1�H2(�; �1) d�1+f 0(�)h(�) ; (112)H2(�; �) = 
1 (z� + z)1 + 2��pSz� � 2�z=h:Óñëîâèå çàìûêàíèÿ åñòü
1(�) = � �2{z(�; 0) + 2{�dz(�; 0)d� ��1 : (113)Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ z(1=a; �) âû÷èñëÿëèñü ïî�óíêöèè y(a; �) íà îñíîâå ñâÿçè, êîòîðàÿ âû�òåêàåò èç (63), (86); íà ïåðâîì øàãå èòåðàöèé
1(�) � 
(1=a).Êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå, �óíêöèÿ 
1(�) íà èíòåð�âàëå [0; 1=a℄ èçìåíÿåòñÿ ìàëî, è èòåðàöèîííûé ïðî�öåññ ìîæíî çàâåðøèòü ïîñëå òðåòüåãî øàãà.Çàìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà óñòîé÷èâû ïîîòíîøåíèþ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì åäèíñòâåííîé èñ�ïîëüçîâàííîé ýìïèðè÷åñêîé �óíêöèè f 0(�).Âû÷èñëåííîå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå �óíêöèèF1
1(�) ïðè � = 0 ñîâïàäàåò ñ íàèìåíüøèì êîðíåìóðàâíåíèÿ (95). Òàêèì îáðàçîì, �óíêöèÿ �F1d�=dsïî÷òè ïîñòîÿííà âî âñåé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïå�ðåìåííîé � è ìîíîòîííî ðàñòåò îò âåëè÷èíû876
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�èñ. 9. �àñ÷åòíûå ïðî�èëè ñêîðîñòè (à) è òóðáóëåíòíîãî êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ (á ) â ïîãðàíè÷íîì ñëîå:q = 0 (1 ), �0:25 (2 ), �1:5 (3 ), �1 (4 )1=2{ = 1:220, ñîîòâåòñòâóþùåé � =1, äî çíà÷åíèÿ1.423, îòâå÷àþùåãî � = 0.Íà ðèñ. 9 äàíû ðàñ÷åòíûå ïðî�èëè ñêîðîñòè è êà�ñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé ïàðà�ìåòðà ïîäîáèÿ q. Êðèâûå, îòâå÷àþùèå ïðåäåëüíûìçíà÷åíèÿì q = 0;�1, íà ðèñ. 9à ïîñòðîåíû ñîîòâåò�ñòâåííî ïî �îðìóëàì (43) è (38), à íà ðèñ. 9á � ïî�îðìóëàì (55).Ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñ÷åòíûå êðèâûå äàíû òàêæåíà ðèñ. 1, 5, 7, 8.11. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÄëÿ òóðáóëåíòíîãî ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ íà ïëà�ñòèíå ñ îòñîñîì ïîëó÷åíî óñëîâèå çàìûêàíèÿ â âè�äå óíèâåðñàëüíîé ñâÿçè êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ èãðàäèåíòà óñðåäíåííîé ñêîðîñòè, äëÿ îïðåäåëåíèÿêîòîðîé äîñòàòî÷íî çíàòü îäíó ýìïèðè÷åñêóþ �óíê�öèþ � ïîñòðîåííûé â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ ïðî�èëüñêîðîñòè â ïîãðàíè÷íîì ñëîå íà íåïðîíèöàåìîé ïëà�ñòèíå. Äëÿ ðàñ÷åòîâ ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òîëüêîíàëè÷èå ó ýòîãî ïðî�èëÿ ëîãàðè�ìè÷åñêîãî ó÷àñò�êà âáëèçè ñòåíêè.Â ðåçóëüòàòå, ðàñïðåäåëåíèÿ ñêîðîñòè, êàñàòåëü�íîãî íàïðÿæåíèÿ, òðåíèÿ íà ïëàñòèíå âî âñåì äèà�ïàçîíå ïàðàìåòðîâ âû÷èñëåíû íà îñíîâå óñðåäíåí�

íûõ óðàâíåíèé áåç ïðèâëå÷åíèÿ ñïåöèàëüíûõ ãèïî�òåç ïðè �èçè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñàìîãî îáùåãîõàðàêòåðà.�àçâèòàÿ òåîðèÿ ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ñðåäíå�êâàäðàòè÷íóþ ïîïåðå÷íóþ ïóëüñàöèþ ñêîðîñòè âîâñåì ïîëå òå÷åíèÿ è ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå ïðîäîëü�íûå ïóëüñàöèè âî âíåøíåé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãîñëîÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çíàòü òîëüêî ïðî�èëèñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí â ÷àñòíîì ñëó÷àå íåïðî�íèöàåìîé ïëàñòèíû.Â ïðèñòåíî÷íîé îáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ñêî�ðîñòü, êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, ñðåäíåêâàäðàòè÷�íàÿ ïîïåðå÷íàÿ ïóëüñàöèÿ ñêîðîñòè â ïåðåìåííûõïîäîáèÿ èìåþò óíèâåðñàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ. Âíåâÿçêîãî ïîäñëîÿ ýòè âåëè÷èíû â ïåðåìåííûõ ïîäî�áèÿ îïèñûâàþòñÿ ñåìåéñòâîì êðèâûõ, çàâèñÿùèõ îòîäíîãî ïàðàìåòðà q, à èõ ïðî�èëè âî âñåì ïîãðàíè÷�íîì ñëîå åñòü �óíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ v+ è q.Äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà �åéíîëüäñà, ñâÿçàííûõñ ïðîäîëüíûìè ïóëüñàöèÿìè ñêîðîñòè, âî âíåøíåéîáëàñòè ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ òàêæå ñïðàâåäëèâû îä�íîïàðàìåòðè÷åñêèå çàêîíû ïîäîáèÿ.Âáëèçè ñòåíêè ñóùåñòâóåò îáëàñòü, ãäå êîðåíü èçêàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ è ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ ïî�ïåðå÷íàÿ ïóëüñàöèÿ ñêîðîñòè ïðîïîðöèîíàëüíû ëî�ãàðè�ìó ðàññòîÿíèÿ äî ñòåíêè, à ñðåäíåêâàäðàòè÷�íûå ïðîäîëüíûå ïóëüñàöèè � ëîãàðè�ìó â ñòåïå�íè 3=2.877



È. È. Âèãäîðîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 4 (10), 2005�àñïðåäåëåíèå òðåíèÿ íà ñòåíêå âî âñåì äèàïà�çîíå ñêîðîñòåé îòñîñà ïðè ðàçíûõ ÷èñëàõ �åéíîëüä�ñà â ïåðåìåííûõ ïîäîáèÿ îïèñûâàåòñÿ îäíîé êðèâîé.Ïðåäåëüíîé �îðìîé òå÷åíèÿ íà ïëàñòèíå äàëåêîâíèç ïî ïîòîêó ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ïîãðà�íè÷íûé ñëîé � îäíîìåðíîå òå÷åíèå, â êîòîðîì âñåóñðåäíåííûå ïàðàìåòðû çàâèñÿò òîëüêî îò ïîïåðå÷�íîé êîîðäèíàòû. Òàêîé ðåæèì äîñòèãàåòñÿ íå íàêîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò ïåðåäíåé êðîìêè, à ëèøüïðè Rx ! 1. Ïðè ýòîì âåëè÷èíà 
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