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ÄÈÑÊ�ÅÒÍÀß ÊÂÀÍÒÎÂÀß ��ÀÂÈÒÀÖÈßÂ ÔÎ�ÌÀËÈÇÌÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß �ÅÄÆÅÂ. Ì. Õàöèìîâñêèé *Èíñòèòóò ÿäåðíîé �èçèêè èì. �. È. Áóäêåðà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê630090, Íîâîñèáèðñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 17 ìàðòà 2005 ã.Îáñóæäàåòñÿ ïîäõîä ê äèñêðåòíîé êâàíòîâîé ãðàâèòàöèè â �îðìàëèçìå èñ÷èñëåíèÿ �åäæå, ðàçâèòûé âðÿäå íàøèõ ðàáîò. Èñ÷èñëåíèå �åäæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáùóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíîñòè íà ïîäêëàññåðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèé � êóñî÷íî-ïëîñêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ. Èñ÷èñëåíèå �åäæå îïåðèðóåò äèñêðåòíûìíàáîðîì ïåðåìåííûõ � äëèíàìè òðèàíãóëÿöèè � è ñîäåðæèò íåïðåðûâíóþ îáùóþ òåîðèþ îòíîñèòåëüíî-ñòè â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà äëèíû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Â íàøåì ïîäõîäå êâàíòîâûåñðåäíèå ýòèõ äëèí îòëè÷íû îò íóëÿ è ïîðÿäêà ïëàíêîâñêîé äëèíû 10�33 ñì, ÷òî îçíà÷àåò äèñêðåòíóþñòðóêòóðó ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè íà ýòèõ ìàñøòàáàõ.PACS: 04.60.-m 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÈíòåðåñ ê �îðìóëèðîâêå îáùåé òåîðèè îòíîñè�òåëüíîñòè (ÎÒÎ) â äèñêðåòíîì âèäå îáóñëîâëåí íåâ ïîñëåäíþþ î÷åðåäü ñëîæíîñòüþ òåîðèè. Â êëàñ�ñè÷åñêîì àñïåêòå çàïèñü ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõóðàâíåíèé òåîðèè, óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà, â òåðìè�íàõ äèñêðåòíîãî íàáîðà �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí, ò. å.èõ äèñêðåòèçàöèÿ, îáëåã÷àåò ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõìåòîäîâ äëÿ èõ ðåøåíèÿ. Â êâàíòîâîì àñïåêòå äèñ�êðåòèçàöèÿ ìîæåò áûòü ââåäåíà, êàê è â ëþáîéäðóãîé òåîðèè ïîëÿ, äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè èçíà÷àëü�íî ðàñõîäÿùèõñÿ âûðàæåíèé. Îäíàêî â ñëó÷àå ÎÒÎìû èìååì äâå ñëåäóþùèå îòëè÷èòåëüíûå îñîáåííî�ñòè. Âî-ïåðâûõ, ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîé êëàññè�èêà�öèè, ÎÒÎ ÿâëÿåòñÿ íåïåðåíîðìèðóåìîé òåîðèåé, ïî�ýòîìó çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà îò êîíêðåòíîãî âûáî�ðà ðåãóëÿðèçàöèè íå ìîæåò áûòü óñòðàíåíà ïðîöåñ�ñîì ïåðåíîðìèðîâîê. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó�÷àå äèñêðåòèçàöèÿ äîëæíà áûòü íå ïðîñòî ìàòåìà�òè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì òèïà êîíå÷íî-ðàçíîñòíîéàïïðîêñèìàöèè èçíà÷àëüíî íåïðåðûâíîé òåîðèè, àïðåäñòàâëÿòü ñîáîé íåêóþ �èçè÷åñêóþ ðåàëüíîñòü,êîíêðåòèçèðóþùóþ âèä òåîðèè íà ìàëûõ ðàññòîÿ�íèÿõ. Âî-âòîðûõ, ñïåöè�è÷íîé äëÿ ÎÒÎ ÿâëÿåòñÿêîâàðèàíòíîñòü òåîðèè îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ*E-mail: khatsym�inp.nsk.su

ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò, ïëîõî ñîãëàñóþùàÿñÿ ñêâàíòîâîé ìåõàíèêîé, â �îðìóëèðîâêå êîòîðîé âðå�ìÿ èãðàåò âûäåëåííóþ ðîëü. Äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîéòðóäíîñòè ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñ�îðìóëèðîâàòü ÎÒÎâ âèäå, íå èñïîëüçóþùåì êàêîé-ëèáî �óíêöèîíàëü�íîé çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò âîîáùå.Â ðàìêàõ èñ÷èñëåíèÿ, ïðåäëîæåííîãî Òóëèî�åäæå â 1961 ã. [1℄, òî÷íàÿ ÎÒÎ îïåðèðóåò ñ ÷àñò�íûì ñëó÷àåì ðèìàíîâà ïðîñòðàíñòâà-âðåìåíè �òàê íàçûâàåìûìè êóñî÷íî-ïëîñêèìè ìíîãîîáðàçèÿ�ìè, ò. å. ïëîñêèìè âåçäå, çà èñêëþ÷åíèåì ìíîæåñòâàòî÷åê ìåðû íóëü. Ëþáîå òàêîå ïðîñòðàíñòâî ìîæ�íî ïðåäñòàâèòü ñîñòîÿùèì èç ïëîñêèõ ÷åòûðåõìåð�íûõ ñèìïëåêñîâ, ò. å. ÷åòûðåõìåðíûõ òåòðàýäðîâ. Ân-ìåðíîì ñëó÷àå â ðàññìîòðåíèå ââîäÿòñÿ n-ìåðíûåñèìïëåêñû �n. n-ìåðíûé ñèìïëåêñ �n (n-ñèìïëåêñ)ñîñòîèò èç n + 1 âåðøèíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñî�åäèíåíà ðåáðàìè ñ îñòàëüíûìè n âåðøèíàìè. Âñåãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè n-ñèìïëåêñà îäíî�çíà÷íî îïðåäåëåíû äëèíàìè n(n + 1)=2 åãî ðåáåð,êîòîðûå çàäàþòñÿ ñâîáîäíî. �åîìåòðèÿ ïðîñòðàí�ñòâà �åäæå îïðåäåëÿåòñÿ ñâîáîäíûì çàäàíèåì äëèíâñåõ åãî ðåáåð, ò. å. 1-ñèìïëåêñîâ. Ïðè ýòîì äëè�íû ðåáåð äâóõ n-ñèìïëåêñîâ, èìåþùèõ íåêîòîðûé(n � 1)-ñèìïëåêñ â êà÷åñòâå èõ îáùåé ãðàíè, äîëæ�íû ñîâïàäàòü íà ýòîé ãðàíè. Åñëè æå ðàññìîòðåòüñîâîêóïíîñòü âñåõ n-ñèìïëåêñîâ, ñîäåðæàùèõ íåêî�òîðûé (n � 2)-ñèìïëåêñ â êà÷åñòâå (n � 2)-ìåðíîé489



Â. Ì. Õàöèìîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005ãðàíè, òî ïðè ñâîáîäíîì çàäàíèè âñåõ äëèí òà�êóþ êîíñòðóêöèþ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåëüçÿ âëîæèòüâ ïëîñêîå n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîñêîëüêó ñóììàãèïåðäâóõãðàííûõ óãëîâ âñåõ n-ñèìïëåêñîâ, ñõîäÿ�ùèõñÿ â ýòîé (n � 2)-ìåðíîé ãðàíè, ðàâíà 2� � �,ãäå òàê íàçûâàåìûé óãëîâîé äå�åêò � íå îáÿ�çàí ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ïðè ïàðàëëåëüíîì ïåðåíîñåâåêòîðà ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó, ñîäåðæàùåìóñÿ âóêàçàííûõ n-ñèìïëåêñàõ è îõâàòûâàþùåìó äàííûé(n � 2)-ñèìïëåêñ, âåêòîð ïîâåðíåòñÿ íà óãîë �.Ýòî ñîîòâåòñòâóåò Æ-�óíêöèîííîìó ðàñïðåäåëåíèþêðèâèçíû ñ íîñèòåëåì íà (n � 2)-ñèìïëåêñàõ, ïðî�ïîðöèîíàëüíîìó óãëîâûì äå�åêòàì íà ýòèõ ñèì�ïëåêñàõ. Äåéñòâèå äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ïðîñòðàí�ñòâà-âðåìåíè �åäæå ïðîïîðöèîíàëüíîX�2 ��2 j�2j; (1)ãäå j�2j � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà (äâóìåðíîãî ñèì�ïëåêñà) �2, ��2 � óãëîâîé äå�åêò íà ýòîì òðåóãîëü�íèêå, à ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì äâóìåðíûì ñèì�ïëåêñàì �2. Â ðàáîòå [2℄ ïîêàçàíî, ÷òî äåéñòâèå (1)ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç âûðàæåíèÿ12 Z Rpgd4x; (2)êîòîðîìó ïðîïîðöèîíàëüíî äåéñòâèå Ýéíøòåéíà,ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ê ñëó÷àþ Æ-�óíêöèîí-íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êðèâèçíû R. Òàêèì îáðàçîì, èñ�÷èñëåíèå �åäæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÎÒÎ, â êîòî�ðîé âñå ñòåïåíè ñâîáîäû, çà èñêëþ÷åíèåì äèñêðåòíî�ãî èõ ÷èñëà, çàìîðîæåíû, ò. å. òàê íàçûâàåìóþ òåî-ðèþ ìèíèñóïåðïðîñòðàíñòâà äëÿ ÎÒÎ. Òåì ñàìûìóäîâëåòâîðÿåòñÿ ïåðâîå èç óïîìÿíóòûõ âûøå òðåáî�âàíèé ê äèñêðåòíîé ÎÒÎ, à èìåííî, ìíîãîîáðàçèå�åäæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé (õîòü è îò÷àñòèñèíãóëÿðíûé) ñëó÷àé ìíîãîîáðàçèÿ �èìàíà. Êðîìåòîãî, âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå âåðøèí (íóëüìåðíûõñèìïëåêñîâ �0), à çíà÷èò, è ãåîìåòðèÿ, îäíîçíà÷íî�èêñèðîâàíû ñâîáîäíûì çàäàíèåì èíâàðèàíòîâ �äëèí ðåáåð (îäíîìåðíûõ ñèìïëåêñîâ �1), êîòîðûå,òàêèì îáðàçîì, èãðàþò ðîëü ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ.Ïîýòîìó è âòîðîå òðåáîâàíèå � âîçìîæíîñòü áåñêî�îðäèíàòíîãî îïèñàíèÿ � òîæå âûïîëíåíî.Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî èñ÷èñëåíèå �åäæå ñîîòâåò�ñòâóåò ëèøü íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó â êîí�èãó�ðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå ÎÒÎ, ýòî ïîäìíîæåñòâîïëîòíî â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Òî åñòü êàæäîå íåñèí�ãóëÿðíîå ìíîãîîáðàçèå �èìàíà ìîæíî â íåêîòîðîìñìûñëå àïïðîêñèìèðîâàòü ñêîëü óãîäíî òî÷íî ñî�îòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âûáðàííûì ìíîãîîáðàçèåì

�åäæå. Ïîñòðîèòü òàêîå ìíîãîîáðàçèå �åäæå ìîæ�íî, åñëè ðàçáèòü ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå íà äîñòà�òî÷íî ìàëûå îáëàñòè, òîïîëîãè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûåñèìïëåêñàì �4, ðåáðà êîòîðûõ � ýòî ãåîäåçè÷åñêèå.Â êà÷åñòâå èñêîìîãî êóñî÷íî-ïëîñêîãî ìíîãîîáðà�çèÿ ìîæíî âçÿòü ìíîãîîáðàçèå ýòîãî òèïà ñ òîéæå òîïîëîãèåé, ñõåìîé ñîåäèíåíèÿ âåðøèí è äëèíà�ìè ðåáåð, ÷òî è äàííîå ðàçáèåíèå ðèìàíîâà ìíîãî�îáðàçèÿ. Â ðàáîòå [3℄ ïîêàçàíî, ÷òî äåéñòâèå Ýéí�øòåéíà (2) ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðåäåë äåéñòâèÿ �åäæå(1) äëÿ òàêèõ àïïðîêñèìèðóþùèõ ïðîñòðàíñòâ, êî�ãäà õàðàêòåðíàÿ äëèíà ðåáðà (äëèíà òðèàíãóëÿöèè)ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Â ðàáîòå [4℄ äëÿ ñëó÷àÿ n èçìå�ðåíèé äîêàçàíî áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå, çàêëþ÷à�þùååñÿ â òîì, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè ìåëêîñòè ðàç�áèåíèÿ íà n-ñèìïëåêñû ê ñâîèì íåïðåðûâíûì àíà�ëîãàì ñòðåìÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå êðèâèçíû Ëèïøè�öà �Êèëëèíãà, ïðè÷åì ñòðåìÿòñÿ â ñìûñëå ìåð, ò. å.ñõîäÿòñÿ èíòåãðàëû îò îáñóæäàåìûõ âåëè÷èí ïî îá�ëàñòÿì ïðîñòðàíñòâà. ×àñòíûìè ñëó÷àÿìè òàêèõ èí�òåãðàëîâ ÿâëÿþòñÿ îáúåì îáëàñòè, âêëàä îáëàñòèâ äåéñòâèå Ýéíøòåéíà, à òàêæå â òîïîëîãè÷åñêèé÷ëåí �àóññà �Áîííý.Èñ÷èñëåíèå �åäæå îáëàäàåò òî÷íûìè äèñêðåòíû�ìè àíàëîãàìè ìíîãèõ âåëè÷èí, êîòîðûå ìîãóò áûòüîïðåäåëåíû â íåïðåðûâíîé ÎÒÎ. Ïåðâûì ïðèìåðîìñëóæàò óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà, äèñêðåòíûé àíàëîãêîòîðûõ áûë ïîëó÷åí �åäæå ïóòåì âàðüèðîâàíèÿäåéñòâèÿ (1) ïî äëèíàì ðåáåð. Ïðè ýòîì îêàçûâà�åòñÿ, ÷òî âàðèàöèÿ ��2 â (1) íå äàåò âêëàäà, è óðàâ�íåíèå, ïîëó÷åííîå âàðèàöèåé äëèíû êîíêðåòíîãî ðå�áðà �1, èìååò âèäX�2��1 ��2 
tg #(�1; �2) = 0: (3)Çäåñü #(�1; �2) � óãîë â òðåóãîëüíèêå �2, ïðîòèâî�ëåæàùèé ñòîðîíå �1, à ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåìòðåóãîëüíèêàì, èìåþùèì �1 â êà÷åñòâå ðåáðà. Î÷å�âèäíî, äèñêðåòíàÿ áåñêîîðäèíàòíàÿ �îðìóëèðîâêàâ òåðìèíàõ �èçè÷åñêèõ âåëè÷èí (äëèí) èäåàëüíîïîäõîäèò äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, è ïåðâîíà÷àëüíîèñ÷èñëåíèå �åäæå áûëî ïðèìåíåíî êàê ðàç äëÿ ÷èñ�ëåííîãî àíàëèçà êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé Ýéíøòåé�íà [5℄.Îäíàêî íàèáîëüøèé èíòåðåñ èñ÷èñëåíèå �åäæåâûçâàëî èìåííî â ïðèìåíåíèè ê êâàíòîâîé ãðàâèòà�öèè. Â ýòîì àñïåêòå îñíîâíàÿ çàäà÷à ñîñòîÿëà â ïî�ñòðîåíèè ãàìèëüòîíîâà �îðìàëèçìà � àíàëîãà �îð�ìàëèçìà Àðíîâèòòà, Äåçåðà è Ìèçíåðà â íåïðåðûâ�íîé ÎÒÎ [6℄. Â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ ðåçóëüòàòîì, ëà�ãðàíæèàí ÎÒÎ ïðèâîäèòñÿ ê âèäó490



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005 Äèñêðåòíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ â �îðìàëèçìå : : :L =XA pA _qA �X� ����(p; q) (4)ñ êàíîíè÷åñêèìè ïåðåìåííûìè pA, qA è ïåðåìåí�íûìè ��, èãðàþùèìè ïðè âàðèàöèè ðîëü ìíîæè�òåëåé Ëàãðàíæà, çíà÷åíèå è äèíàìèêà êîòîðûõ íåîïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Òàêèì îá�ðàçîì, ÎÒÎ � òåîðèÿ, îïèñûâàþùàÿñÿ ñîâîêóïíî�ñòüþ ñâÿçåé ��(p; q) = 0 è íóëåâûì ãàìèëüòîíè�àíîì. Â ñëó÷àå èñ÷èñëåíèÿ �åäæå, áåñêîîðäèíàò�íîé òåîðèè â ñâîåé îñíîâå, íàäî áûëî ÷àñòè÷íî âåð�íóòüñÿ ê êîîðäèíàòíîìó îïèñàíèþ, íî â îòíîøåíèèëèøü îäíîé êîîðäèíàòû � âðåìåíè t, ïðè÷åì ïå�ðåéòè îò äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëåé (â äàí�íîì ñëó÷àå � äëèí è èõ �óíêöèé) ê ðàñïðåäåëåíèþ,ãëàäêîìó ïî t. Ïåðåõîä ê òàêîìó òàê íàçûâàåìîìó(3+1)-ìåðíîìó èñ÷èñëåíèþ �åäæå (äèñêðåòíîå òðåõ�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïëþñ íåïðåðûâíîå âðåìÿ) è êãàìèëüòîíîâó �îðìàëèçìó áûë ïðåäïðèíÿò â ðÿäåðàáîò [7�18℄. Â îñíîâíîì, òåì èëè èíûì îáðàçîì ïû�òàëèñü îïðåäåëèòü äèñêðåòíûå àíàëîãè ïåðåìåííûõpA, qA è ñâÿçåé ��(p; q), ïðè÷åì îñíîâíîå âíèìàíèåóäåëÿëîñü òîìó, ÷òîáû àëãåáðà ñêîáîê Ïóàññîíà äëÿýòèõ ñâÿçåé áûëà áëèçêà ê òàêîâîé â ñëó÷àå íåïðå�ðûâíîé ÎÒÎ. Åñëè ïðèäåðæèâàòüñÿ ñòðàòåãèè, êîòî�ðàÿ òðåáóåò íà êàæäîì ýòàïå èìåòü äåëî ñ ÷àñòíûìñëó÷àåì ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, (3 + 1)-ìåðíîå èñ�÷èñëåíèå �åäæå ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðåäåë ÷åòûðåõìåð�íîãî èñ÷èñëåíèÿ, êîãäà â íåêîòîðîì íàïðàâëåíèè,âûáðàííîì çà íàïðàâëåíèå âðåìåíè, ðàçìåðû 4-ñèì�ïëåêñîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ýòîò ïðåäåëüíûé ïåðå�õîä èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ [7, 8, 15, 16℄. Ïðè ýòîì, â÷àñòíîñòè, âèäåí èñòî÷íèê òðóäíîñòåé, íå ïîçâîëèâ�øèõ ðåøèòü äî êîíöà ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â öèòè�ðîâàííûõ ðàáîòàõ: îí çàêëþ÷àåòñÿ â ñèíãóëÿðíîìõàðàêòåðå îïèñàíèÿ ñèìïëåêñîâ ñ ïîìîùüþ äëèí ðå�áåð, êîãäà ðàçìåðû âäîëü íåêîòîðîãî íàïðàâëåíèÿñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ìîæíîïðåäñòàâèòü ñåáå òðåóãîëüíèê, îäíà èç ñòîðîí êîòî�ðîãî áåñêîíå÷íî ìàëà: òîãäà áåñêîíå÷íî ìàëûå èçìå�íåíèÿ äëèí äâóõ äðóãèõ ñòîðîí ïðèâîäÿò ê êîíå÷�íûì èçìåíåíèÿì óãëîâ. Â ðåçóëüòàòå íå âñå ñòåïåíèñâîáîäû ñèñòåìû ìîãóò áûòü îïèñàíû â âûáðàííûõïåðåìåííûõ òèïà äëèíû íåñèíãóëÿðíûì îáðàçîì, èïîòîìó íå âñå äèñêðåòíûå àíàëîãè ñâÿçåé ��(p; q)ìîãóò áûòü íàéäåíû.2. ÇÀÄÀ×À ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈß ÊÂÀÍÒÎÂÎÉÌÅ�Û Â ÈÑ×ÈÑËÅÍÈÈ �ÅÄÆÅÑèíãóëÿðíûé õàðàêòåð ïåðåõîäà ê íåïðåðûâíî�ìó âðåìåíè ñâÿçàí, òàêèì îáðàçîì, ñ èñïîëüçîâàíè�åì â êà÷åñòâå �óíäàìåíòàëüíîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ

â èñ÷èñëåíèè �åäæå îäíèõ òîëüêî äëèí. Ïîêà ìûèçó÷àåì êâàíòîâóþ ìåðó íà ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîììíîãîîáðàçèè �åäæå, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå èìååòäëÿ íàñ çíà÷åíèÿ. Îäíàêî èñõîäíûì ïîíÿòèåì, ëå�æàùèì â îñíîâå êâàíòîâîé òåîðèè, êîòîðûì ìû ðàñ�ïîëàãàåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîé ìåðû, ÿâëÿåòñÿêàíîíè÷åñêîå êâàíòîâàíèå; ïîñëåäíåå æå îïðåäåëåíîêàê ðàç â íåïðåðûâíîì âðåìåíè. Ïîýòîìó èñêîìóþêâàíòîâóþ ìåðó ñëåäóåò îïðåäåëèòü èç òðåáîâàíèÿ,÷òîáû â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå âäîëü ëþáîé èç êî�îðäèíàò ýòà ìåðà â íåêîòîðîì ñìûñëå ïåðåõîäèëàáû â êâàíòîâóþ ìåðó (�åéíìàíîâñêèé èíòåãðàë ïîïóòÿì), ñîîòâåòñòâóþùóþ êàíîíè÷åñêîìó êâàíòîâà�íèþ, ïðè÷åì íåïðåðûâíàÿ êîîðäèíàòà èãðàåò ðîëüâðåìåíè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïåðåõîä ê ïðåäåëó íåïðåðûâ�íîãî âðåìåíè ñëóæèò ¾ïðîáíèêîì¿ ïðè îïðåäåëåíèèêâàíòîâîé ìåðû â ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîì èñ÷èñëå�íèè �åäæå.Ñïîñîá îáîéòè ñèíãóëÿðíîñòè â ïðåäåëå íåïðå�ðûâíîãî âðåìåíè ñîñòîèò â ðàñøèðåíèè íàáîðà ïå�ðåìåííûõ òåîðèè ïóòåì äîáàâëåíèÿ íîâûõ ïåðåìåí�íûõ, èìåþùèõ ñìûñë óãëîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ êàêíåçàâèñèìûå. Òàêèìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ ìàò�ðèöû êîíå÷íûõ âðàùåíèé � äèñêðåòíûå àíàëîãèñâÿçíîñòè â íåïðåðûâíîé ÎÒÎ.3. Ï�ÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß�ÅÄÆÅ Â ÒÅ�ÌÈÍÀÕ ÌÀÒ�ÈÖÊÎÍÅ×ÍÛÕ Â�ÀÙÅÍÈÉ ÊÀÊÏÅ�ÅÌÅÍÍÛÕÑèòóàöèÿ àíàëîãè÷íà çàïèñè äåéñòâèÿ Ýéíøòåé�íà (2) â �îðìå �èëüáåðòà �Ïàëàòèíè:12 Z Rpgd4x(( 18 Z �ab
d�����ea�eb�[�� + !� ; �� + !�℄
dd4x; (5)ãäå òåòðàäà ea� è ñâÿçíîñòü !ab� = �!ba� � íåçàâèñè�ìûå ïåðåìåííûå, ïðè÷åì (5) ñâîäèòñÿ ê (2) â òåðìè�íàõ g�� = ea�ea� ïðè ïîäñòàíîâêå â êà÷åñòâå !ab� ðå�øåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ ýòèõ ïåðåìåííûõ âòåðìèíàõ ea�. Ëàòèíñêèå èíäåêñû a, b, 
; : : : ÿâëÿþò�ñÿ âåêòîðíûìè îòíîñèòåëüíî ëîêàëüíî-åâêëèäîâûõñèñòåì îòñ÷åòà, ââîäèìûõ â êàæäîé òî÷êå x. Àíà�ëîã ïðåäñòàâëåíèÿ (5) äëÿ èñ÷èñëåíèÿ �åäæå ïî�ëó÷àåòñÿ, åñëè ëîêàëüíî-åâêëèäîâó ñèñòåìó îòñ÷åòàââåñòè â êàæäîì 4-ñèìïëåêñå. Òîãäà àíàëîãàìè ñâÿç�íîñòåé ÿâëÿþòñÿ îïðåäåëåííûå íà 3-ñèìïëåêñàõ �3ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ 
�3 ìåæäó ñèñòåìàìè îò�ñ÷åòà â äâóõ 4-ñèìïëåêñàõ �4, èìåþùèõ äàííûé �3491



Â. Ì. Õàöèìîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005â êà÷åñòâå ñâîåé òðåõìåðíîé ãðàíè. Ýòè ìàòðèöûÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûìè SO(4)-âðàùåíèÿìè â åâêëèäî�âîì ñëó÷àå (èëè SO(3; 1)-âðàùåíèÿìè â ëîðåíöåâîìñëó÷àå), â îòëè÷èå îò íåïðåðûâíûõ ñâÿçíîñòåé !ab� ,ýëåìåíòîâ àëãåáðû Ëè so(4) (so(3; 1)) ýòîé ãðóïïû.Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî óêàçàíèå íàïðàâëåíèÿ, â êî�òîðîì äåéñòâóåò ñâÿçíîñòü 
�3 (è, ñîîòâåòñòâåííî,
�1�3 = �
�3 � â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè),ò. å. ñâÿçíîñòè 
 îïðåäåëåíû íà îðèåíòèðîâàííûõ3-ñèìïëåêñàõ �3.Íà êàæäîì 2-ñèìïëåêñå �2 îïðåäåëåíû ìàòðè�öû êðèâèçíû R�2 , ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðîèçâå�äåíèÿ ñâÿçíîñòåé 
�1�3 íà 3-ñèìïëåêñàõ �3, ñîäåðæà�ùèõ �2, äåéñòâóþùèõ â îïðåäåëåííîì íàïðàâëåíèèâäîëü çàìêíóòîãî êîíòóðà, îõâàòûâàþùåãî îäèí ðàç�2 è ñîäåðæàùåãîñÿ â ýòèõ 3-ñèìïëåêñàõ. ÌàòðèöàR�2 äîëæíà ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé âðàùåíèå âîêðóã �2íà óãîë ��2 . Íàðÿäó ñ íàïðàâëåíèåì âäîëü êîíòóðàïðè îïðåäåëåíèè êðèâèçíû R�2 íåîáõîäèìî çàäàòü4-ñèìïëåêñ �4 � �2, â êîòîðîì íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷è�âàåòñÿ êîíòóð, ò. å. ñèìïëåêñ, â ëîêàëüíî-åâêëèäîâîéñèñòåìå êîòîðîãî îïðåäåëåíà ìàòðèöàR�2 = Y�3��2 
�1�3 : (6)Äèñêðåòíûå àíàëîãè ñâÿçíîñòè è êðèâèçíû îáñóæ-äàëèñü Áàíäåðîì [19�21℄ êàê �óíêöèè äëèí. Íàøïîäõîä îñíîâàí íà ðàññìîòðåíèè ñâÿçíîñòåé êàêíåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ è èçó÷åíèè ïðåäñòàâëåíèÿäåéñòâèÿ �åäæå (1), àíàëîãè÷íîãî äåéñòâèþ Ýéí�øòåéíà â �îðìå �èëüáåðòà �Ïàëàòèíè (5). Äëÿ çà�ïèñè ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ îïðåäåëèì äóàëüíûé áè�âåêòîð òðåóãîëüíèêà �2 ïî âåêòîðàì åãî ñòîðîí la1 ,la2 , îïðåäåëåííûì â íåêîòîðîì 4-ñèìïëåêñå, ñîäåðæà�ùåì �2: v�2ab = 12�ab
dl
1ld2 : (7)Òîãäà äèñêðåòíûé àíàëîã âûðàæåíèÿ (5), ïðåäëî�æåííûé â íàøåé ðàáîòå [22℄, çàïèøåòñÿ â âèäåS(v;
) =X�2 jv�2 j ar
sin v�2 ÆR�2(
)jv�2 j ; (8)ãäå äëÿ äâóõ òåíçîðîâ A, B ìû îïðåäåëèëèA ÆB = 12AabBab; jAj = (A ÆA)1=2;â ÷àñòíîñòè, jv�2 j = j�2j � ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà.Âàæíî, ÷òîáû v�2 è R�2 â (8) áûëè îïðåäåëåíû â îä�íîì è òîì æå èç 4-ñèìïëåêñîâ, ñîäåðæàùèõ �2. Êàêìîæíî ïîêàçàòü, åñëè â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ 
�3

ñ äåéñòâèåì (8) ïîäñòàâèòü â êà÷åñòâå ïåðåìåííûõ
�3 ðåàëüíûå âðàùåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ñîñåäíèå ëî�êàëüíî-åâêëèäîâû ñèñòåìû îòñ÷åòà è ñîîòâåòñòâóþ�ùèå ðåàëüíûì äëèíàì �åäæå, òî ïîëó÷èòñÿ óñëîâèåçàìûêàíèÿ ïîâåðõíîñòè 3-ñèìïëåêñà �3 (ðàâåíñòâîíóëþ ñóììû áèâåêòîðîâ åãî 2-ãðàíåé), âûðàæåííîåâ ñèñòåìå îòñ÷åòà îäíîãî èç 4-ñèìïëåêñîâ, ñîäåðæà�ùèõ �3, ò. å. òîæäåñòâî. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (8) � òî÷�íîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ (1).4. ÅÑÒÅÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ ÏÅ�ÅÕÎÄÀ ÊÈÑ×ÈÑËÅÍÈÞ �ÅÄÆÅ ÑÍÅÇÀÂÈÑÈÌÛÌÈ ÒÅÍÇÎ�ÀÌÈÏËÎÙÀÄÅÉÂ ïðåäñòàâëåíèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòðèö âðà�ùåíèé ìîæíî ïåðåéòè ê íåïðåðûâíîìó âðåìåíè èðàçâèòü êàíîíè÷åñêèé �îðìàëèçì â èñ÷èñëåíèè �å�äæå [23℄, â êîòîðîì èìåþòñÿ ñâÿçè âòîðîãî ðîäà(ò. å. íåêîììóòèðóþùèå). Â ðåçóëüòàòå �åéíìàíîâ�ñêèé èíòåãðàë ïî ïóòÿì ñîäåðæèò â êà÷åñòâå �àê�òîðà îïðåäåëèòåëü ñêîáîê Ïóàññîíà ñâÿçåé âòîðîãîðîäà, êîòîðûé ñèíãóëÿðåí â ïëîñêîé ãåîìåòðèè. Äå�ëî â òîì, ÷òî ãåîìåòðèÿ ìíîãîîáðàçèÿ �åäæå èçìå�íÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè ëþáîì èçìåíåíèè ðåáåð,çà èñêëþ÷åíèåì ïëîñêîãî ñëó÷àÿ, äëÿ êîòîðîãî èç�ìåíåíèÿ äëèí ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñèììåò�ðèè. Èíûìè ñëîâàìè, â ïëîñêîì ñëó÷àå ìåíÿåòñÿ ðàç�äåëåíèå ñâÿçåé íà ñâÿçè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäîâ.Èñêëþ÷åíèå ñîñòàâëÿåò òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Âñëåä�ñòâèå ëîêàëüíîé òðèâèàëüíîñòè òðåõìåðíîé ãðàâè�òàöèè âñå äèíàìè÷åñêèå ñâÿçè � ñâÿçè ïåðâîãî ðî�äà, è èíòåãðàë ïî ïóòÿì èìååò ïðîñòîé âèä. Â ýòîìñëó÷àå ïîñòàâëåííàÿ â ðàçä. 2 çàäà÷à îòûñêàíèÿ äèñ�êðåòíîé êâàíòîâîé ìåðû ìîæåò áûòü ðåøåíà, ÷òîïðèâîäèò ê ïðîñòîìó âèäó ýòîé ìåðû [24℄.Ïîñòàâëåííûå â ðàçä. 2 óñëîâèÿ íà äèñêðåòíóþìåðó ÿâëÿþòñÿ âåñüìà îãðàíè÷èòåëüíûìè, è ñóùå�ñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå î÷åâèäíî.Ñèíãóëÿðíîñòü èíòåãðàëà ïî ïóòÿì â ÷åòûðåõìåð�íîì ñëó÷àå âáëèçè ïëîñêîé ãåîìåòðèè ñàìà ïî ñåáåíå ïðåïÿòñòâóåò ñóùåñòâîâàíèþ ðåøåíèÿ; êðèòè÷�íûì ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå âûøåóïîìÿíóòîãî äåòåðìè�íàíòíîãî �àêòîðà â èíòåãðàëå ïî ïóòÿì. Ýòîò �àê�òîð çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ � ðåøåòî÷íûõ àðòå�àê�òîâ, ñâÿçàííûõ ñ êîíêðåòíîé êîîðäèíàòîé, ïî êîòî�ðîé áåðåòñÿ íåïðåðûâíûé ïðåäåë, è ïîòîìó íå ìî�æåò áûòü ïîëó÷åí èç êàêîãî-ëèáî óíèâåðñàëüíîãîâûðàæåíèÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà ê ïðåäåëó íåïðå�ðûâíîãî âðåìåíè.Ïîïðîáóåì âèäîèçìåíèòü ÷åòûðåõìåðíîå èñ÷èñ�ëåíèå �åäæå, ÷òîáû îíî íàïîìèíàëî ïî êàíîíè÷å�492



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005 Äèñêðåòíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ â �îðìàëèçìå : : :ñêîé ñòðóêòóðå òðåõìåðíûé ñëó÷àé. Â òðåõìåðíîìèñ÷èñëåíèè �åäæå â ïðåäñòàâëåíèè, àíàëîãè÷íîì(8), âìåñòî òåíçîðîâ ïëîùàäîê v�2 �èãóðèðóþò âåê�òîðû ðåáåð l�1 . Âåêòîðû ðåáåð ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñè�ìûìè ïåðåìåííûìè, ÷òî è îáóñëîâëèâàåò ëîêàëüíóþòðèâèàëüíîñòü òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè. Â ïðîòèâî�ïîëîæíîñòü ýòîìó òåíçîðû ïëîùàäîê íå ÿâëÿþòñÿíåçàâèñèìûìè. Íàïðèìåð, òåíçîðû äâóõ òðåóãîëü�íèêîâ �21 , �22 ñ îáùèì ðåáðîì óäîâëåòâîðÿþò ñîîò�íîøåíèþ �ab
dvab�21v
d�22 = 0: (9)Èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü êâàíòîâóþ ìå�ðó ñíà÷àëà äëÿ ñèñòåìû, â êîòîðîé òåíçîðû ïëîùà�äîê �îðìàëüíî ïîëàãàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ò. å. êèíå�ìàòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ òèïà (9) ó÷åñòü íà âòîðîìýòàïå, ïåðâîíà÷àëüíî ñîñðåäîòî÷èâøèñü íà êâàíòî�âàíèè äèíàìèêè.Â èñ÷èñëåíèè �åäæå ñ íåçàâèñèìûìè òåíçîðàìèïëîùàäåé çàäà÷à îòûñêàíèÿ äèñêðåòíîé êâàíòîâîéìåðû ìîæåò áûòü ðåøåíà, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîñòî�ìó âèäó ýòîé ìåðû [25℄. �àññìîòðèì åâêëèäîâ ñëó�÷àé. Êàê èçâåñòíî, äåéñòâèå Ýéíøòåéíà íå ÿâëÿåò�ñÿ îãðàíè÷åííûì ñíèçó, ïîýòîìó åâêëèäîâ �óíêöè�îíàëüíûé èíòåãðàë ñàì òðåáóåò äîîïðåäåëåíèÿ. Â÷àñòíîñòè, ðåçóëüòàò [25℄ äëÿ âàêóóìíûõ ñðåäíèõ�óíêöèé íàøèõ ïîëåâûõ ïåðåìåííûõ v, 
 ìîæåòáûòü çàïèñàí ñ ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìíè�ìûì ïëîùàäÿì ïóòåì �îðìàëüíîé çàìåíû äëÿ òåí�çîðîâ îïðåäåëåííîãî êëàññà ïëîùàäîê �, ïî êîòî�ðûì âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå,� ! i�;â âèäåh	(f�g; f
g)i == Z 	(�if�g; f
g) exp0B��Xt-like�2 ��2 ÆR�2(
)1CA�� exp0BBB�iXnott-like�2 ��2 ÆR�2(
)1CCCA Ynott-like�2 d6��2Y�3 D
�3 �� Z 	(�if�g; f
g)d�area(�if�g; f
g); (10)ãäå äëÿ äâóõ òåíçîðîâ A, B ìû îïðåäåëèëèA ÆB = 12AabBab:

Óðàâíåíèå ïîäðàçóìåâàåò îïðåäåëåííîå ñòðóêòóðè�ðîâàíèå íàøåé ðåøåòêè �åäæå, ïðåäïîëàãàþùååêîíñòðóèðîâàíèå åå èç ñëîåâ � ñõîäíûõ ïî ñòðóê�òóðå òðåõìåðíûõ ãåîìåòðèé �åäæå. Ñëîè íóìåðó�þòñÿ çíà÷åíèÿìè íåêîòîðîé êîîðäèíàòû t. Àíàëî�ãè÷íûå âåðøèíû â ñîñåäíèõ ñëîÿõ ñîåäèíÿþòñÿt-ïîäîáíûìè ðåáðàìè, à òàêæå èìåþòñÿ äèàãîíàëü�íûå ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó ñ ñîñåäÿìè àíà�ëîãè÷íîé åé âåðøèíû â ñîñåäíåì ñëîå. Òîãäà åñòå�ñòâåííû ïîíÿòèÿ t-ïîäîáíûõ ñèìïëåêñîâ è ñèìïëåê�ñîâ ñëîÿ êàê ñèìïëåêñîâ, ñîîòâåòñòâåííî ñîäåðæà�ùèõ t-ïîäîáíîå ðåáðî ëèáî öåëèêîì ëåæàùèõ â ñëîå,à òàêæå äèàãîíàëüíûõ ñèìïëåêñîâ êàê âñåõ ïðî÷èõ.Òîãäà ��2 � ýòî v�2 , êîãäà �2 t-ïîäîáåí (t-like), à��2 � ýòî v�2 , êîãäà �2 íå t-ïîäîáåí (not t-like), ò. å.ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêñîì ñëîÿ èëè äèàãîíàëüíûì. Â èñ�÷èñëåíèè �åäæå ñ íåçàâèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùà�äåé ��2 ìîãóò ñëóæèòü äèíàìè÷åñêèìè ïåðåìåííû�ìè, òîãäà ��2 äîëæíû áûòü âûáðàíû â êà÷åñòâå ïà�ðàìåòðîâ.Óðàâíåíèå (10) âî ìíîãîì ïîõîäèò íà èíòóèòèâ�íî îæèäàåìîå âûðàæåíèå äëÿ êâàíòîâîé ìåðû. Â÷àñòíîñòè, ñëåäóþùàÿ èç ñèììåòðèéíûõ ñîîáðàæå�íèé èíâàðèàíòíàÿ ìåðà íà ãðóïïå SO(4) (ìåðà Õàà�ðà) D
 âîçíèêàåò ïðè �îðìàëüíîì âûïèñûâàíèè âïðåäåëå íåïðåðûâíîãî âðåìåíè èíòåãðàëà ïî ïóòÿì,ñîîòâåòñòâóþùåãî êàíîíè÷åñêîìó êâàíòîâàíèþ ñ êè�íåòè÷åñêèì ñëàãàåìûì ��2 Æ �
�2 _
�2 â ëàãðàíæèàíå(â ïðåäåëå íåïðåðûâíîãî âðåìåíè äèíàìè÷åñêèå ïå�ðåìåííûå òèïà ñâÿçíîñòè 
 åñòåñòâåííûì îáðàçîìñîîòâåòñòâóþò óæå íå òåòðàýäðàì �3, à òðåóãîëüíè�êàì �2).Ñïåöè�è÷åñêèìè îñîáåííîñòÿìè êâàíòîâîé ìå�ðû ÿâëÿþòñÿ, âî-ïåðâûõ, îòñóòñòâèå îáðàòíûõ òðè�ãîíîìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé ar
sin â âûðàæåíèè, ñòî�ÿùåì â ýêñïîíåíòå, â òî âðåìÿ êàê â äåéñòâèè �åäæå(8) òàêèå ñèìâîëû èìåþòñÿ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïðîìåæó�òî÷íûì èñïîëüçîâàíèåì êàíîíè÷åñêîãî êâàíòîâàíèÿïðè âûâîäå, êîòîðîå â ñëó÷àå ãðàâèòàöèè ïîëíîñòüþîïðåäåëÿåòñÿ ñâÿçÿìè. Ïîñëåäíèå æå ýêâèâàëåíòíûòàêîâûì áåç ar
sin (òàê ñêàçàòü, on-shell).Êðîìå òîãî, ïî ÷àñòè òåíçîðîâ ïëîùàäîê, ïî��2 , èíòåãðèðîâàíèé íåò, è, òåì ñàìûì, ñèììåòðèÿìåæäó ðàçíûìè òðåóãîëüíèêàìè îêàçûâàåòñÿ íåïîë�íîé. Òåì íå ìåíåå ýòî íàðóøåíèå ñèììåòðèè ìî�æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñïîíòàííîå, êîãäà âûäå�ëåííûì îêàçûâàåòñÿ íåêîòîðîå, a'priori ïðîèçâîëü�íîå íàïðàâëåíèå, îáîçíà÷åííîå â �îðìóëå (10) êî�îðäèíàòîé t. Ìàòðèöû êðèâèçíû R(
) íà âñåõ, êðî�ìå t-ïîäîáíûõ, òðåóãîëüíèêàõ ìîãóò áûòü âûáðàíûêàê íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå, òîãäà ýòè ìàòðèöû íàt-ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ ÿâëÿþòñÿ (ïîñðåäñòâîì493



Â. Ì. Õàöèìîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005òîæäåñòâ Áèàíêè) �óíêöèÿìè îñòàëüíûõ. Èíòåãðè�ðîâàíèÿ ïî âñåì òåíçîðàì ïëîùàäîê ïðèâåëè áû êñèíãóëÿðíîñòÿì âèäà [Æ(R � �R)℄2.Ýòà îñîáåííîñòü äèñêðåòíîé êâàíòîâîé ìåðû,íåïîëíàÿ ñèììåòðèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ðàçíûì êîîð�äèíàòíûì íàïðàâëåíèÿì, ñîãëàñóåòñÿ ñ íàëîæåííû�ìè íà íåå âûøå (â ðàçä. 2) óñëîâèÿìè ñëåäóþùèì îá�ðàçîì. Â íåïðåðûâíîì ïðåäåëå âäîëü êàêîé-ëèáî êî�îðäèíàòû x (íåîáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþùåé ñ t) îòñóò�ñòâèå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî òåíçîðàì t-ïîäîáíûõ òðå�óãîëüíèêîâ áóäåò îçíà÷àòü ïðîñòåéøóþ �èêñàöèþêàëèáðîâêè â ïðåäåëüíîé ìåðå � �èêñàöèþ òåíçî�ðîâ íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà òðåóãîëüíèêîâ [25℄.Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ èíâàðèàíòíîé ìåðû Õààðà èïðè ïðåíåáðåæèìî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ��2 ïîëó÷àåì�àêòîðèçàöèþ ïîëó÷åííîé êâàíòîâîé ìåðû íà ¾ýëå�ìåíòàðíûå¿ ìåðû íà îòäåëüíûõ ïëîùàäêàõ (÷òî êàêðàç ñîîòâåòñòâóåò ëîêàëüíîé òðèâèàëüíîñòè òåîðèè)âèäà exp (i� ÆR)d6�DR: (11)Â ñâîþ î÷åðåäü, èñïîëüçóåì ãðóïïîâîå ñâîéñòâîSO(4) = SU(2)� SU(2);äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñùåïèòü ïåðåìåííûå (� è ãåíåðà�òîð R) íà ñàìî- è àíòèñàìîäóàëüíûå ÷àñòè, â ÷àñò�íîñòè, � îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ 3-âåêòîðàìè +�, �� âïðèñîåäèíåííîì ïðåäñòàâëåíèè SO(3). Â ðåçóëüòàòåìåðà (11) ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ìåð, êàæäàÿ èçêîòîðûõ äåéñòâóåò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âåê�òîðîâ ïëîùàäêè:exp(i+� Æ +R) d3 +�D +R�� exp(i�� Æ �R) d3 ��D �R: (12)Â ðåçóëüòàòå äëÿ ñðåäíåãî ëþáîé �óíêöèè ïëîùàä�êè ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèåhf(�)i = Z f(�i�)d6� Z ei� ÆRDR == Z f(�)�2(j+�j)j+�j2 �(j��j)j��j2 d3 +�4� d3 ��4� ; (13)�(l) = l� �Z0 d'sin2' exp�� lsin'� :Â ÷àñòíîñòè, ñðåäíèå ñòåïåíåé êâàäðàòà ïëîùàäèj�j2 = � Æ � = 12(+�)2 + 12(��)2 (14)è äóàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ� � � = 12(+�)2 � 12(��)2 (15)

ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç ñðåäíèõ ñòåïåíåé ��:h(��)2ki = 4�k(2k + 1)!(2k)!k!2 : (16)5. ÂÎÇÂ�ÀÒ Ê ÑÒÀÍÄÀ�ÒÍÎÌÓÈÑ×ÈÑËÅÍÈÞ �ÅÄÆÅÒàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè êîíå÷íûå íåíóëå�âûå ñðåäíèå ïëîùàäåé â èñ÷èñëåíèè �åäæå ñ íåçà�âèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùàäîê. Îäíàêî íàì íóæíûñðåäíèå äëèí â îáû÷íîì èñ÷èñëåíèè �åäæå, êîòî�ðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè íàëîæåíèè óñëîâèé îäíîçíà÷íî�ñòè ýòèõ äëèí, âû÷èñëåííûõ â ðàçíûõ 4-ñèìïëåêñàõ.Ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì íåïðåðûâíîñòèèíäóöèðîâàííîé íà òðåõìåðíûõ ãðàíÿõ ìåòðèêè. Âêîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå èñ÷èñëåíèÿ �åä-æå ñ íåçàâèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùàäåé ýòè óñëî�âèÿ âûäåëÿþò íåêîòîðóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü �Regge .Êâàíòîâóþ ìåðó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåé�íûé �óíêöèîíàë �area(	) íà ïðîñòðàíñòâå �óíêöè�îíàëîâ 	(fvg) íà êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå(äëÿ íàøèõ öåëåé äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ çàâèñè�ìîñòüþ îò ìíîæåñòâà òåíçîðîâ ïëîùàäîê fvg). Ôè�çè÷åñêîå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìû ìî�æåì ðàññìàòðèâàòü îáû÷íîå èñ÷èñëåíèå �åäæå êàêðàçíîâèäíîñòü ñîñòîÿíèÿ ýòîé áîëåå îáùåé ñèñòåìûñ íåçàâèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùàäîê. Ýòîìó ñîñòî�ÿíèþ ìîæíî ñîïîñòàâèòü �óíêöèîíàë âèäà	(fvg) =  (fvg)ÆRegge(fvg); (17)ãäå ÆRegge(fvg) � (ìíîãîìåðíàÿ) Æ-�óíêöèÿ ñ íîñè�òåëåì íà �Regge. Ïðîèçâîäíûå ÆRegge èìåþò òîò æåñàìûé íîñèòåëü, íî îíè íàðóøàþò ïîëîæèòåëüíîñòüâ íàøåé ïîñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè. Åñëè áûòü áî�ëåå òî÷íûì, Æ-�óíêöèÿ � ýòî ðàñïðåäåëåíèå, à íå�óíêöèÿ, íî ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê òàêîâàÿ,áóäó÷è ðåãóëÿðèçîâàíà. Åñëè ìåðà íà òàêèõ �óíê�öèîíàëàõ ñóùåñòâóåò â ïðåäåëå ñíÿòèÿ ðåãóëÿðèçà�öèè, ýòî ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êâàíòîâóþ ìåðó íà�Regge: �Regge(�) = �area(ÆRegge(fvg) �): (18)Åäèíñòâåííîñòü êîíñòðóêöèè ÆRegge ïîëó÷àåòñÿïðè âåñüìà åñòåñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè î ìèíè�ìàëüíîñòè ðåøåòî÷íûõ àðòå�àêòîâ. Ïóñòü ñèñòåìàîïèñûâàåòñÿ ìåòðèêîé g��, ïîñòîÿííîé â êàæäîì èçäâóõ 4-ñèìïëåêñîâ �41 , �42 , ðàçäåëåííûõ òðåõìåðíîéãðàíüþ �3 = �41 \ �42 ;îáðàçîâàííîé òðåìÿ 4-âåêòîðàìè ��a . Ýòè âåêòîðû çà�äàþò è ìåòðèêó, èíäóöèðîâàííóþ íà ãðàíè,gkab = ��a��b g��:494



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 2005 Äèñêðåòíàÿ êâàíòîâàÿ ãðàâèòàöèÿ â �îðìàëèçìå : : :Óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêèâûðàæàåòñÿ Æ-�óíêöèåé îò ðàçíîñòè:��3gkab def= gkab(�41)� gkab(�42): (19)Ñàìà æå ÆRegge îïðåäåëåíà, åñòåñòâåííî, ñ òî÷íî�ñòüþ äî ìíîæèòåëÿ � ïðîèçâîëüíîé îáû÷íîé (íåîáîáùåííîé), íåíóëåâîé �óíêöèåé ïðè íåâûðîæäåí�íûõ êîí�èãóðàöèÿõ �óíêöèè ïîëåé. Â äóõå óïîìÿ�íóòîãî âûøå ïðèíöèïà ¾ìèíèìàëüíîñòè ðåøåòî÷�íûõ àðòå�àêòîâ¿ åñòåñòâåííî âûáðàòü ýòîò ìíîæè�òåëü òàê, ÷òîáû ðåçóëüòèðóþùèé Æ-�óíêöèîííûé�àêòîð çàâèñåë òîëüêî îò ãèïåðïëîñêîñòè, çàäàâàå�ìîé òðåõìåðíîé ãðàíüþ, íî íå îò �îðìû ýòîé ãðàíè,ò. å. áûë èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõíåâûðîæäåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé��a 7! mba��b :Äëÿ ýòîãî Æ-�óíêöèþ íàäî äîìíîæèòü íà êâàäðàòîïðåäåëèòåëÿ gkab, ÷òî äàåò[det(��a ��b g��)℄2Æ6(��a��b��3g��) == V 4�3Æ6(��3S�3): (20)Çäåñü S�3 � íàáîð êâàäðàòîâ äëèí øåñòè ðåáåð òðåõ�ìåðíîé ãðàíè �3, V�3 � îáúåì ýòîé ãðàíè.Äàëåå íàäî âçÿòü ïðîèçâåäåíèå �àêòîðîâ (20) ïîâñåì 3-ãðàíÿì. Ïðè ýòîì äëÿ êàæäîãî ðåáðà âîçíèê�íóò ïðîèçâåäåíèÿ Æ-�óíêöèé îò ñêà÷êîâ åãî äëèíûïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî 4-ñèìïëåêñà ê äðóãîìó ïîçàìêíóòûì êîíòóðàì,Æ(s1 � s2)Æ(s2 � s3) : : : Æ(sN � s1);ñîäåðæàùèå ñèíãóëÿðíîñòü òèïà êâàäðàòà Æ-�óíê-öèè. Èíà÷å ãîâîðÿ, óñëîâèÿ, ïðèðàâíèâàþùèå (19)íóëþ íà ðàçíûõ 3-ãðàíÿõ, íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìû�ìè. Áîëåå äåòàëüíîå ðàññìîòðåíèå ïîçâîëÿåò ñèì�ìåòðè÷íûì (îòíîñèòåëüíî ðàçíûõ ñèìïëåêñîâ) îáðà�çîì ñîêðàòèòü ýòó ñèíãóëÿðíîñòü (òåì ñàìûì âûäå�ëèâ ñðåäè ýòèõ óñëîâèé íåïðèâîäèìûå), ïðè÷åì ðå�çóëüòèðóþùèé Æ-�óíêöèîííûé �àêòîð îñòàåòñÿ èí�âàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíûõ äå�îðìà�öèé ãðàíåé ðàçíîé ðàçìåðíîñòè, íå âûâîäÿùèõ ýòèãðàíè èç îïðåäåëÿåìûõ èìè ïëîñêîñòåé [26℄.Â êà÷åñòâåííîì îòíîøåíèè âàæíî òî, ÷òî íàøÆ-�óíêöèîííûé �àêòîð (â ïðîñòåéøåì âàðèàíòå �(20)) àâòîìàòè÷åñêè îêàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îò�íîñèòåëüíî èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà äëèí. Íàïîìíèì,îäíàêî, ÷òî äèíàìè÷åñêèìè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîäëå�æàùèìè óñðåäíåíèþ ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ òåíçî�ðû ïëîùàäîê ��2 , íî íå ��2 . Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèçïîêàçûâàåò, ÷òî, çà�èêñèðîâàâ ìàñøòàá òåíçîðîâ��2 íà óðîâíå "� 1, ìîæíî ñ÷èòàòü Æ-�óíêöèîííûé

�àêòîð èíâàðèàíòíûì è ïî îòíîøåíèþ ê èçìåíåíè�ÿì ìàñøòàáà îäíèõ ëèøü äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ��2 , à ýòî îçíà÷àåò êà÷åñòâåííûé âûâîä î êîíå÷íûõíåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ âàêóóìíûõ ñðåäíèõ ðåáåð âîáû÷íîì èñ÷èñëåíèè �åäæå, êîëü ñêîðî ñðåäíèå ïëî�ùàäåé êîíå÷íû è îòëè÷íû îò íóëÿ â èñ÷èñëåíèè �å�äæå ñ íåçàâèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùàäåé [27℄.Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðè ïåðåõîäå îò èñ÷èñëåíèÿ �åä-æå ñ íåçàâèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùàäåé ê îáû÷�íîìó èñ÷èñëåíèþ �åäæå íåîáõîäèìî ñíà÷àëà íàëî�æèòü óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå, ÷òî â êàæäîì êîí�êðåòíîì 4-ñèìïëåêñå òåíçîðû åãî äâóìåðíûõ ãðàíåéîïðåäåëÿþò íåêîòîðóþ ìåòðèêó â ýòîì 4-ñèìïëåêñå.Ýòè óñëîâèÿ òèïà (9) ïðîñòî çàïèñàòü åäèíîîáðàç�íî, åñëè â äàííîì 4-ñèìïëåêñå âçÿòü êàêóþ-ëèáî èçåãî âåðøèí çà íà÷àëî êîîðäèíàò, à èñõîäÿùèå èç íååðåáðà ñ÷èòàòü ëèíèÿìè êîîðäèíàò �, �, �, �, : : : =1, 2, 3, 4. Òîãäà (óïîðÿäî÷åííàÿ) ïàðà �� îáîçíà÷àåò(îðèåíòèðîâàííûé) òðåóãîëüíèê, îáðàçîâàííûé ðå�áðàìè �, �. Èñêîìûå óñëîâèÿ èìåþò âèä�ab
dvab��v
d�� � �����: (21)Â 36-ìåðíîì êîí�èãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå øå�ñòè àíòèñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ1) vab�� 20 óðàâíå�íèé (21) îïðåäåëÿþò 16-ìåðíóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü
(�4). Èñêîìûé �àêòîð â êâàíòîâîé ìåðå � ýòî ïðî�èçâåäåíèå Æ-�óíêöèé ñ íîñèòåëåì íà 
(�4) ïî âñåì4-ñèìïëåêñàì �4. Êîâàðèàíòíûé âèä ñâÿçåé (21)ïî îòíîøåíèþ ê ìèðîâîìó èíäåêñó îçíà÷àåò, ÷òîýòè Æ-�óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ñêàëÿðíûìè ïëîòíîñòÿìèîïðåäåëåííîãî âåñà ïî îòíîøåíèþ ê ìèðîâîìó èí�äåêñó, ò. å. ñêàëÿðàìè ñ òî÷íîñòüþ äî ñòåïåíåé îáú�åìà 4-ñèìïëåêñà V�4 . Ïîýòîìó, ââîäÿ �àêòîðû âè�äà V ��4 , ïðè íåêîòîðîì ïàðàìåòðå � ìîæíî ïîëó÷èòüñêàëÿð. Èìåííî, ïðîèçâåäåíèå �àêòîðîâY�4 Z V ��4Æ21(�ab
dvab��j�4v
d��j�4 � V�4�����) dV�4 (22)ïðè � = 20 � ìàñøòàáíî-èíâàðèàíòíàÿ âåëè÷èíà,êàê òîãî òðåáóåò ïðèíöèï ìèíèìàëüíîñòè ðåøåòî÷�íûõ àðòå�àêòîâ (ò. å., èñêîìûé �àêòîð íå äîëæåíçàâèñåòü îò âåëè÷èíû 4-ñèìïëåêñà). Â ðåçóëüòàòå çà�ÿâëåííûé â ïðåäûäóùåì àáçàöå âûâîä î êîíå÷íûõíåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ âàêóóìíûõ ñðåäíèõ ðåáåð âîáû÷íîì èñ÷èñëåíèè �åäæå, êîëü ñêîðî ñðåäíèå ïëî�ùàäåé êîíå÷íû è îòëè÷íû îò íóëÿ â èñ÷èñëåíèè �å�äæå ñ íåçàâèñèìûìè òåíçîðàìè ïëîùàäåé, îñòàåòñÿñïðàâåäëèâûì [27℄.1) Èìåþòñÿ òàêæå ëèíåéíûå ñâÿçè òèïà P�v = 0, îáåñïå�÷èâàþùèå çàìûêàíèå ïîâåðõíîñòåé 3-ãðàíåé íàøåãî 4-ñèìï-ëåêñà. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ýòè ñâÿçè óæå ðàçðåøåíû.495



Â. Ì. Õàöèìîâñêèé ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 3 (9), 20056. ÂÛÂÎÄÛÒàêèì îáðàçîì, íàø ïîäõîä ê êâàíòîâàíèþ èñ�÷èñëåíèÿ �åäæå ¾èç ïåðâûõ ïðèíöèïîâ¿ çàêëþ÷àåòâ ñåáå íèæåñëåäóþùèå øàãè è óñëîâèÿ.1. Ïîñòðîåíèå êâàíòîâîé ìåðû, â íåïðåðûâíîìïðåäåëå ïî ëþáîé èç êîîðäèíàò ïåðåõîäÿùåé â �åéí�ìàíîâñêèé èíòåãðàë ïî ïóòÿì, ñîîòâåòñòâóþùèé êà�íîíè÷åñêîìó êâàíòîâàíèþ, â êîòîðîì ðîëü âðåìåíèèãðàåò ýòà êîîðäèíàòà.2. Èñïîëüçîâàíèå ïðè ýòîì (òî÷íîãî) ïðåäñòàâëå�íèÿ äåéñòâèÿ �åäæå ñ ïîìîùüþ ìàòðèö âðàùåíèéêàê íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.3. �àñøèðåíèå ïðè ýòîì êîí�èãóðàöèîííîãî ïðî�ñòðàíñòâà òåîðèè ïóòåì ðàññìîòðåíèÿ òåíçîðîâ ïëî�ùàäîê êàê íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.4. Ñóæåíèå êâàíòîâîé ìåðû èç ðàñøèðåííîãîêîí�èãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà íà ãèïåðïîâåðõ�íîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ èñ÷èñëåíèþ �åäæå, ñ èñ�ïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ¾ìèíèìàëüíîñòè ðåøåòî÷�íûõ àðòå�àêòîâ¿, ò. å. ìèíèìàëüíîé çàâèñèìîñòè îò�îðìû è ðàçìåðîâ ñèìïëåêñîâ.Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ êâàíòîâûõ ñðåä�íèõ äëèí �åäæå ïîðÿäêà ïëàíêîâñêîãî ìàñøòàáà10�33 ñì. Åñëè áû ýòè äëèíû ïîëó÷èëèñü íóëåâûìè,ýòî ïðîñòî îçíà÷àëî áû, ÷òî êâàíòîâàÿ ìåðà íàñû�ùàåòñÿ áåñêîíå÷íî ìàëûìè äëèíàìè ðåáåð �åäæå,òî åñòü, ãëàäêèìè ðèìàíîâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, èìû �àêòè÷åñêè âåðíóëèñü áû ê íåïðåðûâíîé ÎÒÎ.Çäåñü ïðîÿâëÿåòñÿ çàìå÷àòåëüíûì îáðàçîì âûäåëåí�íîå ñâîéñòâî èñ÷èñëåíèÿ �åäæå � òî, ÷òî ýòî òåîðèÿìèíèñóïåðïðîñòðàíñòâà äëÿ ÎÒÎ, èíûìè ñëîâàìè,òî÷íàÿ ÎÒÎ äëÿ îïðåäåëåííûõ (êóñî÷íî-ïëîñêèõ)ïðîñòðàíñòâ. Ïîýòîìó â êâàíòîâîé òåîðèè èñ÷èñëå�íèå �åäæå íå îçíà÷àåò îòêàç îò íåïðåðûâíîé ÎÒÎ(îíî ñîäåðæèò ýòó òåîðèþ â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîéòî÷êè), à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêîðåå âàðèàíò îïèñà�íèÿ ñèñòåìû ñ ïîìîùüþ àëüòåðíàòèâíîãî íàáîðàïåðåìåííûõ � äëèí òðèàíãóëÿöèè. Íàø ðåçóëü�òàò � íåíóëåâûå ñðåäíèå ýòèõ äëèí � îçíà÷àåòàäåêâàòíîñòü îïèñàíèÿ ÎÒÎ èìåííî ñ ïîìîùüþýòèõ ïåðåìåííûõ, êîãäà ÎÒÎ ñòàíîâèòñÿ äèñêðåò�íîé íà ïëàíêîâñêèõ ìàñøòàáàõ äèíàìè÷åñêè, ò. å. âðåçóëüòàòå êîíêóðåíöèè ðàçëè÷íûõ âêëàäîâ â �óíê�öèîíàëüíûé èíòåãðàë, â òîì ÷èñëå è âêëàäà ãëàäêèõìíîãîîáðàçèé.ß áëàãîäàðåí È. Á. Õðèïëîâè÷ó çà âíèìàíèå êðàáîòå è îáñóæäåíèå.ËÈÒÅ�ÀÒÓ�À1. T. Regge, Nuovo Cimento 19, 568 (1961).
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