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ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÀß ÄÈÍÀÌÈÊÀÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈ ÇÀ�ßÆÅÍÍÎÉ ÑÒ�ÓÍÛ Ñ ÒÎÊÎÌÏ. Î. Êàçèíñêèé *Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò634050, Òîìñê, �îññèÿÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 21 �åâðàëÿ 2005 ã.Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííîé ñòðóíû ñ òîêîì âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîìïîëå ñ ó÷åòîì ïåðâîé ïîïðàâêè îò ñàìîäåéñòâèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåïàðàìåòðèçàöèîííàÿ èíâàðèàíòíîñòüñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ ñòðóíû íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûé âèä òîêà. Íàéäåíû ý��åêòèâíûåóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ àáñîëþòíî ýëàñòè÷íîé çàðÿæåííîé ñòðóíû, èìåþùåé �îðìó êîëüöà (îêðóæíîñòè).Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ âíåøíèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíû ñòàöèîíàðíûå ñî-ñòîÿíèÿ òàêîãî êîëüöà. Íàéäåíû ðåøåíèÿ ý��åêòèâíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ àáñîëþòíî ýëàñòè÷íîãîçàðÿæåííîãî êîëüöà â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ïîëåé, à òàêæå âî âíåøíåì ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì ìàãíèò-íîì ïîëå. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äàíà îöåíêà ÷àñòîòû, íà êîòîðîé ìîæíî íàáëþäàòü èçëó÷åíèå, ñîçäàâàåìîåêîëüöîì. Ïðåäëîæåíà ìîäåëü àáñîëþòíî íåðàñòÿæèìîé çàðÿæåííîé ñòðóíû ñ òîêîì, â ðàìêàõ êîòîðîéïîëó÷åíû ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íàéäåí êëàññ èõ ðåøåíèé.PACS: 03.50.De, 11.27.+d1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÎïèñàíèå ý��åêòèâíîé äèíàìèêè ýëåêòðè÷åñêèçàðÿæåííûõ íèçêîðàçìåðíûõ îáúåêòîâ òàêèõ êàê÷àñòèöû, ñòðóíû è ìåìáðàíû ÿâëÿåòñÿ îäíîé èçòðàäèöèîííûõ çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ýëåêòðîäèíàìè�êè. Èñïîëüçîâàíèå òàêèõ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò çíà÷è�òåëüíî óïðîñòèòü ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðîäè��å�ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà �Ëîðåíöà. Äëÿíåðåëÿòèâèñòñêîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû ý��åêòèâ�íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû åùå Ëîðåí�öåì [1℄. �åëÿòèâèñòñêîå îáîáùåíèå óðàâíåíèé Ëî�ðåíöà áûëî ïîëó÷åíî Äèðàêîì [2℄. Â íàñòîÿùåå âðå�ìÿ èçâåñòíû ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿòî÷å÷íîãî çàðÿäà íà �îíå èñêðèâëåííîãî ïðîñòðàí�ñòâà-âðåìåíè [3℄, ñïèíîâîé ÷àñòèöû [4, 5℄, ìàññèâ�íîé ÷àñòèöû â âûñøèõ èçìåðåíèÿõ [6, 7℄ è áåçìàñ�ñîâîé çàðÿæåííîé ÷àñòèöû â ÷åòûðåõìåðíîì ïðî�ñòðàíñòâå-âðåìåíè [8℄. Îáùàÿ ñõåìà îïèñàíèÿ ñàìî�äåéñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêèõ òîêîâ â ñòðóííûõ ìîäåëÿõáûëà äàíà â [9℄. Â ðàáîòå [10℄ îïèñàíà îáùàÿ òåî�ðèÿ äâèãàþùèõñÿ ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííûõ ðåëÿòè�âèñòñêèõ ìåìáðàí.*E-mail: kpo�phys.tsu.ru

Â äàííîé ðàáîòå ïîëó÷åíî ïðèáëèæåííîå (áåçó÷åòà ý��åêòà ðàäèàöèîííîãî òðåíèÿ) ïóàíêà�ðå-èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå ý��åêòèâíîé äèíàìèêèòîíêîé ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííîé ñòðóíû ñ òîêîì.Âàæíîñòü èçó÷åíèÿ ý��åêòèâíîé äèíàìèêè òàêèõñòðóí íåñîìíåííà, ââèäó ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëî�æåíèé, êàê íà ïðàêòèêå, òàê è â òåîðåòè÷åñêèõìîäåëÿõ ïðîòÿæåííûõ çàðÿæåííûõ è/èëè ïðî�âîäÿùèõ òîê îáúåêòîâ, ïîïåðå÷íûìè ðàçìåðàìèêîòîðûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàê, ïîëó÷åííûå âðàçä. 2 ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèìå�íÿþòñÿ â ðàçä. 3, 4 äëÿ äâóõ êîíêðåòíûõ ìîäåëåéñòðóíû. Â ðàçä. 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ý��åêòèâ�íàÿ äèíàìèêà àáñîëþòíî ýëàñòè÷íîé çàðÿæåííîéñòðóíû1), èìåþùåé �îðìó êîëüöà. Òàêàÿ ìîäåëüîïèñûâàåò äèíàìèêó âûñîêîòî÷íîãî ïó÷êà çàðÿæåí�íûõ ÷àñòèö, äâèãàþùèõñÿ ïî îêðóæíîñòè. Â ðàçä. 41) Àáñîëþòíî ýëàñòè÷íîé ñòðóíîé áóäåì íàçûâàòü òàêóþñòðóíó, êîòîðàÿ íå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãî ñîïðîòèâëåíèÿâîçäåéñòâèþ êàê âíåøíåìó, òàê è âûçâàííîìó ñîáñòâåííûìèïîëÿìè. Òàêîé ñòðóíîé ìîæåò áûòü, íàïðèìåð, ìûñëåííàÿ ëè�íèÿ, âäîëü êîòîðîé òå÷åò òîê. Íå ñëåäóåò ïóòàòü ýòî ïîíÿòèåñ èçâåñòíîé ìîäåëüþ ñòðóíû Íàìáó ��îòî â ïðåäåëå íóëåâî�ãî íàòÿæåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [11℄), ãäå ñòðóíà âñå æå èìååòñîáñòâåííóþ äèíàìèêó.312



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 2 (8), 2005 Ý��åêòèâíàÿ äèíàìèêà ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííîé ñòðóíû : : :èçó÷àåòñÿ ý��åêòèâíàÿ äèíàìèêà àáñîëþòíî íåðàñ�òÿæèìîé çàðÿæåííîé ñòðóíû ñ òîêîì. Â ðàçä. 2ïðèâåäåí âûâîä ý��åêòèâíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿçàðÿæåííîé ñòðóíû ñ òîêîì, à òàêæå îáñóæäàþòñÿíåêîòîðûå èõ ñâîéñòâà è, â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àåðåïàðàìåòðèçàöèîííî-èíâàðèàíòíîãî ñâîáîäíîãîäåéñòâèÿ ñòðóíû íàéäåíû ãåíåðàòîðû êàëèáðîâî÷�íûõ ïðåîáðàçîâàíèé è îãðàíè÷åíèÿ íà âîçìîæíûéâèä òîêà, òåêóùåãî ïî ñòðóíå.Çàðÿæåííóþ ñòðóíó áóäåì îïèñûâàòü â ðàìêàõìîäåëè èäåàëüíî òîíêîé ñòðóíû. Êàê èçâåñòíî, ó÷åòñàìîäåéñòâèÿ äëÿ òàêîé ñòðóíû äàåò ðàñõîäÿùååñÿâûðàæåíèå äëÿ ñèëû ñàìîäåéñòâèÿ, ïîñêîëüêó áåñ�êîíå÷íî áëèçêèå òî÷êè çàðÿæåííîé èäåàëüíî òîíêîéñòðóíû âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì ñ áåñêîíå÷�íîé ñèëîé. Ïðîöåäóðà ðåãóëÿðèçàöèè, �èçè÷åñêèéñìûñë êîòîðîé ñîñòîèò â ¾ðàçìàçûâàíèè¿ ñèíãóëÿð�íîãî èñòî÷íèêà ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ïîçâîëÿåòïðåäñòàâèòü ñèëó ñàìîäåéñòâèÿ â âèäå àñèìïòîòè÷å�ñêîãî ðÿäà ïî ïàðàìåòðó ðåãóëÿðèçàöèè � ðàäèóñóñå÷åíèÿ ñòðóíû, � êîòîðûé ñîäåðæèò îäíî ëîãàðè��ìè÷åñêè ðàñõîäÿùååñÿ ñëàãàåìîå. ×åì ìåíüøå ðàäè�óñ ñå÷åíèÿ ñòðóíû, òåì áîëüøèé âêëàä âíîñèò ýòàðàñõîäèìîñòü â ñèëó ñàìîäåéñòâèÿ. Äëÿ äîñòàòî÷íîòîíêîé ñòðóíû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü îñòàëüíûìè ÷ëå�íàìè àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà è ïîëó÷èòü ý��åêòèâ�íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òîíêîé çàðÿæåííîé ñòðó�íû â âèäå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,à íå èíòåãðîäè��åðåíöèàëüíûõ, êîòîðûå ìû èìåëèáû ïðè ó÷åòå âñåõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà.Àíàëîãè÷íûå óðàâíåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ ïðè îïèñàíèèý��åêòèâíîé äèíàìèêè êîñìè÷åñêèõ ñòðóí (ñì. îá�çîð [12℄).2. ÇÀ�ßÆÅÍÍÀß ÑÒ�ÓÍÀ Ñ ÒÎÊÎÌÂ ýòîì ðàçäåëå íàéäåí âåäóùèé âêëàä îò ñàìî�äåéñòâèÿ ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííîé ñòðóíû ñ òîêîìè ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñòðóíû âî âíåø�íåì ïîëå ñ ó÷åòîì ýòîé ïîïðàâêè. Ïîêàçàíî, ÷òîóñëîâèå ðåïàðàìåòðèçàöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè ñâî�áîäíîãî äåéñòâèÿ ñòðóíû íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿíà âîçìîæíûé âèä òîêà, òåêóùåãî ïî ñòðóíå.Ïóñòü çàäàíà çàìêíóòàÿ ñòðóíà N ñ êîîðäèíàòà�ìè f�; �g, � 2 [0; 2�), âëîæåííàÿ ïðè ïîìîùè ãëàäêî�ãî îòîáðàæåíèÿ x(�; �) â ïðîñòðàíñòâî ÌèíêîâñêîãîR3;1 ñ êîîðäèíàòàìè fx�g, � = 0; 1; 2; 3 è ìåòðèêîé��� = diag(1;�1;�1;�1), è ïóñòü íà N çàäàíà âåê�òîðíàÿ ïëîòíîñòü e(�; �), õàðàêòåðèçóþùàÿ ýëåêòðè�÷åñêèé òîê, òåêóùèé ïî ñòðóíå. Òîãäà ïëîòíîñòü òî�

êà ñ òî÷êè çðåíèÿ îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà èìååòâèä (ñì., íàïðèìåð, [10℄)j�(x) = 
 Z Æ4(x� x(�; �))ei(�; �) �� �ix�(�; �) d� d�; (1)ãäå 
 � ñêîðîñòü ñâåòà, ïðè÷åì ëåãêî âèäåòü, ÷òî çà�êîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà ��j� = 0 íåìåäëåííî âëå÷åò�iei = 0. Çäåñü è äàëåå ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðîáåãà�þò çíà÷åíèÿ 0; 1 è îòâå÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî, � è �.Ââåäåì íåâûðîæäåííîå ñèììåòðè÷íîå ñêàëÿðíîåïðîèçâåäåíèå íà ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå n-�îðì íàR3;1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:hX;Y i = n! ZR3;1 X ^ �Y == ZR3;1 X�1:::�nY �1:::�nd4x; (2)çäåñü � � îïåðàòîð Õîäæà, ïåðåâîäÿùèé n-�îðìû â(4 � n)-�îðìû, à ^ îáîçíà÷àåò âíåøíåå óìíîæåíèå�îðì. Â ýòèõ òåðìèíàõ äåéñòâèå ðàññìàòðèâàåìîéìîäåëè çàïèøåòñÿ êàêS[A; x℄ = � 18�
hA; ÆdAi � 1
2 hj; Ai + S0[x℄; (3)ãäå d � âíåøíèé äè��åðåíöèàë, Æ = �d�, A� �4-ïîòåíöèàë ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, à S0[x℄ � äåé�ñòâèå, îïèñûâàþùåå ñîáñòâåííóþ äèíàìèêó ñòðóíû.Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ äåéñòâèÿ (3) èìåþò âèäÆF = �4�
 j; ÆS0[x℄Æx� = 1
2 �Æj[x℄Æx� ; A� == 1
F��ei�ix� ; (4)ãäå F = dA � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãîïîëÿ.Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ý��åêòèâíûå óðàâ�íåíèÿ äâèæåíèÿ ñòðóíû, íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâ�íåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîí�èãóðàöèèñòðóíû è ïîäñòàâèòü èõ ðåøåíèå â âûðàæåíèå äëÿñèëû Ëîðåíöà. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ïëîõîîïðåäåëåííîå (ðàñõîäÿùååñÿ) âûðàæåíèå äëÿ ñèëûñàìîäåéñòâèÿ ñòðóíû:F rr� [x℄ = �4�
3 �Æj[x℄Æx� ; Gj[x℄� ; (5)ãäå G � îïåðàòîð, ÿäðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ çàïàç�äûâàþùàÿ �óíêöèÿ �ðèíà. Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó âûðà�æåíèþ ïðîöåäóðó ðåãóëÿðèçàöèè [13℄, ïîëó÷èì äëÿ313



Ï. Î. Êàçèíñêèé ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 2 (8), 2005íåãî àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä ïî ïàðàìåòðó ðåãóëÿðèçà�öèè, â êîòîðîì áóäåò îäíà ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ðàñõî�äèìîñòü. Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè èìååò ñìûñë ðà�äèóñà ñå÷åíèÿ ñòðóíû, ïðè ñòðåìëåíèè êîòîðîãî êíóëþ ñèëà ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ ðàñõîäèòñÿ. Åñëè æåñå÷åíèå ñòðóíû èìååò êîíå÷íûé, íî ìàëûé õàðàê�òåðíûé ðàäèóñ, òî ïîëó÷åííàÿ ðàñõîäèìîñòü áóäåòâíîñèòü íàèáîëåå ñóùåñòâåííûé âêëàä â ñèëó ñàìî�äåéñòâèÿ, ïðè÷åì, ÷åì ìåíüøå ðàäèóñ ñå÷åíèÿ, òåìáîëüøèì áóäåò ýòîò âêëàä.Èñïîëüçóÿ ðàçðàáîòàííûé â ðàáîòå [13℄ �îðìà�ëèçì, ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî ïîÿâëÿþùàÿñÿ â âûðàæå�íèè äëÿ ñèëû ñàìîäåéñòâèÿ ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ ðàñõî�äèìîñòü ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà âàðüèðîâàíèåì äåé�ñòâèÿ ñ ëàãðàíæèàíîì2)Lsing = �1
 ei�ix�ej�jx�pjhj �� 2 ln �" ����"!0 = �1
 e2pjhj 2 ln �" �����"!0 ; (6)ãäå e2 = eiejhij , hij = �ix��jx� � èíäóöèðîâàííàÿìåòðèêà íà ñòðóíå, h = dethij , ïàðàìåòð � õàðàê�òåðèçóåò îáðåçàíèå èíòåãðàëà íà âåðõíåì ïðåäåëå,åãî âåëè÷èíà èìååò ïîðÿäîê äëèíû ñòðóíû, à ", ïà�ðàìåòð îáðåçàíèÿ èíòåãðàëà íà íèæíåì ïðåäåëå, �ïîðÿäîê ðàäèóñà ñå÷åíèÿ ñòðóíû.Ââåäåì âåêòîðíîå ïîëå V i = ei=pjhj è 1-�îðìó�i = hijV i. Òîãäà, ïðåíåáðåãàÿ êîíå÷íîé ÷àñòüþ ñè�ëû ðåàêöèè èçëó÷åíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ý��åê�òèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñòðóíû:ÆS0[x℄Æx� = �
 (T ijrijx� +riT ij�jx�)pjhj++ 1
F��ei�ix� ;T ij = V 2hij � 2V iV j ; (7)ãäå � = 2 ln(�=") � áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ, F�� �íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ,ri � ñâÿçíîñòü, ñîãëàñîâàííàÿ ñ ìåòðèêîé hij . Áåñ�ñëåäîâûé òåíçîð T ij ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ òåíçîðàýíåðãèè-èìïóëüñà, îòâå÷àþùåãî ëàãðàíæèàíó (6),ò. å.2) Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü, è íå èñïîëüçóÿ îá�ùóþ êîâàðèàíòíóþ ïðîöåäóðó ðåãóëÿðèçàöèè ðåàêöèè èçëó�÷åíèÿ â òåîðèÿõ ñ ñèíãóëÿðíûìè èñòî÷íèêàìè, ïðåäëîæåí�íóþ â [13℄. Âåäóùàÿ ðàñõîäèìîñòü îäíîçíà÷íî �èêñèðóåòñÿèç ñîîáðàæåíèé ïóàíêàðå-èíâàðèàíòíîñòè è ðåïàðàìåòðèçà�öèîííîé èíâàðèàíòíîñòè, à òàêæå âèäà âûðàæåíèÿ, ñòîÿùåãîïðè Æ-�óíêöèè â �îðìóëå (1). Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ÷àñòî èñïîëü�çóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåäóùèõ ðàñõîäèìîñòåé [14, 9, 15℄.

T sing�� == �
 Z Æ4(x� x(�; �))T ij�ix��jx�pjhjd� d�: (8)Áåññëåäîâîñòü òåíçîðîâ T ij è T sing�� ÿâëÿåòñÿ ñëåä�ñòâèåì êîí�îðìíîé èíâàðèàíòíîñòè ëàãðàíæèà-íà (6).Åñëè ñâîáîäíîå äåéñòâèå ñòðóíû S0[x℄ ðåïàðà�ìåòðèçàöèîííî-èíâàðèàíòíî, òî óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ (7) îáëàäàþò ¾îñòàòî÷íîé¿ ðåïàðàìåòðèçàöèîí-íîé èíâàðèàíòíîñòüþ, ñëåäñòâèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿîðòîãîíàëüíîñòü óðàâíåíèé âåêòîðó V i�ix�. Êðîìåòîãî, ìû èìååìrkT ki = �2iV d�i = ���1�ix�F��V k�kx� : (9)Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ âíåøíåãî ïîëÿïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà,riV i = 0, âëåêóò d� = 0; Æ� = 0; (10)ò. å. � � ãàðìîíè÷åñêàÿ 1-�îðìà. Åñëè çàìêíóòàÿñòðóíà íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé, óðàâíåíèÿ (10)ëåãêî ðåøèòü. Íàêëàäûâàÿ êîí�îðìíóþ êàëèáðîâ�êó _x�x0� = 0; _x� _x� = �x0�x0�; (11)ãäå òî÷êà îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî � , à øòðèõ � ïî�, ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèé (10) â âèäå� = �0 + f(� + �) + g(� � �);I = I0 � f(� + �) + g(� � �): (12)Çäåñü ââåäåíû áîëåå ïðèâû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ � = e0è I = e1, �0; I0 � ïðîèçâîëüíûå êîíñòàíòû, à f è g �ïðîèçâîëüíûå 2�-ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèè. Äðóãèìèñëîâàìè, ïðè îòñóòñòâèè âíåøíåãî ïîëÿ òðåáîâàíèåñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëüñà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òîëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà è òîê ñâÿçàíû ìåæäó ñî�áîé è èìåþò âèä (12).Óðàâíåíèÿ (10) ÿâëÿþòñÿ â ðàìêàõ íàøåãî ïðè�áëèæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé çàïèñüþ óñëîâèÿ ñâåðõ�ïðîâîäèìîñòè ñòðóíû: îäíî èç íèõ âûðàæàåò çàêîíñîõðàíåíèÿ çàðÿäà, à äðóãîå ãîâîðèò î òîì, ÷òî âîòñóòñòâèå âíåøíèõ ïîëåé èçìåíåíèå òîêà ñî âðå�ìåíåì â çàäàííîé òî÷êå ñòðóíû îáóñëîâëåíî òîëü�êî ãðàäèåíòîì ëèíåéíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà. Âûïîë�íåíèå ýòèõ óðàâíåíèé ñëåäóåò èç òðåáîâàíèÿ ðåïà�ðàìåòðèçàöèîííîé èíâàðèàíòíîñòè ñâîáîäíîãî äåé�ñòâèÿ S0[x℄. Âåðíî è îáðàòíîå, ò. å. èç âûïîëíåíèÿóñëîâèé ñâåðõïðîâîäèìîñòè (10) äëÿ ïðîèçâîëüíîéêîí�èãóðàöèè ñòðóíû ñëåäóåò ðåïàðàìåòðèçàöèîí�íàÿ èíâàðèàíòíîñòü åå ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ.314



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 2 (8), 2005 Ý��åêòèâíàÿ äèíàìèêà ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííîé ñòðóíû : : :Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè-èìïóëü-ñà (9), ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñòðóíûâî âíåøíåì ïîëå â âèäåÆS0[x℄Æx� = �
 T ijrijx�pjhj+ 1
 
��F��ei�ix� ; (13)ãäå 
�� = ��� � hij�ix��jx� :Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñâîáîäíîå äåéñòâèå ýëåêòðè÷å�ñêè çàðÿæåííîé ñòðóíû ñ òîêîì ðåïàðàìåòðèçàöè�îííî-èíâàðèàíòíî, òî åå ý��åêòèâíàÿ äèíàìèêà âîâíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå îïèñûâàåòñÿ ñèñòå�ìîé óðàâíåíèé (9), (13).Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñèíãóëÿðíûé âêëàä äîñòà�òî÷íî âåëèê, ò. å. ñòðóíà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî òîíêîé(� � 1) è òåêóùèé ïî íåé òîê ëèáî ëèíåéíàÿ ïëîò�íîñòü çàðÿäà âåëèêè, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ëåâîé ÷àñ-òüþ óðàâíåíèé (7), ïðè ýòîì ñâîáîäíàÿ ý��åêòèâ�íàÿ äèíàìèêà ñòðóíû áóäåò ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿòü�ñÿ âåäóùèì âêëàäîì ñèëû ñàìîäåéñòâèÿ çàðÿæåí�íîé ñòðóíû. Ìû íàçûâàåì òàêóþ ñòðóíó àáñîëþòíîýëàñòè÷íîé, ââèäó òîãî ÷òî åå âíóòðåííÿÿ ñòðóêòóðàíå îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ âîçäåé�ñòâèþ.Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ïëîòíîñòè òîêà ïðèâå�äåò ê òîìó, ÷òî ìîæíî áóäåò ïðåíåáðå÷ü òàêæå èâîçäåéñòâèåì âíåøíåãî ïîëÿ, è òîãäà ý��åêòèâíàÿäèíàìèêà ñòðóíû áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåìT ijrijx� = 0 (14)ïðè óñëîâèè, ÷òî � � ãàðìîíè÷åñêàÿ 1-�îðìà.Äàëåå áóäåì ðåøàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (9), (13)äëÿ ìîäåëè àáñîëþòíî ýëàñòè÷íîé ñòðóíû, èìåþùåé�îðìó êîëüöà, âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå,à òàêæå ðàññìîòðèì ìîäåëü àáñîëþòíî íåðàñòÿæè�ìîé çàðÿæåííîé ñòðóíû ñ òîêîì, äëÿ êîòîðîé ïîëó�÷èì ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è íåêîòîðûåèõ ÷àñòíûå ðåøåíèÿ.3. ÇÀ�ßÆÅÍÍÎÅ ÊÎËÜÖÎÊàê óæå îòìå÷àëîñü âî Ââåäåíèè, ìîäåëü àáñî�ëþòíî ýëàñòè÷íîé çàðÿæåííîé ñòðóíû îïèñûâàåòâûñîêîòî÷íûé ïó÷îê çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ïîýòîìóïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàññìîòðåòü åå ý��åêòèâíóþäèíàìèêó âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå. Âýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ý��åêòèâíóþ äèíàìè�êó àáñîëþòíî ýëàñòè÷íîé çàðÿæåííîé ñòðóíû, èìå�þùåé �îðìó êîëüöà (îêðóæíîñòè). Äàëåå ïîëó÷èìóðàâíåíèÿ äëÿ âíåøíèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé,

ïðè êîòîðûõ âîçìîæíû ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ òà�êîãî êîëüöà. Çàòåì íàéäåì ðåøåíèÿ ñâîáîäíûõ óðàâ�íåíèé äâèæåíèÿ, à òàêæå ðåøèì óðàâíåíèÿ äâèæå�íèÿ ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîãî êîëüöà âî âíåøíåì ïî�ñòîÿííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå. Ïîñëåäíÿÿìîäåëü îïèñûâàåò ïîâåäåíèå âûñîêîòî÷íîãî ïó÷êàçàðÿæåííûõ ÷àñòèö â ñèíõðîòðîíå.�àññìîòðèì óäîáíóþ äëÿ ïîñëåäóþùèõ âû÷èñëå�íèé êàëèáðîâêó. Ââåäåì êîîðäèíàòû f�; �g òàê, ÷òî�áû â íèõ âåêòîðíàÿ ïëîòíîñòü ei âûïðÿìëÿëàñü, ò. å.èìåëà âèä e = (1; 0). Ïîêàæåì, ÷òî òàêèå êîîðäèíà�òû ìîæíî ââåñòè, íå èçìåíÿÿ êîîðäèíàòû � .Ïóñòü â èñõîäíûõ êîîðäèíàòàõ ft; lg âåêòîðíàÿïëîòíîñòü e èìåëà êîìïîíåíòû (�; I), òîãäà â ñèñòå�ìå êîîðäèíàò f�; �g ïîëó÷àåìe0 = _��+ � 0I_��0 � � 0 _� ; e1 = _��+ �0I_��0 � � 0 _� ; (15)çäåñü òî÷êè è øòðèõè îçíà÷àþò, ñîîòâåòñòâåííî,ïðîèçâîäíûå ïî t è l. Ïîëàãàÿ e0 = 1, e1 = 0 è _� = 1,� 0 = 0, �0 6= 0 äëÿ êîîðäèíàòû � èìååì_� = �I; �0 = � (16)ïðè óñëîâèè, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå � 6= 0.Óñëîâèå èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé (16) âûïîëíÿ�åòñÿ â ñèëó ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà. Íàïðèìåð, åñëèdl = p��x��x d� � ýëåìåíò äëèíû ñòðóíû, òî ëè�íåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà çàïèøåòñÿ êàêj�j = (��x��x)�1=2: (17)Äðóãèìè ñëîâàìè, êîîðäèíàòà � îòñ÷èòûâàåò çàðÿäíà ñòðóíå. Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî � 6= 0 âîâñåõ òî÷êàõ ñòðóíû.Äîïîëíèòåëüíî ê óêàçàííîé âûøå êàëèáðîâêå ïî�òðåáóåì, ÷òîáûx0(�; �) = 
� ) � = t: (18)Òîãäà ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ íà ìèðîâîì ëèñòåêîëüöà,x0 = 
t; x(t; �) == r(t)(
os'(t; �); sin'(t; �); 0); (19)è îáðàòíàÿ ê íåé èìåþò âèähij = " 
2 � _r2 � r2 _'2 �r2 _''0�r2 _''0 �r2'02 # ;hij = 26664 1
2 � _r2 � _''0(
2 � _r2)� _''0(
2 � _r2) �
2 � _r2 � r2 _'2r2'02(
2 � _r2) 37775 : (20)
315



Ï. Î. Êàçèíñêèé ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 2 (8), 2005Çäåñü è äàëåå øòðèõè îçíà÷àþò ïðîèçâîäíûå ïî�. Äåòåðìèíàíò èíäóöèðîâàííîé ìåòðèêè ðàâåíh = �r2'02(
2� _r2). Ôóíêöèè _'(t; �) è '0(t; �)� ãëàä�êèå Q-ïåðèîäè÷åñêèå ïî ïåðåìåííîé � �óíêöèè, ãäåQ = 
onst � ïîëíûé çàðÿä êîëüöà. Ëèíåéíàÿ ïëîò�íîñòü çàðÿäà ðàâíà � = 1=r'0, çäåñü ìû ñîãëàñîâàëèçíàêè � è '0. Íóëåâàÿ ãàðìîíèêà '0(t; �) ïî ïåðåìåí�íîé � ðàâíà 2�=Q, â ÷àñòíîñòè, åñëè êîëüöî ðàâíî�ìåðíî çàðÿæåíî, òî '0 = 2�=Q.Óñëîâèå àáñîëþòíîé ýëàñòè÷íîñòè ñòðóíû îçíà�÷àåò, ÷òî ñâîáîäíîå äåéñòâèå ñòðóíû S0[x℄ � 0. Âýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ (13) çàïèøóòñÿ êàêT ijrijx�pjhj = �
��F��ei�ix� ; (21)ãäå ïåðåîïðåäåëåíî âíåøíåå ïîëå F�� ! �F�� . Âîâñåõ äàëüíåéøèõ �îðìóëàõ ýòîãî ðàçäåëà ýëåêòðî�ìàãíèòíûå ïîëÿ áóäóò ñîäåðæàòü ��1. Òàêæå áóäåìïðåäïîëàãàòü, ÷òî âíåøíåå ïîëå îáëàäàåò öèëèíäðè�÷åñêîé ñèììåòðèåé è Ez = Hr = H' = 0, ãäå, êàêîáû÷íî, íèæíèé èíäåêñ îçíà÷àåò ïðîåêöèþ âåêòîðàíà ñîîòâåòñòâóþùèé îðò. Òîãäà óðàâíåíèÿ (9) è (21)ýêâèâàëåíòû ñëåäóþùèì äâóì�'� 2 _'0 _''0 � '00 
2 � _r2 � r2 _'2r2'02 ++ _r _'r 
2� _r2 + r�r
2� _r2 = '02 (
2� _r2)1=2(
E'�Hz _r);(
2 � _r2 + r2 _'2)(
2 � _r2 � r�r)r2'0(
2 � _r2)3=2 == r _'
 (E' _r � 
Hz)� Er
 (
2 � _r2): (22)
Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò óðàâíå�íèå, îïðåäåëÿþùåå çàêîí èçìåíåíèÿ ý��åêòèâíîãîìîìåíòà èìïóëüñà àáñîëþòíî ýëàñòè÷íîãî çàðÿæåí�íîãî êîëüöà:ddt 24 QZ0 d� r _'p
2 � _r235 = �r(
E' �Hz _r): (23)Èññëåäóåì ñòàöèîíàðíûå ïîëîæåíèÿ çàðÿæåííî�ãî êîëüöà âî âíåøíåì ïîëå, ò. å. ïîëîæèì â óðàâíå�íèÿõ (22) r(t) = 
onst. Ïîëó÷àåì�'� 2 _'0 _''0 � '00 
2 � r2 _'2r2'02 = 
2'02 E';
2 + r2 _'2r2
'0 = �r _'Hz � 
Er; (24)ãäå âíåøíèå ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íåêîòî�
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y = −x − 1

a
b�èñ. 1. Çäåñü çàøòðèõîâàíà îáëàñòü, â êîòîðîéâîçìîæíû ñòàöèîíàðíûå ïîëîæåíèÿ ïîëîæèòåëü-íî ('0 > 0) çàðÿæåííîãî êîëüöà. y = r2'0Hz,x = 1 + r2'0Er è ìû âûáðàëè _' � 0. Îáëàñòü a,îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó ïðÿìîé y = �x � 1, îòâå÷à-åò ñèòóàöèè, êîãäà â âûðàæåíèè (26) áåðåòñÿ çíàê¾+¿, à îáëàñòü b, îãðàíè÷åííàÿ îñüþ y è êðèâîéy = �2x1=2, îòâå÷àåò âåòâè ñî çíàêîì ¾�¿. Â îáëà-ñòè ïåðåñå÷åíèÿ à è b âîçìîæíû ñòàöèîíàðíûå ïî-ëîæåíèÿ êîëüöà, èìåþùèå ðàçëè÷íûå óãëîâûå ñêî-ðîñòè ïðè îäèíàêîâûõ âíåøíèõ ïîëÿõ, çàðÿäå è ðà-äèóñå êîëüöàðûìè �óíêöèÿìè îò t. Ôîðìóëà (23) ïåðåïèøåòñÿêàê ddt QZ0 d� _' = �
2E': (25)Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (24) ñëåäóåò, ÷òîr _'
 = �r2'0Hz2 �rr4'02H2z4 � (1 + r2'0Er): (26)Òðåáîâàíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîäêîðåííîãîâûðàæåíèÿ, à òàêæå òîãî, ÷òîáû ñêîðîñòü äâèæåíèÿñòðóíû áûëà ìåíüøå ñêîðîñòè ñâåòà, ïðèâîäÿò êîãðàíè÷åíèÿì íà ïîëÿ Hz è Er, ïðè êîòîðûõ ìîãóòñóùåñòâîâàòü óñòîé÷èâûå ñîñòîÿíèÿ êîëüöà. Ýòèòðåáîâàíèÿ îòðàæåíû ãðà�è÷åñêè íà ðèñ. 1. Íàïðè�ìåð, åñëè ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå îòñóòñòâóåò è êîëüöîðàäèóñà r ðàâíîìåðíî çàðÿæåíî, òî ìàãíèòíîå ïîëåìîæåò óäåðæàòü òàêîå êîëüöî, òîëüêî åñëèjHz(r)j � jQj�r2 ; (27)ãäå Q � ïîëíûé çàðÿä êîëüöà.316



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 2 (8), 2005 Ý��åêòèâíàÿ äèíàìèêà ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííîé ñòðóíû : : :Óðàâíåíèÿ (24) â îáùåì ñëó÷àå äîâîëüíî ñëîæ�íû, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîìåðíî çà�ðÿæåííîãî êîëüöà ('00 = 0) ïðè Er = 0. Òîãäà èìååì�' = 
2'02 E'; '0 = 2�Q ;r _'
 = ��r2HzQ �s�2r4H2zQ2 � 1; (28)ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî ðàâåíñòâî íóëþ'00 = 0 âëå÷åò ðàâåíñòâî _'0 = 0. Ïîäñòàíîâêà âû�ðàæåíèÿ äëÿ _' â óðàâíåíèå äëÿ �' èç �îðìóë (28)äàåò óðàâíåíèÿ äëÿ ïîëåé, ïðè êîòîðûõ âîçìîæíûòàêèå ñòàöèîíàðíûå êîí�èãóðàöèè.Íàïðèìåð, â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå, r2 _'2 �� 
2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðåøåíèå (28):r _'(t)
 = � Q2�r2Hz(t) ; '0(�) = 2�Q ;2�2r3
2E'(t) = Q2 _Hz(t)H2z (t) ; (29)à â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå, r2 _'2 � 
2, óðàâ�íåíèÿ (28) ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâàìr _'(t)
 = � Q�r2Hz(t) ; '0(�) = 2�Q ;_Hz(t) = �
E'(t)r (1 + �r2Q Hz(t)): (30)Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîå êîëüöî íåèçìåíÿåò ñâîåãî ðàäèóñà, òîëüêî åñëè âíåøíèå ïîëÿïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì (28), ëèáî (29) è (30), ñî�îòâåòñòâåííî, â íåðåëÿòèâèñòñêîì è óëüòðàðåëÿòè�âèñòñêîì ñëó÷àÿõ ïðè óñëîâèè, êîíå÷íî, ÷òî Er = 0.Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ äèíàìè÷åñêèõ óðàâ�íåíèé (22). �àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âíåøíèå ïî�ëÿ îòñóòñòâóþò. �åøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ â ñèñòå�ìå (22) äàåò r(t) =p�2 + 
2(t+ �)2;� = r(0)r1� _r2(0)
2 ;� = r(0) _r(0)
2 : (31)Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå ïðèìåò âèä�'� 2 _'0 _''0 � '00'02 �
2�2r4 � _'2�+ 2 _r _'r = 0; (32)îòêóäà ddt QZ0 d� r2 _' = 0: (33)

Åñëè äîïîëíèòåëüíî íàëîæèòü óñëîâèå _'0 = 0, ÷òîñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâà�íèþ, ÷òîáû âñå òî÷êè êîëüöà âðàùàëèñü ñ îäíîé ñêî�ðîñòüþ, òî ïîëó÷èì ðåøåíèår2(t) _'(t) = r2(0) _'(0); '0(�) = 2�Q : (34)Êàê è ñëåäîâàëî îæèäàòü, óðàâíåíèå äëÿ ' âûðàæà�åò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà.Èç ðåøåíèÿ (31) âèäíî, ÷òî êîëüöî ïî ïðî�øåñòâèè îïðåäåëåííîãî âðåìåíè áóäåò ðàñøèðÿòü�ñÿ ñî ñêîðîñòüþ, áëèçêîé ê ñêîðîñòè ñâåòà, ïî�ýòîìó èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü óëüòðàðåëÿòèâèñò�ñêèé ïðåäåë óðàâíåíèÿ (32), ò. å. ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
2 � _r2 � r2 _'2 � 0. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì ñëåäóþùèéçàêîí ñîõðàíåíèÿ:r2(t) _'(t; �)'02(t; �) = r2(0) _'(0; �)'02(0; �) : (35)Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì õàðàêòåðè�ñòèê (ñì., íàïðèìåð, [16℄). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà_'(0; �)'02(0; �) = �2(0; �)r2(0) _'(0; �) = b = 
onst;ò. å. ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü ý��åêòèâíîãî ìîìåíòà èì�ïóëüñà êîëüöà îäèíàêîâà âî âñåõ òî÷êàõ ñòðóíû, ïî�ëó÷àåì_'(t; �) = br2(0)r2(t) '02(0; �0(t; �));� = �0(t; �)� 2br2(0)�
 �� �ar
tg 
(t+ �)� � ar
tg 
�� �'0(0; �0(t; �)): (36)Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå íóæíî ðàññìàòðèâàòü êàêóðàâíåíèå äëÿ �0(t; �) ïðè íåêîòîðîé çàäàííîéQ-ïåðèîäè÷åñêîé �óíêöèè '0(0; �0), íóëåâàÿ ãàðìî�íèêà êîòîðîé ðàâíà 2�=Q.Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ðàññìîòðèì ý��åê�òèâíóþ äèíàìèêó çàðÿæåííîãî êîëüöà, âñå òî÷êè êî�òîðîãî äâèãàþòñÿ ñ îäèíàêîâîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ( _'0 = 0) â ïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëåHz = 
onst. Â ýòîì ñëó÷àå èç (22), (23) èìååì ñèñòå�ìó óðàâíåíèé(
2 � _r2 + r2 _'2)(
2 � _r2 � r�r)r2'0(
2 � _r2)3=2 = �r _'Hz;r _'p
2 � _r2 + �Hz2Q r2 = M; (37)ãäåM � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, îïðåäåëÿåìàÿ íà÷àëü�íûìè äàííûìè. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè,317
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�èñ. 2. Çàâèñèìîñòè ïîòåíöèàëà U(r) (æèðíàÿ ëè-íèÿ), óãëîâîé ñêîðîñòè r _'(r) (òîíêàÿ ëèíèÿ). �ðà-�èêè îòâå÷àþò íà÷àëüíûì äàííûì r(0) � 1:844,�(0) = 0:1, M = 3, sign (Hz=Q) = 1. Ïîòåíöèàëäîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå rext � 1:755ñëåäóåò, ÷òî '0 = 2�=Q. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿr _' èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â ïåðâîå, ïîëó÷èì óðàâíå�íèå òîëüêî äëÿ �óíêöèè r(t), êîòîðîå èìååò âèäp
2 � �2 = kr "1 +�M � �Hz2Q r2�2# ; (38)ãäå �(r(t)) � _r(t) è k � êîíñòàíòà èíòåãðèðîâàíèÿ.Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â áåçðàçìåðíûõ âåëè�÷èíàõ. Ââåäåì r0 = j�Hz=2Qj�1=2 è ïåðåîïðåäåëèìr ! r0r, t! t r0=
. Íàïðèìåð, ñêîðîñòü â ýòèõ âåëè�÷èíàõ èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ ñêîðîñòè ñâåòà. Òîãäàóðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ çàðÿæåííîãî êîëüöà çàïèøóò�ñÿ êàê �22 + 12 �k2 (1 + L2)2r2 � 1� = 0;_' = kL(1 + L2)r2 ; (39)ãäå L = M � sign (Hz=Q)r2.Ïåðâîå óðàâíåíèå â (39) íàïîìèíàåò óðàâíåíèåäâèæåíèÿ ÷àñòèöû åäèíè÷íîé ìàññû â ïîòåíöèàëü�íîì ïîëå U(r) = �k2r�2(1 + L2)2 � 1� =2;ïîëíàÿ ýíåðãèÿ êîòîðîé ðàâíà íóëþ, ñ òîé ëèøü ðàç�íèöåé, ÷òî âèä U(r) çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõr(0), �(0) è _'(0) (ñì. ðèñ. 2). Ïîòåíöèàë èìååò åäèí�ñòâåííûé ýêñòðåìóì â òî÷êår2ext = 13 �sign�HzQ �M +p4M2 + 3� (40)

è íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò ïðè r ! 0 è ïðè r !1, ïî�ýòîìó ñèñòåìà ïðè ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ áóäåòñîâåðøàòü êîëåáàíèÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿrext. Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå rext ðàâ�íî p2=2, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïðåäûäóùèì àíàëèçîìñòàöèîíàðíûõ ïîëîæåíèé çàðÿæåííîãî êîëüöà (27).Ìîæíî îöåíèòü îòíîøåíèå ÷àñòîòû êîëåáàíèé !çàðÿæåííîãî êîëüöà â îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ�íîâåñèÿ rext ê ñðåäíåé óãëîâîé ÷àñòîòå åãî âðàùåíèÿ!0. Â ãàðìîíè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè ïåðâàÿ çàäàåòñÿU 00(rext), à âòîðàÿ � j _'(rext)j, ñëåäîâàòåëüíî, èìååì!!0 � 1r (4r2 �p4r4 � 1)1=2(2r2 �p4r4 � 1)3=2 ; (41)ãäå r = rext. Ýòî îòíîøåíèå ñ óâåëè÷åíèåì rext ðàâ�íîìåðíî âîçðàñòàåò îò äâóõ äî áåñêîíå÷íîñòè, ïðè�÷åì ïðè áîëüøèõ rext îíî ðàñòåò êàê 8p2r3ext. Ê ïðè�ìåðó, óâåëè÷åíèå ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ñèíõðîòðîíà âòðè ðàçà ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ ÷àñòîòû êîëåáàíèéâ äåâÿòü ðàç ïðè îäèíàêîâûõ ñðåäíèõ óãëîâûõ ñêî�ðîñòÿõ âûñîêîòî÷íîãî ïó÷êà ÷àñòèö è ñîõðàíåíèèíåèçìåííûìè ïðî÷èõ õàðàêòåðèñòèê, òàêèõ êàê Hz,Q è �.Òàêèì îáðàçîì, àáñîëþòíî ýëàñòè÷íîå ðàâíîìåð�íî çàðÿæåííîå êîëüöî, íàõîäÿùååñÿ â ïîñòîÿííîìîäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, áóäåò ñîâåðøàòü êîëå�áàíèÿ îêîëî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ rext, _'ext ñîãëàñ�íî óðàâíåíèÿì (39) ñ ÷àñòîòîé !, îòíîøåíèå êîòî�ðîé ê óãëîâîé ÷àñòîòå âðàùåíèÿ êîëüöà çàäàåòñÿ�îðìóëîé (41). Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðèïîäêà÷êå ýíåðãèè, êîìïåíñèðóþùåé ýíåðãåòè÷åñêèåïîòåðè, âûñîêîòî÷íûé ïó÷îê çàðÿæåííûõ ÷àñòèö âñèíõðîòðîíå áóäåò ñîçäàâàòü èçëó÷åíèå òàêæå è íàäàííîé ÷àñòîòå, ïîìèìî õîðîøî èçâåñòíîãî ñèíõðî�òðîííîãî èçëó÷åíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, åñëè áû óäà�ëîñü ðàçäåëèòü ýòè äâà èçëó÷åíèÿ ïî íåêîòîðûì õà�ðàêòåðèñòèêàì è èçìåðèòü îòíîøåíèå !=!0, òî ýòîïîçâîëèëî áû îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ �îðìóëû (41)ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ rext â åäèíèöàõ r0.Ê íåäîñòàòêàì ìîäåëè àáñîëþòíî ýëàñòè÷íîé çà�ðÿæåííîé ñòðóíû, ïðèìåíåííîé ê îïèñàíèþ âûñî�êîòî÷íîãî ïó÷êà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö, ìîæíî îòíå�ñòè òî, ÷òî îíà íå ó÷èòûâàåò ý��åêòà ðàäèàöèîííîéîòäà÷è çà ñ÷åò ñèíõðîòðîííîãî èçëó÷åíèÿ, êîòîðûéñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì ïðè áîëüøèõ óãëîâûõ ñêî�ðîñòÿõ.318



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 2 (8), 2005 Ý��åêòèâíàÿ äèíàìèêà ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííîé ñòðóíû : : :4. ÀÁÑÎËÞÒÍÎ ÍÅ�ÀÑÒßÆÈÌÀßÑÒ�ÓÍÀÂ ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì äèíàìèêó òîí�êîé àáñîëþòíî íåðàñòÿæèìîé çàðÿæåííîé ñòðóíû3)ñ òîêîì ñ ó÷åòîì ïåðâîé ïîïðàâêè îò ñàìîäåéñòâèÿ.Ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òàêîé ñòðóíû, èññëå�äóåì åå ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ â îòñóòñòâèå âíåø�íåãî ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ è íàéäåì êëàññ ðåøå�íèé óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ íåçàðÿæåííîé ñòðóíûñ òîêîì è ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîé ñòðóíû.Ïóñòü çàäàíà çàìêíóòàÿ ñòðóíà N ñ êîîðäèíàòà�ìè f�; �g, � 2 [0; L), âëîæåííàÿ ïðè ïîìîùè ãëàäêî�ãî îòîáðàæåíèÿ x(�) â ïðîñòðàíñòâî ÌèíêîâñêîãîR3;1 . Â ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõàíèêå ïîíÿòèå íåðàñòÿ�æèìîñòè èìååò ñìûñë òîëüêî â íåêîòîðîé âûäåëåí�íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ââåäåì åäèíè÷íûé 4-âåêòîð n�,n2 = 1, õàðàêòåðèçóþùèé òàêóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, òî�ãäà äåéñòâèå, îïèñûâàþùåå ñîáñòâåííóþ äèíàìèêóàáñîëþòíî íåðàñòÿæèìîé ñòðóíû, èìååò âèäS0[x;{; �0; �1℄ == ZN d� d� �{(h00+h)+�0(n� _x��
)+�1n�x0��; (42)ãäå {, �0 è �1 � ëàãðàíæåâû ìíîæèòåëè ïðè ñâÿçÿõ,îáåñïå÷èâàþùèõ íåðàñòÿæèìîñòü ñòðóíû. Î÷åâèä�íî, ÷òî äåéñòâèå (42) íå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíîçàìåíû êîîðäèíàò f�; �g, è, ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîìñëó÷àå íå âîçíèêàåò îãðàíè÷åíèé íà âèä ëèíåéíîéïëîòíîñòè çàðÿäà è òîêà (9).Ý��åêòèâíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (7) äëÿ àáñî�ëþòíî íåðàñòÿæèìîé òîíêîé çàðÿæåííîé ñòðóíû ñòîêîì â âûäåëåííîé ñèñòåìå îòñ÷åòà n� = (1; 0; 0; 0)çàïèøóòñÿ êàê��i(Lij�jx� + �iÆ0�) = 1
F��ei�ix� ;Lij � �
 hklekelhij � 2eiejpjhj + 2{(Æi0Æj0 + hhij);h00 = �h; _x0 = 
; x00 = 0: (43)Ïîñëåäíèå òðè óðàâíåíèÿ (43) âûðàæàþò óñëîâèå¾ðåëÿòèâèñòñêîé íåðàñòÿæèìîñòè¿. Äåéñòâèòåëüíî,óðàâíåíèå h00 = �h èìååò âèäx02 = 1� ( _x � x0)2
2 � _x2 ; (44)3) Âîçìîæíî, áîëåå ïðèâû÷íîå íàçâàíèå ìîäåëè àáñîëþòíîíåðàñòÿæèìîé ñòðóíû, èçâåñòíîå èç ìåõàíèêè, � èäåàëüíàÿíåâåñîìàÿ íèòü. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè àáñîëþòíî ãèá�êîé íèòè ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â ìîíîãðà�èè [17℄.

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòà � ÿâëÿ�åòñÿ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì íà ñòðóíå ñ ïîïðàâ�êîé íà ðåëÿòèâèñòñêîå ñæàòèå. Òàê êàê � ïðîáåãàåòçíà÷åíèÿ îò 0 äî L, âûïîëíåíèå (44) âî âñåõ òî÷êàõñòðóíû àâòîìàòè÷åñêè äàåò íåðàñòÿæèìóþ ñòðóíóäëèíîé L.Ââèäó òîãî ÷òî ìû ðàññìàòðèâàåì çàìêíóòóþñòðóíó, âñå �óíêöèè, âõîäÿùèå â óðàâíåíèå (43),äîëæíû áûòü ïåðèîäè÷åñêèìè ïî ïåðåìåííîé �.Äëÿ îòêðûòîé ñòðóíû ñî ñâîáîäíûìè êîíöàìè óñëî�âèå ïåðèîäè÷íîñòè çàìåíÿåòñÿ òðåáîâàíèåì âûïîë�íåíèÿ íà êîíöàõ ñòðóíû ðàâåíñòâàL1i�ix� + �1Æ0� = 0: (45)Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ý��åêòèâíóþ äèíàìè�êó çàìêíóòîé ñòðóíû â îòñóòñòâèå âíåøíèõ ýëåêòðî�ìàãíèòíûõ ïîëåé. Íåèçâåñòíûå ïîëÿ �i ìîæíî âûðà�çèòü èç äâóõ ïåðâûõ óðàâíåíèé (43), ïîëîæèâ � = 0.Â ðåçóëüòàòå îñòàíåòñÿ ÷åòûðå óðàâíåíèÿ äëÿ ÷åòû�ðåõ íåèçâåñòíûõ �óíêöèé x(t; �) è {(t; �):Lij�ijx+ �iLij�jx = 0; x02 = 1: (46)Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ýòîé ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ïîëó�÷èòü óðàâíåíèå äëÿ {(t; �). Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîëÿ{(t; �) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíî êîìïåíñèðóåò ñèëû,äåéñòâóþùèå íà ðàñòÿæåíèå (ñæàòèå) ñòðóíû.Íàéäåì ñòàöèîíàðíûå êîí�èãóðàöèè ñòðóíû,ñîâìåñòíûå ñ óðàâíåíèÿìè (46), ò. å. ïîëîæèì â óðàâ�íåíèÿõ äâèæåíèÿ _x � 0. Íåñëîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî âýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê ñëåäó�þùåé ñèñòåìå4):2{0 + (�2)0
 + 2� _I
3 = 0;2{ + �2
 + I2
3 = 0; x02 = 1: (47)Ó÷èòûâàÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ çàðÿäà, _�+ I 0 = 0, èìå�åì { = �
2�2 + I22
3 ; _�I + � _I = 0; x02 = 1: (48)Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðîèçâåäåíèå ïëîòíîñòè çàðÿ�äà íà òîê íå çàâèñèò îò âðåìåíè è â íà÷àëüíûé ìî�ìåíò âðåìåíè âñå òî÷êè ñòðóíû ïîêîèëèñü, òî ìîæ�íî óêàçàòü {(t; �) òàêîå, ÷òî ñòðóíà áóäåò ñîõðàíÿòüñâîþ íà÷àëüíóþ êîí�èãóðàöèþ. Âîïðîñ îá óñòîé÷è�âîñòè òàêèõ ðåøåíèé îñòàåòñÿ îòêðûòûì.4) Çäåñü è äàëåå ìû ïåðåîïðåäåëèëè ëàãðàíæåâ ìíîæèòåëü{ ! �{�=
.319
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�èñ. 3. Ìãíîâåííûé �àçîâûé ïîðòðåò äëÿ óðàâíåíèÿ (52), ãäå p = �0=(�2 + �). Çíàêîì Æ îòìå÷åíû îñîáûå òî÷êèâåêòîðíîãî ïîëÿ. Cëó÷àé, êîãäà _x02=
2 > x002 (à), ìîæíî íàçâàòü ñëó÷àåì ìàëîé êðèâèçíû ñòðóíû, _x02=
2 = x002 (á ),_x02=
2 < x002 (â)Äàëåå ðàññìîòðèì íåðåëÿòèâèñòñêóþ äèíàìèêóñòðóíû, îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèÿìè (46), â ñëó÷àåîòñóòñòâèÿ òîêà I = 0 (çàðÿæåííûé äèýëåêòðèê),à òàêæå ïðè � = 0 (íåçàðÿæåííûé ïðîâîäíèê).Íåðåëÿòèâèñòñêèé ïðåäåë ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåìñìûñëå. Ïóñòü l � õàðàêòåðíûé ìàñøòàá èçìåíåíèéïîëÿ x(t; �), íàïðèìåð, äëèíà ñòðóíû, òîãäà �îð�ìàëüíî îïðåäåëèì ïîðÿäîê ìàëîñòè ñëåäóþùèì îá�ðàçîì:� _x
 �� 1; [lk�k+1� x℄ = � l _x0
 � = � l�x
2 � = 1: (49)Ïðè òàêîì âûáîðå ïîðÿäîê ìàëîñòè { îïðåäåëÿåòñÿèç óðàâíåíèé (46).Äëÿ çàðÿæåííîãî äèýëåêòðèêà, I = 0, _� = 0, âíåðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå èç �îðìóëû (46) ïîëó÷à�åì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:�2
2 �x+�x00 + ��0 + �x � x0
2 ��x0 = 0; x02 = 1; (50)ãäå � = 2
{ + �2. Çàìåòèì, ÷òî äàííûå óðàâíå�íèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé �à�ëèëåÿ. Óðàâíåíèÿ (50) ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñè�òåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé, òîëüêî åñëè � 6= ��2.Â ýòîì ñëó÷àå èìååì�2
2 �x+�x00 + �2�0�2 +�x0 = 0; x02 = 1: (51)Óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè ñèñòåìû (51) ïðèâîäèò ê óðàâ�íåíèþ äëÿ �(t; �):� �0�2 +��0 � �x002�2 � _x02
2 = 0: (52)Òàêèì îáðàçîì, çàäàâàÿ �(t; 0) è �0(t; 0), à òàêæåx(0; �) è _x(0; �), ïîä÷èíåííûå óñëîâèÿìx0(0; �) � x0(0; �) = 1; _x0(0; �) � x0(0; �) = 0;

ìîæíî ïîñòðîèòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x(t; �), óäî�âëåòâîðÿþùåå óðàâíåíèÿì (51). Íàïîìíèì, ÷òî âñå�óíêöèè äîëæíû áûòü L-ïåðèîäè÷åñêèìè ïî ïåðå�ìåííîé �. Ýòî óñëîâèå íàêëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íàâîçìîæíûé âûáîð ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ �óíêöèè�(t; �).Äëÿ óðàâíåíèÿ (52) ìîæíî íàðèñîâàòü ¾ìãíî�âåííûé¿ �àçîâûé ïîðòðåò (ñì. ðèñ. 3), èç êîòîðî�ãî, â ÷àñòíîñòè, âèäíî, ÷òî åñëè �(t; 0) 6= ��2, òî�(t; �) 6= ��2, 8� 2 [0; L), ò. å. âåëè÷èíà 1 + �=�2 íåìåíÿåò çíàêà.Äëÿ ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîé ñòðóíû, � = 
onst,óðàâíåíèÿ (51), (52) ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå�x
2 ��1� sign�1 + ��2�e��x00 +�0x0 = 0;�00 +�1� sign�1 + ��2�e��x002 � _x02
2 = 0; (53)ãäå � = ln j1 + �=�2j.Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ íåçàðÿ�æåííîãî ïðîâîäíèêà ñ òîêîì, � = 0, I 0 = 0, ïîëó÷àåìïðè { 6= 0 (ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì âîçíèê�øåãî â ñëó÷àå çàðÿæåííîãî äèýëåêòðèêà òðåáîâàíèÿ� 6= ��2) ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ:�x
2 + (1 + sign ({)e�)x00 +�0x0 = 0;�00 � (1 + sign ({)e�)x002 � _x02
2 = 0; (54)ãäå � = ln j2
3{=I2j. Ìãíîâåííûé �àçîâûé ïîðòðåòäëÿ âòîðîãî óðàâíåíèÿ â �îðìóëå (54) âñåãäà èìååòòàêîé æå âèä (ñ î÷åâèäíûìè ïåðåîïðåäåëåíèÿìè),êàê è ìãíîâåííûé �àçîâûé ïîðòðåò â ñëó÷àå ñëàáîèñêðèâëåííîãî çàðÿæåííîãî äèýëåêòðèêà (ðèñ. 3à).Ïîýòîìó ïåðèîäè÷åñêèå ïî ïåðåìåííîé � ðåøåíèÿ320



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 2 (8), 2005 Ý��åêòèâíàÿ äèíàìèêà ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííîé ñòðóíû : : :âòîðîãî óðàâíåíèÿ â (54) ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëü�êî ïðè {(t; 0) < 0.Íàéäåì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõóðàâíåíèé. Ïîëîæèì â óðàâíåíèÿõ (53) èëè (54)�0(t; �) = 0. Ïîëó÷èì ñèñòåìó�x� u2(t)x00 = 0; _x02 = u2(t)x002; x02 = 1: (55)Â äàííîì ñëó÷àå äèíàìèêà ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîãîäèýëåêòðèêà è íåçàðÿæåííîãî ïðîâîäíèêà îïèñûâà�åòñÿ îäíîé è òîé æå ñèñòåìîé óðàâíåíèé. Óïðîñòèìñèòóàöèþ è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u(t) = 
onst. Òîãäàìîæíî ñðàçó óêàçàòü êëàññ ðåøåíèé âèäàx(t; �) = Vt+ x0(� + ut); (56)ãäå V � íåêîòîðûé ïîñòîÿííûé âåêòîð, à x0(�)çàäàåò íà÷àëüíóþ êîí�èãóðàöèþ ñòðóíû, ïðè÷åìx002 = 1. Ìîæíî ïîêàçàòü, ïîäñòàâëÿÿ îáùåå ðå�øåíèå âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â îñòàâøèåñÿ äâà, ÷òîýòî åäèíñòâåííî âîçìîæíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (55)ïðè u = 
onst. �åøåíèÿ (56) îïèñûâàþò ñòðóíó, ¾òå�êóùóþ¿ âäîëü ñåáÿ ñî ñêîðîñòüþ u.5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ ðàáîòå èññëåäîâàëàñü ý��åêòèâíàÿ äèíàìèêàòîíêîé ýëåêòðè÷åñêè çàðÿæåííîé ñòðóíû ñ òîêîìñ ó÷åòîì âåäóùåãî âêëàäà îò ñàìîäåéñòâèÿ. Òàêîåïðèáëèæåíèå ïîçâîëèëî îïèñàòü ý��åêòèâíóþ äè�íàìèêó ñòðóíû âî âíåøíåì ýëåêòðîìàãíèòíîì ïî�ëå â âèäå äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà è ïîëó÷èòü èõ òî÷íûåðåøåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ìîäåëåé ñòðóíû âýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ñïåöèàëüíîãî âèäà.Ìû íå èññëåäîâàëè âîïðîñ óñòîé÷èâîñòè ïî�ëó÷åííûõ ðåøåíèé. Ýòà ïðîáëåìà ìîæåò ñòàòüîäíèì èç âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé äàëüíåéøèõèññëåäîâàíèé. Äðóãèì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèéìîæåò ÿâëÿòüñÿ èçó÷åíèå õàðàêòåðèñòèê èçëó÷åíèÿàáñîëþòíî ýëàñòè÷íîãî çàðÿæåííîãî êîëüöà (âûñî�êîòî÷íîãî ïó÷êà çàðÿæåííûõ ÷àñòèö) âî âíåøíåìïîñòîÿííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå, íàëè÷èåòàêîãî èçëó÷åíèÿ îáñóæäàëîñü â êîíöå ðàçä. 3. Êðî�ìå òîãî, áûëî áû èíòåðåñíî íàéòè äðóãèå ðåøåíèÿý��åêòèâíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñòðóíû ëèáîïðîâåñòè ÷èñëåííûé àíàëèç ýòèõ óðàâíåíèé.Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòüÈ. Â. �îðáóíîâó è À. À. Øàðàïîâó çà âíèìàòåëüíîåïðî÷òåíèå è êîíñòðóêòèâíóþ êðèòèêó ÷åðíîâîéâåðñèè ýòîé ðàáîòû.
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