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ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒÈ ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÕ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒÀÊÓÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÂÎËÍ Â ÎÊ�ÅÑÒÍÎÑÒÈÍÅÏÜÅÇÎÀÊÒÈÂÍÛÕ ÍÀÏ�ÀÂËÅÍÈÉ Â Ê�ÈÑÒÀËËÀÕÂ. È. Àëüøèö *, Â. Í. ËþáèìîâÈíñòèòóò êðèñòàëëîãðà�èè èì. À. Â. Øóáíèêîâà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê119333, Ìîñêâà, �îññèÿÀ. �àäîâè÷ **Òåõíîëîãè÷åñêèé óíèâåðñèòåò25-314, Êåëüöå, ÏîëüøàÏîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15 ñåíòÿáðÿ 2004 ã.Èññëåäóþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íóëåâûõ êîìïîíåíò ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E è ýëåêòðè÷åñêîé èí-äóêöèè D, ñîïóòñòâóþùèõ ðàñïðîñòðàíåíèþ îáúåìíûõ àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ïüåçîýëåêòðèêàõ. Ïîëó÷åíûîáùèå óðàâíåíèÿ, çàäàþùèå ïîëîæåíèÿ ëèíèé íóëåâîãî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, E(m) = 0, è òî÷åê m0 íó-ëåâîé ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè, D(m0) = 0, íà åäèíè÷íîé ñ�åðå íàïðàâëåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ,m2 = 1.Ñ�îðìóëèðîâàíû îáùèå òåîðåìû, ãàðàíòèðóþùèå ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ëèíèé è òî÷åê äàæå â òðèêëèí-íûõ êðèñòàëëàõ. Êðîìå òîãî, ïðîàíàëèçèðîâàíà ñâÿçü ïîäîáíûõ íàïðàâëåíèé ñ ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìèñèììåòðèè êðèñòàëëîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ D(m), âñåãäà îðòîãîíàëüíûå âîëíîâûì íîðìà-ëÿì m, â îêðåñòíîñòè íóëåâûõ òî÷åê m0 èìåþò îïðåäåëåííûå îðèåíòàöèîííûå ñèíãóëÿðíîñòè, êîòîðûåìîãóò áûòü îõàðàêòåðèçîâàíû èíäåêñàìè Ïóàíêàðå n = 0;�1;�2. Ïîëó÷åííûå îáùèå àíàëèòè÷åñêèåâûðàæåíèÿ äëÿ èíäåêñîâ n â êðèñòàëëàõ ïðîèçâîëüíîé àíèçîòðîïèè êîíêðåòèçèðîâàíû äëÿ áîëüøîé ñå-ðèè êðèñòàëëîâ ðàçëè÷íûõ ñèíãîíèé. �àññìîòðåíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè óêàçàííûõ ñèíãóëÿðíîñòåé ïðèìàëûõ âîçìóùåíèÿõ ìàòåðèàëüíûõ ìîäóëåé è ïðè èçìåíåíèè ñèììåòðèè êðèñòàëëà.PACS: 72.50.+b 1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÊàê èçâåñòíî, àêóñòè÷åñêîé âîëíå ñìåùåíèé âïüåçîýëåêòðèêàõ îáû÷íî ñîïóòñòâóåò êâàçèñòàòè÷å�ñêàÿ âîëíà ýëåêòðîïîòåíöèàëà. Èíûìè ñëîâàìè, ìå�òîäàìè àêóñòèêè ìîæíî ïåðåíîñèòü ïî êðèñòàë�ëó ýëåêòðè÷åñêèå ñèãíàëû ñî çâóêîâîé ñêîðîñòüþ.Ýòî ïîðîäèëî ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ àêóñòè�÷åñêèõ âîëí â ýëåêòðîííûõ ïðèáîðàõ è äàæå îò�äåëüíóþ íàóêó � àêóñòîýëåêòðîíèêó. Êîíå÷íî, ïðè�êëàäíîé àñïåêò ñîçäàåò ñåðüåçíûé ñòèìóë äëÿ àê�òèâíîãî èññëåäîâàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ îñîáåííîñòåéàêóñòè÷åñêèõ ïîëåé â ïüåçîêðèñòàëëàõ [1℄. Ê ýòîìóäîáàâëÿåòñÿ è ÷èñòî àêàäåìè÷åñêèé èíòåðåñ èçó÷å�íèÿ íîâûõ ý��åêòîâ â ñðåäàõ, äîïóñêàþùèõ âçàè�*E-mail: alshits�ns.rys.ras.ru**A. Radowiz

ìîäåéñòâèå ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé [2; 3℄. Àêó�ñòèêà ïüåçîýëåêòðèêîâ è ïîíûíå îñòàåòñÿ âåñüìà ïî�ïóëÿðíûì ðàçäåëîì �èçèêè òâåðäîãî òåëà (ñì. îá�çîð [4℄), ïðè÷åì â ýòîé îáëàñòè äàæå ñóãóáî àêàäåìè�÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ çà÷àñòóþ ñîäåðæàò â ñåáå çåðíàïðèêëàäíîé ïîëåçíîñòè, êîòîðûå îòíþäü íå âñåãäàóäàåòñÿ ñðàçó ðàçãëÿäåòü.Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äàëåêî íå âñå ïðîá-ëåìû ïüåçîàêóñòèêè óæå íàøëè ñâîå îêîí÷àòåëüíîåðåøåíèå, îñîáåííî ïðèìåíèòåëüíî ê ñðåäàì ïðîèç�âîëüíîé àíèçîòðîïèè. Àíèçîòðîïèÿ ÷àñòî âëèÿåò íààêóñòè÷åñêèå ñâîéñòâà êðèñòàëëîâ íåòðèâèàëüíûìîáðàçîì è ïîðîé ïðèâîäèò ê êà÷åñòâåííî íîâûì ÿâ�ëåíèÿì. Â ÷àñòíîñòè, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêèâàæíûì çíàòü, âäîëü êàêèõ íàïðàâëåíèé ðàñïðî�ñòðàíåíèÿm ýëåêòðè÷åñêèå êîìïîíåíòû âîëíû èìå�þò ìàêñèìàëüíûå àìïëèòóäû [5℄, à êàêèå, íàïðîòèâ,íåïüåçîàêòèâíû [1, 3℄, ò. å. íå ïåðåäàþò ýëåêòðè÷å�125



Â. È. Àëüøèö, Â. Í. Ëþáèìîâ, À. �àäîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005ñêèõ ñèãíàëîâ. Ïðè ýòîì, èìåÿ â âèäó, ÷òî íåçàâè�ñèìî îò àíèçîòðîïèè â àêóñòè÷åñêîé âîëíå ýëåêòðè�÷åñêîå ïîëå âñåãäà ïðîäîëüíî (E k m), à ýëåêòðè�÷åñêàÿ èíäóêöèÿ âñåãäà ïîïåðå÷íà (D ? m), â ëþ�áîì êðèñòàëëå ñëåäóåò ðàçëè÷àòü [3℄ íàïðàâëåíèÿïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷íîé íåïüåçîàêòèâíîñòè, âäîëüêîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî E = 0 è D = 0. Èìåííîäåòàëüíîå èññëåäîâàíèå îáîèõ òèïîâ íåïüåçîàêòèâ�íîñòè, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ â ëèòåðàòóðå èìåþòñÿëèøü ðàçðîçíåííûå äàííûå, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ãëàâ�íûõ ïðåäìåòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû.Äðóãîé ïðèíöèïèàëüíî âàæíûé àñïåêò ñâÿçàí ñíàïðàâëåíèÿìè m, â îêðåñòíîñòè êîòîðûõ âåêòîð�íûå ïîëÿ àìïëèòóä ñìåùåíèé (u) è ñîïóòñòâóþùèõýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîíåíò (E è D) õàðàêòåðèçóþòñÿñèíãóëÿðíûì ïîâåäåíèåì. Ñîãëàñíî ðàáîòàì [6; 7℄,èìåííî òàêàÿ ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ âîêðóã àêóñòè�÷åñêèõ îñåé, âáëèçè êîòîðûõ â âûðîæäåííûõ âåò�âÿõ ñîáñòâåííûõ âîëí ðåàëèçóþòñÿ îðèåíòàöèîííûåñèíãóëÿðíîñòè â ïîëÿõ u è D, à òàêæå àìïëèòóä�íûå ñèíãóëÿðíîñòè â ïîëå E. Â íàñòîÿùåé ðàáîòåèçó÷åí ïðèíöèïèàëüíî íîâûé òèï îðèåíòàöèîííîéñèíãóëÿðíîñòè, âîçíèêàþùèé â îêðåñòíîñòè íàïðàâ�ëåíèé ïîïåðå÷íîé íåïüåçîàêòèâíîñòè â âåêòîðíûõïîëÿõD(m), ò. å. âîêðóã òî÷åêm0 íà åäèíè÷íîé ñ�å�ðå íàïðàâëåíèé, ãäå D(m0) = 0.Íèæå íà îñíîâå îáùèõ âûðàæåíèé, îïèñûâàþ�ùèõ ýëåêòðè÷åñêèå êîìïîíåíòû E� è D� âî âñåõòðåõ âåòâÿõ � = 1, 2, 3 àêóñòè÷åñêîãî ñïåêòðà â çàâè�ñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ îáúåìíûõâîëí â êðèñòàëëå, ñ�îðìóëèðîâàíû óðàâíåíèÿ, çàäà�þùèå ñïåöèàëüíûå íàïðàâëåíèÿ m, âäîëü êîòîðûõëèáî E�(m) = 0, ëèáîD�(m) = 0. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòèíàïðàâëåíèÿ èìåþò ðàçíóþ ðàçìåðíîñòü: òèïè÷íûåðåøåíèÿ îáðàçóþò íà åäèíè÷íîé ñ�åðå m2 = 1 ëè�íèè íóëåâîé àìïëèòóäû E� è òî÷êè íóëåâîãî ïîëÿD�. Ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ ïðîàíàëèçèðîâàíû êàêâ îáùåì ñëó÷àå, òàê è ïðèìåíèòåëüíî ê ðàçëè÷íûìêëàññàì ñèììåòðèè êðèñòàëëîâ. Îáà òèïà íåïüåçî�àêòèâíîñòè òåñíî ñâÿçàíû ñ ýëåìåíòàìè ñèììåòðèèêðèñòàëëà, íî îíè òàêæå âîçíèêàþò è â òðèêëèííûõêðèñòàëëàõ, íå èìåþùèõ íèêàêèõ ýëåìåíòîâ ñèììåò�ðèè. Äîêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå òåîðåìû ñóùåñòâî�âàíèÿ.Ïðèìåíèòåëüíî ê îïèñàíèþ îðèåíòàöèîííûõ ñèí�ãóëÿðíîñòåé âåêòîðíîãî ïîëÿ D�(m) â îêðåñòíîñòèíàïðàâëåíèé ïîïåðå÷íîé íåïüåçîàêòèâíîñòè óñòà�íîâëåíû âîçìîæíûå òèïû ýòèõ ñèíãóëÿðíîñòåé è,â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ìàòå�ðèàëüíûõ ìîäóëåé ñèíãóëÿðíîñòü â èçîëèðîâàííîéòî÷êå m0 ìîæåò èìåòü èíäåêñ Ïóàíêàðå (òîïîëîãè�÷åñêèé çàðÿä) n = 0;�1;�2. Äëÿ èíäåêñîâ n ïîëó�

÷åíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ êàê â îáùåì ñëó÷àåòðèêëèííîãî êðèñòàëëà, òàê è äëÿ ñåðèè êðèñòàëëîâêîíêðåòíûõ ñèíãîíèé. Ïîêàçàíî, ÷òî òîëüêî ðåàëè�çàöèè n = �1 ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñòàáèëüíû�ìè. Ëþáûå äðóãèå ñèíãóëÿðíîñòè äîëæíû ðàñùåï�ëÿòüñÿ èëè èñ÷åçàòü ïðè ïðîèçâîëüíîì òðèêëèííîìâîçìóùåíèè ìàòåðèàëüíûõ òåíçîðîâ. Îäíàêî ñóì�ìà èíäåêñîâ ïðè ëþáûõ ðàñùåïëåíèÿõ äîëæíà áûòüðàâíà èñõîäíîìó èíäåêñó n.2. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ Ï�ÎÁËÅÌÛ ÈÍÅÊÎÒÎ�ÛÅ ÎÑÍÎÂÍÛÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈßÊàê óæå óïîìèíàëîñü, â ïüåçîýëåêòðèêàõ ÷èñ-òî ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå êàê âåêòîðóïðóãîãî ñìåùåíèÿ u(r; t), òåíçîð äèñòîðñèé �̂(r; t)è òåíçîð íàïðÿæåíèé �̂(r; t), ñâÿçàíû ñ ýëåêòðè÷å�ñêèìè âåëè÷èíàìè: ïîòåíöèàëîì �(r; t), ýëåêòðè÷å�ñêèì ïîëåì E(r; t) è èíäóêöèåé D(r; t). Ïîëÿ �̂(r; t)è E(r; t) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñâîè ñîáñòâåííûå ïîòåí�öèàëû:�̂(r; t) = ru(r; t); E(r; t) = �r�(r; t): (1)Âçàèìîçàâèñèìîñòü âñåõ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ÿâíîâûðàæåíà ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿìè ñâÿçè [8℄:�ij = ijkl�kl + ekijEk; Di = eikl�kl � "ikEk; (2)ãäå ijkl = ̂ � òåíçîð óïðóãèõ ìîäóëåé, ekij = ê �òåíçîð ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìîäóëåé è "ik = "̂ � òåí�çîð äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè. Ñîîòâåòñòâåí�íî â òàêîé ñðåäå îáúåìíàÿ àêóñòè÷åñêàÿ âîëíà ñ âîë�íîâûì âåêòîðîì k = km è �àçîâîé ñêîðîñòüþ väîëæíà áûòü ñóïåðïîçèöèåé ìåõàíè÷åñêîãî è ýëåê�òðè÷åñêîãî äèíàìè÷åñêèõ ïîëåé:fu; �g = fu0; �0g exp [ik(m � r� vt)℄ : (3)Ââåäåííûå ïîëÿ óäîâëåòâîðÿþò îáû÷íûì óðàâíåíè�ÿì äâèæåíèÿ [8℄div �̂ = ��u; divD = 0; (4)ãäå � � ïëîòíîñòü ñðåäû. Çäåñü èñïîëüçîâàíî èçâåñò�íîå êâàçèñòàòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, ñïðàâåäëèâîå ñòî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ ìíîæèòå�ëþ (v=)2 � 10�10, ãäå  � ñêîðîñòü ñâåòà).Êîìáèíèðóÿ ïðèâåäåííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ,íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîåóðàâíåíèå äëÿ âåêòîðà ïîëÿðèçàöèè u0 [3; 9℄:F̂ (v;m)u0 � hF̂ (0) + e
 e="iu0 = 0; (5)126



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005 Îñîáåííîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîíåíò àêóñòè÷åñêèõ âîëí : : :ãäå ñèìâîë ¾
¿ îçíà÷àåò äèàäíîå ïðîèçâåäåíèå èââåäåíû îáîçíà÷åíèÿF̂ (0) =m̂m� �v2Î ; e =mêm; " =m � "̂m; (6)à Î � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Óñëîâèå ñóùåñòâîâà�íèÿ íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé îäíîðîäíîãî óðàâíå�íèÿ (5), det F̂ (v;m) = 0; (7)áóäó÷è êóáè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ êâàäðàòà �àçî�âîé ñêîðîñòè v2, çàäàåò òðè ñêîðîñòíûõ âåòâè îáú�åìíûõ ñîáñòâåííûõ âîëí: v�(m); � = 1, 2, 3.Îðèåíòàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ âçàèìíî îðòîãî�íàëüíûõ âåêòîðîâ ïîëÿðèçàöèè u0�(m) èçîíîðìàëü�íûõ ñîáñòâåííûõ âîëí ìîãóò áûòü âûðàæåíû âòåðìèíàõ ìàòðèöû F̂�, âçàèìíîé ê F̂�(m) �� F̂�(v�(m);m) è îïðåäåëÿåìîé óñëîâèåì F̂�F̂� == Îdet F̂�. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà ,îáåñïå÷èâàþùåãî íåðàâåíñòâî F̂� 6= 0, óðàâíåíèå(5) óäîâëåòâîðÿåòñÿ ïðèu0� k F̂�(m): (8)Çàìåòèì, ÷òî íàéäåííàÿ ïðÿìàÿ ñâÿçü (8) ìåæäó ïî�ëÿðèçàöèåé u0� è âîëíîâîé íîðìàëüþm øèðîêî èñ�ïîëüçóåòñÿ â íàøåì äàëüíåéøåì àíàëèçå.Çíàÿ ïîëå óïðóãèõ ñìåùåíèé äëÿ äàííîé âîë�íîâîé âåòâè u�(r; t), ìîæíî íàéòè è ýëåêòðè÷åñêèåêîìïîíåíòû âîëíû (ñì., íàïðèìåð, [8℄). Äëÿ íàøèõöåëåé, êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèé (3)�(8), óäîáíî ïðåä�ñòàâèòü èõ â áåñêîîðäèíàòíîé �îðìå:�� = e � u�="; E� = �ik��m; D� = N̂u�; (9)N̂ = êm� ("̂m)
mêm=m"̂m: (10)Âìåñòå ñ óñëîâèåì (8) óðàâíåíèÿ (9) �àêòè÷åñêè çà�äàþò íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà çàâèñè�ìîñòè E�(m) è D�(m).Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî mN̂ � 0. Âìåñòå ñ ïîñëåä�íèì óðàâíåíèåì â (9) ýòî íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò

èçâåñòíîå îáùåå ñâîéñòâî (ñì. Ââåäåíèå), â ñîîòâåò�ñòâèè ñ êîòîðûì íåçàâèñèìî îò àíèçîòðîïèè ýëåê�òðè÷åñêîå ïîëå E� ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ïðîäîëüíûì, àèíäóêöèÿ D� � ÷èñòî ïîïåðå÷íîé:E� km; D� ?m: (11)Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîæäåñòâî mN̂ = 0 ïðèâîäèò êïîëåçíîìó ñâîéñòâó ìàòðèöû N̂ :det N̂ = 0; (12)óêàçûâàþùåìó, ÷òî îíà ïëàíàëüíà, ò. å. ìîæåò áûòüïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû äâóõ äèàä.3. Ï�ÈÌÅ�Û ÄËßÏÎÏÅ�Å×ÍÎ-ÈÇÎÒ�ÎÏÍÛÕÏÜÅÇÎÝËÅÊÒ�ÈÊÎÂÑóùåñòâóþò òðè ãðóïïû ïüåçîýëåêòðèêîâ, ïîïå�ðå÷íî-èçîòðîïíûõ ïî îòíîøåíèþ ê àêóñòè÷åñêèìñâîéñòâàì. Îíè ïðèíàäëåæàò ñëåäóþùèì êëàññàìñèììåòðèè [10℄: 12; 622; (13)1m; 6mm; (14)1; 6: (15)Âñëåäñòâèå ïîïåðå÷íîé èçîòðîïèè â ïðèâîäèìûå íè�æå �îðìóëû âõîäèò òîëüêî ïîëÿðíûé óãîë � ìåæäóâåêòîðîì m è îñüþ z, íàïðàâëåííîé âäîëü ãëàâíîéîñè ñèììåòðèè. Ïðè ýòîì áåç âñÿêîé ïîòåðè îáùíî�ñòè ìîæíî âåñòè ðàññìîòðåíèå, âûáðàâ äëÿ àíàëèçàëþáîå ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ãëàâíóþ îñü; óäîá�íî ïîëîæèòüm = (m1; 0;m3) � (sin �; 0; os �): (16)Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ âñåõ øåñòè êëàññîâ ñèììåò�ðèè (13)�(15) ìàòðèöà F̂ (0) (6) çàäàåòñÿ îäíîé è òîéæå êâàçèäèàãîíàëüíîé �îðìîé [11℄:F̂ (0) =8><>: 11m21 + 44m23 � �v2 0 dm1m30 66m21 + 44m23 � �v2 0dm1m3 0 44m21 + 33m23 � �v2 9>=>; ; (17)ãäå d = 13+ 44. Âåêòîð "̂m è ñêàëÿð " (6) òîæå îäè�íàêîâû äëÿ âñåõ êëàññîâ ñèììåòðèè (13)�(15) [10℄:"̂m = ("1m1; 0; "3m3); " = "1m21 + "3m23: (18)Îäíàêî �îðìà ýëåêòðè÷åñêîãî âåêòîðà e (6) îêà� çûâàåòñÿ ðàçëè÷íîé äëÿ âñåõ òðåõ òèïîâ ïîïåðå÷�íî-èçîòðîïíûõ êðèñòàëëîâ. Äëÿ ñðåä êëàññîâ ñèì�ìåòðèè (13) è (14) ñîîòâåòñòâåííî èìååìe = e14(0;m1m3; 0); (19)127



Â. È. Àëüøèö, Â. Í. Ëþáèìîâ, À. �àäîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005e = �(e15 + e31)m1m3; 0; e15m21 + e33m23	 : (20)À äëÿ ñðåä êëàññîâ ñèììåòðèè (15) âåêòîð e ðàâåíñóììå âûðàæåíèé (19) è (20). Òàêèì îáðàçîì, äëÿêëàññîâ ñèììåòðèè (13) è (14) ñòðóêòóðà ìàòðèöûF̂ (5) òà æå, ÷òî è â (17). Îäíàêî ýòî íåñïðàâåäëè�âî äëÿ êëàññîâ ñèììåòðèè (15), äëÿ êîòîðûõ ìàòðè�öà F̂ íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ýëåìåíòà òîæäåñòâåííîðàâíîãî íóëþ.
Â òåõ æå êîîðäèíàòàõ ìàòðèöà N̂ äëÿ ñðåä ñ êëàñ�ñàìè ñèììåòðèè (13) è (14) ñîîòâåòñòâåííî èìååòâèäN̂ = e148><>: 0 ("3=")m23 0�m3 0 �m10 �("3=")m1m23 0 9>=>; ; (21)

N̂ =8><>: e15m3 0 e15m10 e15m3 0e31m1 0 e33m3 9>=>;� 1" 8><>: (e15 + e31)"1m21m3 0 (e15m21 + e33m23)"1m10 0 0(e15 + e31)"3m1m23 0 (e15m21 + e33m23)"3m3 9>=>; : (22)Äëÿ ñðåä êëàññîâ ñèììåòðèè (15) ìàòðèöà N̂ , àíà�ëîãè÷íî âåêòîðó e, ðàâíà ñóììå âûðàæåíèé (21) è(22).Â áîëåå ñèììåòðè÷íûõ êëàññàõ (13), (14) äëÿ ëþ�áîãî íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ m îäíà èç ñîá�ñòâåííûõ âîëíîâûõ âåòâåé ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ïîïåðå÷�íîé: ut k (0; 1; 0);�v2t = 66m21 + 44m23 + (e214=")m21m23: (23)Ïîäîáíûå ÷èñòî ïîïåðå÷íûå âîëíû t-ìîäû â ëèòåðà�òóðå ÷àñòî íàçûâàþò SH-âîëíàìè. Äâå äðóãèå âåòâèïîëÿðèçîâàíû â ïëîñêîñòè fm1;m3g:ul;t0 k (2dm1m3; 0;���14m21 +��34m23 �R);�v2l;t0 = (�+14m21 +�+34m23 �R)=2: (24)Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿR =q(��14m21 ���34m23)2 + (2dm1m3)2;��ij = ii � jj : (25)Ýëåêòðè÷åñêèå êîìïîíåíòû ïðèâåäåííûõ âûøå âîë�íîâûõ ïîëåé òàêæå ìîãóò áûòü íàéäåíû äëÿ ïðîèç�âîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ m. Â ñðåäàõ êëàññà ñèììåò�ðèè (13) èìååì�t = (e14=")m1m3ut;Dt = e14("3=")m23(m3; 0;�m1)ut;�l;t0(m) � 0;Dl;t0 = �e14f0; 1; 0g [m1(ul;t0)3 +m3(ul;t0)1℄ : (26)Â ìåíåå ïðîñòîì ñëó÷àå (14) ïðèâåäåì ëèøü ðåçóëü�òàò äëÿ t-âåòâè:�t(m) � 0; Dt = (0; e15m3; 0)ut: (27)

Ñòðóêòóðà àêóñòè÷åñêèõ âîëí â ñðåäàõ ñ êëàññàìèñèììåòðèè (15) áîëåå ñëîæíà. Äàæå ÷èñòî ïîïåðå÷�íàÿ âåòâü (ut k y) ñóùåñòâóåò çäåñü òîëüêî â áàçèñ�íîé ïëîñêîñòè xy.4. ËÈÍÈÈ ÍÓËÅÂÛÕ ÝËÅÊÒ�È×ÅÑÊÈÕÏÎËÅÉ ÍÀ ÅÄÈÍÈ×ÍÎÉ ÑÔÅ�ÅÑîãëàñíî âòîðîìó âûðàæåíèþ â (9), ðàñïðåäåëå�íèå àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E� íà åäèíè÷�íîé ñ�åðå íàïðàâëåíèé îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþE�(m) = onst � ��(m)m: (28)Ýòî çíà÷èò, ÷òî íóëè âåêòîðà E�(m) ñîâïàäàþò ñíóëÿìè ïîòåíöèàëà ��(m) = e(m) � u�(m)=" è â ñî�îòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (8) îïðåäåëÿþòñÿ óðàâíåíèåìe(m) � F̂�(m) = 0: (29)Âäîëü òàêèõ íàïðàâëåíèé àêóñòè÷åñêèå âîëíû (3) íåñîäåðæàò ýëåêòðîñòàòè÷åñêèõ êîìïîíåíò E�, êàê âíåïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ êðèñòàëëàõ. Ïðè ýòîì îòëè÷�íîå îò íóëÿ ïîëå èíäóêöèé Di = eijkuk;j âäîëü òàêèõíàïðàâëåíèé íå îêàçûâàåò îáðàòíîãî âëèÿíèÿ íà ïà�ðàìåòðû âîëíû ñìåùåíèé.Ïîëó÷åííîå ñêàëÿðíîå óðàâíåíèå (29) íàëàãàåòòîëüêî îäíî îãðàíè÷åíèå íà íàïðàâëåíèå âîëíîâîéíîðìàëè m �m(�; '), ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé �óíê�öèþ äâóõ óãëîâ ñ�åðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Äðóãèìèñëîâàìè, óðàâíåíèå (29) çàäàåò íà ñ�åðå m2 = 1ëèíèþ (èëè ëèíèè) íåïüåçîàêòèâíûõ íàïðàâëåíèé,ãäå E� = 0. Çäåñü ñëåäóåò îãîâîðèòüñÿ, ÷òî óñëîâèåïðîäîëüíîé íåïüåçîàêòèâíîñòè, ñâîäÿùååñÿ ê òðåáî�âàíèþ e(m) ? u�(m); (30)128



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005 Îñîáåííîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîíåíò àêóñòè÷åñêèõ âîëí : : :â ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíîäàæå íà âñåé ñ�åðåm2 = 1. Êàê ìû âèäåëè, ýòî ðåà�ëèçóåòñÿ â êðèñòàëëàõ ïîïåðå÷íî-èçîòðîïíûõ êëàñ�ñîâ ñèììåòðèè (13) äëÿ l- è t0-ìîä (26) è â êëàññàõñèììåòðèè (14) äëÿ t-ìîäû (27). Îäíàêî â ëþáûõäðóãèõ êðèñòàëëàõ, âêëþ÷àÿ ìåíåå ñèììåòðè÷íûåïîïåðå÷íî-èçîòðîïíûå êëàññû ñèììåòðèè (15), ãåî�ìåòðè÷åñêîå ìåñòî íàïðàâëåíèé ïðîäîëüíîé íåïüå�çîàêòèâíîñòè äåéñòâèòåëüíî ðåàëèçóåòñÿ â âèäå ëè�íèé íà ñ�åðå m2 = 1. Òàêèå ëèíèè ñóùåñòâóþò èâ ïüåçîàêòèâíûõ âåòâÿõ óïîìÿíóòûõ âûñîêîñèììåò�ðè÷íûõ ñðåä êëàññîâ ñèììåòðèè (13), (14). Â ÷àñò�íîñòè, â l- è t0-âåòâÿõ êëàññîâ ñèììåòðèè (14) è (15)ëèíèè E� = 0 âîçíèêàþò íà ïåðåñå÷åíèè ñ�åðûm2 = 1 ñ êîíóñàìè íàïðàâëåíèé, çàäàâàåìûõ ïîëÿð�íûìè óãëàìè �l è �t0 ,tg2 �l � �e33=(2e15 + e31);tg2 �t0 � (e15 + e31 � e33)=e15: (31)Äëÿ ïðîñòîòû ýòè âûðàæåíèÿ äàíû â ïðèáëèæåííîé�îðìå, îòâå÷àþùåé ñëàáîìó ýëåêòðîìåõàíè÷åñêîìóâçàèìîäåéñòâèþ è ìàëîé óïðóãîé àíèçîòðîïèè. Òåìíå ìåíåå, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, òî÷íûå êðèòåðèèñóùåñòâîâàíèÿ óêàçàííûõ êîíóñîâ íåïüåçîàêòèâíî�ñòè ñâîäÿòñÿ ê ïîëîæèòåëüíîñòè ïðàâûõ ÷àñòåé âïðèáëèæåííûõ �îðìóëàõ (31).Â äåéñòâèòåëüíîñòè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëèíèèïðîäîëüíîé íåïüåçîàêòèâíîñòè ïðèñóòñòâóþò ïðàê�òè÷åñêè âî âñåõ êðèñòàëëàõ, äàæå òðèêëèííûõ. �àñ�ñìîòðèì êðèñòàëë ïðîèçâîëüíîé àíèçîòðîïèè, ñî�äåðæàùèé ïî êðàéíåé ìåðå îäíó àêóñòè÷åñêóþ îñüîáùåãî (êîíè÷åñêîãî) òèïà. Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî êíàñòîÿùåìó âðåìåíè íåèçâåñòíî íè îäíîãî êðèñòàë�ëà áåç àêóñòè÷åñêèõ îñåé è íè îäíîãî òðèêëèííîãîêðèñòàëëà áåç êîíè÷åñêèõ îñåé. Êàê áûëî ïîêàçàíîâ ðàáîòàõ [12, 13℄, ïîëÿðèçàöèîííûå ïîëÿ óïðóãèõñìåùåíèé u0�(m) îáúåìíûõ ñîáñòâåííûõ âîëí â òà�êîì êðèñòàëëå ìîãóò áûòü îðãàíèçîâàíû íà ñ�åðåm2 = 1 òàê, ÷òî îäíî èç íèõ ÷åòíîå,u02(�m) = u02(m); (32)è äâà íå÷åòíûõ,u01(�m) = �u01(m); u03(�m) = �u03(m): (33)Íåâûðîæäåííàÿ âåòâü u03(m) âñåãäà íå÷åòíà èíåïðåðûâíà íà âñåé ñ�åðå íàïðàâëåíèé. ×òî æå êà�ñàåòñÿ âûðîæäåííûõ âåòâåé u01(m) è u02(m), òî èõ÷åòíîñòè çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâëåíèÿ è ìîãóòáûòü îäíîâðåìåííî èçìåíåíû. Îíè íåïðåðûâíû âëþáûõ òî÷êàõ ñ�åðû, êðîìå ðÿäà íåçàìêíóòûõ ëè�íèé, íà êîòîðûõ �óíêöèè u01(m) è u02(m) ìåíÿþò

çíàê. Ýòè àíòèçíàêîâûå ëèíèè ìîãóò áûòü ïðîèç�âîëüíî äå�îðìèðîâàíû íà ñ�åðå áåç èçìåíåíèÿ ïî�ëîæåíèÿ êîíå÷íûõ òî÷åê, ñîâïàäàþùèõ ñ òî÷êàìèâûðîæäåíèÿ. Ôàêòè÷åñêè âûáîðîì ïðåäñòàâëåíèÿÿâëÿåòñÿ çàäàíèå �èêñèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ àíòè�çíàêîâûõ ëèíèé íà ñ�åðå, ïðè÷åì ñîâïàäàþùèõ âîáåèõ âûðîæäåííûõ âåòâÿõ.Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî óêàçàííûå ñâîéñòâà, âû�âåäåííûå â ðàáîòàõ [12; 13℄ ïðèìåíèòåëüíî ê ÷èñòîóïðóãèì ñðåäàì, îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ ïüå�çîýëåêòðèêîâ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ñîãëàñíîñîîòíîøåíèÿì (33), �óíêöèÿ u03(m) íå÷åòíà, à, ïîîïðåäåëåíèþ (6), çàâèñèìîñòü e(m) ÷åòíà, ìû çà�êëþ÷àåì, ÷òî ïîòåíöèàë�03(m) = e(m) � u03(m)="ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé �óíêöèåé:�03(�m) = ��03(m): (34)Íî òîãäà âäîëü ëþáîãî ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî ïðîòè�âîïîëîæíûå òî÷êè m è �m íà ñ�åðå, äîëæíà ñóùå�ñòâîâàòü õîòÿ áû îäíà òî÷êà m0, ãäå �03(m0) = 0.Ïðè ñêàíèðîâàíèè óêàçàííîãî ïóòè ïî ñ�åðå òî÷�êà m0, î÷åâèäíî, äîëæíà ïðî÷åðòèòü çàìêíóòóþëèíèþ íàïðàâëåíèé ïðîäîëüíîé íåïüåçîàêòèâíîñòèäëÿ íåâûðîæäåííîé âåòâè.Äëÿ âûðîæäåííûõ âåòâåé �01(m) è �02(m) ïðè�âåäåííîå âûøå ðàññóæäåíèå äîëæíî áûòü íåñêîëüêîìîäè�èöèðîâàíî, áóäó÷è îäíàêî ñîâåðøåííî àíàëî�ãè÷íûì ðàññìîòðåíèþ ñõîäíîé ïðîáëåìû [12℄ î ñó�ùåñòâîâàíèè â âûðîæäåííûõ âåòâÿõ ëèíèé ðåøåíèÿäëÿ îñîáûõ îáúåìíûõ âîëí â ïîëóáåñêîíå÷íûõ óïðó�ãèõ ñðåäàõ1). Ìû íå áóäåì çäåñü âîñïðîèçâîäèòü ýòîðàññóæäåíèå, à ïðèâåäåì ëèøü åãî ðåçóëüòàò: ëè�íèè íåïüåçîàêòèâíîñòè äîëæíû ñóùåñòâîâàòü â îáå�èõ âûðîæäåííûõ âåòâÿõ, ïåðåõîäÿ ñ âåòâè íà âåòâüâ òî÷êàõ âûðîæäåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâàñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ:âñå òðè âîëíîâûå âåòâè ïðîèçâîëüíîãî êðèñòàë-ëà, ñîäåðæàùåãî êîíè÷åñêèå àêóñòè÷åñêèå îñè,äîëæíû èìåòü ëèíèè íàïðàâëåíèé ïðîäîëüíîéíåïüåçîàêòèâíîñòè.Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî ïðè ðàñïðîñòðàíå�íèè âîëíû âäîëü àêóñòè÷åñêîé îñè md ëþáîãî òè�ïà ñðåäè êîíòèíóóìà äîïóñòèìûõ îðèåíòàöèé åå ïî�ëÿðèçàöèè u, â ïëîñêîñòè âûðîæäåíèÿ âñåãäà íàé�äåòñÿ âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé íàïðàâëåíèþ e(md),1) Íà ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âíèìàíèå àâòîðîâ îáðàòèëÀ. Ë. Øóâàëîâ.9 ÆÝÒÔ, âûï. 1 (7) 129



Â. È. Àëüøèö, Â. Í. Ëþáèìîâ, À. �àäîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005yy ' x3 2 1 21 31 2 3 3à áx3 2 1 213 2 1 1 2 3123�èñ. 1. Ïîëÿðíûå äèàãðàììû ýëåêòðè÷åñêèõ ïîòåí-öèàëîâ �l;t0(') (a) è �t(') (á ) ïðè � = onst âîêðåñòíîñòè íàïðàâëåíèÿ (0; 0; 1) êóáè÷åñêîãî ïüå-çîýëåêòðèêà; öè�ðû 1, 2, 3 ñîîòâåòñòâóþò óãëàì�1 < �2 < �3, ñïëîøíûå è øòðèõîâûå ëèíèè îò-âå÷àþò ïîòåíöèàëàì ðàçíûõ çíàêîâ÷òî ãàðàíòèðóåò íåïüåçîàêòèâíîñòü ñîîòâåòñòâóþ�ùåé âîëíå. Òàêèì îáðàçîì, àêóñòè÷åñêèå îñè äîëæ�íû ïðèíàäëåæàòü ëèíèÿì ïðîäîëüíîé íåïüåçîàêòèâ�íîñòè.Ýëåìåíòû ñèììåòðèè êðèñòàëëà ìîãóò ñòàòü ñà�ìîñòîÿòåëüíûì �àêòîðîì, îáóñëîâëèâàþùèì ðàñ�ñìàòðèâàåìóþ íåïüåçîàêòèâíîñòü. Òàê, ñîãëàñíî [1℄,ëþáàÿ îñü ñèììåòðèè çàäàåò íåïüåçîàêòèâíîå íà�ïðàâëåíèå äëÿ ÷èñòî ïîïåðå÷íûõ ìîä, à ïëîñêîñòüñèììåòðèè åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî íåïüåçîàêòèâ�íûõ íàïðàâëåíèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâó�þùèõ SH-âîëí. �àññìîòðèì, íàïðèìåð, ìîíîêëèí�íûé ïüåçîýëåêòðèê îäíîãî èç äâóõ âîçìîæíûõ êëàñ�ñîâ ñèììåòðèè, m èëè 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå äëÿ âîëí,ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â ïëîñêîñòè ñèììåòðèèm, âåê�òîð e, î÷åâèäíî, äîëæåí ïðèíàäëåæàòü ýòîé ïëîñêî�ñòè, áóäó÷è àâòîìàòè÷åñêè îðòîãîíàëüíûì ïîëÿðè�çàöèè t-âåòâè. Âî âòîðîì ñëó÷àå äëÿ âîëíîâîé íîð�ìàëè, ëåæàùåé â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñèñèììåòðèè âòîðîãî ïîðÿäêà, âåêòîð e äîëæåí áûòüïàðàëëåëåí ýòîé îñè è ïîýòîìó îðòîãîíàëåí ïðè�íàäëåæàùèì òîé æå ïëîñêîñòè ïîëÿðèçàöèÿì l- èt0-âîëí. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî, êîíå÷íî, äîëæíî áûòüñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîé äðóãîé îñè ÷åòíîãî ïîðÿä�êà. Â ìîíîãðà�èè [1℄ îíî ñ�îðìóëèðîâàíî äëÿ ïëîñ�êîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ îñÿì ñèììåòðèè 4 è 6.Â ÷àñòíîñòè, â êóáè÷åñêèõ ïüåçîýëåêòðèêàõ(êëàññû ñèììåòðèè �43m è 23) êîîðäèíàòíûå ïëîñêî�ñòè êðèñòàëëî�èçè÷åñêîé ñèñòåìû, îðòîãîíàëüíûåîñÿì �4 è 2, äîëæíû áûòü íåïüåçîàêòèâíû äëÿñîîòâåòñòâóþùèõ l- è t0-âåòâåé. Îäíîâðåìåííîäèàãîíàëüíûå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè f110g íåïüå�çîàêòèâíû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ t-âîëí. Íåòðóäíîïðîâåðèòü, ÷òî â îêðåñòíîñòè êîîðäèíàòíûõ îñåé

àìïëèòóäû ïîòåíöèàëà ýòèõ âåòâåé ìîãóò áûòüïðåäñòàâëåíû â �îðìå (ðèñ. 1)�l;t0 / �2 sin 2'; (35)�t / �2 os 2': (36)5. ÍÓËÅÂÛÅ ÒÎ×ÊÈ ÏÎËß ÈÍÄÓÊÖÈÉ5.1. Îáùåå ðàññìîòðåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîéàíèçîòðîïèèÎáðàòèìñÿ òåïåðü ê óñëîâèÿì, çàäàþùèì íà�ïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ m0, âäîëü êîòîðûõ âåê�òîð ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè D� = N̂u� (9) îáðàùà�åòñÿ â íóëü. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå òîæäåñòâî (12)è îïðåäåëåíèå âçàèìíîãî òåíçîðàN̂N̂ = Îdet N̂ ; (37)íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òîD� = 0 âäîëü òàêèõ íàïðàâ�ëåíèé m0, äëÿ êîòîðûõ u� k N̂d (çäåñü d � ëþáîéâåêòîð, îáåñïå÷èâàþùèé íåðàâåíñòâî N̂d 6= 0). Òî�ãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì (8) âäîëü íàïðàâëåíèÿm0 èìååì F̂� k N̂d: (38)Ýòî óñëîâèå â îáùåì ñëó÷àå çàäàåò äâà óðàâíåíèÿñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè, � è ', êîòîðûå îïðåäåëÿþòïîëîæåíèÿ èçîëèðîâàííûõ òî÷åê m0(�; ') íà ñ�åðåm2 = 1, ãäå D� = 0.Â òîïîëîãèè èìååòñÿ õîðîøî èçâåñòíàÿ òåîðåìàÁðàóýðà, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîéëþáîå íåïðåðûâíîå ïðåîáðàçîâàíèå òî÷åê íà ñ�å�ðå, íå ïåðåâîäÿùåå íè îäíó èç íèõ â äèàìåòðàëüíîïðîòèâîïîëîæíîå ïîëîæåíèå, èìååò ïàðó �èêñèðî�âàííûõ òî÷åê.�àññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðîâ D�(m), êîòî�ðîå âåçäå íåïðåðûâíî íà ñ�åðå m2 = 1. Íåïðåðûâ�íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ D�(m) ãàðàíòèðîâàíà, êîãäàñîîòâåòñòâóþùàÿ âåòâü � íåâûðîæäåíà. Òàêîå ðàñ�ïðåäåëåíèå âåêòîðîâ D�, êàñàòåëüíûõ ê ñ�åðå, ñî�ãëàñíî òåîðåìå Áðàóýðà, äîëæíî èìåòü ïàðó ñòà�öèîíàðíûõ òî÷åê, ãäå D� = 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,êàê âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèé (9), (10), ðàññìàòðèâà�åìîå ðàñïðåäåëåíèå îáëàäàåò äîïîëíèòåëüíûì ñâîé�ñòâîì: D�(�m) k D�(m). Ïîýòîìó â íàøåì ñëó�÷àå óïîìÿíóòàÿ ïàðà èç òåîðåìû Áðàóýðà âêëþ÷àåòèíâåðñèîííî ýêâèâàëåíòíûå òî÷êè m0 è �m0. Òåìñàìûì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿíàïðàâëåíèé ïîïåðå÷íîé íåïüåçîàêòèâíîñòè:130



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005 Îñîáåííîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîíåíò àêóñòè÷åñêèõ âîëí : : :â ëþáîì êðèñòàëëå ïðîèçâîëüíîé àíèçîòðîïèèêàæäàÿ èç åãî íåâûðîæäåííûõ âåòâåé äîëæíà ñî�äåðæàòü íà åäèíè÷íîé ñ�åðå íàïðàâëåíèé ïî êðàé�íåé ìåðå îäíó èíâåðñèîííî íåýêâèâàëåíòíóþ íóëå�âóþ òî÷êó m0, ãäå D� = 0.Òàêèì îáðàçîì, íóëåâûå òî÷êè èíäóêöèè â âîëíî�âûõ ïîëÿõD�(m) äîëæíû ñóùåñòâîâàòü äàæå â òðè�êëèííûõ êðèñòàëëàõ. Êîíå÷íî, íàõîæäåíèå ïîëîæå�íèé òàêèõ òî÷åê, ò. å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (38) â îá�ùåì ñëó÷àå, íå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî â àíàëè�òè÷åñêîì âèäå. Îäíàêî â áîëåå ñèììåòðè÷íûõ êðèñ-òàëëàõ íàïðàâëåíèÿm0 ìîãóò áûòü íàéäåíû áåç ãðî�ìîçäêèõ âû÷èñëåíèé.5.2. Íóëåâûå òî÷êè èíäóêöèè, ñâÿçàííûå ñýëåìåíòàìè ñèììåòðèè êðèñòàëëîâ5.2.1. Ïðîäîëüíûå âîëíû,ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âäîëü îñåé ñèììåòðèè�àññìîòðèì íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ m0 âïüåçîýëåêòðèêå, ñîâïàäàþùåå ñ îñüþ ñèììåòðèè ëþ�áîãî ïîðÿäêà, êðîìå îñè 2 (èíûìè ñëîâàìè, ýòî ìî�ãóò áûòü îñè 3; 4; �4; 6; �6). Êàê èçâåñòíî [11℄, ëþáàÿîñü ñèììåòðèè (âêëþ÷àÿ îñü 2) ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëüíîéíîðìàëüþ. Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ýëåêòðè÷å�ñêàÿ èíäóêöèÿ Dl(m0), ñîïóòñòâóþùàÿ ïðîäîëüíîéâîëíå (ul km0), äîëæíà îáðàùàòüñÿ â íóëü, ïîñêîëü�êó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîð Dl(m0) èìåë áû äâåýêâèâàëåíòíûå îðèåíòàöèè âîïðåêè îäíîçíà÷íîñòèòðåòüåãî ñîîòíîøåíèÿ â (9):Dl = N̂(m0)m0: (39)Çàìåòèì, ÷òî ïðèâåäåííîå ðàññóæäåíèå íåñïðàâåä�ëèâî äëÿ ïîïåðå÷íûõ âåòâåé, êîòîðûå äëÿ ðàññìàò�ðèâàåìîãî íàïðàâëåíèÿ âñåãäà âûðîæäåíû, ò. å. èìå�þò ðàâíûå �àçîâûå ñêîðîñòè (vt = vt0) è, êàê ñëåä�ñòâèå, ïðîèçâîëüíóþ îðèåíòàöèþ âåêòîðîâ ut;t0 èDt;t0 â ïëîñêîñòè, ò. å.ut;t0 ;Dt;t0 ?m0: (40)Íàïðàâëåíèå îñè ñèììåòðèè âòîðîãî ïîðÿäêàäîëæíî áûòü ðàññìîòðåíî îòäåëüíî (âïðî÷åì, ñ òåìæå ðåçóëüòàòîì). Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íàïðàâëåíèåíå ÿâëÿåòñÿ àêóñòè÷åñêîé îñüþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,âåêòîðû u� è D� â ïðèíöèïå îïðåäåëåíû ñ òî÷�íîñòüþ äî çíàêà, è èõ ïîâîðîòû îñüþ 2 íå ìîãóòðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ. Íåòðóäíîóáåäèòüñÿ, ÷òî âäîëü îñè 2 ïîïåðå÷íûå âåòâè îïÿòüõàðàêòåðèçóþòñÿ íåíóëåâûìè âåêòîðàìè èíäóêöèè.Íî ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, ÷òî â òîì æå íà�ïðàâëåíèè äëÿ ïðîäîëüíîé âåòâè âñåãäàDl(m0) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, êîìáèíèðóÿ óñëîâèå (39) ñ âûðàæå�íèåì (10) ïðè m =m0, èìååìDl = N̂(m0)m0 = (êm0)m0 �� ("̂m0) [(m0êm0)m0℄m0 � "̂m0 : (41)Ïîêàæåì, ÷òî äàæå â ìîíîêëèííîì êðèñòàëëå êëàñ�ñà ñèììåòðèè 2 ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (41) òîæäå�ñòâåííî ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, âûáèðàÿ â (41)îñü z âäîëü îñè ñèììåòðèè 2 km0, ïîëó÷èìDl = �e13 � "13e33"33 ; e23 � "23e33"33 ; 0� : (42)Íî ñîãëàñíî [1, 10℄ äëÿ ìîíîêëèííîãî êðèñòàëëàêëàññà ñèììåòðèè 2 â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäè�íàò �èãóðèðóþùèå â (42) íåäèàãîíàëüíûå êîìïî�íåíòû òåíçîðîâ ê è "̂ òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ:e13 = e23 = "13 = "23 = 0, ò. å.Dl(m0 k 2) = 0: (43)Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå (43) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõêðèñòàëëîâ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ, èìåþùèõ îñè ñèì�ìåòðèè 2. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùååóòâåðæäåíèå:âäîëü ëþáîé îñè ñèììåòðèè â ïüåçîýëåêòðè÷å�ñêîì êðèñòàëëå ïðîäîëüíîé ñîáñòâåííîé âîëíå äîëæ�íà ñîïóòñòâîâàòü ýëåêòðè÷åñêàÿ êîìïîíåíòà ñ íóëå�âîé èíäóêöèåé.�àññìîòðèì, íàïðèìåð, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèéêðèñòàëë ðîìáè÷åñêîãî êëàññà ñèììåòðèè 222. Âñîîòâåòñòâèè ñ ïðèâåäåííîé âûøå òåîðåìîé â ýòîìñëó÷àå âñå òðè îñè ñèììåòðèè âòîðîãî ïîðÿäêàçàäàþò íàïðàâëåíèÿ m0 íóëåâîé èíäóêöèè â ïðî�äîëüíûõ ìîäàõ. Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âêâàçèïðîäîëüíîé âåòâè òàêîãî êðèñòàëëà ìîãóòñóùåñòâîâàòü åùå ÷åòûðå èíâåðñèîííî íåýêâèâà�ëåíòíûõ íåñèììåòðè÷íûõ íàïðàâëåíèÿ m0 íóëåâîéèíäóêöèè Dl = 0:(�0; �'0); (�0; �'0 + �); (44)�0 = artgr e36"1"2(e14"2 + e25"1)"3 ; (45)'0 = artgre25"1e14"2 : (46)�åøåíèÿ (45), (46) äëÿ ïðîñòîòû çàïèñàíû â ïðèáëè�æåíèè ìàëûõ ïüåçîìîäóëåé è ñëàáîé óïðóãîé àíèçî�òðîïèè. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè óñëîâèåì ñóùåñòâîâà�íèÿ óêàçàííîé ñåðèè íóëåâûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ îäè�íàêîâîñòü çíàêîâ âñåõ âõîäÿùèõ â (45), (46) ïüåçî�131 9*
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�èñ. 2. Íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷-íî-íåïüåçîàêòèâíûõ êâàçèïðîäîëüíûõ àêóñòè÷åñêèõâîëí â êðèñòàëëàõ êëàññà ñèììåòðèè 222. Ñòåðåî-ãðà�è÷åñêèå ïðîåêöèè ïðèâåäåíû äëÿ ñëó÷àåâ, êî-ãäà çíàê ïüåçîìîäóëÿ e36 ïðîòèâîïîëîæåí çíàêóïüåçîìîäóëÿ e14 è/èëè e25 (a) è êîãäà çíàêè âñåõïüåçîìîäóëåé îäèíàêîâû (á )ìîäóëåé (ðèñ. 2). Çàìåòèì, ÷òî â êóáè÷åñêèõ ïüåçî�ýëåêòðèêàõ (êëàññû ñèììåòðèè �43m è 23) âñåãäà ðå�àëèçóåòñÿ ñèòóàöèÿ, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 2á, ïîñêîëü�êó â ýòîì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûå íàïðàâëåíèÿ íó�ëåâîé èíäóêöèè (44)�(46) ñ íåîáõîäèìîñòüþ âîçíè�êàþò âäîëü îñåé ñèììåòðèè òðåòüåãî ïîðÿäêà.5.2.2. t-âîëíû (SH) â ïëîñêîñòÿõ ñèììåòðèè1. �àññìîòðèì ìîíîêëèííûé êðèñòàëë êëàññàñèììåòðèè m â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îñüþ z ? m.Áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ âåòâüþ t-âîëí, ðàñïðîñòðàíÿ�þùèõñÿ â ïëîñêîñòè ñèììåòðèè m:m = (m1;m2; 0); ut k (0; 0; 1): (47)Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ òàêèõ âîëíDt = (0; 0; e35m1 + e34m2)ut k ut: (48)Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîé ïëîñêîñòè ñèì�ìåòðèè âñåãäà èìååòñÿ îäíî è òîëüêî îäíî íàïðàâëå�íèå m0 íóëåâîé èíäóêöèè Dt, îïðåäåëÿåìîå àçèìó�òîì '0:m0 = (m01;m02; 0); tg'0 = m02m01 = �e35e34 : (49)Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäûDt â ýòîé ïëîñêîñòè ðåàëèçóåòñÿ â íàïðàâëåíèèmmax = (m02;�m01; 0), ïåðïåíäèêóëÿðíîì m0.2. Â òðèãîíàëüíûõ êðèñòàëëàõ êëàññà ñèììåò�ðèè 3m ñèòóàöèÿ ñ ïîïåðå÷íî-íåïüåçîàêòèâíûìè íà�ïðàâëåíèÿìè äëÿ t-âîëí âî âñåõ òðåõ ïëîñêîñòÿõñèììåòðèè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îñü 3, ñîâåðøåííîàíàëîãè÷íà ðàññìîòðåííîìó ñëó÷àþ ìîíîêëèííîãî

êðèñòàëëà. Íàïðèìåð, ïðèìåíèòåëüíî ê êîîðäèíàò�íîé ïëîñêîñòè ñèììåòðèè yz äîñòàòî÷íî çàìåíèòüñîîòíîøåíèÿ (47)�(49) íà ñëåäóþùèå:m = (0;m2;m3); ut k (1; 0; 0); (50)Dt = (�e22m2 + e15m3; 0; 0)ut k ut; (51)m0 = (0;m02;m03); tg �0 = m02m03 = e15e22 ; (52)ãäå �0 � ïîëÿðíûé óãîë (ìåæäó íàïðàâëåíèåìm0 èîñüþ ñèììåòðèè 3).3. Â êðèñòàëëàõ ðîìáè÷åñêîãî êëàññà ñèììåòðèèmm2 äëÿ t-âîëí, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â òîé æå ñà�ìîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ñèììåòðèè yz, ìîæíîíàïèñàòü m = (0;m2;m3); ut k (1; 0; 0);Dt = (e15m3; 0; 0)ut k ut: (53)Î÷åâèäíî, ÷òî òåïåðüm0 = (0; 1; 0); mmax = (0; 0; 1): (54)Ñîîòíîøåíèÿ (53) è (54) îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè èäëÿ òåòðàãîíàëüíîãî êëàññà ñèììåòðèè 4mm.4. Â ñðåäàõ êëàññîâ ñèììåòðèè �42m, �43m è 23(x k 2) t-âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â äèàãîíàëü�íîé ïëîñêîñòè (1�10), õàðàêòåðèçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ�ìè m = (m1;�m1;m3); ut k (1; 1; 0): (55)Ýòè âîëíû ñîïðîâîæäàþòñÿ ýëåêòðè÷åñêîé êîìïî�íåíòîé ñ àìïëèòóäîé èíäóêöèèDt = e14m3(1; 1; 0)ut k ut (56)è, ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèçóþòñÿ ñïåöèàëüíûìèíàïðàâëåíèÿìèm0 = (1;�1; 0)=p2 ; mmax = (0; 0; 1): (57)5. Â êðèñòàëëàõ êëàññîâ ñèììåòðèè 6mm è 1m(14) ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ãëàâíóþîñü ñèììåòðèè, ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîñòüþ ñèììåòðèè m.Ñîãëàñíî (27), ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ t-âîëí, ðàñ�ïðîñòðàíÿþùèõñÿ â òàêèõ ïëîñêîñòÿõ, îðòîãîíàëüíàm è ïðîïîðöèîíàëüíà m3. Ïîýòîìó â ýòèõ ñëó÷àÿõýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ Dt òîæäåñòâåííî ðàâíà íó�ëþ íà âñåì ýêâàòîðå m3 = 0:Dt(m1;m2; 0) = 0: (58)Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî íà òîì æå ýêâàòîðå äëÿ òåõæå êëàññîâ ñèììåòðèè äðóãàÿ ïîïåðå÷íàÿ âåòâü t0,132
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m0

�m
�èñ. 3. Ñèíãóëÿðíîå âåêòîðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåê-òîðîâ D�(m) â îêðåñòíîñòè íóëåâîé òî÷êè m0ïîëÿðèçîâàííàÿ âäîëü ãëàâíîé îñè ñèììåòðèè, òàê�æå õàðàêòåðèçóåòñÿ ëèíèåé íóëåâûõ èíäóêöèé:Dt0(m1;m2; 0) = 0: (59)Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî óðàâíåíèå (58), íî íå(59), ñïðàâåäëèâî òàêæå äëÿ êëàññîâ ñèììåòðèè (13)è (15).6. ÑÈÍ�ÓËß�ÍÎÑÒÈ ÂÅÊÒÎ�ÍÛÕ ÏÎËÅÉÈÍÄÓÊÖÈÈ ÂÁËÈÇÈ ÒÎ×ÅÊ D = 06.1. Îáùåå ðàññìîòðåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîéàíèçîòðîïèèÁóäó÷è îðòîãîíàëüíûì âîëíîâîé íîðìàëè m,âåêòîðíîå ïîëå D�(m) ìîæåò èìåòü îðèåíòàöèîí�íóþ ñèíãóëÿðíîñòü â îêðåñòíîñòè ñîáñòâåííûõ íóëå�âûõ òî÷åêm0 (ðèñ. 3). �àññìîòðèì �óíêöèþD�(m)ïðè m = m0 +�m (�m ? m0, j�mj � 1). Èñïîëü�çóÿ óñëîâèå (8) è òðåòüå ñîîòíîøåíèå â (9), ïîëó÷àåìD�(m) k N̂(m)F̂�(m): (60)Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî D�(m0) = 0, â ïåðâîì ïðèáëèæå�íèè èìååìD�(m) k �mQ̂� �� �mi� ��mi hN̂(m)F̂�(m)i�m=m0 : (61)Ââèäó ïîïåðå÷íîñòè ïîëÿ D�(m), ñì. (11), ïðèñóò�ñòâóþùèé â (61) íåñèììåòðè÷íûé òåíçîðQ̂� = rm 
 N̂(m)F̂�(m)jm=m0 (62)äîëæåí áûòü ïëàíàëüíûì, ò. å. åãî ñïåêòðàëüíîå ðàç�ëîæåíèå äîëæíî âêëþ÷àòü ñóììó òîëüêî äâóõ äèàä:Q̂� = ��1~e�1 
 e�1 + ��2~e�2 
 e�2; (63)
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Φ�èñ. 4. Óãëû îðèåíòàöèè âåêòîðîâ D� è �m âïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé m0ãäå ��j , ~e�j è e�j � ñîîòâåòñòâåííî ñîáñòâåííûå çíà�÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðû (ñëåâà è ñïðàâà) òåí�çîðà Q̂�, ïðè÷åì âåêòîðû e�1 è e�2 äîëæíû áûòüîðòîãîíàëüíû m0. Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò e�jñîáñòâåííûå âåêòîðû ~e�j â îáùåì ñëó÷àå íå ïðèíàä�ëåæàò ïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîém0, îäíàêî èõ êîì�ïîíåíòû ~ek�j , íàïðàâëåííûå âäîëü m0, íåñóùåñòâåí�íû äëÿ íàøåãî àíàëèçà. �àçëîæèì êàæäûé èç âåê�òîðîâ ~e�j íà äâà ñëàãàåìûõ:~e�j = ~ek�j + ~e?�j ; ~ek�j km0;~e?�j = �Î �m0 
m0� ~e�j ?m0; (64)è îáðàçóåì áîëåå óäîáíóþ ìàòðèöóQ̂?� = �Î �m0 
m0� Q̂� == ��1~e?�1 
 e�1 + ��2~e?�2 
 e�2; (65)êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â äàëüíåéøåìàíàëèçå âìåñòî Q̂�:D� k�mQ̂?� : (66)Áóäåì îòñ÷èòûâàòü óãîë îðèåíòàöèè � âåêòîðàD�(m) îò íàïðàâëåíèÿ e�1 è àíàëîãè÷íûé óãîë 'â òîé æå ïëîñêîñòè äëÿ �m � îò íàïðàâëåíèÿ ~e?�1(ðèñ. 4). Â ýòèõ òåðìèíàõtg � = D� � e�2D� � e�1 = ��2��1 �m � ~e?�2�m � ~e?�1 = ��2��1 tg': (67)Òàêèì îáðàçîì, ïîëíîìó îáîðîòó âåêòîðà �m âî�êðóã m0 â ïëîñêîñòè îðòîãîíàëüíîé m0 äîëæåí ñî�îòâåòñòâîâàòü òàêæå ïîëíûé îáîðîò âåêòîðà D�(m)â òîì æå ñàìîì èëè ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèèâ çàâèñèìîñòè îò çíàêà det Q̂?� = ��1��2, ÷òî ñî�îòâåòñòâóåò èíäåêñó Ïóàíêàðå ñèíãóëÿðíîé òî÷êè(ðèñ. 5), n = signdet Q̂?� : (68)133



Â. È. Àëüøèö, Â. Í. Ëþáèìîâ, À. �àäîâè÷ ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005n = �1n = 1
�èñ. 5. Äâà îñíîâíûõ òèïà ñèíãóëÿðíîñòåé âîêðåñòíîñòè íóëåâûõ òî÷åê ïîëÿ âåêòîðîâD�(m)Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ óòðà÷èâàþò êîððåêò�íîñòü â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îäíî èç ñîáñòâåííûõçíà÷åíèé, ��1 èëè ��2, ìàòðèö (63), (65) îáðàùàåòñÿâ íóëü. Â ýòîì ñëó÷àå det Q̂?� = 0, íî �îðìóëà (68)áîëüøå íåïðèìåíèìà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ��2 = 0â òî÷êå m0. ÒîãäàD� k �mQ̂?� = ��1 ��m � ~e?�1� e�1 (69)è â íàïðàâëåíèè �m ? ~e?�1 ÷åðåç m0 ìîæåò ïðî�õîäèòü ëèíèÿ íóëåâîé èíäóêöèè, íî òîëüêî â òîìñëó÷àå, åñëè ðàâåíñòâî ��2 = 0 ñîõðàíÿåò íà íåéñâîþ ñïðàâåäëèâîñòü. Â ýòîé ñèòóàöèè ñàìà êîíöåï�öèÿ èíäåêñà Ïóàíêàðå îêàçûâàåòñÿ íåïðèìåíèìîé.Åñëè, îäíàêî, îáðàùåíèå â íóëü âåëè÷èíû ��2 èìå�åò ñòðîãî ëîêàëüíûé õàðàêòåð è ðåàëèçóåòñÿ òîëüêîâäîëüm0, òî ðå÷ü èäåò î âåñüìà ñïåöè�è÷åñêîé ñèí�ãóëÿðíîñòè, àíàëîãè÷íîé ëîêàëüíî-êëèíîâîìó âû�ðîæäåíèþ â òåîðèè àêóñòè÷åñêèõ îñåé [6℄. Ìîæ�íî ïîêàçàòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå òîïîëîãè÷åñêèé çà�ðÿä ñîîòâåòñòâóþùåé ñèíãóëÿðíîñòè â ïîëå âåêòî�ðîâ D�(m) ìîæåò ðàâíÿòüñÿ îäíîìó èç òðåõ çíà÷å�íèé: n = 0;�1. Âïðî÷åì, îáå ñèòóàöèè íóëåâîé àì�ïëèòóäû èíäóêöèè ýòîãî òèïà (è â òî÷êå, è íà ëè�íèè) ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííî èñêëþ÷èòåëüíûìè è íåâîçíèêàþò â ðåàëüíûõ êðèñòàëëàõ, äàæå áëàãîäàðÿñèììåòðèè ñðåäû. Íèæå ìû âñòðåòèìñÿ ñ íóëåâûìèëèíèÿìè èíäóêöèè ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà òîëüêîâ ìîäåëüíûõ êðèñòàëëàõ. Êàê áóäåò ïîêàçàíî, ïðè�ìåðû ëèíèé D� = 0, îòâå÷àþùèå óðàâíåíèÿì (58),(59), ïðèíàäëåæàò ê ñîâåðøåííî èíîìó òèïó.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñèíãóëÿðíûå òî÷êè n = �1,ïîêàçàííûå íà ðèñ. 5, ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ðàñïðîñòðà�íåííûìè îáúåêòàìè â ðåàëüíûõ êðèñòàëëàõ. Íà�ïðèìåð, âñå íàïðàâëåíèÿ m0 íà ðèñ. 2á, îòâå÷àþ�ùèå êðèñòàëëàì ðîìáè÷åñêîãî (222) èëè êóáè÷åñêèõ(�43m è 23) êëàññîâ ñèììåòðèè, õàðàêòåðèçóþòñÿ òî�ïîëîãè÷åñêèìè çàðÿäàìè�1 (òåìíûå òî÷êè íà ðèñ. 2

�èñ. 6. Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå â ïðåäñòàâ-ëåíèè íåíàïðàâëåííûõ îòðåçêîâ âåêòîðíîãî ïîëÿDl(m) âîêðóã ãðóïïû èç ïÿòè ñèíãóëÿðíûõ òî÷åêm0 â öåíòðàëüíîé ÷àñòè êðóãà íà ðèñ. 2áñîîòâåòñòâóþò èíäåêñó n = +1, à ñâåòëûå � èíäåê�ñó n = �1). �èñóíîê 6 ñõåìàòè÷åñêè äåìîíñòðèðóåòðàñïðåäåëåíèå Dl(m) â öåíòðàëüíîé ÷àñòè êðóãà íàðèñ. 2á.�àññìîòðèì òàêæå íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûåïðèìåðû êðèñòàëëîâ êîíêðåòíûõ ñèíãîíèé.Ïðîäîëüíûå âîëíû âäîëü îñåé ñèììåòðèè1.Íàïðàâëåíèåm0 k 2 â ìîíîêëèííîì êðèñòàëëåêëàññà ñèììåòðèè 2:n = sign f(a1 + b1)(a2 + b2)� 12g ; (70)ãäå a1 = e1436��34 ; b1 = e15d1��35 � e33"1"3 ;1 = e14d2��34 + e1536��35 ; (71)a2 = e2536��35 ; b2 = e24d2��34 � e33"2"3 ;2 = e2436��34 + e25d1��35 ; (72)di = i3 + 33. Òåíçîð "̂ ïðåäïîëàãàåòñÿ äèàãîíàëü�íûì, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ âûáîðîì îðèåíòàöèè îñåé(x; y) êðèñòàëëî�èçè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîñüþ z ïàðàëëåëüíîé îñè ñèììåòðèè 2.2. Íàïðàâëåíèåm0 k 2 â ðîìáè÷åñêîì êðèñòàëëåêëàññà ñèììåòðèè mm2:n = sign(b1b2): (73)134



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005 Îñîáåííîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîíåíò àêóñòè÷åñêèõ âîëí : : :3. Íàïðàâëåíèå m0 k 2 k z â ðîìáè÷åñêîì êðèñ-òàëëå êëàññà ñèììåòðèè 222:n(z) = sign(a1d2=a2d1): (74)Àíàëîãè÷íûå �îðìóëû äëÿ n(x) è n(y) ïîëó÷àþòñÿèç (74) ñîîòâåòñòâóþùåé öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâ�êîé èíäåêñîâ. Çàìåòèì ïîïóòíî, ÷òî â èçîòðîïíîìïðåäåëå d1=��35 = d2=��34 ! 2; (75)è òîëüêî î÷åíü áîëüøàÿ óïðóãàÿ àíèçîòðîïèÿìîãëà áû èçìåíèòü çíàê ñîîòâåòñòâóþùèõ îòíî�øåíèé â (74). Ïîýòîìó îáû÷íî äëÿ áîëüøèíñòâàðîìáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ çíàê â (74) îïðåäå�ëÿåòñÿ òîëüêî ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ìîäóëÿìè:n(z) = sign(e14=e25).4. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âäîëü ãëàâíûõ îñåéñèììåòðèè â êðèñòàëëàõ êëàññîâ ñèììåòðèè 422,622,122, 4mm, 6mm,1mm, 4, 6,1, 32, 3m, 3 èìååìn(z) = 1; (76)à â êëàññàõ ñèììåòðèè �42m, �4, �43m, 23 �n(z) = �1: (77)t-âîëíû (SH) â ïëîñêîñòÿõ ñèììåòðèèÌû íå ñòàíåì ïðèâîäèòü çäåñü ãðîìîçäêèå�îðìóëû, îïðåäåëÿþùèå âûáîð ìåæäó èíäåêñàìèn = �1 äëÿ ìîíîêëèííûõ è òðèãîíàëüíûõ êðèñ-òàëëîâ âäîëü íàïðàâëåíèé m0 (ñì. ñîîòâåòñòâåííî(49) è (52)), è íà÷íåì ðàññìîòðåíèå ñ ðîìáè÷åñêèõêðèñòàëëîâ.1. Â êðèñòàëëàõ ðîìáè÷åñêîãî êëàññà ñèììåò�ðèè mm2 ïîïåðå÷íûå àêóñòè÷åñêèå âîëíû (53),(54), ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ âîêðóã íóëåâîé òî÷êèm0 = (0; 1; 0), ñîïðîâîæäàþòñÿ ñèíãóëÿðíûì ïîëåìèíäóêöèé, õàðàêòåðèçóåìûì èíäåêñîì Ïóàíêàðån = sign �e32(12 + 66)=��26 � e31e15 � : (78)2. Äëÿ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ êëàññà ñèì�ìåòðèè 4mm âäîëü òîãî æå íàïðàâëåíèÿ èìååìn = sign�e31e15 12 � 11 + 266��16 � : (79)3. Äëÿ òåòðàãîíàëüíûõ êðèñòàëëîâ êëàññà ñèì�ìåòðèè �42m âäîëü íàïðàâëåíèÿ m0 = (1;�1; 0)=p2ïîëó÷àåì n = � sign(e14=e36): (80)

4. Äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèñòàëëîâ êëàññîâ ñèì�ìåòðèè �43m è 23 äëÿ òîãî æå ñàìîãî íàïðàâëå�íèÿ â äèàãîíàëüíîé ïëîñêîñòè ñèììåòðèè, òàê æåêàê è äëÿ ñèììåòðèéíî-ýêâèâàëåíòíîãî íàïðàâëå�íèÿ m0 = (�1; 1; 0)=p2, ïðè ëþáûõ ñî÷åòàíèÿõ ìî�äóëåé èìååì n = �1: (81)6.2. Ñïåöèàëüíûå òèïû ñèíãóëÿðíîñòåéÏðîâåäåííûé àíàëèç ÿâëÿåòñÿ èñ÷åðïûâàþùèìëèøü äî òåõ ïîð, ïîêà òåíçîð Q̂� (62) íå îáðàùàåòñÿâ íóëü. Êàê ìû âèäåëè, îáû÷íî Q̂� 6= 0, îäíàêî âíåêîòîðûõ èñêëþ÷èòåëüíûõ ñëó÷àÿõ, áëàãîäàðÿ âû�ñîêîé ñèììåòðèè èëè èç-çà îáðàùåíèÿ â íóëü îïðå�äåëåííûõ êîìáèíàöèé êîìïîíåíò ìàòåðèàëüíûõ òåí�çîðîâ, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî Q̂� = 0 âäîëü íåêîòî�ðûõ ñïåöèàëüíûõ íàïðàâëåíèé. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõîáùåå ðàññìîòðåíèå ñòàíîâèòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèì,è ìû ïðåäñòàâèì çäåñü òîëüêî åãî ðåçóëüòàòû. ÏðèQ̂�(m0) = 0 â ðàñïðåäåëåíèè âåêòîðíûõ ïîëåé èí�äóêöèè âîêðóã m0 âîçíèêàþò ÷åòûðå äîïîëíèòåëü�íûå îïöèè, ïîêàçàííûå íà ðèñ. 7. Ïåðâûå òðè èçíèõ îòâå÷àþò èçîëèðîâàííûì ñèíãóëÿðíûì òî÷êàìñ èíäåêñàìè Ïóàíêàðå n = 0;�2 (ðèñ. 7a�â). ×åò�âåðòûé âàðèàíò ñîîòâåòñòâóåò ñóùåñòâîâàíèþ íó�ëåâîé ëèíèè D = 0, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó m0(ðèñ. 7ã). Èìåííî òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò âäîëüýêâàòîðà m3 = 0 âî âñåõ ïîïåðå÷íî-èçîòðîïíûõ ñðå�äàõ (13)�(15) äëÿ ïîïåðå÷íûõ òàíãåíöèàëüíî ïîëÿ�ðèçîâàííûõ t-âîëí (58), à òàêæå â êëàññàõ ñèììåò�ðèè 6mm è1m äëÿ ïîïåðå÷íûõ t0-âîëí (59), ïîëÿðè�çîâàííûõ âäîëü ãëàâíîé îñè ñèììåòðèè. Åäèíñòâåí�íûé äðóãîé èçâåñòíûé ïðèìåð îáðàùåíèÿ â íóëüìàòðèöû Q̂� ðåàëèçóåòñÿ âäîëü îñè ñèììåòðèè �6. Âýòîì ñëó÷àå âî âñåõ òðåõ âîëíîâûõ âåòâÿõ âîçíèêà�þò îäèíàêîâûå ñèíãóëÿðíîñòè n = �2 (ðèñ. 7â).6.2.1. Èëëþñòðàöèè íà ïðèìåðå ìîäåëüíîãîêðèñòàëëà êëàññà ñèììåòðèè mm2Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì êðèñòàë�ëå îäèí èç åãî ïüåçîìîäóëåé ìíîãî ìåíüøå îñòàëü�íûõ. À èìåííî, ïóñòü â ñòàíäàðòíîé êðèñòàëëî�èçè�÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îñÿìè x; y, íîðìàëüíû�ìè ê ïëîñêîñòÿì ñèììåòðèè, è îñüþ z, ïàðàëëåëüíîéîñè ñèììåòðèè 2, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîje31j � je15j; je24j; je32j; je33j: (82)Åñëè â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè ïîëîæèòü e31 = 0, òî,êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, â êâàçèïðîäîëüíîé íåâû�ðîæäåííîé âåòâè âäîëü íàïðàâëåíèÿ m0 = (1; 0; 0)135
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à ãâá�èñ. 7. ×åòûðå âîçìîæíûõ òèïà âåêòîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé D�(m) âîêðóã òî÷êè m0, ãäå D�(m0) = Q̂�(m0) = 0âîçíèêàåò îïèñàííàÿ âûøå ñïåöèàëüíàÿ ñèòóàöèÿ,êîãäà îäíîâðåìåííîDl(m0) = 0 è Q̂�1(m0) = 0. Ïðèýòîì ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ Dl(m) â ïëîñ�êîñòè yz âîêðóã òî÷êèm0 îïèñûâàåòñÿ âûðàæåíèåìDl k f0; g2 sin 2�; g1 + "1e322�� (g1 � "1e322) os 2�g ; (83)ãäå � � ïîëÿðíûé óãîë íàïðàâëåíèÿ m, îòñ÷èòû�âàåìûé îò îñè y â ïëîñêîñòè yz, è ââåäåíû íîâûåïàðàìåòðûg1 = 1("1e33 � "3e15);g2 = (1 + 2)"1e24 � "2e15;1 = �d5= ��15; 2 = d6=�16;�d5 = 13 + �55; ��15 = 11 � �55;�55 = 55 + e215="1; d6 = 12 + 66: (84)Êàê âûòåêàåò èç (83), â çàâèñèìîñòè îò ìàòåðèàëü�íûõ êîíñòàíò ïîëå Dl(m) âñåãäà îòâå÷àåò îäíîìóèç âåêòîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîêàçàííûõ íà ðèñ. 7.Ñîîòâåòñòâóþùèå èíäåêñû Ïóàíêàðå òî÷å÷íûõ ñèí�ãóëÿðíîñòåé (ðèñ. 7a�â) äàþòñÿ âûðàæåíèÿìènl = ( 0; g1e322 > 0;2 sign [(g1�"1e322)g2℄ ; g1e322 < 0: (85)Êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ íóëåâûõ ëèíèé â ïîëåDl(m) (ðèñ. 7ã) âûïîëíÿåòñÿ, êîãäàg1e322 = 0 èëè g2 = 0; g1e322 < 0: (86)Êàê ñëåäóåò èç (83), ïðè g1 = 0 íóëåâàÿ ëèíèÿ èíäóê�öèè ïðîõîäèò ÷åðåç m0 âäîëü îñè z (ðèñ. 8à). Ïðèe322 = 0 àíàëîãè÷íàÿ íóëåâàÿ ëèíèÿ íàïðàâëåíàâäîëü îñè y (ðèñ. 8á ). Åñëè îäíîâðåìåííî g1 = 0è e322 = 0, òî óêàçàííûå ëèíèè ñîñóùåñòâóþò(ðèñ. 8â). Íàêîíåö, ïðè g2 = 0, g1e322 < 0 âîçíèêàåòêîñîå ïåðåêðåñòèå íóëåâûõ ëèíèé (ðèñ. 8ã), îðèåíòà�öèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåìos 2� = g1 + "1e322g1 � "1e322 : (87)

z z z z

à á â ãy y y y�èñ. 8. ×åòûðå òèïà íóëåâûõ ëèíèé Dl(m) = 0 äëÿìîäåëüíîãî ðîìáè÷åñêîãî êðèñòàëëà6.2.2. Ïîâåäåíèå òî÷å÷íûõ ñèíãóëÿðíîñòåéïðè âîçìóùåíèè ìàòåðèàëüíûõ ìîäóëåé�àçëè÷íûå òèïû òî÷å÷íûõ ñèíãóëÿðíîñòåé â âåê�òîðíûõ ïîëÿõ D�(m) ïî-ðàçíîìó âåäóò ñåáÿ, ñìå�ùàÿñü, ðàñùåïëÿÿñü èëè èñ÷åçàÿ, ïðè âîçìóùåíèÿõìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò. Àíàëèç àíàëîãè÷íûé ïðîâå�äåííîìó â ðàáîòå [6℄ ïîêàçûâàåò, ÷òî ñèíãóëÿðíîñòèñ èíäåêñàìè n = �1 (ñì. ðèñ. 5) ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè�÷åñêè óñòîé÷èâûìè è ìîãóò òîëüêî ñìåùàòüñÿ ïðèòàêèõ âîçìóùåíèÿõ. Äðóãèå òèïû ñèíãóëÿðíûõ òî�÷åê (ðèñ. 7à�â) íåóñòîé÷èâû è ëèáî ðàñùåïëÿþòñÿ âñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ òîïîëîãè÷åñêî�ãî çàðÿäà, ëèáî èñ÷åçàþò (íî òîëüêî åñëè èñõîäíûéèíäåêñ n = 0). Íóëåâûå ëèíèè (ðèñ. 7ã è 8) òàêæåíåñòàáèëüíû è èñ÷åçàþò ëèáî ïîëíîñòüþ, ëèáî çà èñ�êëþ÷åíèåì ðÿäà èçîëèðîâàííûõ íóëåâûõ òî÷åê.Ïðîèëëþñòðèðóåì óêàçàííûå îáùèå ñâîéñòâà íàêîíêðåòíîì ïðèìåðå ðàññìîòðåííîãî âûøå ìîäåëü�íîãî êðèñòàëëà êëàññà ñèììåòðèè mm2 ñ ìàëûì ìî�äóëåì e31. Íàïîìíèì, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû(83)�(87) íàéäåíû â íóëåâîì ïðèáëèæåíèè, êîãäàïüåçîìîäóëü e31 áûë ïîëîæåí ðàâíûì íóëþ. Â ñëå�äóþùåì ïîðÿäêå ïî e31 ìû äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷àåìðàñùåïëåíèå èñõîäíîé ñèíãóëÿðíîñòè âäîëü íàïðàâ�ëåíèÿ m0 = (1; 0; 0) íà äâå èëè ÷åòûðå ñèíãóëÿðíûõòî÷êè:136



ÆÝÒÔ, òîì 128, âûï. 1 (7), 2005 Îñîáåííîñòè ýëåêòðè÷åñêèõ êîìïîíåíò àêóñòè÷åñêèõ âîëí : : :
y y y y

à á zzzz
e31=g1 < 0z n = �2 z e31=g1 > 0e31=g1 > 0 e31=g1 < 0

n = 0y yn = �1n = �1n = �1 Dl 6= 0
�èñ. 9. �àñùåïëåíèå ñèíãóëÿðíûõ òî÷åê ñ èíäåêñà-ìè n = �2; 0 â ìîäåëüíîì êðèñòàëëå êëàññà ñèì-ìåòðèè mm2

n = −1

n = −2
n = 1

n = −1n = −1�èñ. 10. Òðàíñ�îðìàöèÿ ñèíãóëÿðíîñòè n = �2âäîëü îñè ñèììåòðèè �6 â ÷åòâåðêó ñèíãóëÿðíûõ òî-÷åê n = �1 ïðè �àçîâîì ïåðåõîäå �6! 3m0 + Æm =8<: (1;��2; 0); �22 = �e31=e322;(1; 0;��3); �23 = �"1e31=g1: (88)Êàê âèäíî èç (88), ïðè g1e322 < 0, êîãäà â íóëåâîìïðèáëèæåíèè âäîëü m0 èìååò ìåñòî ñèíãóëÿðíîñòün = 2 èëè n = �2, ¾âêëþ÷åíèå¿ ìîäóëÿ e31 ïðèâî�äèò ê ñèììåòðè÷íîìó ðàñùåïëåíèþ ýòîé ñèíãóëÿð�íîñòè íà ïàðó íóëåâûõ òî÷åê ñ îäèíàêîâûìè òîïî�ëîãè÷åñêèìè çàðÿäàìè ñîîòâåòñòâåííî n = 1 èëèn = �1 âäîëü îñè y èëè z â çàâèñèìîñòè îò çíàêà�àêòîðà e31=g1 (ðèñ. 9à). À ïðè g1e322 > 0, êîãäàèñõîäíûé òîïîëîãè÷åñêèé çàðÿä n íóëåâîãî ïðèáëè�æåíèÿ ðàâåí íóëþ, âîçìóùåííàÿ êàðòèíà âêëþ÷àåòëèáî ÷åòûðå ñèíãóëÿðíîñòè ñ íóëåâûì ñóììàðíûìèíäåêñîì (äëÿ e31=g1 < 0), ëèáî íè îäíîé, ÷òî ñîîò�âåòñòâóåò îòñóòñòâèþ â äàííîé îêðåñòíîñòè íóëåâûõòî÷åê èíäóêöèè (äëÿ e31=g1 > 0) � ðèñ. 9á.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå ðàñùåï�ëåíèÿ íåóñòîé÷èâûõ ñèíãóëÿðíîñòåé îòíþäü íå ñâî�äÿòñÿ ê àáñòðàêòíûì ìàòåìàòè÷åñêèì èãðàì. �åàëü�íûå âîçìóùåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò êðèñòàë�ëîâ ÷àñòî âîçíèêàþò áëàãîäàðÿ ðàçëè÷íûì âíåø�íèì âîçäåéñòâèÿì âðîäå ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåé, ìåõà�

íè÷åñêèõ íàïðÿæåíèé èëè òåìïåðàòóðíûõ âàðèàöèéâ îêðåñòíîñòè �àçîâûõ ïåðåõîäîâ. Íàïðèìåð, ïðè�àçîâîì ïðåâðàùåíèè êðèñòàëëà êëàññà ñèììåòðèè�62m èëè �6 â òðèãîíàëüíûé êðèñòàëë êëàññà ñèììåò�ðèè 32, 3m èëè 3 îñü ñèììåòðèè �6 (n = �2) çàìåíÿ�åòñÿ îñüþ òðåòüåãî ïîðÿäêà (n = 1). Ïðè ýòîì â ñî�îòâåòñòâèè ñ çàêîíîì ñîõðàíåíèÿ èíäåêñà è ñèììåò�ðèåé êîíå÷íîãî ñîñòîÿíèÿ êðèñòàëëà â äîïîëíåíèå êöåíòðàëüíîé ñèíãóëÿðíîñòè n = 1 âîêðóã ïîñëåäíåéäîëæíû âîçíèêíóòü åùå òðè íóëåâûå òî÷êè Dl = 0ñ èíäåêñàìè n = �1 (ðèñ. 10).7. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÒàêèì îáðàçîì, äâå ýëåêòðè÷åñêèå êîìïîíåíòû,ñîïóòñòâóþùèå àêóñòè÷åñêèì âîëíàì â ïüåçîýëåê�òðèêàõ, ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå E è ýëåêòðè÷åñêàÿ èí�äóêöèÿ D, ñèëüíî ðàçëè÷àþòñÿ ïî ñâîèì ñâîéñòâàì.Ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå âñåãäà ÷èñòî ïðîäîëüíî, â òîâðåìÿ êàê ýëåêòðè÷åñêàÿ èíäóêöèÿ, íàïðîòèâ, âñå�ãäà ÷èñòî ïîïåðå÷íà. Íàïðàâëåíèÿ íóëåâîãî ýëåê�òðè÷åñêîãî ïîëÿ (E = 0) îáðàçóþò íà ñ�åðå m2 = 1ñïëîøíûå ëèíèè, à íàïðàâëåíèÿ íóëåâîé èíäóêöèè(D = 0), êàê ïðàâèëî, èçîëèðîâàíû è ïðåäñòàâëÿþòñîáîé ñèíãóëÿðíûå òî÷êè òàíãåíöèàëüíîãî âåêòîð�íîãî ïîëÿ D(m) íà òîé æå åäèíè÷íîé ñ�åðå. Ïðèýòîì îáà òèïà íåïüåçîàêòèâíûõ íàïðàâëåíèé ñ íåîá�õîäèìîñòüþ ïðèñóòñòâóþò ïðàêòè÷åñêè â ëþáûõ, äà�æå òðèêëèííûõ, êðèñòàëëàõ, õîòÿ ýëåìåíòû ñèììåò�ðèè, êîíå÷íî, ÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíîé ïðè÷èíîéèõ ñóùåñòâîâàíèÿ.Òîïîëîãè÷åñêèå ñèíãóëÿðíîñòè â âåêòîðíûõ ïî�ëÿõ D�(m) â îêðåñòíîñòè íóëåâûõ òî÷åê â áîëüøèí�ñòâå êðèñòàëëîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ èíäåêñàìè Ïóàí�êàðå n = �1, ãäå çíàê ñîâïàäàåò ñî çíàêîì äåòåð�ìèíàíòà ìàòðèöû Q̂� (62). Îäíàêî â îòäåëüíûõ ñïå�öèàëüíûõ ñëó÷àÿõ, áëàãîäàðÿ ñèììåòðèè èëè èç-çàîáðàùåíèÿ â íóëü îïðåäåëåííûõ êîìáèíàöèé ìàòå�ðèàëüíûõ êîíñòàíò, ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî Q̂� = 0.Ïðè ýòîì íóëåâàÿ òî÷êàm0 ìîæåò áûòü ëèáî èçîëè�ðîâàííîé (â ýòîì ñëó÷àå n = 0;�2), ëèáî ïðèíàäëå�æàòü ëèíèè íóëåé. Ïîäîáíûå ñïåöèàëüíûå îðèåíòà�öèè òîïîëîãè÷åñêè íåóñòîé÷èâû è ïðè âñÿêîì èçìå�íåíèè àíèçîòðîïèè äîëæíû ðàñïàäàòüñÿ íà óñòîé÷è�âûå òî÷êè n = �1 èëè èñ÷åçàòü.Ëþáîïûòíî, ÷òî ðàññìîòðåííûå ñèíãóëÿðíîñòèâåêòîðíîãî ïîëÿ èíäóêöèé D�(m) â îêðåñòíîñòèíóëåâûõ òî÷åê ðàäèêàëüíî îòëè÷àþòñÿ îò àíà�ëîãè÷íûõ ñèíãóëÿðíîñòåé ïîëÿ D�(m) âîêðóã137
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